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Szamtani kozép
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Meértani kozép

Az a1, ..., a, pozitiv szamok mértani kdzepe:

G=1a .. a,.

A kozottiik lévé Osszefiiggés

ar+...+an
n

/ai ... ap <

Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a; = ... = a,,.
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Igazoljuk, hogy egy pozitiv szam és reciprokanak dsszege nem
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Problémak megoldasa kozepek segitségével

2. probléma.

Egység térfogat egyenes hasabok koziil melyiknek a legkisebb a
felszine?

Megoldas.

Jeldlje a, b, ¢ a hasab oldalainak hosszat. Ekkor a feltétel abc =1
alakba irhaté6, és mi az ab + bc + ac kifejezés minimumat keressiik.
Irjuk fel az ab, ac, bc pozitiv szamokra a szamtani-mértani kdzepek
kozotti egyenl6tlenséget.

b b
% > Vab-ac- bc = {/(abc)? =1
Megkaptuk tehat ab + ac + bc minimumat,és azt is tudjuk, hogy
ezt akkor veszi fel, ha ab = ac = bc, azaz, ha a = b = c.A vélasz
tehat: a kocka a legkisebb felszinii, egység térfogatii egyenes hasab.
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Harmonikus kézép

Az a1, ..., a, pozitiv szamok harmonikus kdzepe:

H =

Négyzetes kozép

Az a1, ..., a, pozitiv szamok négyzetes kdzepe:
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Az eddig megismert kozepeink nagysagsorrendje

n ap+..+a a2+ ..+ a2
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Egyenléség akkor és csak akkor all fenn minden egyenlétlenségben,
ha mindegyik a; egyenlé.
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Az eddig megismert kozepeink nagysagsorrendje

2 2
n a ...+ a as+..+a
T P Sk ROy e il
n n

1 1
I+ +1
Egyenléség akkor és csak akkor all fenn minden egyenlétlenségben,
ha mindegyik a; egyenlé. Egy specialis eset fliggvénygrafikonokkal

szemléltetve:

i M,.(1,x)
My(1,x) = {152
__———/ v,
Mi(1,.0) = L
M:(lix) =
(1) =
X X
0 1
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Egy - a kdzepek altalanositasat segité - megfigyelés

Ezek alapjan a kovetkez§ altalanositas adja magat:

1
oo <a’f‘+...+aﬁ>a
L= (T
n

Ezzel a jeldléssel: A= H;,H=H_1,Q = Ho.
De a mértani kdzép problémas!!! Egyetlen a-ra sem adja a képlet...
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A kakukktojas: a mértani kdzép

Habar a képletiink formalisan nem adja semmilyen a-ra sem a
mértani kozepet, a kdvetkezé tétel megmutatja, hogy az hogyan
"illeszkedik bele a képbe".
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A kakukktojas: a mértani kdzép

Habar a képletiink formalisan nem adja semmilyen a-ra sem a
mértani kozepet, a kdvetkezé tétel megmutatja, hogy az hogyan
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Legyenek ay, ..., a, pozitiv szamok. Ekkor o < 0 < (3 esetén
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Bizonyitas.
A szamtani-mértani kozepek kozti egyenl6tlenséget felirva af', ..., a5
majd a:/f, cey ah szamokra egyszertien adédik mindkét oldali

egyenl6tlenség.
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A tétel "jogossa" teszi a Hy = G definialasat.
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A hatvanykozepek definiciéja

Legyenek ay, ..., a, pozitiv szamok. Ekkor minden valés a-ra a

1
af+...4ap | «
o (7 ),haa;&o
/a1 -...-a, ,haa=0

szamot az ai, ..., a, szamok «a-adik hatvanykdzepének nevezziik.

Eszrevétel.

| A\

Az eddigi koézepeinkre latott egyenlétlenségek a hatvanykozepek
jelolésrendszerével a

H_1 <Hy<H < H>
alakot oltik.




A sejtés

Tetszéleges a1, ..., a, pozitiv szamokra és o < 3 valésakra:

Hu(a1,...,an) < Hg(ai, ..., an)




A Jensen-egyenl8tlenség

Konkavitas

Definici6 (szemléletes).

Egy f fiiggvényt konkavnak neveziink az / intervallumon, ha (az
adott intervallumon) a gorbéjének barmely két pontjat sszekdtd
szakasz "felett" (nem "alatta") helyezkedik el a gérbe minden

pontja.
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barmely a,b € | és t1,t, > 0, t1 + to = 1 szamokra

f(tia+ tob) > t1f(a) + t2f (b).
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Az "akkor" irany nyilvanvald, n = 2-bél adédik.

A "csak akkor" iranyt teljes indukciéval bizonyitjuk. A konkavitas
definici6ja maga az (1) egyenlStlenség n = 2 esetén.
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definici6ja maga az (1) egyenlStlenség n = 2 esetén. Tegyiik fel,
hogy 2,3, ..., n-re igaz az allitas. Igazoljuk, a feltevés segitségével,
hogy n+ 1 esetén is igaz.
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Bizonyitas (folytatas).

> (1—thy1) <1 f(an)>+tn+1f(an+1) .
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A Jensen-egyenlGtlenség

Bizonyitas (folytatas).

t ty

> (1—tyy1) <1 1_tf(3n)>+tn+1f(3n+1) 5

= tlf(al) + ...+ t,,f(a,,) + t,,+1f(a,,+1).

Készen vagyunk.




A Jensen-egyenl8tlenség

A Jensen-egyenlGtlenség

Bizonyitas (folytatas).

t1 ty

> (1=toy) (T Flan) + o b

1 f(a,,)) Ftni1f(ant1) =
- tn+1

= t1f(a1) + oo + tof (an) + tas1f(ani1)-

Készen vagyunk.

N
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Megfigyelés

A Jensen egyenlétlenséggel kapcsolatos gondolatok
megismételhetéek konvex fliggvények esetén is, csak minden
relacios jel megfordul.
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Példak a Jensen-egyenlétlenség alkalmazasara

Az f(x) = log(x) fuiggvény, mint ismert, konkav.
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Példak a Jensen-egyenlétlenség alkalmazasara

Példa.
Az f(x) = log(x) fuiggvény, mint ismert, konkav.
Igy a Jensen-egyenl6tlenségbs| pozitiv ag, ..., a-k esetén

g <a1 + ot an> > log(an) + .. + log(an) _ log (/a1 - ... - an)

n n

ahonnan:
a+ ...+ ap

n

> J/ay - ... an.
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Példak a Jensen-egyenlétlenség alkalmazasara

Hatarozzuk meg a cos a + cos 3 + cos v kifejezés maximumat, ha
a, 3,7 egy hegysszdgili haromszdg szogei.
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a, 3,7 egy hegysszdgili haromszdg szogei.
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Megoldas.

A feladat feltételei az o, 3,y € (0, %), o + B + v = 7 alakba
irhatok.
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a, 3,7 egy hegysszdgili haromszdg szogei.
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Megoldas.

A feladat feltételei az o, 3,y € (0, %), o + B + v = 7 alakba
irhatok. Mint ismert, a cos fiiggvény a [0, 5] intervallumon konkav,
igy alkalmazhatjuk a Jensen-egyenlétlenséget a kdvetkezképpen:

cosa + cos B + cos
3 <

cosa+cosff+cosy=3-
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A feladat feltételei az o, 3,y € (0, %), o + B + v = 7 alakba
irhatok. Mint ismert, a cos fiiggvény a [0, 5] intervallumon konkav,
igy alkalmazhatjuk a Jensen-egyenlétlenséget a kdvetkezképpen:

cosa + cos B + cos
3 <

cosa+cosff+cosy=3-




A Jensen-egyenl8tlenség

Példak a Jensen-egyenlétlenség alkalmazasara

Hatarozzuk meg a cos a + cos 3 + cos v kifejezés maximumat, ha
a, 3,7 egy hegysszdgili haromszdg szogei.

Megoldas.

A feladat feltételei az o, 3,y € (0, %), o + B + v = 7 alakba
irhatok. Mint ismert, a cos fiiggvény a [0, 5] intervallumon konkav,
igy alkalmazhatjuk a Jensen-egyenlétlenséget a kdvetkezképpen:

cosa + cos B + cos
3 <

cosa+cosff+cosy=3-

§3-cos<a

A becslésiink pontos (egyenléség szabalyos haromszog esetén).




A sejtés bizonyitasa

a < 3 = H, < Hg bizonyitasa

Az a < 0 < [ eset.
Mar korabban lattuk, hogy

Hy < Ho < Hp.
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A sejtés bizonyitasa

a < 3 = H, < Hg bizonyitasa

Az a < 0 < [ eset.

Mar korabban lattuk, hogy

Ho < Ho < Hj.
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A 0 < a < 3 eset bizonyitasa.

Az f(x) = x? fiiggvény, mint ismert, konkav (5 <1).
Alkalmazzuk tehat a Jensen-egyenl6tlenséget az af, ceey ah szamokra

az f(x) fliggvénnyel.
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A sejtés bizonyitasa

a < 3 = H, < Hg bizonyitasa

Az a < 0 < [ eset.

Mar korabban lattuk, hogy

Ho < Ho < Hj.

| \

A 0 < a < 3 eset bizonyitasa.

Az f(x) = x? fiiggvény, mint ismert, konkav (5 <1).
Alkalmazzuk tehat a Jensen-egyenl6tlenséget az af, ceey ah szamokra

az f(x) fliggvénnyel.

& % a ay\
Hy = (af+...+aﬁ)5 . ((af)s +...+(aﬁ)a)a :Ha

n n

N

A fennmaradé a < 8 < 0 eset 0 < o < 3 -hoz teljesen analdg.
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A hatvanykozepek alkalmazasa feladatokban

1. feladat

Hatarozzuk meg a sin?%1%(x) 4 cos??(x) trigonometrikus kifejezés
maximumat és minimumat, ha 0 < x < 7.
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A hatvanykozepek alkalmazasa feladatokban

Hatarozzuk meg a sin?%1%(x) 4 cos??(x) trigonometrikus kifejezés
maximumat és minimumat, ha 0 < x < 7.

Megoldas.
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A hatvanykozepek kdzotti egyenlStlenséget hasznalva:

2010

i
2010 2010 3010
§in2010(x) 4 c0s2910(x) = 2. <<sm (x) + cos (x)> > -

5 =

2010
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Feladatok

A hatvanykozepek alkalmazasa feladatokban

Hatarozzuk meg a sin?%1%(x) 4 cos??(x) trigonometrikus kifejezés
maximumat és minimumat, ha 0 < x < 7.

Megoldas.

| \

A hatvanykozepek kdzotti egyenlStlenséget hasznalva:

2010

i
2010 2010 3010
§in2010(x) 4 c0s2910(x) = 2. <<sm (x) + cos (x)> > >

5 =

2010

>0, ((sin2(x) —gc052(X)> i) _ o

Egyenléség x = 7 esetben fennall.

A
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A hatvanykozepek alkalmazasa feladatokban

Megoldas (folytatas).
A masik iranya egyenlStlenséget a kovetkezd - a binomialis tétellel
egyszeriien lathato - egyenlétlenséggel igazoljuk. a, b nemnegativ

szamok esetén
1005 4 1005 (a+ b)1005.
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A hatvanykozepek alkalmazasa feladatokban

Megoldas (folytatas).
A masik iranya egyenlStlenséget a kovetkezd - a binomialis tétellel

egyszeriien lathato - egyenlétlenséggel igazoljuk. a, b nemnegativ

szamok esetén
1005 4 1005 (a+ b)1005.

Helyettesitsiink ebbe az egyenlétlenségbe a = sin?(x), b = cos?(x)
médon. Igy a

sin%91%(x) + cos??19(x) < (sin?(x) + cos?(x))1%® =1

felsé becslést nyerjiik, és mivel x = 0 helyen 1-et vesz fel a
kifejezés, készen vagyunk.
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2. feladat

n gdmb térforgatanak dsszege 1. Milyen hatarok kozétt mozoghat
a gombok felszinének sszege? ("Zérus sugar(" gémbdket is
megengediink.)
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Megoldas.

| A\

Legyen a gébmbdk sugara rq, ..., r,. Ekkor a feltétel
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2. feladat

n gdmb térforgatanak dsszege 1. Milyen hatarok kozétt mozoghat
a gombok felszinének sszege? ("Zérus sugar(" gémbdket is
megengediink.)
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Megoldas.

Legyen a gébmbdk sugara rq, ..., r,. Ekkor a feltétel

4 4
V=_nrd+..

3 §7Tr3:1

alakd. Becsiiljiik a felszin dsszegét feliilrél a hatvanykozepek
kozotti egyenl6tlenséggel.
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Megoldas (folytatas).
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A hatvanykozepek alkalmazasa feladatokban

Megoldas (folytatas).
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A felsé becsléssel készen vagyunk.
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A hatvanykozepek alkalmazasa feladatokban

Megoldas (folytatas).

1\ 2
A_47rr12+...+47rr3_4n7r<<w7> ) <
n

1\ 2 1\ 2
3 3\ 3 3
< 4nm <<M> ) — Anmw <<3> > = 36nn
n 4nm

A felsé becsléssel készen vagyunk. Az alsé becsléshez hasznaljuk fel
az 1. feladatban latotthoz hasonld, pozitiv ay, ..., a, szamokra

érvényes
3 3

ad+..+a2<(ar+..+an)

3
2

egyenlStlenséget.
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A hatvanykozepek alkalmazasa feladatokban

Megoldas (folytatas).

1\ 2
A_47rr12+...+47rr3_4n7r<<w7> ) <
n

1\ 2 1\ 2
3 3\ 3 3
< 4nm <<M> ) — Anmw <<3> > = 36nn
n dnm

A felsé becsléssel készen vagyunk. Az alsé becsléshez hasznaljuk fel
az 1. feladatban latotthoz hasonld, pozitiv ay, ..., a, szamokra
érvényes

3
2

3 3
aj +...+a5 <(ar+..+an)

egyenlStlenséget. Ennek az a; = rZ, ..., a, = r? helyettesitéssel
kapott alakjat hasznaljuk az alsé becslésnél.




Feladatok

A hatvanykozepek alkalmazasa feladatokban

Megoldas (folytatas).




Feladatok

A hatvanykozepek alkalmazasa feladatokban

Megoldas (folytatas).

2
A=A4nr? + .. +4nr2 = 4x ((r12 +...+ rg)%> >

3

2
> 4w ((rlz)% + ..+ (rﬁ)i) P =4r (R +..+r)

wWIN




Feladatok

A hatvanykozepek alkalmazasa feladatokban

Megoldas (folytatas).

2
A=A4nr? + .. +4nr2 = 4x ((r12 +...+ rg)%> >

wWIN

2
> 4w ((rlz)% + ..+ (rﬁ)%) P =4r (R +..+r)
Azt kaptuk tehat, hogy

V361 < A< v/36nT.
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A hatvanykozepek alkalmazasa feladatokban

Megoldas (folytatas).

2
A=A4nr? + .. +4nr2 = 4x ((r12 +...+ rg)%> >

wWIN

2
> 4w ((rlz)% + ..+ (rg)%) P =4r (R +..+r)
Azt kaptuk tehat, hogy
V36 < A < V/36nm.

Ha minden gdmb egyenls sugari, akkor A = v/36n, ha (n— 1)
gdmb sugara 0, akkor A = v/36m, becsléseink tehat élesek. Készen
vagyunk.
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Koszonom a megtisztel§ figyelmet!
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