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megoldas keresése.
o Minél egyszeriibb(!7?) ilyen keresése.
o Kozépiskolas
o Kozép/emelt szintii érettségi anyagat hasznalé médszer
keresése.
o Minél egyszeriibb(!?) ilyen keresése.
o "Lényeget" keres6
o A feladat "lényegének" megértése a cél.
o Hogy lehet egy ilyen feladatot kitalalni?
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Az altalanos iskolas: mit tud, ami hasznos lehet?

Mit tanul egy altalanos iskolas?

MOZAIK: Sokszini matematika - 8.
TARTALOMJEGYZEK

Algebra

1. Algebrai kifejezések (emlékeztets)

Hogyan oldunk meg egyenleteket, egyenlétlenségeket?
Tobbtagu algebrai kifejezések szorzasa

Osszeg, kiilonbség négyzete (kiegészité anyag)
Osszeg és kiilénbség szorzata (kiegészits anyag)
Kiemelés, szorzatta alakitas

Algebrai tortek (kiegészit anyag)

Egyenletek megoldasa szorzatta alakitassal
Vegyes feladatok
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Az a, b, ¢ adott, kiilonbdz6 szamok. lgazoljuk minél egyszeriibben,
hogy a kovetkezé egyenl6ség minden x-re igaz:
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a + +cC = X°.
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Els6 &tlet: Szorozzunk be (a — b)(a — ¢)(b — ¢)-vell
a%(x—b)(x—c)(b—c)+b?(x—a)(x—c)(c—a)+c?(x—a)(x—b)(a—b) =

= x%(a—b)(a—c)(b—c).

Bontsuk fel a zaréjeleket!
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Kénnyen igy jarhatunk:

Vigyazat!
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A valasz: IGEN. — Egyetemi anyag
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Ugyes kiemelésekkel (melyek
megtalalasa kell6 gyakorlatot
igényel), szelidithet a szamolas,
de egy ilyen megoldast
megtalalni lehet, hogy tdbb idé,
mint felbontani a zar6jeleket.
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szerepet jatszik.
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2(x=b)(x—c)  H(x—a)lx—c) LH(x—a)x—=b) ,
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Megoldas.

Els6 megfigyelés: x valamilyen szempontbdl megkiilonboztetett

szerepet jatszik.
Rendezziink mindent tagot a bal oldalra, régzitsiik a, b, c-t és
tekintsiink agy a bal oldalra, mint x fliggvényére.
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A bal oldal (rogzitett a, b, ¢ mellett) legfeljebb(!) masodfoka
polinomfiiggvény,
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Megoldas.
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A bal oldal (rogzitett a, b, ¢ mellett) legfeljebb(!) masodfoka
polinomfiiggvény, melynek j6l lathatéan gyokei a, b, c.

Azt tudjuk, hogy egy masodfoki fiiggvénynek 0, 1 vagy 2 darab
gyoke lehet,
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Megoldas.
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A bal oldal (rogzitett a, b, ¢ mellett) legfeljebb(!) masodfoka
polinomfiiggvény, melynek j6l lathatéan gyokei a, b, c.

Azt tudjuk, hogy egy masodfoki fiiggvénynek 0, 1 vagy 2 darab
gyoke lehet, ennek pedig 3 (kiilonbdzs) gydke van, tehat a bal
oldalon valéban az azonosan 0 polinomnak kell allnia.

Készen vagyunk.
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Mi szamit szép fiiggvénynek?
(Sok szempontbél) legszebb fiiggvények: polinomfiiggvények.
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adott helyek egyikén az adott értékeket veszik fel, a tobbi helyen
pedig 0-t, hiszen ezek 6sszege megfelels lenne.

Tulajdonképpen elegendd lenne olyan polinomokat talalnunk,
amelyek az adott helyek egyikén nem 0 értéket vesznek fel, a tdbbin
pedig 0-t, hiszen ezeket megfelel§ konstansokkal beszorozva
megkapnank az el6z6 észrevételben éhajtottakat.
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Ezekkel tehat mar megadhatjuk a keresett polinomunkat, ugyanis:
p(x) = po(x) + p1(x) + ... + pa(x).

Ezt a mddszert Langrange-interpolaciénak nevezik.

Megjegyzés. Tetszbleges ¢y, c1, ..., ¢, valés szamokhoz és
kiilénb6z6 xg, x1, ..., X, helyekhez pontosan egy megfelelé polinom
letezik, ezt konstrualtuk meg.



"Felsébb matematika"

Példa Lagrange-interpolaciéra

Irjuk fel az f(x) = x? fiiggvényre harom pontja alapjan a
Lagrange-interpolaciés polinomot.
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Példa Lagrange-interpolaciéra

Irjuk fel az f(x) = x? fiiggvényre harom pontja alapjan a
Lagrange-interpolaciés polinomot.
Nyilvan a kapott masodfoka fiiggvény meg kell, hogy egyezzen

x°-tel.
Legyen a harom kiilénbdz8 pontunk a # b # c¢. Ekkor az elébb

meghatarozott Lagrange-interpolaciés polinom:
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"Felsébb matematika"

Példa Lagrange-interpolaciéra

F(x) = x* = p1(x) + pa(x) + p3(x) =

20D ol a)(x o)
(a—b)(a—c) (b—a)(b-c) (c—a)(c—b)
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Példa Lagrange-interpolaciéra

2(x = b)(x —¢) +bz(X—a)(X—C)
(a—b)(a—c) (b—a)(b-c) (c—a)(c—b)

a

Kalmar Laszl6 Matematikaverseny, 8. osztaly, orszagos donté,

2001, 1. versenynap, 4. feladat

Az a, b, ¢ adott, kiilonb6z8 szamok. lgazoljuk minél egyszeriibben,
hogy a kdvetkezé egyenlGség minden x-re igaz:

ax—c)  Lx-ax=b) .,

= X".
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Egyenes egyenlete.

Keressiik az (x1,y1), (x2,y2) pontokon atmend
egyenes egyenletét.
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Alkalmazasok

Egy "trivialis" alkalmazas

y w‘l
Egyenes egyenlete. §
. , L S (Xor)
Keressiik az (x1,y1), (x2,y2) pontokon atmend A
egyenes egyenletét. <

Megoldas.

Fogalmazzuk at a problémat. Keressiik azt az elséfoki f(x)
polinomot, melyre f(x1) = y1, f(x2) = y.




Alkalmazasok

Egy "trivialis" alkalmazas

y -
Egyenes egyenlete. \Y\J
.. N o)
Keressiik az (x1,y1), (x2,y2) pontokon atmend A
egyenes egyenletét. <

Megoldas.

Fogalmazzuk at a problémat. Keressiik azt az elséfoki f(x)
polinomot, melyre f(x1) = y1, f(x2) = y». Lagrange-interpolaciéval

€Z:

X — X2 X — X1 X — X2 X — X1
+ f(x2) =n + y2 ;
X1 — X2 X2 — X1 X1 — X2 X2 — X1

y = f(x1)

melyet atrendezve a mar ismert Osszefliggést kapjuk.
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Egy apré feladat
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Egy apré feladat

1,2,4,8, ...7 \

1,2, 4,8, 16, 32, ..., 2" ...
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Egy apré feladat

1,2,4,8, ...7

.., 2" ... Ennyire azért nem apré ...
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Egy apré feladat

1,2,4,8, ...7




Alkalmazasok

Egy apré feladat

1,2,4,8, ...7

.., 2" ... Ennyire azért nem apré ...

A megoldas: 1, 2, 4, 8, 15, 26, 42, 64, ... 77777777
f(0) =1, f(1) =2, f(2) =4, f(3) = 8 alapjan Lagrange
interpolaljunk:
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Egy apré feladat

1,2,4,8, ...7

.., 2" ... Ennyire azért nem apré ...

A megoldas: 1, 2, 4, 8, 15, 26, 42, 64, ... 77777777
f(0) =1, f(1) =2, f(2) =4, f(3) = 8 alapjan Lagrange
interpolaljunk:

(x—0)(x—1(x—2) (x—0)(x —1(x—3)  _(x—0)(x —2)(x=3) _(x—1(x-2)(x-3)
3-0(B3-1)(3-2) (2-0)(2—-1)(2-13) (1—-0)(1—-2)(1-23) (0—-1)(0—-2)(2-23) N
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Egy apré feladat

1,2,4,8, ...7

.., 2" ... Ennyire azért nem apré ...

A megoldas: 1, 2, 4, 8, 15, 26, 42, 64, ... 77777777
f(0) =1, f(1) =2, f(2) =4, f(3) = 8 alapjan Lagrange
interpolaljunk:

(x—0)(x—1(x—2) (x—0)(x —1(x—3)  _(x—0)(x —2)(x=3) _(x—1(x-2)(x-3)
3-0(B3-1)(3-2) (2-0)(2—-1)(2-13) (1—-0)(1—-2)(1-23) (0—-1)(0—-2)(2-23) N

_x3+5x+6
- 6
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Egy apré feladat

1,2,4,8, ...7

.., 2" ... Ennyire azért nem apré ...

A megoldas: 1, 2, 4, 8, 15, 26, 42, 64, ... 77777777
f(0) =1, f(1) =2, f(2) =4, f(3) = 8 alapjan Lagrange
interpolaljunk:

(x—0)(x—1(x—2) (x—0)(x —1(x—3)  _(x—0)(x —2)(x=3) _(x—1(x-2)(x-3)
3-0(B3-1)(3-2) (2-0)(2—-1)(2-13) (1—-0)(1—-2)(1-23) (0—-1)(0—-2)(2-23) N

_x3+5x+6
- 6

Hf.: Bizonyitsuk be, hogy x db. altalanos helyzetii sik éppen ennyi
részre osztja a teret!



Alkalmazasok

Valami nagyon mas (vagy mégsem?)

Adott ABC haromszog és sikjaban egy P pont. ¢
Igazoljuk, hogy
PA  PB PC

LA AN ) .
scTaatas =3 4 L )




Alkalmazasok

Valami nagyon mas (vagy mégsem?)

Adott ABC haromszog és sikjaban egy P pont. ¢
Igazoljuk, hogy

PA PB PC
LA AN ) .
scTaatas =3 4 L )

Megoldas.

A komplex (Gauss-féle) szamsikon fogunk dolgozni. Legyenek az A, B,
C, P pontok helyvektorainak megfelel6 komplex szamok rendre a, b, c,

X.




Alkalmazasok

Valami nagyon mas (vagy mégsem?)

Adott ABC haromszog és sikjaban egy P pont.
Igazoljuk, hogy

PA PB PC
LA AN ) .
scTaatas =3 4 L )

Megoldas.

A komplex (Gauss-féle) szamsikon fogunk dolgozni. Legyenek az A, B,

C, P pontok helyvektorainak megfelel6 komplex szamok rendre a, b, c,

x. A konstans 1 polinomra, mint legfeljebb masodfoka polinomra felirva

a Lagrange-interpolaciés polinomot az a, b, ¢ pontokban:
(x—a)(x—b) (x—b)(x—c) (x—a)(x—c) 1

(c—a)(c=b) ' (a=bB)a—<) ' (b=a)b—c)




Alkalmazasok

Valami nagyon mas (vagy mégsem?)

Megoldas.

Felhasznalva a haromszog-egyenlStlenséget és a komplex szamok
abszolatértékének megfelels tulajdonsagait, az el6zébdl

x—allx—b| , x—bllx—c|  |x—alx—c]

lc—alle—=b] " |a—blla—c| |b—allb—c[ ="




Valami nagyon mas (vagy mégsem?)

Megoldas.

Felhasznalva a haromszog-egyenlStlenséget és a komplex szamok

abszolatértékének megfelels tulajdonsagait, az el6zébdl
x—allx—b|  |x—blix—c| |x—allx—c|
lc—alle—b] " |a=blla—c| |b—allb—c] ="

adédik, mely éppen

PAPB  PBPC  PAPC
CACB ABAC BABC —

Alkalmazasok




Alkalmazasok

Valami nagyon mas (vagy mégsem?)

Megoldas.

Felhasznalva a haromszog-egyenlStlenséget és a komplex szamok
abszolatértékének megfelels tulajdonsagait, az el6zébdl

x—allx—b| , x—bllx—c|  |x—alx—c]

lc—alle—=b] " |a—blla—c| |b—allb—c[ ="

adédik, mely éppen
PAPB  PBPC  PAPC
CACB ABAC BABC =

PA PB

_ PB _& . P Pa
' S = car t = zp Jjeloléssel ez

rs+st+rt>1

alaka.




Alkalmazasok

Valami nagyon mas (vagy mégsem?)

Megoldas.

Felhasznalva a haromszog-egyenlStlenséget és a komplex szamok
abszolatértékének megfelels tulajdonsagait, az el6zébdl

|x —allx —b| |x—=b|lx—c|] |x—allx—c|

lc—alle—=b] " |a—blla—c| |b—allb—c[ ="

adédik, mely éppen
PAPB  PBPC  PAPC
CACB ABAC BABC =

_PA o _PB ,_ PC s
r=¢g:S= ex t = 45 jeloléssel ez
rs+st+rt>1

alakti. Felhasznalva az ismert (r 4 s+ t)? > 3(rs + st + tr) egyenl6tlenséget,
ebbél éppen

PA  PB PC
—_— —_— — > > .
e e r+s+t>+/3(rs+st+tr)>V3




Alkalmazasok

Koszondm a megtisztels figyelmet!?

1A vetités anyaga megtalalhat6 lesz a honlapomon:
www.stud.u-szeged.hu/Kunos.Adam/
Megjegyzéseket, észrevételeket, véleményeket, egyszeriibb megoldasokat
szeretettel varok: kunosadam@gmail.com
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