Els6rendi definialhatésag a véges iranyitott grafok

bedgyazas-részbenrendezésében |l.

Kunos Adam

Témavezets: dr. Maréti Miklés

Szeged, 2014. majus 28.

A kutatds a TAMOP 4.2.4.A/2-11-1-2012-0001 azonosité szami ,,Nemzeti Kivalésag Program — Hazai hallgatéi
illetve kutatéi személyi tamogatast biztosité rendszer kidolgozasa és miikddtetése konvergencia program” cimii
kiemelt projekt keretében zajlott. A projekt az Eurépai Unié tdmogatasaval, az Eurépai Szocialis Alap
tarsfinanszirozasaval valésul meg.
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Elsérend(i definialhatésag részbenrendezett halmazokban
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Elsérend(i definialhatésag részbenrendezett halmazokban

{1}
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Elsérend(i definialhatésag részbenrendezett halmazokban

{1} = {x: (W)x<y)}
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Elsérend(i definialhatésag részbenrendezett halmazokban

{1} = {x: (W)x<y)}
{60} = {x: (vy)(y <x)}
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Elsérend(i definialhatésag részbenrendezett halmazokban

{1} ={x: (W)(x < y)}
{60} = {x: (Vy)(y = x)}
{2,3,5} =
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Elsérend(i definialhatésag részbenrendezett halmazokban

{1} = {x: (W)x<y)}
{60} = {x: (vy)(y <x)}
{2,3,5} = {az 1 rakovetkezsi}
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Elsérend(i definialhatésag részbenrendezett halmazokban

{1} = {x: (W)x<y)}
{60} = {x: (vy)(y <x)}
{2,3,5} = {az 1 rakovetkezsi}

<={(x,y) : x<y Ax#yANNVz)(x<z<y = z=x V z=y)}
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Elsérend(i definialhatésag részbenrendezett halmazokban

{1} = {x: (W)x<y)}
{60} = {x: (vy)(y <x)}

{2,3,5} = {az 1 rakovetkezsi}
={x:1=<x}

<={ly)ix<y Ax#yn(Vz)(x<z<y = z=x V z=y)}
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Elsérend(i definialhatésag részbenrendezett halmazokban

{1} = {x: (W)x<y)}
{60} = {x: (vy)(y <x)}

{2,3,5} = {az 1 rakovetkezsi}
={x:1=<x}

<={ly)ix<y Ax#yn(Vz)(x<z<y = z=x V z=y)}

{3,5}
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Elsérend(i definialhatésag részbenrendezett halmazokban

{1} = {x: (W)x<y)}
{60} = {x: (vy)(y <x)}

{2,3,5} = {az 1 rakovetkezsi}
={x:1=<x}

<={ly)ix<y Ax#yn(Vz)(x<z<y = z=x V z=y)}

{3,5} = {x:1 < x, x-nek pontosan két rakdvetkez&je van}
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Elsérend(i definialhatésag részbenrendezett halmazokban

{1} = {x: (W)x<y)}
{60} = {x: (vy)(y <x)}

{2,3,5} = {az 1 rakovetkezsi}
={x:1=<x}

<={ly)ix<y Ax#yn(Vz)(x<z<y = z=x V z=y)}

{3,5} = {x:1 < x, x-nek pontosan két rakdvetkez&je van}

{3} ={x:777}
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Elsérend(i definialhatésag részbenrendezett halmazokban

{1} = {x: (W)x<y)}
{60} = {x: (vy)(y <x)}

{2,3,5} = {az 1 rakovetkezsi}
={x:1=<x}

<={(xy) x<y Ax#yANVz)(x<z<y = z=x V z=y)}
{3,5} = {x:1 < x, x-nek pontosan két rakdvetkez&je van}

{3} = {x: 777} Sejtés: NINCS alkalmas formula
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Elsérend(i definialhatésag részbenrendezett halmazokban

{1} = {x: (W)x<y)}
{60} = {x: (vy)(y <x)}

{2,3,5} = {az 1 rakovetkezsi}
={x:1=<x}

<={(xy) x<y Ax#yANVz)(x<z<y = z=x V z=y)}
{3,5} = {x:1 < x, x-nek pontosan két rakdvetkez&je van}
{3} = {x: 777} Sejtés: NINCS alkalmas formula

Bizonyitas: egy automorfizmus: 1+ 1,2+ 2, 4+—4,3+— 5, 5~ 3,
6 — 10, 10 — 6, 15 — 15, 30 — 30, 12 — 20, 20 — 12, 60 — 60.
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Elsérendii definialhatésag részstruktara-részbenrendezésekben

o J. Jezek and R. McKenzie, Definability in substructure orderings, I:
finite semilattices. Algebra Universalis 61, 2009, 59-75.

o J. Jezek and R. McKenzie, Definability in substructure orderings, II:
finite ordered sets. Order 27, 2010, 115-145.

o J. Jezek and R. McKenzie, Definability in substructure orderings, IlI:
finite distributive lattices. Algebra Universalis 61, 2009, 283-300.

e J. Jezek and R. McKenzie, Definability in substructure orderings, 1V:
finite lattices. Algebra Universalis 61, 2009, 301-312.

Alapkoncepcié: A < B <= A izomorf B egy feszitett részstruktarajaval.
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Iranyitott grafok

D: A véges iranyitott grafok (izomorfiatipusainak) halmaza
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Iranyitott grafok

D: A véges iranyitott grafok (izomorfiatipusainak) halmaza

G < G’ akkor és csak akkor ha létezik ¢ : G — G’ injektiv
homomorfizmus:

Kunos Adam
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Iranyitott grafok

D: A véges iranyitott grafok (izomorfiatipusainak) halmaza

G < G’ akkor és csak akkor ha létezik ¢ : G — G’ injektiv
homomorfizmus: (u,v) € E(G) = (p(u),¢(v)) € E(G").

Kunos Adam
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Iranyitott grafok

D: A véges iranyitott grafok (izomorfiatipusainak) halmaza

G < G’ akkor és csak akkor ha létezik ¢ : G — G’ injektiv
homomorfizmus: (u,v) € E(G) = (p(u),¢(v)) € E(G").

Példa:

Kunos Adam
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Iranyitott grafok

D: A véges iranyitott grafok (izomorfiatipusainak) halmaza

G < G’ akkor és csak akkor ha létezik ¢ : G — G’ injektiv
homomorfizmus: (u,v) € E(G) = (p(u),¢(v)) € E(G").

Példa:
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Iranyitott grafok

D: A véges iranyitott grafok (izomorfiatipusainak) halmaza

G < G’ akkor és csak akkor ha létezik ¢ : G — G’ injektiv
homomorfizmus: (u,v) € E(G) = (p(u),¢(v)) € E(G").

Példa:

Vv

Kunos Adam
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Iranyitott grafok

D: A véges iranyitott grafok (izomorfiatipusainak) halmaza

G < G’ akkor és csak akkor ha létezik ¢ : G — G’ injektiv
homomorfizmus: (u,v) € E(G) = (p(u),¢(v)) € E(G").

Példa:

>

< reflexiv, tranzitiv, antiszimmetrikus, tgyhogy (D; <) egy
részbenrendezett halmaz.
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A (D; <) részbenrendezett halmaz “alja"

Qb LB
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nye és kdvetkezményei

A G GT leképezés (nyilak megforditasa) nemtrivialis automorfizmusa a
(D; <) részbenrendezett halmaznak.
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nye és kdvetkezményei

A G GT leképezés (nyilak megforditasa) nemtrivialis automorfizmusa a
(D; <) részbenrendezett halmaznak.

Tétel (szakdolgozatom eredménye)

A (D; <) részbenrendezett halmazban a {G, G} halmaz minden G € D
esetén elsérendii definialhaté.
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A szakdolgozat eredménye és kovetkezményei

A G GT leképezés (nyilak megforditasa) nemtrivialis automorfizmusa a
(D; <) részbenrendezett halmaznak.

Tétel (szakdolgozatom eredménye)

A (D; <) részbenrendezett halmazban a {G, G} halmaz minden G € D
esetén elsérendii definialhaté.

AN
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A szakdolgozat eredménye és kovetkezményei

A G GT leképezés (nyilak megforditasa) nemtrivialis automorfizmusa a
(D; <) részbenrendezett halmaznak.

Tétel (szakdolgozatom eredménye)

A (D; <) részbenrendezett halmazban a {G, G} halmaz minden G € D
esetén elsérendii definialhaté.

AN

Kovetkezmény
A (D; <, A) struktaraban minden G € D definialhaté.
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A szakdolgozat eredménye és kovetkezményei

A G GT leképezés (nyilak megforditasa) nemtrivialis automorfizmusa a
(D; <) részbenrendezett halmaznak.

Tétel (szakdolgozatom eredménye)

A (D; <) részbenrendezett halmazban a {G, G} halmaz minden G € D
esetén elsérendii definialhaté.

AN

Kovetkezmény
A (D; <, A) struktaraban minden G € D definialhaté.

Kovetkezmény

A (D; <) részbenrendezett halmaznak egyetlen nemtrivialis automorfizmusa
van: G — GT. Kdvetkezésképpen automorfizmuscsoportja Zs-vel izomorf.
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Mit tudunk eddig és mi Gjat hoz a diplomamunka?
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Mit tudunk eddig és mi Gjat hoz a diplomamunka?

Tudjuk, hogy egy véges H C D részhalmaz akkor és csak akkor elsérendii
definidlhaté (D; <)-ben, ha: VG eD: Ge H & G™ e H.

Kunos Adam Diplomamunka védés Szeged, 2014. 05. 28. 7/ 12



Mit tudunk eddig és mi Gjat hoz a diplomamunka?

Tudjuk, hogy egy véges H C D részhalmaz akkor és csak akkor elsérendii
definialhaté (D; <)-ben, ha: VG € D: G € H< G € H. Ezzel a véges
részhalmazok definialhatésaga le van rendezve.
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Mit tudunk eddig és mi Gjat hoz a diplomamunka?

Tudjuk, hogy egy véges H C D részhalmaz akkor és csak akkor elsérendii
definialhaté (D; <)-ben, ha: VG € D: G € H< G € H. Ezzel a véges
részhalmazok definialhatésaga le van rendezve.

Mi a helyzet a végtelen részhalmazokkal? Ezekrél tudunk-e mondani
valamit eddigi ismereteink alapjan?

Kunos Adam
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Mit tudunk eddig és mi Gjat hoz a diplomamunka?

Tudjuk, hogy egy véges H C D részhalmaz akkor és csak akkor elsérendii
definialhaté (D; <)-ben, ha: VG € D: G € H< G € H. Ezzel a véges
részhalmazok definialhatésaga le van rendezve.

Mi a helyzet a végtelen részhalmazokkal? Ezekrél tudunk-e mondani
valamit eddigi ismereteink alapjan? NEM

Kunos Adam
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Mit tudunk eddig és mi Gjat hoz a diplomamunka?

Tudjuk, hogy egy véges H C D részhalmaz akkor és csak akkor elsérendii
definialhaté (D; <)-ben, ha: VG € D: G € H< G € H. Ezzel a véges
részhalmazok definialhatésaga le van rendezve.

Mi a helyzet a végtelen részhalmazokkal? Ezekrél tudunk-e mondani
valamit eddigi ismereteink alapjan? NEM

Természetes volna megkérdezni, hogy példaul a gyengén 6sszefiiggd
iranyitott grafok halmaza definialhaté-e.
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Mit tudunk eddig és mi Gjat hoz a diplomamunka?

Tudjuk, hogy egy véges H C D részhalmaz akkor és csak akkor elsérendii
definialhaté (D; <)-ben, ha: VG € D: G € H< G € H. Ezzel a véges
részhalmazok definialhatésaga le van rendezve.

Mi a helyzet a végtelen részhalmazokkal? Ezekrél tudunk-e mondani
valamit eddigi ismereteink alapjan? NEM

Természetes volna megkérdezni, hogy példaul a gyengén 6sszefiiggd
iranyitott grafok halmaza definialhaté-e. Diplomamunkamban egy ilyen
jellegii kérdések megvalaszolasahoz sziikséges eszkoztarat épitek fel.
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Egy kis kategéria

CD: egy kis kategoéria a kovetkezékkel:
o objektumok= OCP: iranyitott grafok {1,...,n} cstcshalmazzal
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Egy kis kategéria

CD: egy kis kategoéria a kovetkezékkel:
o objektumok= OCP: iranyitott grafok {1,...,n} cstcshalmazzal

e morfizmusok: A, B € O°P;
CD(A,B) ={(A,a,B) : a: A— B homomorfizmus}
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Egy kis kategéria

CD: egy kis kategoéria a kovetkezékkel:

o objektumok= OCP: iranyitott grafok {1,...,n} cstcshalmazzal
e morfizmusok: A, B € O°P;

CD(A,B) ={(A,a,B) : a: A— B homomorfizmus}
e idy € CD(AA)
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Egy kis kategéria

CD: egy kis kategoéria a kovetkezékkel:
o objektumok= OCP: iranyitott grafok {1,...,n} cstcshalmazzal
e morfizmusok: A, B € O°P;

CD(A,B) ={(A,a,B) : a: A— B homomorfizmus}
e idy € CD(AA)

o f=(Aa,B), g=(B,p,C): fg=(ALoa,C)
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Egy kis kategéria

CD: egy kis kategoéria a kovetkezékkel:
o objektumok= OCP: iranyitott grafok {1,...,n} cstcshalmazzal
e morfizmusok: A, B € O°P;
CD(A,B) ={(A,a,B) : a« : A— B homomorfizmus}
e idy € CD(AA)
o f=(Aa,B), g=(B,p,C): fg=(ALoa,C)

Négy konstans:
° E; € 0P V(E1) = {1}, E(E1) =1,
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Egy kis kategéria

CD: egy kis kategoéria a kovetkezékkel:
o objektumok= OCP: iranyitott grafok {1,...,n} cstcshalmazzal
e morfizmusok: A, B € O°P;
CD(A,B) ={(A,a,B) : a« : A— B homomorfizmus}
e idy € CD(AA)
o f=(Aa,B), g=(B,p,C): fg=(ALoa,C)

Négy konstans:
e E; € O°P: V(E;) = {1}, E(E;) =,
o I, € 0P V(Ip)={1,2}, E(E1) = {(1,2)},
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Egy kis kategéria

CD: egy kis kategoéria a kovetkezékkel:
o objektumok= OCP: iranyitott grafok {1,...,n} cstcshalmazzal
e morfizmusok: A, B € O°P;
CD(A,B) ={(A,a,B) : a« : A— B homomorfizmus}
e idy € CD(AA)
o f=(Aa,B), g=(B,p,C): fg=(ALoa,C)

Négy konstans:
o E; € O°P: V(E;) = {1}, E(E;1) =0,
0 I, € O°P: V() ={1,2}, E(E1) = {(1,2)},
o fy € CD(Ey, 1) : 1= (Ep, {1 1},10),
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Egy kis kategéria

CD: egy kis kategoéria a kovetkezékkel:
o objektumok= OCP: iranyitott grafok {1,...,n} cstcshalmazzal
e morfizmusok: A, B € O°P;
CD(A,B) ={(A,a,B) : a« : A— B homomorfizmus}
e idy € CD(AA)
o f=(Aa,B), g=(B,p,C): fg=(ALoa,C)

Négy konstans:
o E; € O°P: V(E;) = {1}, E(E;1) =0,
0 I, € O°P: V() ={1,2}, E(E1) = {(1,2)},
o fy € CD(Ey, 1) : 1= (Ep, {1 1},10),
o fo € CD(Ey, 1) : fy = (E1, {1~ 2},15).

Kunos Adam Diplomamunka védés Szeged, 2014. 05. 28.



Egy kis kategéria

CD: egy kis kategoéria a kovetkezékkel:
o objektumok= OCP: iranyitott grafok {1,...,n} cstcshalmazzal
e morfizmusok: A, B € O°P;
CD(A,B) ={(A,a,B) : a« : A— B homomorfizmus}
e idy € CD(AA)
o f=(Aa,B), g=(B,p,C): fg=(ALoa,C)

Négy konstans:
o E; € O°P: V(E;) = {1}, E(E;1) =0,
0 I, € O°P: V() ={1,2}, E(E1) = {(1,2)},
o fy € CD(Ey, 1) : 1= (Ep, {1 1},10),
o fo € CD(Ey, 1) : fy = (E1, {1~ 2},15).

CD’ = CD + a négy konstans
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Néhany nyelv

@ Lepr: a kategériak elsérendl nyelve + a 4 konstans
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Néhany nyelv

@ Lepr: a kategériak elsérendl nyelve + a 4 konstans

® L(p,< a): a részbenrendezett halmazok elsérendi nyelve + A
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Néhany nyelv

@ Lepr: a kategériak elsérendl nyelve + a 4 konstans
® L(p,< a): a részbenrendezett halmazok elsérendi nyelve + A

e L_,: az iranyitott grafok elsérendii nyelve
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Néhany nyelv

Lepr: a kategériak elsérendi nyelve + a 4 konstans
Lip;<,a): a részbenrendezett halmazok elsérenddi nyelve + A

L_,: az iranyitott grafok elsérendii nyelve

L2,: az iranyitott grafok (teljes) masodrendii nyelve
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Néhany nyelv

Lepr: a kategériak elsérendi nyelve + a 4 konstans
Lip;<,a): a részbenrendezett halmazok elsérendii nyelve + A

L_,: az iranyitott grafok elsérendii nyelve

L2,: az iranyitott grafok (teljes) masodrendii nyelve

Megfigyelés: Lopr-vel kifejezhetd iranyitott grafok beagyazhatdsaga és
izmorfiaja is.
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Néhany nyelv

@ Lepr: a kategériak elsérendl nyelve + a 4 konstans

® L(p,< a): a részbenrendezett halmazok elsérendii nyelve + A

e L_,: az iranyitott grafok elsérendii nyelve

o [2: az iranyitott grafok (teljes) masodrendti nyelve
Megfigyelés: Lopr-vel kifejezhetd iranyitott grafok beagyazhatdsaga és
izmorfiaja is.
Egy morfizmus f € CD(A, B)

o injektiv & VX € OP Vg, hec CD(X,A): gf =hf < g=h,

o sziirjektiv < VX € O°P Vg, he CD(B,X): fg=fh<g=h
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Néhany nyelv

@ Lepr: a kategériak elsérendl nyelve + a 4 konstans
® L(p,< a): a részbenrendezett halmazok elsérendii nyelve + A
e L_,: az iranyitott grafok elsérendii nyelve

o [2: az iranyitott grafok (teljes) masodrendti nyelve

Megfigyelés: Lopr-vel kifejezhetd iranyitott grafok beagyazhatdsaga és
izmorfiaja is.
Egy morfizmus f € CD(A, B)
o injektiv & VX € OP Vg, hec CD(X,A): gf =hf < g=h,
o sziirjektiv < VX € O°P Vg, he CD(B,X): fg=fh<g=h

Ez azt jelenti, hogy az &sszes (n-valtozés) relacio, ami elsérendii
definialhaté (D; <)-ban, elsérendi definialhaté CD’-ban is.
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Néhany nyelv

@ Lepr: a kategériak elsérendl nyelve + a 4 konstans
® L(p,< a): a részbenrendezett halmazok elsérendii nyelve + A
e L_,: az iranyitott grafok elsérendii nyelve

o [2: az iranyitott grafok (teljes) masodrendti nyelve

Megfigyelés: Lopr-vel kifejezhetd iranyitott grafok beagyazhatdsaga és
izmorfiaja is.
Egy morfizmus f € CD(A, B)

o injektiv & VX € OP Vg, hec CD(X,A): gf =hf < g=h,

o sziirjektiv < VX € O°P Vg, he CD(B,X): fg=fh<g=h
Ez azt jelenti, hogy az &sszes (n-valtozés) relacio, ami elsérendii

definialhaté (D; <)-ban, elsérendii definialhaté CD’-ban is. Ezt
Def[(D; <)] C Def[CD’] médon fogjuk jeldini.
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Ez azt jelenti, hogy az &sszes (n-valtozés) relacio, ami elsérendii
definialhaté (D; <)-ban, elsérendii definialhaté CD’-ban is. Ezt

Def[(D; <)] C Def[CD’'] médon fogjuk jeldlni. Egyszerli megmutatni, hogy
Def[(D; <, A)] C Def[CD'] is teljesil.
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Def[L_,] C Def[CD]

A (D; <, A) struktira elsérendii nyelvével az iranyitott grafok “belsé
szerkezete” nem érheté el.
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Def[L_,] C Def[CD'] teljesil.

Tetszoleges G € O°P-re, CD(Ey, G) természetes médon bijektiv V(G)-vel.
Legyen f = (E1,{1— x},G), g=(E1,{1—=y},G) (x,y € V(G)).
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Def[L_,] C Def[CD]

A (D; <, A) struktira elsérendii nyelvével az iranyitott grafok “belsé
szerkezete” nem érhetd el. Meglepé médon, a CD’ struktira elsérendii
nyelvével el tudjuk érni az iranyiott grafok belsé szerkezetét, igy
Def[L_,] C Def[CD'] teljesil.

Tetszoleges G € O°P-re, CD(Ey, G) természetes médon bijektiv V(G)-vel.
Legyen f = (E1,{1— x},G), g=(E1,{1—=y},G) (x,y € V(G)).
(x,y) € E(G) akkor és csak akkor all fenn, ha

Jhe CD(Ib,G): fih=f, fh=g.
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A végs6 eredmény

Mar lattuk:
o Def[(D; <, A)] C Def[CD']
o Def[L_,] C Def[CD’]

Kunos Adam Diplomamunka védés Szeged, 2014. 05. 28. 11 / 12



A végs6 eredmény
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o Def[(D; <, A)] C Def[CD']
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Ezeken tal még Def[L2,] C Def[CD’] is bizonyithats.
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o Def[L_,] C Def[CD’]

Ezeken tal még Def[L2,] C Def[CD’] is bizonyithats.
Lep tlinik messzemenden a legerSsebbnek...

Tétel ( Def[(D; <, A)] 2 Def[CD'] )

Minden izomorfizmus-invarians relacié, ami elsérendii definialhaté CD’-ben,
elsérendi definialhats (D; <, A)-ban is.
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Mar lattuk:
o Def[(D; <, A)] C Def[CD']
o Def[L_,] C Def[CD’]

Ezeken tal még Def[L2,] C Def[CD’] is bizonyithats.
Lep tlinik messzemenden a legerSsebbnek...

Tétel ( Def[(D; <, A)] 2 Def[CD'] )

Minden izomorfizmus-invarians relacié, ami elsérendii definialhaté CD’-ben,
elsérendi definialhats (D; <, A)-ban is.

Kovetkemény

A gyengén Osszefliggd iranyitott grafok halmaza definialhaté (D; <, A)-ban.
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Készonom a figyelmet!
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