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Ebben a dolgozatban olyan feladatokat kozliink, amelyeknek kozos jellemzdje, hogy
szovegiikben szerepel a dolgozat cime. Tovabbi hasonlésag a feladatok kozott, hogy
mindegyik (kivéve az utolsét) azt vizsgalja, hogy a természetes szamok egy adott részhalmaza
felbonthat6-e valamilyen megadott feltétel alapjan. A 1.-10. feladatok végtelen elemszamu,
mig a 11.-15. feladatok véges elemszdmu halmazok felbontdsaval foglalkoznak. A
feladatokhoz helyenként tobb megoldast is kozliink, habar a k6zolt megoldasok koziil néha
kivalaszthato egy ,,legszebb”, mégis a tobbi megoldas is bizonyos szempontbdl tanulsagos.
Kiilon koszonettel tartozom Posa Lajos tanar urnak, akitél szamos feladat (4.,5.,6.,8., és a 15.
feladat alapja), és néhany feladathoz tartozé megoldas Gtlete szarmazik.

1. feladat. Felbonthatd-e a pozitiv egész szamok halmaza két diszjunkt A és B részhalmazra
ugy, hogy létezzenek olyan a,b>1, (a,b)=1 természetes szamok, melyekre igaz ,hogy A
mindegyik elemét a-val, B mindegyik elemét b-vel szorozva ugyanahhoz a halmazhoz jutunk?

(XVI. Nemzetk6zi Magyar Matematikaverseny, 10. osztaly 6. feladata nyoman)

Megoldas. Kezdjiik az elején az elemek elhelyezését a két halmazban. Vegyiik észre, hogy
mar az 1 ,problémas”. Szimmetriai okok miatt feltehetd, hogy az 1 az A halmazba keriil.
Ekkor a B halmazban 1évé elemek b-szeresei kozott szerepel 1-a=a , azaz bla, de ez
lehetetlen hiszen (a,b)=1 és b>1. Tehat a felbontas nem lehetséges

Ebben a megoldasban csak az 1 ,,problémassagat” hasznaltuk ki, és jol lathatd ,hogy mas

k e N"\{1} szamra nem is vihetd at teljes egészében ez a gondolamenet, igy feltehetjiik a
kérdést: Mi torténne, ha az egyet kizarnank? Erre a kérdésre keresi a valaszt a 2. feladat.

2. feladat. Felbonthat6-e az egynél nagyobb természetes szamok halmaza két diszjunkt A és B
részhalmazra gy, hogy létezzenek olyan a,b>1, (a,b)=1 természetes szamok, melyekre igaz
,hogy A mindegyik elemét a-val, B mindegyik elemét b-vel szorozva ugyanahhoz a
halmazhoz jutunk?

(XVI. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny, 10. osztaly 6. feladata nyoméan)

Megoldas. Végtelen sok primszam 1évén, l1étezik olyan, amely sem a-nak sem b-nek nem
osztoja. Tekintve egy ilyet p primet észrevehetjiik, hogy ez hasonloan ,,problémas” mint az
els6 feladatban az egy. Feltehetjiikk ugyanis, hogy ez a p prim az A halmazban van ekkor
b| p-a, hiszen B halmaz elemeinek b-szeresei kozott szerepel p-a. Ez viszont lehetetlen,

hiszen (b,p)=(a,b)=1. Tehat ezen modositassal sem lehetséges a felbontas

Megjegyzés. Az eddigiekhez hasonloan konnyen belathatd, hogy véges sok elemet kizarva a pozitiv
egészek koziil a kapott szamhalmaz az 1. és 2. feladat feltételeinek megfeleléen nem bonthato fel.

Térjiink most vissza az 1. feladathoz. Ebben a feltételek tul szigortak voltak a felbontas
megvalositasahoz. Probaljunk a feladat feltételein enyhiteni: hagyjuk el az (a,b)=1 feltételt.
Igy sziiletik a 3. feladat.
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3. feladat. Felbonthatd-e a pozitiv egész szamok halmaza két diszjunkt A és B részhalmazra
ugy, hogy létezzenck olyan a,b>1, természetes szamok, melyekre igaz ,hogy A mindegyik
elemét a-val, B mindegyik elemét b-vel szorozva ugyanahhoz a halmazhoz jutunk?

(XVI. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny, 10. osztaly 6. feladata nyoman)

Megoldas. Ilyen enyhébb feltételek mellett az el6z0 bizonyitasi modszereink csédot
mondanak, ami is nem csoda, hiszen ezekkel a modositott feltételekkel talalhatunk megfeleld
felbontast. Legyen A azon pozitiv egészek halmaza, melyek primtényezds felbontasaban a 2
paros kitevon szerepel, B pedig azoké, melyekben nem. J6l lathatd, hogy ezen A;B felbontés
mellett a=4 , b=2 megfeleléek. Tehat ilyen, gyengébb feltételek mellett mar elvégezhet6 a
felbontés.

4. feladat. Felbonthato-e a természetes szamok halmaza két diszjunkt részhalmazra gy, hogy
egyik se tartalmazzon (egész kezdGelemii és differenciaju) szamtani sorozatot?

Megoldas. Ha azt akarjuk bizonyitani, hogy a felbontds nem lehetséges nem jarunk sikerrel,
hiszen a valasz igen, létezik megfeleld felbontds. Kezdjiik az elemeket elhelyezni A;B
halmazokba, vegylik sorra a természetes szamokat. A 0 keriiljon A-ba, az 1;2 B-be, 3;4;5 az A-
ba, 6;7;8;9 a B-be, és igy tovabb felvaltva halmazrél halmazra mindig eggyel tobb elem
keriiljon a kovetkezé halmazba. Be kell még latnunk, hogy ez a felbontas megfelel a feladat
feltételeinek.

Tegyiik fel indirekt modon, hogy az egyik halmazban szerepel egy végtelen d differenciaju
szamtani sorozat. Ebbdl kovetkezik, hogy talalhato olyan K egész szam (a sorozat els6 eleme
megfeleld K-nak) melyre igaz, hogy ebben a halmazban minden K-nal nagyobb szamokbol
allo d darab egymas utan kovetkezd szam kozott szerepel (pontosan) egy a szamtani
sorozatban, igy ebben a halmazban is. De ez ennél a felbontasnal egyik halmazra sem teljesiil,
hiszen tetszdlegesen nagy L pozitiv egészhez 1étezik mindkét hamazban (K-nal nagyobb elsd
tagl) L-nél tobb egymast kovetd egész szdm, és a masik halmazban ekkor L-nél tobb egymas
utan kovetkez6 egész nem szerepel. Ellentmondasra jutottunk, oka a hibas feltevés, igy ez a
felbontas valoban megfeleld. Létezik tehat a feladat feltételeinek eleget tevd felbontas.

Probaljuk szigoritani a 4. feladat feltételeit, hogy szellemes konstrukcio helyett a lehetetlenség
bizonyitasa legyen a megoldas. Probalkozhatunk azzal, hogy a végtelen szamtani sorozat
helyett mar végestdl is megkivanjuk, hogy ne legyen egyik halmazban se. Egy ilyen feladatot
tlziink ki a kovetkezonek.

5. feladat Felbonthato-e a természetes szamok halmaza két diszjunkt részhalmazra ugy, hogy
egyik se tartalmazzon (egész kezdéelemii és differenciaji) haromtagl szamtani sorozatot?

Megoldas. Az 0j feltétel nagyon szigorinak tlinik, érezhetjiik, hogy igy mar nem végezhetd el
a felbontas.

Elészor egy segédtételt igazolunk: Ha létezik a feladat feltételeinek megfeleld felbontas,
akkor egyik halmazban sincs olyan 1<n természetes szam, hogy n+2 is eleme a halmaznak.
Tegyiik fel ugyanis, hogy létezik ilyen n az egyik (A) halmazban. Ekkor n+1;n-2;n+4 nem
elemei A halmaznak, kiilonben rendre n,n+1,n+2 vagy n-2,n,n+2 vagy n,n+2,n+4 haromtagu
szamtani sorozatok benne lennének az A halmazban. fgy n+1,n-2,n+4 nem elemei A
halmaznak, tehat B halmaznak elemei, és ezek haromtagi szamtani sorozatot alkotnak.
Ellenmondasra jutottunk, oka a hibas feltevés, igy igaz a segédtétel.

Tegylik most fel indirekt médon, hogy feladat altal megkivant felbontas elvégezhetd két A;B
halmazra. Szimmetriai okok miatt feltehetjiik ,hogy 2 € A. Ekkor a segédtétel alapjan 4 € B,
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¢és igy tovabb 6 A , 8 B végiil 10 A. EKkkor A halmazban 2;6;10 szerepel, ez 3 taga
szamtani sorozat igy ellentmondasra jutottunk, mely oka a hibas feltevés azaz, nem végezhetd
el a feladat feltételeinek megfelelden a felbontas.

Megjegyzés. Az 5. feladat szoros kapcsolatban all az un. Van der Waerden tétellel. Van der Waerden tétele
a kombinatorikus szamelmélet és altalaban a kombinatorika egyik fontos tétele.
A tétel szerint, ha k,r egynél nagyobb természetes szamok, akkor van olyan W(k,r) természetes szam, hogy

a kovetkez6 allitds igaz: akarhogyan osztjuk k részre az {1,2,...,W (K, r)}halmazt, valamelyik rész

tartalmaz r tagi szamtani sorozatot.
Ezt az eredményt Bartel Leendert van der Waerden 1927-ben igazolta.
Jol lathato, hogy az 5. feladat k=2 , r=3 specialis esete ennek a tételnek. [1.]

6. feladat. Felbonthato-e a pozitiv egész szamok halmaza két diszjunkt részhalmazra Ggy,
hogy egyik se tartalmazzon (egész kezd6elemii és kvociensii) mértani sorozatot?

Els6 megoldas. A felbontas elvégezhetd. Kovetkezoképpen végezziik a felbontast.

A0 241,242, .. 3! 2n)I+1,(2n)1+2,...,(2n+1)!

B 11+1 @2nt1)I+1,...,(2n+2)!

Be kell latnunk még, hogy ez a felbontas megfeleld. Tegylik fel az allitas ellenkezdjét, azaz,
hogy ezen felbontas esetén az egyik halmazban van (legalabb) egy mértani sorozat. Legyen
ennek a mértani sorozatnak kvoéciense q. Ekkor nyilvanvalo, hogy létezik olyan K pozitiv
egész szam (a sorozat els6 eleme megfelel K-nak) melyre igaz, hogy barmely K<n egész
esetén N+1.n+2,..0n szdmok kozott szerepel (pontosan) egy a mértani sorozatban, igy a
halmazban is. Ez viszont jol lathatéan nem teljesiil a konstrukcioban hiszen barmilyen nagy q-
hoz talalhat6 olyan q;K<k természetes szam (B halmaz esetén paros, A esetén paratlan) melyre
kI+1,kl+2,...,(k+1)! szamok koziil egyik se eleme a halmaznak pedig, mint mondtuk mar
kKI+1 k!+2,...,q(kD)(<(k+1)!) szamok kozott kellene lennie elemének a sorozatnak.
Ellentmondsara jutottunk, oka a hibas feltevés, igy ezen felbontas valoban megfelel a feladat
feltételeinek.

Ennek a konstrukcionak az alapgondolata nagyon hasonld volt a 4. feladat megoldasaban
szerepl6éhez, de nem hasznalta ki kdzvetleniil azt. Most mutatunk egy olyan megoldast, ami
kozvetleniil kihasznélja a 4. feladat megoldédsaban szerepelt konstrukciot.

Masodik megoldas. Minden pozitiv egészhez rendeljiink egy pozitiv egész szamot. Az 1-hez
az l-et rendeljiik, az Osszes tobbi pozitiv egészhez pedig a primtényezds felbontasaban
szerepld primszamok hatvanykitevéinek osszegét. (Igy pl. a 2-hoz 1-et, 6-hoz 2-t, 16-hoz 4-et,
24-hez 4-t.) Ezek utan ugy rendezziik A és B halmazba az elemeket, hogy ha az imént a
szamhoz rendelt érték a 4. feladat megoldasaban az ottani A hamazban volt, az A halmazba
keriil a szam egyébként pedig a B-be. (Ez jol lathatéan teljesen mas felbontast eredményez
mint, amilyen az elsé megoldasban volt.) Megmutatjuk, hogy ez a felbontas is megfeleld.
Indirekt uton bizonyitunk, tegyiik fel az ellenkezdjét, azaz hogy A vagy B halmazban van
mértani sorozat. A hozzarendelési szabaly alapjan nyilvanvald, hogy egy mértani sorozat
elemeihez rendelt szamok szamtani sorozatot alkotnak, tehat A vagy B elemeihez rendelt
szamok halmazaban kell lennie végtelen szamtani sorozatnak, de mivel a 4. feladat
megoldasanak helyes konstrukcidja alapjan osztottuk két részre a szamokat, e két halmaz
egyikében sincs végtelen szamtani sorozat. Ellentmondasra jutottuk melynek oka a hibas
feltevés, tehat ez a konstrukcid is megfeleld.
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A 4.5.,6. feladat utan a legtermészetesebben ebbe a feladatsorba il16 feladat a kovetkezo.

7. feladat Felbonthaté-e a pozitiv egész szamok halmaza két diszjunkt részhalmazra tgy,
hogy egyik se tartalmazzon (egész kezd6elemii és kvociensii) harom tagu mértani sorozatot?

Ennek a feladatnak a részletes megoldasaval nem foglalkozunk e dolgozatban, mert a 3.,4.,5.
feladat utdn nem tartalmazna semmi ujdonsagot. A felbonthatosag lehetetlenségének
bizonyitasat az 5. feladat megoldasahoz hasonloan elvégezhetjiik.

8. feladat. Felbonthato-e a természetes szamok halmaza két végtelen elemszami diszjunkt
A,B részhalmazra, gy, hogy mindkét halmazra igaz legyen, hogy barmely 7 kiilonb6zd
elemének az Osszege is eleme a halmaznak, ha igen hanyféleképpen végezheto el a felbontas?

Els6é megoldas. Konnyen adodik egy megfeleld konstrukcio, a paros-paratlan szdmokra valo
felbontas, hiszen paratlan darab paratlan szam Osszege paratlan, paros szamok Osszege pedig
paros. Vajon van-e¢ masik megfelelé felbontas? A masik felbontas keresésére iranyuld
kisérleteink kudarcba fulladnak, hiszen nincs masik megfeleld konstrukcio.
Indirekt Gton igazoljuk ezt az allitast. Tegylik fel, hogy 1étezik a paros paratlan felbontason
kiviil masik felbontas, és tekintsiik ezt. Mivel nem a paros paratlan felbontas szerint bontottuk
fel a természetes szamok halmazat, az egyik halmazban nyilvdnvaléan van olyan y egész,
hogy (y+2) a masik halmazban van, szimmetriai okok miatt feltehetjiik, hogy y A-ban (ekkor
(y+2) B-ben van). Mivel AB végtelen elemszamu halmazok nyilvanvaléan végtelen sok olyan
kiilonboz6 a; (i=1,2...) lesz az A halmazban, hogy (ai+1) a B halmazban van, hiszen ha nem
igy lenne egy adott szamnal nagyobb természetes szamok mind az egyik halmazban lennének,
tehat a masik halmaz véges elemszamu lenne. Ez az allitas ugyanigy igaz a B halmazra b,
(bi+1) szamokkal mivel A és B szerepe szimmetrikus. Tekintsiik tehat A halmazban a
kiilonb6z6 ay,a; szamokat Ggy hogy (a;+1),(ax+1) a B-ben vannak és tekintsiik a B halmazban
a kiilonb6z6 by,by,bsbs szamokat tgy hogy (bi+1),(by+1),(bs+1),(bs+1) az A halmazban
vannak. Ekkor az A-ban és B-ben is kijeldltiink 7-7 elemet ezeknek az Osszege A-ban, B-ben
rendre

Sa=astagt(b1+1)+(bo+1)+(bst+1)+(bat1)+y, Sg=(a1+1)+(az+1)+bs+by+bs+bs+(y+2).
Jol lathatdan Sp=Sg igy ennek a szamnak mindkét halmazban benne kell lennie, ez
ellentmondas igy az indirekt feltevés hibas, azaz nincs a paros-paratlan szamokra valo
felbontason kiviil mas felbontas.

Maiasodik megoldas. Ismét indirekt uton bizonyitjuk, hogy a péaros-paratlan szdmokra vald
felbontason kiviil nincs masik megfeleld konstrukcid. Tegyiik fel, hogy létezik a paros
paratlan felbontason kiviil masik felbontas és tekintsiik ezt. Nyilvanvaloan ekkor a két halmaz
koziil az egyikben lesz két szomszédos természetes szam. Ezekhez hozzéavalasztva 5-5 azonos
szamot ebbdl a halmazbdl kapunk 6-6 szamot melyek 0sszege két szomszédos természetes
szam legyen X,X+1. Tekintsiink még az eddig emlitett szdmoktol kiilonbozd tetszdleges y
elemet. Ekkor van 6-6 szamunk melyek Gsszege X, x+1 és egy y szamunk. Hozzavalasztva az X
Osszegll szdmhatoshoz az y-t az x+y dsszeg is benne van a halmazban, hisz ez 7 szdm Gsszege.
De ekkor mivel ez is eleme a halmaznak, ezt is hozzzavalasztva x-hez (x+y)+x=2x+y is benne
van a halmazban, ehhez is x-et valasztva (2x+y)+x=3x+y is benne van, és igy tovabb kx+y is
benne van ahol k> 1 természetes szam. Tehat:

x+y,2x+y,3x+y,... Benne van a halmazban.

Most y-hoz (x+1)-es Osszegli szamhatos valasztva y+x+1 is bennevan a halmazban és ehhez
az el6z6 modszerrel X 6sszegii szamhatost valasztgatva nyerjik, hogy:
X+y+1,2x+y+1,3x+y+1,... is benne van a halmazban.
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x+y+1-hez (x+1)-eket valasztgatva nyerjiik hogy:

X+y+1,2x+y+2,3x+y+3,...,((x-1) - X +y+x-1) is benne van a halmazban. Ezekhez mind x-eket
valasztgatva a mar bemutatott modon nyerjiik, hogy:

0.sorozat: x+y,2x+y,3X+y,4x+y,5x+y,...

1. sorozat:x+y+1,2x+y+1,3x+y+1,4x+y+1,5x+y+1,...

2. sorozat: 2X+y+2,3X+y+2 AX+y+2 5x+y+2,. ..
3. sorozat: 3X+y+3,4x+y+3,5x+y+3,...
4, sorozat: 4X+y+4 5x+y+4,. ..
(x-1).sorozat: (X-1)- X +y+x-1,x- X +y+x-1,(x+1)- X +y+x-1...

Ezek az elemek mind benne vannak a halmazban igy minden ((X-1)- x +y+x-1)-nal nagyobb
természetes szam ebben a halmazban van, ha zx+y+k, 0<k<(x-1) (k,ze N) alaka akkor
megtalalhatjuk a k. sorozatban (minden természetes szam felirhat6 ilyen alakban a maradékos
osztas tétele alapjan). Ez ellentmondas, hiszen ekkor a masik halmaz véges elemszamu (egy
adott szamnal nem tartalmaz nagyobb elemet), az ellentmondas oka a hibas feltevés. Tehat
ismét igazoltuk az 4llitast, valoban csak a paros-paratlan felbontas megfeleld.

Megjegyzés. A 8. feladat konnyen Aaltalanosithat6. A feladat szovegében 7 helyére tetszéleges 1-nél
nagyobb paratlan egész szamot irva hasonldan igaz, hogy csak a paros-paratan felbontds megfeleld, 7
helyére 0-nal nagyobb paros szamot irva nincs megfeleld felbontas. Ezeknek az igazoldsa mindkét kdzolt
megoldéshoz teljesen hasonldan megtorténhet.

A 8. feladathoz nagyon hasonld problémat kapunk, ha a részhalmazok elemeinek 6sszegérol
nem azt kivanjuk meg, hogy benne legyenek ugyanabban a halmazban, hanem hogy ne
legyenek benne. Fogalmazzuk meg pontosan a feladatot.

9. feladat. Felbonthato-e a pozitiv egész szamok halmaza két diszjunkt A,B részhalmazra tgy,
hogy mindkét halmazra igaz legyen, hogy barmely n (n adott, egynél nagyobb egész)
kiilonbozd elemének az 0sszege nem eleme a halmaznak, ha igen hanyféleképpen végezhetd
el ez a felbontas?

A felbontas ebben a feladatban semmilyen n esetén sem végezhetd el. Ezt a 8. feladat 1.
megoldasahoz teljesen hasonloan igazolhatjuk, a bizonyitas részletes kidolgozasat az olvasora
bizzuk.

Kovetkezonek a 8.,9. feladatokhoz hasonlo feladatot tiiziink Ki, 6sszeg helyett szorzattal.

10. feladat. Felbonthato-e az egynél nagyobb egész szamok halmaza két diszjunkt A;B
részhalmazra, Ggy, hogy mindkét halmazra igaz legyen, hogy barmely 2 kiilonb6zd elemének
szorzata nem eleme a halmaznak, és ha igen hanyféleképpen végezhetd el a felbontas?

Megoldas. A 9. feladat megoldasa szerint ugyanebben a feladatban szorzat helyett Gsszeget
irva, a felbontas nem végezhetd el. Probaljuk erre visszavezetni a feladatot. Tekintsiik az
egynél nagyobb természetes szamok {2',2°,2°..} részhalmazat. Jol lathatéan ezt a
részhalmazt is fel kell bontanunk a feladat feltételeinek megfelelden , ha az egynél nagyobb
természetes szdmok halmazat fel akarjuk bontani. A hatvanyozas ismert azonossagainak
felhasznalasaval jol lathaté, hogy ennek a halmaznak a felbontdsa a szorzat feltételnek
megfeleléen, azt kivanja, hogy a kitevok hamazat, az {1,2,3...} halmazt bontsuk fel két
diszjunk részhalmazra, igy hogy mindkettdben két kiilonbozé elem Osszege ne legyen eleme
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a halmaznak, ez pedig a 9. feladat megoldasa alapjan lehetetlen. A felbontas tehat nem
végezheto el.

Eddigi feladataink végtelen elemszamu halmazok felbontasaval foglalkoztak. Most attériink a
véges elemszamu halmazok felbontasaval kapcsolatos kérdésekre.

11. feladat. Felbonthato-e a H={1,2...,2007} halmaz két diszjunkt A,B részhalmazra, ugy
hogy a két halmaz koziil a nagyobb elemszamunak ne legyen két olyan nem feltétlentil
kiilonboz6 a,b eleme, melyre a+b kettéhatvany?

Megoldas. A felbontas nem végezhetd el, ezt fogjuk igazolni. El8szor is tisztazzuk, hogy a H
halmaz, mivel 2007 (paratlan) elemszamu, ha két diszjunkt részhalmazra bontjuk az egyik
mindig nagyobb elemszdmu lesz, legalabb [2007/2]+1=1004 elemii. Elég tehat azt
igazolnunk, hogy a H halmaznak egy legalabb 1004 elemii részhaza tartalmaz olyan nem
feltétlentil kiilonb6z6 a,b elemet melyre a+b kett6hatvany. Bontsuk fel a H halmazt a
kovetkezd diszjunkt halmazokra.

(1) {41,2007},{42,2006},{43,2005},...,{1023,1025}

(2) {24,40},{25,39},...,{31,33}

(3) {9,23},{10,22},...,{15,17}

(4) {1,7}{2,6}{3,5}

(5) {1024},{32},{16}.{8} {4}

Konnyen ellenérizheté, hogy mind a 2007 szamot besoroltuk 1005 paronként diszjunkt
halmazba. Ahhoz, a feltételeknek megfeleld részhalmazt jeloljiink ki, viszont mind az 1005
halmazbdl el kell hagyni legalabb 1 elemet, hiszen (1)-(4) sorokban az elemparok ugy vannak
valogatva, hogy 0sszegiik kettGhatvany, (5) sorban pedig kettdhatvanyok szerepelnek melyek,
ha benne lennének a halmazban akkor a-nak és b-nek is ugyanazt a kettGhatvanyt valasztva az
at+b nyilvanvaléan kett6hatvany lenne. Legalabb 1005 elemet elhagyva viszont a kapott
halmaz legfeljebb 2007-1005=1002 elemi lehet, igy a H halmaznak egy legalabb 1004 elemti
részhaza tartalmaz olyan nem feltétleniil kiilonb6z6 a,b elemet melyre atb kettéhatvany.
Igazoltuk tehat az allitasunkat, a felbontas valoban nem végezhet? el.

12. feladat. Felbonthaté-e az {1%,2%,...,n*} (1<neZ") halmaz két diszjunkt halmazra ugy,
hogy a két halmazban 1év6 elemek Gsszege megegyezzen? Ha nem, mely n-ekre végezhet6 el

a felbontas?
(KoMaL F.2777. nyoman)

Megoldas. A felbontas mar a legkisebb lehetséges n esetén, n=2-re sem végezhetd el. Hiszen
{1,4} nyilvanvaléan nem bonthat6 fel a feltételeknek megfelelden. Tehat minden n esetén
biztosan nem végezhetd el a felbontas. Kis probalkozéassal konnyen lathatd, hogy n=3,4
esetben sem végezhetd el a felbontas. A felbonthatosag sziikséges feltétele, hogy
1> +2% +...+n” Osszeg paros legyen (,hiszen ennek az dsszegnek két azonos egész szam
Osszegének kell lennie), és mivel az Osszegben a paros és paratlan tagok felvaltva kovetik
egymast,jol lathatoan n=4k+1 vagy n=4k+2 (k € Z") esetben az Gsszeg paratlan, igy ebben az
esetben nem végezhetd el a felbontas.

Eddig megvizsgaltuk tehat n=2,3,4,5,6,9,10,13,14,17,18,... escteket. A kimaradd n-ekre
ratérve n=7,8 esetben a kovetkezd felbontasokra bukkanhatunk.

1P +22+42 472 =32 4+5°+6° , 1°+4> +6° +7° =22 +3° +5% + 8

Az n=8-ra vonatkoz6 felbontés kiilondsen igéretesnek tiinik, mert a két halmazban egyenld
szamu elem van és jol megfigyelve a felirt egyenldséget, megfigyelhetjiik, hogy a kitevoket
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elhagyva is igaz egyenldséget kapunk, azaz 1+4+6+7=2+3+5+8. Ezen megfigyelésbol a
kovetkez6 azonossagra kovetkeztethetiink.
(X+D* +(X+4)* +(X+6)* + (X +7)* = (x+2)® + (X +3)* + (X +5)* + (x+8)?
Ez x=y-1 helyettesitéssel az
Y +(y+3)° +(y+5)  +(y+6)* =(y+D)* +(y+2)* + (Y +4)* +(y+7)°
alakot olti. Ez alapjan mar lathatd, hogy ha az els6 n négyzetszam halmaza felbonthatéd a

kivant modon, akkor az elsé (n+8) is , hiszen 8 egymast kovetd egész szam megfeleléen 2
csoportra bonthatd az azonossag alapjan. Igy tehat n=7,8-ra adott felbontasokkal az n=8a ,

n=8a-1 (aeN") eseteket tisztaztuk. Mar csak n=8a+3 , n=8at+4 esetek maradtak
tisztazatlanul, de a kovetkez6 két (n=11,12 —re vonatkozo) konstrukcidval ezeket az eseteket
is tisztazhatjuk.

1° +3% +4% +5° +9° +11° =2° +6° + 7% +8° +10°
1°+3%+7%+8°+9% +11° = 2° + 4% +5° +6° +10° +12°
fgy tehat n=8a-1, n=8a , n=8a+3 , n=8a+4 (a € N ") esetekben mindig felbonthato a halmaz
megfelelden, a tobbi esetben nem. Ezek szerint pontosan akkor 1étezik a feladat feltételeinek
eleget tevo felbontas, ha n=4b+3 vagy n=4b (b € N ") alaku.

13. feladat. Felbonthato-e a H={1,2,...,2007} halmaz 13 részhalmazra tigy, hogy ezek koziil
alkalmasan valasztott 6 halmaz metszeteként {n} eldall, barmely ne H -ra?

Megoldas. A 13 kelléen szerencsétlen (vagy szerencsés) szdm ahhoz, hogy a felbontas ne
legyen elvégezhetd.
Indirekt uton bizonyitjuk a felbontas lehetetlenségét. Tegylik fel, hogy létezik 13 megfeleld

13
halmaz, ezek kozill 6 halmaz metszetét (6} féleképpen képezhetjiik, és ezek kozott
szerepelnie kell 2007 kiilonb6z6é (az elsé 2007 pozitiv egész szamot tartalmazo) egyelemil
. 13
halmaznak, de ez lehetetlen, mivel (6 ]<2007. Ellentmondasra jutottunk, oka a hibas

feltevés, igy a felbontas valoban nem végezhetd el.

13 .
A 13 tal kicsinek bizonyult ((6 j< 2007}, ezzel igazoltuk a felbonthatatlansagot. A 13-at

elegendden nagy szamra cserélve vajon elvégezhetd-e a felbontas? Erdemes mindjart a 14-
14
gyel probalkozni, hiszen 14 esetén mar [6 ] > 2007 , igy nem miikddik az el6z6 bizonyitési

modszerink.

14. feladat. Felbonthato-e a H={1,2,...,2007} halmaz 14 részhalmazra tigy, hogy ezek koziil
alkalmasan valasztott 6 halmaz metszeteként {n} eléall, barmely ne H -ra?

Megoldas. Ebben az esetben mar elvégezheté a felbontds. Ugy mutatjuk meg, hogy
lehetséges a felbontas, hogy mutatunk egy modszert megfelelé Hi,Ho,...,Hi14 halmazok
kialakitasara. Legyenek Hi,Ha,...,H1s egyelore tires halmazok. Legyenek Ki,Ks,...,Kago7
halmazok a {H;H,,...,H14} halmaz kiilonb6zé (tetszélegesen) kivalasztott 6 elemi
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14
részhalmazai. (Ilyenbdl létezik 2007, hiszen (6 j> 2007 .) ,,Toltsiik fel” elemekkel most a

Hi,Ho,...,Hi4 halmazokat a kovetkezOképpen. Azokba a H; (i=1,2,...,14) halmazokba tegyiik a
k e{1,2,...,2007} szamot, melyekre H, € K, . Az dsszes k €{1,2,...,2007} szamot elhelyezve
a feltételeknek megfeleléen, az igy kapott Hi,Ha,...,H1s halmazok megfelel6 felbontast
alkotnak, hiszen jol lathatéan Ki,Ko,...,K007 halmazok elemeinek metszetei rendre
{1},{2},...,{2007} halmazok (, mivel K; elemeinek metszetében i nyilvanvaléan benne van
(igy helyeztiik el), ha pedig mas i = j is lenne a metszetben, az K; < K| -t jelentené ami a K

halmazok megvalasztasabol adédoan lehetetlen).

Megjegyzés. A 13.,14. feladatot megfogalmazhatjuk egy sokkal altalanosabb formaban.
A H={1,2,...,n} halmaz akkor és csak akkor bonthato fel k (k € N+) részhalmazra ugy, hogy {m}

K
minden m € H -ra eldall alkalmasan valasztott | (I € N ™) részhalmaz metszeteként, ha (I 2N,

Ezt a tételt a 13.,14. feladat megoldasaval teljesen analdg modon igazolhatjuk.

A dolgozat utolso ,,levezetd” feladata legyen egy mese. Bizonyos szempontbol a feladatnak
van koze az eddigi halmazfelbontasokkal kapcsolatos feladatainkhoz.

15.feladat Egy jo humoru édességboltos tervet eszelt ki vasarloi meggondolkodtatasara. Egy
eredetileg 210 Ft-ért arult 3x 7 -es tablas csokoladét j feltételekkel arul. A vevd ugy veheti
meg a csokoladét, ha 3-7=21 kis négyzetre tordeli a csokoladét a bejelolt térésvonalak
mentén. Minden egyes csokoladérészlet kettétorésénél, a két Gjonnan keletkezett részben 1évo
négyzetek szamanak szorzatat kell fizetnie (, tehat egy a+b kisnégyzetbdl allo csokoladét a,b
kisnégyzetbol allo részre torni a-b Ft-ba keriil). Felbonthato-e a csokoladé kis négyzetekre a
boltos 0 arazasa mellett, ugy, hogy kevesebbet fizessiink, mint az eredeti ar.

(Az abran egy 2 x 3-as csoki kettétorését és arat latjuk példaképpen.)

2-4=8 Ft

Megoldas. Mesére mesével valaszolunk. 21 jo barat kincset keresni indul az erdében. Egyiitt
indulnak utnak, de hosszas bandukoléds utan raébrednek, hogy kettévalva gyorsabban tudnak
keresni, igy kettévalnak két tetszéleges szdmu csoportra. Miel6tt tovabb keresnének, a két
csoport minden tagja egyszer kezet fog a masik csoport Osszes tagjaval (,ekkor, ha k|l
létszamu csoportokra valtak szét nyilvanvaloan k -1 darab kézfogas zajlik le). A két csoport
tovabb folytatja keresd utjat, de hamarosan a gyorsabb keresés érdekében Ujra kettévalik egy
tobbtagu csoport, ismét a két csoport tagjai kezet fognak azokkal a jo barataikkal akikkel nem
egyiitt folytatjak tovabb a keresést. Es igy tovabb a csoportok valnak szét, az emberek kezet
raznak, mig végiil mindenki egyediil keresi a kincset, nincsenek mar tobbtagli csoportok.
Mennyi kézfogés zajlott le 6sszesen?

Jol lathato, hogy matematikailag ugyanazt a kérdést fogalmazza meg mindkét feladat (ember
csoportok — csokitoredékek , emberek — csokinégyzetek , kézfogasok szama egy csoport
kettévalasanal — fizetett 0sszeg egy csokitorésnél , 0sszes kézfogasok szama — Osszesen
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fizetett Osszeg). A kiilonbség csak az, hogy a masodik torténet kérdésére egyszerlien
valaszolhatunk, hiszen minden ember mindegyik masiktol pontosan egyszer valt el, tehat
pontosan egyszer fogott kezet igy 21-20/2=210 kézfogas zajlott le Osszesen. Tehat
akarhogyan tordeli a csokoladét a vevé, 210 Ft-ot fog fizetni tovabbra is.

Felhasznalt irodalom, hivatkozasok:
[1] Wikipédia (2007) http://hu.wikipedia.org/wiki/Van_der_Waerden-t%C3%A9tel
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(Késziilt a Szegedi Tudoméanyegyetem Bolyai Intézete
altal 2007-ben kozépiskolasok szamara kiirt palyazatra.)



