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1. Bevezet®

A kérdés, hogy el®re megtudjuk-e jósolni, hogyan változik a jöv®ben az egyes részvények

ára, illetve hogy a t®zsdén az értékpapírok árainak változása hogyan befolyásolja a világgaz-

daságot, nemcsak a közgazdászokat és a brókereket érinti, hanem a mindennapi emberekre is

hatással van.

Vizsgálódásom kiterjed a hozamok egymástól való függ®ségére és a jöv®beli megjósol-

hatóság mértékére. Célom, hogy a közgazdász diákok számára bemutassam a fraktálokat és

használhatóságukat a gazdasági elemzésekben. Remélem, eredményeim hozzájárulnak ezen

matematikai modellekre épül® gazdasági elemzések megértéséhez.

Igyekeztem valós adatokon alapuló számításokon keresztül bemutatni a fraktálok gyakor-

lati alkalmazhatóságát. A Dow Jones ipari index, a General Electric részvény és a hazai BUX

index felhasznált adatai a CD-mellékletben megtalálhatók.

Bár arra nem sikerült rájönni, hogy mennyit fog érni jöv®re egy General Electric részvény,

vagy a Dow Jones index kosarából mely részvénybe lesz érdemesebb befektetni, azt sikerült

kimutatni, hogy ez általában, vagyis hatékony piacon, lehetetlen, de még kevésbé hatékony

piacon sem lehet könny¶.
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2. A fraktálfogalom és kialakulása

A legtöbb természeti objektum, mint a sziget partvonala, egy folyó hálózata, a káposzta vagy

a brokkoli szerkezete, vagy az erek és az idegek hálózata az emberi retinában bonyolult alakú.

Matematikai leírásuk lehetetlennek t¶nt, ezért a �matematika szörnyetegeinek� nevezték ®ket.

1975-ben Mandelbrot talált bennük közöset és ez alapján, ezeknek a szörnyetegeknek a

leírására 1975-ben bevezette a fraktál fogalmát1, amely a számszer¶ leíráson kívül az ezek-

ben az objektumokban rejl® szabályosság felismerésében is segít bennünket. Több mint húsz

évvel a fogalom bevezetése után sincs általánosan elfogadott fraktál-de�níció, bár elterjedt

megfogalmazás, hogy a fraktálok olyan alakzatok, amelyek valamiképpen hasonló részekb®l

épülnek fel. [1]

2.1. Fraktálok a természetben

A fraktálok nemcsak színes, számítógéppel alkotott ábrák. Felfedezhetjük ®ket a galaxisok

spirálkarjaiban, a hegyekben, felh®kben, a fákban, a patakok vagy folyók kanyarulataiban, a

tavak, tengerek partszakaszaiban és az él®lényekben is, mondhatni, a természetben minden-

hol. Szabályosság van egyes növények termésénél, a magok állásában, a virágok szirmainak,

le- veleinek elhelyezkedésében.

A brokkolin vagy a kar�olon jól látható, hogy minden egyes darabja �hasonlít� az egész

fejhez. A következ® ábrán látható páfránylevélen szintén felt¶n® az önhasonlóság.

1Több történet olvasható arról, hogy Mandelbrot miként alkotta meg a fraktál nevet, egyes helyeken azt,
olvashatjuk, meseszer¶ leírásban, hogy egy hideg téli estén a gyermeke latin szótárát olvasgatva megakadt a
szeme a latin fractus melléknéven, ami a �tör� jelentésú fragrange igéb®l származik. Máshol egyszer¶en az
angol eredet¶ fracture és fraction (törés, töredék) jelentés¶, jó hangzású szavakból származtatják a fractal
szót, mely a franciában és az angolban f®név és melléknév is egyszerre. De azzal, hogy ezeket az alakzatokat
érdemesnek tartotta közös névvel illetni, önálló létet adott nekik, és egyúttal létre is hozta számunkra ®ket.
Nem kétséges, hogy emiatt még akkor is joggal tekinthetjük a fraktálok felfedez®jének, ha a matematikusok,
nem csak ezen alakzatok, hanem a jellemzésükre kés®bb felhasznált eszköztár egy részét is már jóval el®tte
megalkották.
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1. ábra. Páfránylevél

Az emberi test is rengeteg fraktált tartalmaz, ilyenek többek között a vérerek, az idegek,

és a légutak cs®hálózata, de az állatvilágban is felfedezhet®k ilyen jellemvonások. A nautilus

-egy, a Csendes-óceán nyugati részén él®, a puhatest¶ek törzsébe, a fejlábúak osztályába

tartozó csigaházas polip- is példa erre, hiszen szabályos héja a logaritmikusspirál szerint n®.

2. ábra. A nautilus csiga héja

A most említett példákban nem csak a fraktálokban megjelen® önhasonlóság mutatkozik

meg, hanem ennek egy jellegzetessége, az aranymetszés is. Például a csigavonalnál: bárhogyan

is húzunk vonalat a középponton áthaladva, mindegyik metszési arány aranymetszés. Hogyan

kaphatjuk meg ezt az arányt?
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3. ábra. Aranymetszés

Osszunk fel egy szakaszt két részre oly módon, hogy a nagyobb és a kisebb rész aránya

egyezzen az egész szakasz és a nagyobb rész arányával. Egyenletben felírva: a+b
a

= a
b
.Másképp

felírva
1+a

b
a
b

= a
b
. Ha az x = a

b
helyettesítést alkalmazzuk, akkor az 1+x

x
= x -hez jutunk amit

x-el szorozva majd 0-ra rendezve olyan, másodfokú egyenlethez jutunk, melynek gyökei: x1 =
1−

√
5

2
és x2 =

1+
√
5

2
. A feladat jellege miatt a negatív gyököt nem fogadjuk el megoldásként, így

a keresett szám, az aranymetszés értéke, melyet általában Φ-vel jelölünk: Φ ≈ 1, 618033.[7]

Eddigi példáinktól eltér®, ugyancsak fraktál-jelleg¶ természeti jelenséget talált Robert

Brown skót botanikus 1827-ben. Vízben lebeg®, nagyon apró virágporok szabálytalan mozgását

�gyelte meg mikroszkóp alatt. Ezek mozgása a h®mérséklett®l függ, és rendezetlen, véletlen

jelleg¶. Ez a jelenség a Brown-mozgás, amit véletlen bolyongásnak (angolul random walk)

is nevezünk. A jelenség elméletét kés®bb Einstein dolgozta ki: a Brown-mozgás a folya-

dékot (vagy gázt) alkotó molekulák h®mozgásával kapcsolatos, a molekuláknak a Brown-

részecskékkel való sorozatos és véletlenszer¶ ütközéseinek következménye.[2]

2.2. Káosz és fraktál

A természetes alakzatok (sziklák, növények, az él® szervezetek bels® felépítése, stb.) felép-

ülésének kaotikus voltát Mandelbrot tárta fel. A görög-latin eredet¶ káosz fogalom igen

régi kifejezés. Hétköznapi értelemben, a káosz a teljes z¶rzavar, a fejetlenség, a rendetlen-

ség, illetve az összevisszaság megjelölésére utal, amelyben lehetetlen a követhet®ség és az

ellen®rzés. Matematikai értelemben azonban ez szinte csak a látszat: molekurális és deter-

minisztikus káoszról beszélünk.

A molekuláris káosz fogalmát, Boltzmann vezette be a 18.század második felében, a nagy

elemszámú rendszerek viselkedésének leírására: �A molekuláris káosz fennálásakor a részecs-

kék olyan módon mozognak összevissza, hogy egyetlen kiválasztott részecske mozgásáról

meghatározott id® után akkor sem tudunk semmi konkrétat mondani teljes biztonsággal,

ha kezdetben pontosan ismertük a rész- ecske állapotát.�[3] A káoszt tehát ebben az esetben

a ré- szecskék igen nagy száma okozza.2

2lásd például az imént említett Brown-mozgást
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A determinisztikus káosz egyszer¶, néhány elemszámú, illetve néhány változóval jellem-

ezhet® instabil rendszerben alakul ki, amikor a kezd®feltételekre való érzékenység miatt a

rendszer kis környezeti (kezdeti érték-) változásra is jelent®s változással reagál.

Fontos hangsúlyozni, hogy mindkét káosz az id®beli viselkedésre vonatkozik, a mozgás,

azaz a dinamika jellegére utal: kaotikus mozgás, viselkedés esetén a közeli pontokból induló

jelek, id®utak (a két trajektória34) gyorsan, exponenciálisan távolodnak egymástól az id®

múlásával, azaz a közeli állapotok gyors szétszóródása következik be.[4]

A káosz és a fraktálok közvetlen kapcsolatát demonstrálja a következ® �Káosz-játék�. Te-

kintsünk a síkon egy A, B, C csúcsú egyenl® oldalú háromszöget. Válasszunk ki ugyanezen

a síkon egy tetsz®leges P 1 pontot, majd valamilyen véletlen módon (mondjuk úrna alkal-

mazásával) sorsoljuk ki az A, B, C pontok valamelyikét. Ha els®re, mondjuk a B pont jött

ki, akkor P1-b®l B irányba lépünk eggyel tovább, mégpedig éppen a P1B távolság felével.

A továbbiakban, az így kapott P2 ponttal mint kiindulóponttal, ismételjük meg az egész

eljárást. Ha a sorsolásnál ezúttal az A pont kerülne sorra, akkor P2A távolság megfelezésével

állítjuk el® a P3 pontot, majd hasonló módon a sorsolás állandó közbeiktatásával juthatunk

el lépésr®l-lépésre a P4, P5, P6 stb. pontokhoz. Kérdés, milyen pályát fognak leírni a P1,P2,

P3,..., Pn,... pontok, ha a fenti eljárást a végtelenségig folytatjuk? Az nyilvánvaló, hogy

mivel a lépések mindenkori irányát a sorsolásra bíztuk, véletlenszer¶ pályát fogunk befutni,

de az eljárást végrehajtva, vagy legalábbis a sorozat elég sok pontját ábrázolva általában a

Sierpinski-háromszög rajzolódik ki5, habár az egymást követ® P1,P2, P3,..., Pn pontok nem

felétlenül a Sierpinski-háromszög pontjai.[5]

2.3. Fraktálok el®állítása

Georg Cantor nevét, a fraktálgeometria történetében, els®ként szokták megemlíteni. A leg-

egyszer¶bben megkonstruálható fraktál a Cantor-halmaz. Induljunk ki a [0;1] zárt inter-

vallumból. Osszuk három egyenl® részre, majd hagyjuk el a középs® részt. Ezután osszuk

három egyenl® részre, mindkét megmaradó szakaszt és hagyjuk el a középs® részeiket; és így

tovább. a Cantor-halmaz azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek végtelen sok lépés után

megmaradnak.6[7]

3Trajektória: a mozgás fázistérbeli pályája.
4Fázistér: A dinamikus rendszert meghatározó közönséges di�erenciálegyenletekben szerepl® változókat,

állapotváltozóknak nevezzük. Ha minden állapotváltozót külön koordinátatengelyre mérünk fel, akkor kapjuk
az állapotteret vagy fázisteret. Az állapotváltozók száma megadja a fázistér dimenzióját. Egy egyszer¶
inga esetében, például, a fázistér kétdimenziós, tengelyeit a mozgó inga pillanatnyi helyzete és mindenkori
sebessége szolgáltatják.

5lásd 3.3. fejezetben
6 A Cantor-halmaz Hausdor� dimenziója log 2

log 3 ≈ 0.6309.
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4. ábra. Cantor-halmaz

A Cantor-halmaz síkbeli megfelel®je a Sierpinski-háromszög7. Konstrukciójához induljunk

ki egy egységnyi oldalú szabályos háromszögb®l, amelyet jelöljünk S0-val. Az oldalfelez® pont-

ok összekötésével osszuk négy egybevágó részre, majd hagyjuk el a középs® rész bels® pont-

jait; tehát a középs® kis háromszög oldalait nem hagyjuk el. A megmaradó alakzat legyen

S1. A második lépésben hagyjuk el az S2-et alkotó mindegyik kis háromszög középs® részét;

a kapott halmazt jelöljük S2-vel. Hasonló módon folytatva kapjuk az S3, S4, ... halmazokat.

Az S Sierpinski-háromszög azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek a végén megmaradnak,

tehát amely pontok mindegyik Sn halmazhoz hozzátartoznak.[7]

5. ábra. Sierpinski-háromszög

A Sierpinski-sz®nyeg konstrukciója hasonlít a Sierpinski-háromszög konstrukciójához, csak

más ponthalmazból indul ki. Legyen T0 egy négyzet. Ezt osszuk kilenc egybevágó részre az

oldalharmadoló pontok összekötésével és hagyjuk el a középs® kis négyzetet. A kapott halmaz

legyen T1. A második lépésben hagyjuk el a T1-et alkotó nyolc kis négyzet mindegyikének

középs® részét, és így tovább. A Sierpinski-sz®nyeg azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek

a végén megmaradnak8.

7 Nevét Wacªaw Franciszek Sierpi«ski (Varsó, 1882. március 14. � Varsó, 1969. október 21.) lengyel

matematikusról kapta, akinek nevét még további két fraktál is viseli.

8 A Sierpinski-sz®nyeg Hausdor�-dimenziója log 8
log 3 ≈ 1.8928
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6. ábra. Sierpinski-sz®nyeg

A fenti konstrukció térbeli megfelel®je eredményezi a Menger-szivacsot. Egy kockából

indulunk ki, amelyet huszonhét egybevágó kis kockára bontunk. Tekintsük azt a három

egyenest, amely áthalad a kocka középpontján és mer®leges a kocka valamelyik lapjára. Ez a

három egyenes a 27 kis kocka közül hetet metsz; ezeket a kis kockákat hagyjuk el. A következ®

lépésben ugyanezt megismételjük a megmaradó 20 kocka mindegyikével. Legyen M0; M1;

M2;... a kapott halmazok sorozata.[7] A Menger-szivacs a megmaradó pontok halmaza.9

7. ábra. Menger-szivacs

A számítógépet els®ként, a fraktálok atyjának is tartott Benoit Mandelbrot vonta be

az alakzatok el®állításába, az 1970-es években. A matematikus egyszer¶bb és általánosabb

formulát talált Juliáénál10 � az ebb®l el®álló fraktálokat tiszteletére,Mandelbrot-halmazoknak

nevezzük.
9A Manger-szivacs Hausdor�-dimenziója: log 20

log 3 ≈ 2.7268
10 A huszadik század elején élt francia matematikus, Gaston Julia. 1918-ban megjelent könyvében a

fentiekhez hasonló, ám jóval bonyolultabb, számítógép híján kézzel készített ábrákat mutat be. Ezek Julia-

halmaz néven váltak ismertté. [7]
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A Mandelbrot-halmaz azon c komplex számokból áll, melyekre az xn+1 := (xn)
2 + c

(komplex szám érték¶) rekurzív sorozat x1 := c; nem tart végtelenbe. A Mandelbrot-

halmaz gra�kus megjelenítése úgy történik, hogy az ilyen tulajdonságú c pontokat a komplex

számsíkon ábrázolják.[8]

8. ábra. Mandelbrot-halmaz

A fraktálkészítésnek a fentiekben alkalmazott és a legegyszer¶bb módja, ha egy m¶veletet

újra és újra elvégzünk. Egy szabály ismételt alkalmazását rekurziónak nevezzük, egy adott

állapotból a következ® elérése (a szabály egyszeri alkalmazása) az iteráció. Próbáljuk ki a

következ®t: rajzoljunk egy pluszjelet, majd ennek mind a négy végére feleakkora pluszjeleket,

és így tovább.

9. ábra. Hópehely fraktál készítése

9



Hópehelyre emlékeztet® motívumot kapunk, amely közelr®l ugyanúgy néz ki, mint távol-

ról.

A Koch-görbét11 síkbeli töröttvonalak határértékeként de�niáljuk. A kiinduló halmaz,

egy K0 egységnyi hosszúságú, zárt intervallum. A K1 görbét úgy kapjuk, hogy a K0 szakasz

középs® harmada fölé emelt szabályos háromszög alapját helyettesítjük másik két oldalával.

Így, egy négy szakaszból álló töröttvonalat kapunk, amelyben mindegyik szakasz hossza 1/3.

A K3 halmazt hasonló módon kapjuk K1-b®l: a K1-et alkotó négy szakasz mindegyikének

középs® részét helyettesítjük egy szabályos háromszög másik két oldalával. Az így kapott

töröttvonal 16 szakaszból áll, amelyek egyenként 1/9 hosszúságúak. A konstrukciót ugyanígy

folytatva töröttvonalak egy K0, K1, K2,... sorozatát kapjuk, amelynek �határértéke� a Koch-

görbe. Csakúgy, mint az összes eddigi példánk, a Koch-görbe is önhasonló: el®áll négy darab,

egyharmadára kicsinyített Koch-görbe egyesítéseként.

10. ábra. Koch-görbe

2.4. Szabálytalanság és dimenzió

Egy cikkében Mandelbrot azt a kérdést tette fel, hogy �Milyen hosszú Nagy-Britannia tenger-

partja?�. Mandelbrot a partvonal hosszúsági problémára egy angol tudós, Lewis F. Richard-

son egy ismeretlen, posztumusz tanulmányában akadt rá12. Akinek Mandelbrot feltette ezt

11 Ezek a fraktálok Helge von Koch svéd matematikustól származnak 1904-b®l.

12 Richardson az 1920-as években a numerikus id®járás-el®rejelzésr®l írt; kés®bb egy zsák fehér paszternákot

vetett a Cape Cod csatornába, hogy a folyadék turbolenciát tanulmányozza; egy 1926-os cikkében pedig

azt a kérdést tette fel, hogy �van-e a szélnek sebessége?�. Richardson a partvonalakon és a tekerg®z®

országhatárokon t¶n®dve, végigböngészte a spanyol és portugál, a belga és holland lexikonokat, és húsz

százalékos eltéréseket fedezett fel a közös határok hosszának becslésében
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a partvonalra vonatkozó kérdést, azok vagy kínosan nyilvánvalónak érezték az egészet, vagy

teljesen képtelennek. Holott, az ® felfogása szerint, a partvonal hosszúsága attól függ, milyen

hosszú a vonalzó, amivel mérünk. Vegyünk egy kézenfekv® mérési módszert. A földmér®

vesz egy körz®t, szétterpeszti szárait egy méterre és végigsétál vele a partvonal mentén. Az

eredményül kapott méterek száma csak közelítése az igazi hossznak, mert a körz® átugorja

a méteresnél kisebb kanyarokat, fordulókat; a földmér® mindazonáltal feljegyzi az így kapott

számot. Ezután összébb húzza a körz® szárait, - mondjuk a méter egyharmadára- és újra

elvégzi a mérést. Ezúttal valamivel nagyobb hosszúságot kap, mert a körz® többet fog át

a részletekb®l, vagyis több mint három lépés kell majd ahhoz, hogy végigmenjen azon a

távolságon, amelyen el®z®leg, az egyméteres körz®vel, egy lépésben is sikerült. Feljegyzi ezt

az új számot is, azután megint egyharmadra állítja be a körz® szárait, és kezdi el®r®l. Ez

a képzeletbeli körz®vel végzett gondolatkísérlet számszer¶síti, mi történik, ha egy tárgyat

különböz® távolságokból és különböz® mérettartományokban �gyelünk meg. Az a meg�-

gyel®, aki Anglia partvonalát egy mesterséges holdról igyekszik meghatározni, kisebb értékre

fog jutni, mint az, aki megpróbálja rendre végigjárni minden kis öblét és kiszögelését, de ®

is kisebb értéket kap majd mondjuk egy csigánál, amelynek végig kell verg®dnie minden kis

kavicson.

11. ábra. Anglia partvonalának mérése

A józan ész azt súgja, hogy, bár ezek a becslések egyre nagyobbak lesznek, mégis közelíteni

fognak valamilyen végs® értékhez, a partvonal tényleges hosszához. Más szóval, a mérési

értékeknek konvergálniuk kell. És való igaz, ha a partvonal valamilyen szokkásos alakzat

- például egy kör- lenne, akkor az egyre �nomabb egyenes vonalú távolságok összegzésén

alapuló módszer konvergálna! Az így mérhet® görbéket rekti�kálhatónak nevezzük: Azt

mondjuk, hogy egy görbe rekti�kálható, ha az összes beosztásból ered® töröttvonalak hosszai
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halmazának létezik fels® határa. Mandelbrot azonban úgy találta, hogy ahogyan a mérés

léptéke egyre kisebbé válik, a partvonal mért hossza minden határon túln®: a kis öblökben

és félszigetecskékben mind kisebb öblök és félszigetecskék tárulnak fel, legalábbis az atomi

méretekig, ahol a folyamat azután véget ér. Ha ugyan véget ér.[9] A partvonal tehát nem

rekti�kálható, de van erre matematikai példa is:

Legyen G : [0, 1] → R2,

G(x) =

(x, x cos(π/x)), x ̸= 0

(0, 0), x = 0

Ennek gra�konján, jól látszik, hogy a (0, 0) pontnál �végtelenül hullámos�.

12. ábra. G-görbe

Tekintsük az
[

1
n+1

, 1
]
intervallum xk =

1
k
(0 < k ≤ n) beosztását. Ekkor

d (G (xk) , G (xk−1)) =

√
(xk − xk−1)

2 +

(
xk cos

(
π

xk

)
− xk−1 cos

(
π

xk−1

))2

=

√√√√(1

k
− 1

k − 1

)2

+

(
(−1)k

k
− (−1)k−1

k − 1

)2

.
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A második tagot tekintve(
(−1)k

k
− (−1)k−1

k − 1

)2

=
(2k − 1)2

(k (k − 1))2
,

amiért

d (G (xk) , G (xk−1)) =

√
1 + (2k − 1)2

k (k − 1)
≥ 2k − 1

k (k − 1)
≥ 2

k
.

Eszerint a G(xn), G(xn−1), ..., G(x1), G(1) törött vonal hossza legalább 2
∑n

k=2
1
k
, ami nem

korlátos módon növekszik, ha n tart a végtelenbe.13, vagyis a G görbe hossza ∞![10]

Minthogy a klasszikus euklideszi méréssel láthatólag nem sikerül megragadni a szabály-

talan alakzatokat, Mandelbrot egy másik fogalomhoz, a dimenzióhoz fordult.

Háromdimenziós világban élünk, amely azt jelenti, hogy három számra van szükségünk

egy pont megjelöléséhez: ez a három lehet például a földrajzi hosszúság, a földrajzi szél-

esség és magasság. A három dimenziót úgy képzeljük el, mint egymással derékszöget bezáró

irányokat. Egy autóstérkép, minden gyakorlati szempontból, lényegében kétdimenziós valami,

egy sík egy darabja. Azonban a valóságban, az autóstérképek is éppúgy háromdimenziósak,

mint bármi más, csak a vastagságuk olyan csekély (és annyira lényegtelen is rendeltetésük

szempontjából), hogy elfelejthet®. Mi a dimenziója egy spárgagombolyagnak? Mandelbrot

erre azt mondja, hogy attól függ, honnan nézzük. Messzir®l a gombolyag nem egyéb, mint

egy nulla dimenziós pont. Közelebbr®l a gombolyag egy gömb alakú térrészt látszik kitölteni,

amely három dimenziót foglal el. Még közelebbr®l el®t¶nik a spárga, és a tárgy gyakorlatilag

egydimenzióssá válik, bár az az egy dimenzió mindenesetre önmaga köré gubancolódik, még-

pedig a háromdimenziós térben. Továbbra is érdemes azonban megkérdezni, hogy most vajon

hány szám szükséges egy pont helyzetének meghatározásához. Messzir®l egyre sincs szükség,

csak egyetlen pont az egész gombolyag. Közelebbr®l nézve már három kell. Még közelebbr®l

nézve viszont egy is elég: akár fel van gombolyítva a spárga, akár nincs, csak azt kell meg-

mondanunk, hogy mekkora távolságot kell megtenni a spárga végét®l a kérdéses pontig. A

mikroszkopikus mérettartományban pedig háromdimenziós oszloppá válik a spárga, az oszlop

egydimenziós szálakká bomlik, s a szilárd anyag nulladimenziós pontokká oldódik. Mandel-

brot a relativitáselméletre hivatkozott: �Hogy egy számszer¶ eredmény függhet a tárgy és a

meg�gyel® viszonyától, az tökéletesen összeegyeztethet® az e századi �zika szellemével, s®t

annak példaszer¶ megnyilatkozása�. A Mandelbrot-féle gondolat kifejezésének, úgy tetszik,

gyenge pontja, hogy olyasfajta homályos és bizonytalan fogalmakra épül, mint a �messzir®l�

13kés®bb ennek bemutatjuk geometriai okát
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meg a �kicsit közelebbr®l�. Hogy áll a dolog, e két helyzet között? Kétségtelenül nincsen jól

meghúzható határ, amelyen átlépve az addig háromdimenziós spárgagombolyagot egyszer-

re egydimenziósnak látnánk. Egy kanyargós partvonalnak a hossza például nem mérhet®,

érdességének viszont létezik jellemz® mértéke. Mandelbrot számítási módszerrel is szolgált:

megmutatta, hogyan számíthatjuk ki a valóságos objektumok valós dimenzióját, ha tudjuk,

hogyan konstruálhatók meg ezek az objektumok vagy ismerjük bizonyos adataikat; ® maga

pedig e számítási módszerek segítségével fontos megállapításra jutott: a természetben el®for-

duló és általa tanulmányozott mintázatok szabálytalanságának mértéke ugyanakkora marad

a különböz® mérettartományokban. Ezt hívják dimenziónak. A dimenzió révén olyan tulaj-

donságok válnak mérhet®vé, nevezetesen az érdesség, töredezettség avagy szabálytalanság,

amelyeknek egyébként nincs világos de�níciójuk.14[9]

2.5. Önhasonlóság

A legtöbb fraktálban felfedezhet® a felépít® elemek hasonlósága. Az egyes részletekre rá-

nagyítva vagy azokat kicsinyítve ugyanazokat a jellegzetességeket találjuk. Az önhasonlóság

azt jelenti, hogy a struktúra egy részét kinagyítva, a felnagyított kicsi rész ugyanolyan struk-

túrát mutat, mint maga az egész, eredeti struktúra. Ez nem azt jelenti, hogy ugyanolyan,

hanem azt, hogy ugyanazokkal a tulajdonságokkal rendelkezik. Például a brokkoli vagy a

kar�ol egyes részei hasonlítanak az egész növényhez.

A matematikában az önhasonlóságnak több fajtáját is megkülönböztetjük. Tekintsük a

követez® ábrát.

13. ábra. Az önhasonlóság típusai

Beszélhetünk pontbeli önhasonlóságról, erre példa a 13.ábra jobb oldalán található szer-

kesztés. Ha egyre mélyebbre és mélyebre nézünk a szerkesztésben, láthatjuk, hogy a téglalapok

14A fraktáldimenziókról részletesebben a 4.fejezetben olvashatunk.
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egyetlen egy pontba zsugorodnak. Ezt a pontot hívjuk az ábra �xpontjának. Ez az a határ-

pont, amelynél a téglalap oldalhosszai 0-hoz tartanak.

A bal oldalon a Sierpinski-háromszög15 ábrája látható. Az egész, egy kis darabjának

precíz másolataiból áll. Ezt a esetet szigorúan önhasonlónak hívjuk.

A középs® ábrán egy kétágú fa mesterséges szerkesztése látható. Ez az ábra teljesen más

helyzetet állít el®. Az egész fa, az eredeti fa kicsinyített másolataiból áll, kisebb és kisebb

példányok állítják el® a fa ágait és leveleit. Ha elhagyjuk a fa ágait és csak a leveleket

tekintjük, akkor az így kapott ábra szintén szigorúan önhasonló lesz.

Mind a három struktúra önhasonló, azaz egy kis részük hasonlít az egészhez, habár

lényeges eltérés van közöttük. Mi a helyzet a természetben el®forduló fraktálokkal? Melyik

kategóriába tartoznak?[11]

15lsd. 5.fejezet
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3. Fraktálok és dimenzióik

Bármilyen kis léptékben vizsgáljuk a fraktálokat, mindig ugyanolyan elemekb®l épül-

nek fel. Míg a klasszikus Euklideszi geometriában az objektumok dimenzióit mindenki is-

meri, egy egyenes egy-, a sík kett®-, míg a tér három-dimenziós, addig a fraktálok dimenzi-

ójának meghatározása komoly problémát okoz. Sok speciális de�níciót ismerünk dimenzió

meghatározására.

3.1. Hausdor�-dimenzió

A Hausedor�-dimenzió egy nemnegatív valós szám, mely általánosítja a valós vektortér di-

menziójának fogalmát. Az n-dimenziós vektortér Hausdor�-dimenziója n. Egy pont Hausdor�-

dimenziója 0, egy egyenesé 1 egy síké pedig 2, de a Hausdor�-dimenzió értéke nem csak egész

szám lehet.

Az n dimenziós euklideszi tér egy A részhalmazának a rend¶ Ha(A) Hausdor�-mértékét

a következ®képp de�niáljuk. Legyen B1,...Bn,... az A halmazt lefed®, r1,...rn,... sugarú

véges sok gömb. Ha(A) legyen a sugarak összegének összes lehetséges lefed®rendszerre vett

alsóhatára (legnagyobb alsó korlátja), mid®n az {r1,...rn,...} sugarak maximuma 0-hoz tart.

Nem nehéz belátni, hogy a fenti alsóhatár legfeljebb egy a értékre lehet 0-tól különböz® véges

szám. Ha ugyanis Ha(A) valamely a-ra véges, akkor minden b > a-ra Hb(A) = 0 és minden

g < a-ra Hg(A) = ∞. Az A halmaz Hausdor�-dimenziója az az a szám, amelyre igaz, hogy

minden b > a-ra Hb(A) = 0 és minden g < a-ra Hg(A) = ∞. A megszámlálható halmazok

Hausdor�-dimenziója zérus, míg az n dimenziós euklidészi tér minden olyan A halmazának,

amely gömböt tartalmaz, n a Hausdor�-dimenziója.16[12]

3.2. Dobozszámoló-dimenzió

Most egy olyan dimenziófogalmat de�niálunk, amely könnyen becsülhet® számítógép

segítségével. Az egyszer¶ség kedvéért csak a síkbeli esetet tekintjük, mivel a kés®bbiekben

is ezt szeretnénk használni. Legyen F , a sík tetsz®leges korlátos részhalmaza. Tekintsünk

egy négyzethálót a síkban, amely r oldalhosszúságú négyzetekb®l áll. Vegyük például az

[nr, (n+1)r)Ö[kr, (k + 1)r) alakú négyzetek halmazát, ahol n,k egyész számok. Jelölje N(r)

ezek közül azoknak a számát, amelyeknek van közös pontjuk az F halmazzal. Az F halmaz

doboz-dimenziójának nevezzük a dimBF = limr→0
logN(r)
− log r

, számot, amennyiben a jobboldali

határérték létezik. [7]

16Példák az 5.fejezetben
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3.3. Konkrét számítások

Els®ként vegyük a második fejezetben már említett G-görbét (1). Elkészítve az ábrát,

láthatjuk, hogy az egyes beosztás szerint vett négyzetekb®l, hány darabra van szükségünk a

lefedéshez.

14. ábra. A G függvény dobozszámláló-dimenziója

(log( 1
r0
), log(N(r0)))=(log(1), log(1)) = (0, 0)

(log( 1
r1
), log(N(r1)))=(log(2), log(3)) = (0.301, 0.477)

(log( 1
r2
), log(N(r2)))=(log(4), log(8)) = (0.602, 0.0, 903)

(log( 1
r3
), log(N(r3)))=(log(8), log(16)) = (0.903, 1.204)

(log( 1
r4
), log(N(r4)))=(log(16), log(38)) = (1.204, 1.580)

..., ahol rn = 2−n. Ezt ábrázolva a következ® diagramot kapjuk.

15. ábra. A G függvény log-log ábrázolása
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A log-log ábrázolás után megkapjuk, hogy az egyenes meredeksége 1,352. Tehát a fenti

görbe dimenziója kb. 1,352.

Az alábbi ábra által mutatott módon számoljuk ki a Sierpinski-háromszög dobozszámláló-

dimenzióját.

16. ábra. A Sierpinski-háromszög doboz-dimenziója

Legyen rn = 2−n

(log( 1
r0
), log(N(r0)))=(log(1), log(1)) = (0, 0)

(log( 1
r1
), log(N(r1)))=(log(2), log(3)) = (0.301, 0.477)

(log( 1
r2
), log(N(r2)))=(log(4), log(9)) = (0.602, 0.954)

(log( 1
r3
), log(N(r3)))=(log(8), log(27)) = (0.903, 1.432)

(log( 1
r4
), log(N(r4)))=(log(16), log(81)) = (1.204, 1.908)

...

Ábrázolva a pontokat a log-log gra�konnal17, következ® diagramot kapjuk:

17Log-log ábrázolás: a természettudományokban a log-log ábrázolás a numerikus adatok egy két dimenziós
diagrammja, ami logaritmikus beosztást használ a függ®leges és vizszintes tengelyen is. A tengelyek nem-
lineáris beosztásának az az oka, hogy az y = axb szerepe megjelenik a log-log ábrán, mint egy egyenes vonal,
amelyikben b az egyenes meredeksége és a az y megfelel® értéke az x = 1-hez. Ezek az ábrák hasznosak,
amikor numerikus adatokból kell becsülnünk az a és b értékeket, továbbá különösen hasznosak, amikor a
természetben el®forduló fraktálok dimenzióját kell megbecsülnünk.[13]
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17. ábra. Log-log ábrázolás (Sierpinski-háromszög)

A pontok egy egyenes vonalon fekszenek, aminek a meredeksége 1.59, így a Sierpinski-

sz®nyeg doboz számláló dimenziója 1.59 körüli értékre becsülhet®.

A Sierpinski-háromszög dobozszámláló-dimenzióját pontosan is kiszámíthatjuk, hiszen

d = lim
n→∞

logN (rn)

log
(

1
rn

) = lim
n→∞

log (3n)

log (2n)
= lim

n→∞

n log 3

n log 2
=

log 2

log 3
≈ 1.58996

A Koch-görbe dobozszámláló-dimenziójának kiszámítása:

18. ábra. A Koch-görbe dobozszámláló-dimenziója
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Legyen rn = 2−n. Ekkor

(log( 1
r0
), log(N(r0)))=(log(1), log(1)) = (0, 0)

(log( 1
r1
), log(N(r1)))=(log(3), log(4)) = (0.477, 0.602)

(log( 1
r2
), log(N(r2)))=(log(9), log(12)) = (0.954, 1.079)

(log( 1
r3
), log(N(r3)))=(log(27), log(48)) = (1.431, 1.681)

(log( 1
r4
), log(N(r4)))=(log(81), log(192)) = (1.908, 2.283)

...

Ábrázolva a koordinátákat a következ® log-log diagramot kapjuk:

19. ábra. Log-log ábrázolás (Koch-görbe)

Az egyenes meredeksége jelen esetben 1.26-ra becsülhet®.

A Koch-görbe dimenziójának egzakt kiszámítása a következ® módon történik[10]:

d = lim
n→∞

logN (rn)

log 1
rn

= lim
n→∞

logN
(
1
3

)n
log 1

( 1
3)

n

= lim
n→∞

(n− 1) log 4 + log 3

n log 3

= lim
n→∞

n log 4− log 4 + log 3

n log 3
= lim

n→∞

n log 4

n log 3
+

− log 4 + log 3

n log 3

=
log 4

log 3
≈ 1.26186.
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4. Fraktálok a közgazdaságtanban

4.1. Bevezetés

Mandelbrot az 1960-as évek elején az IBM cégnél végzett kutatásokat, ekkor vizsgálta meg a

világszerte jól dokumentált gyapotár változások ütemét. A gyapotár-változások magyarázata

ugyanis sok gondot okozott a közgazdászoknak, mivel azok nem igazolták az akkoriban elfo-

gadott elméleteket. Mandelbrot minden hozzáférhet® adatot beszerzett egészen a napi árvál-

tozások szintjéig és a különböz® (napi, havi, éves) id®intervallumok gra�kus ábrázolása után

azt tapasztalta, hogy a napi görbe jellegét és mintázatát tekintve szinte azonos a nagyobb

id®szakok görbéivel. Tehát a görbe az egyes mérettartományokban nagyon hasonló.[6]

A t®zsdék mozgásának modellezése jövedelmez® iparággá vált a legtöbb térségben. A

t®zsdei szakért®k nagy számban találhatók meg a világ pénzpiacain. A t®zsdei el®rejelzések

tömegei készülnek, a legtöbb magára valamit adó újság is közöl ilyeneket. Persze ezeknek

az elemzéseknek a mélysége meg sem közelíti azokét, amelyek a bankok vagy a brókercégek

szakemberei a potenciális befektet®knek készítenek. Milyen elméleti háttér áll az elemzések

mögött? Hogyan képzelik el a közgazdászok a pénzügyi piacok mozgástörvényeit? A válasz

meglep® lehet: a közgazdászok a legtöbbször úgy írják le a pénzügyi piacokat, mint amelyeken

folyamatosan és egyenletesen növekednek az árak, és erre a folyamatra teljesen véletlenszer¶,

küls® sokkok rakódnak. A közgazdászok egy kisebbsége azt gondolja, hogy ez nem teljesen

igaz. Véleményük szerint nemlineáris folyamatokkal ennél jobban lehet magyarázni a piac

mozgását. Az ilyen jelleg¶ modellek f® érdekessége az, hogy jól mutatják a várakozások

jelent®ségét a közgazdaságtanban. Az újklasszikus iskola egyik kulcsfeltevése a racionális

várakozások feltételezése. Azt teszik fel, hogy az emberek várakozásaik kialakítása során

nem követnek el szisztematikus hibát, vagyis várakozásaik a jöv® legjobb becslését jelentik

a rendelkezésre álló információk mellett. Ez a feltevés radikálisan új eredményeket hozott,

amelyekr®l máig folynak a viták.

4.2. A hozamok függetlensége

A pénzügyi piacok fontos jellemz®je az, hogy az egymást követ® hozamok egymástól függet-

lenül változnak e. Ez azt jelenti, hogy amennyiben ma felmegy X részvény ára (vagyis az X

részvény hozama pozitív), akkor ebb®l semmilyen következtetést sem tudunk levonni arról,

hogy holnap milyen lesz X részvény hozama. Ez az állítás a hatékony piacok hipotéziséb®l

következik, mely szerint a pénzügyi piacokon meg�gyelhet® értékpapír-árfolyamok a valódi

értéket és a befektet®k rendelkezésére álló összes információt tükrözik. A piaci hatékonyság
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három szint- jét különböztetjük meg. Az els® szinten az árak tartalmazzák a múltbeli árakban

lév® összes információt. Ez a hatékonyság gyenge formája. Ha a piacok gyengén hatékonyak

nem lehet tartósan extra pro�titot elérni a múltbéli hozamok tanulmányozása révén. Az

árak véletlen bolyongást fognak követni. A hatékonyság második szintje azt követeli meg,

hogy az árfolyamok ne csak az elmúlt id®szaki árfolyamokat, hanem minden más közzétett

információt is tükrözzenek; például azokat, amelyeknek a pénzügyi újságok olvasása révén

juthatunk a birtokába. Ez a piaci hatékonyság közepes formájaként ismert. Ha a piacok

ebben az értelemben hatékonyak, akkor az árak azonnal reagálni fognak az olyan nyilvánosan

közzétett információkra, mint például az utolsó negyedéves nyereséggel kapcsolatos bejelen-

tések, részvények kibocsájtása stb.. A harmadik szint a hatékonyság er®s formája, itt az

árak már minden olyan információt tükröznek, amelyre a vállalat és az egész gazdaság ala-

pos elemzése során szert tehetünk.[19][20] Gondoljuk meg mi történne akkor, ha tudnánk,

hogy, amennyiben X részvény ára felmegy, akkor 75%-os valószín¶séggel holnapután is fel

fog menni. Mindenki rohanna vásárolni az X részvényb®l, amelynek még holnap felmenne

az ára. Ez a folyamat éppen addig tartana, amíg a részvény ára olyan magas nem lesz,

hogy már nem éri meg bel®le venni. Ez pedig pont akkor fog bekövetkezni, ha már éppen

50% annak a valószín¶sége, hogy a részvény ára holnapután felmegy. Vagyis minden ilyen

meg�gyelt összefüggés azonnal elt¶nik, mert a befektet®k rohama megszünteti az ilyen pro-

�tlehet®séget. Ez a függetlenség bizonyítható a következ® módon. Vegyünk egy olyan ábrát,

amelyen a vízszintes tengelyen a mai, a függ®legesen pedig mindig az egy nappal kés®bbi

hozam van. Erre péda a valóságból a következ® diagram (1.ábra):

20. ábra. A BUX index napi hozamai 1997.február-2002. február (Ft)

Ezen a BUX index napi hozamait láthatjuk 1997 februárja és 2002 februárja között.

Ebben az esetben a hozamot egyszer¶en úgy számolhatjuk, hogy kivonjuk egymásból a két
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nap BUX indexét. Láthatjuk, hogy mind a négy síknegyedbe esnek pontok, a ponthal-

maz az origó körül s¶r¶bb, és középpontosan szimmetrikus rá. Éppen ilyen alakzat jellemzi

a véletlenszer¶séget. Amennyiben igaz lenne az, hogy az emelkedést általában emelkedés

követi, akkor a pontoknak a jobb fels® síknegyedben kellene koncentrálódniuk, mert az

egymást követ® napok hozamai pozitívak. Amennyiben az lenne igaz, hogy a csökkenést

vagy emelkedést korrrekció követi, akkor pedig a bal fels® és a jobb alsó síknegyedben talál-

nánk több pontot. Az ábrán azonban a pontok eloszlása egyenletes a különböz® síknegyedek

között, ami támogatja a hatékony piacok hipotézisét. Ezt a meglátást egzaktabban is alá

lehet támasztani azzal, hogy egy egyenest illesztünk a pontfelh®re. Amennyiben az egyenes

meredeksége 0, akkor nincsen lineáris kapcsolat az egymást követ® árak között. Hangsúly-

ozni kell azonban, hogy ez az eredmény a napi hozamokra vonatkozik, az ennél rövidebb távú

(néhány perces) hozamokra már van összefüggés.[14]

4.3. R/S analízis és Hurst-exponens

Az id®sorok statisztikai elemzésének egyik célja, hogy a múltbéli adatokból tudjunk következ-

tetni az adatok jöv®beli alakulására. Így az eljárás a múltbéli adatok elemzéséb®l, valamilyen

mintázat beazonosításából, és e mintázatnak a jöv®re történ® kiterjesztéséb®l áll. Tehát, az

eljárás hátterében az a feltételezés áll, hogy a múltban felismert trend a jöv®ben is folytatódni

fog. Ezen feltevés bizonyításához a Mandelbrot által továbbfejlesztett és a Hurst-exponensen

alapuló úgynevezett R/S analízist használjuk.

Az R/S-analízis különböz® id®periódusokra kiszámolja a kumulált adatok átlag körüli

ingadozásainak R terjedelmét, majd ezt az adatok S szórásával elosztva standardizálja, ezért

is nevezik újraskálázott terjedelem-analízisnek (angolul: Rescaled Range Analysis, röviden

R/S-analízis). A folyamat eredményeként megkapjuk a Hurst-exponenst. Jelölje ξt a napi

hozamot. Vizsgáljunk egy meghatározott, mondjuk T hónapos id®szakot. Ekkor

ΞT =
1

T

T∑
t=1

ξt

jelöli az adott id®szakban a havi átlagos hozamot. Ebben az esetben az

X(t, T ) =
t∑

u=1

(ξu − ΞT )

id®sor, azaz a ξt változónak a saját átlagától való kumulált eltérése. Tekintsük az id®sor

legnagyobb és legkisebb értékének RT = maxX(t, T )−minX(t, T ) eltérését, az id®sor úgy-

nevezett terjedelmét. Nyilvánvaló, hogy az id® függvényében n® a terjedelem. A következ®
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lépésben számoljuk ki az

ST =

√√√√ 1

T

n∑
t=1

(ξt − ΞT )
2

értékét. Empírikus vizsgálatokból tudjuk hogy, a H értéke megállapítható a következ® össze-

függés segítségével:

lnRT/ST = H lnT.

Átrendezve a képletet és a fent kiszámolt értékeket behelyettesítve, megkapjuk az els® id®szak-

hoz tartozó Hurst-exponenst. A továbbiakban ezt az eljárást alkalmazva és az id®szakokat,

azaz a T értékét egyre növelve kapjuk meg a Hurst-exponenst.[5]

Mit is mutat meg számunkra a Hurst-exponens? Értékével a különböz® id®skálákon

átível® hosszú távú emlékezet er®sségét mérhetjük. Ha a H < 0.5 akkor ún. �antiperzisztens�

viselkedésr®l beszélünk, ami jelen esetben számunkra azt jelenti hogy ha egy részvény vagy

egy index növekszik, akkor a következ® id®pontban nagyobb valószín¶séggel csökkenni fog,

ha pedig csökken akkor pedig a következ®ben n®ni fog. Ha H > 0.5 akkor a trendet er®sít®

folyamattal van dolgunk, azaz ún. �perzisztens� viselkedésr®l beszélünk, ami azt jelenti,

hogy egy emelkedést nagyobb valószín¶séggel követ egy emelkedés, esést meg egy esés, tehát

a múltbéli események meghatározzák a jöv®beni viselkedéseket, tehát ezen esetekben nem

beszélhetünk függetlenségr®l. Ha a H = 0.5 akkor véletlen bolyongásról beszélünk, (a Brown

mozgás Hurt-exponense is 0,5).[15]

A Hurst-exponens és a fraktáldimenzió18 között Mandelbrot által bizonyított összefüggés.

Tétel: Legyen f : [0, 1] → R folytonos Brown-függvény19, melynek Hurst-exponense legyen H.

Ekkor a függvény gra�konjának (dobozszámláló- vagy Hausdor�-) dimenziója 1 valószín¶séggel

2-H .

Bizonyítás: (Skicc)[17] Legyen H = 2−d, ahol d a függvény gra�konjának (dobozszámláló-

vagy Hausdor�-) dimenziója. Másrészr®l d = limh→0
logNh

− log h
, ahol h az id®szak növek-

ménye, és Nh az f függvény gra�konját lefed® dobozok száma a h érték mellett. Legyen

h = 1/2n. Legyen Rh a függvény terjedelme, vagyis az adott intervalumon felvett legnagyobb

és legkisebb érték különbsége, minden [0, h], ..., [kh, (k+1)h], ..., [1−h, 1] intervallumon. Ekkor

a Hurst-exponens értéke H = limh→0
logRh

log h
.. Mivel az f -függvény folytonos, minden egyes

18lsd.: 4.fejezet
19A f® különbség a Brown-függvény és a Brown-mozgás között, hogy még a Brown-mozgás független a

növekményekt®l addig a Brown-függvény függ ezekt®l. Ez a függés azt jelenti, hogy ha a függvény egy
meghatározott szakaszon n®, akkor a következ® szakaszon is n®ni fog.[16]
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[kh, (k+1)h] részintervallumon megközelít®leg Rh/h dobozra van szükségünk a lefedéshez. Ha

1/h részintervallumot veszünk, akkor megközelít®leg Rh/h
2 dobozra van szükségünk. Ebb®l

következik, hogy Rh
∼= Nhh

2, így

H = lim
h→0

logRh

log h
= lim

h→0

logNh + log h2

log h
= lim

h→0

logNh

log h
+ 2 = 2− d = H.�

5. Fraktálok keresése a valós t®zsdéken

5.1. A Dow Jones index vizsgálata

Vizsgálatunkhoz a Dow Jones ipari index 2000 január és 2009 december közötti adatait

fogjuk használni. El®ször is tekintsük meg a napi záróértékekb®l készített vonaldiagramot, a

függ®leges tengelyen a záróértékek, míg a vízszintes tengelyen az id®pontok láthatóak.

21. ábra. A Dow Jones záróértékei 2000. január és 2009. december között

Tétel. A Dow Jones ipari index napi záróértékeib®l (2000. január és 2009. december

között) rajzolt diagram egy fraktál képe.

Demonstráció: Számoljuk ki az ábra dimenzióját! Ezt megtehetjük a dobozszámláló-

dimenzió segítségével.
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22. ábra. Doboz-számlálás(1)

Els® lépésként r0 = 1 egységnyi oldalú négyzettel fedem le az ábrát. Második lépésben

r1 = 1/2 oldalhosszúságú négyzeteket veszek, ezekb®l két darabra van szükségem, hogy

lefedjem az ábrát, az eljárást folytatva r2 = 1/4, r3 = 1/8, ... a következ® értékeket kapom,

melyekb®l kitudom számolni a log-log ábrázoláshoz a koordinátákat:

(log( 1
r0
), log(N(r0)))=(log(1), log(1)) = (0, 0)

(log( 1
r1
), log(N(r1)))=(log(2), log(2)) = (0.301, 0.301)

(log( 1
r2
), log(N(r2)))=(log(4), log(8)) = (0.602, 0.903)

(log( 1
r3
), log(N(r3)))=(log(8), log(14)) = (0.903, 1.146)

(log( 1
r4
), log(N(r4)))=(log(16), log(24)) = (1.204, 1.380)

(log( 1
r5
), log(N(r4)))=(log(32), log(52)) = (1, 505, 1.716)

(log( 1
r6
), log(N(r4)))=(log(64), log(131)) = (1.806, 2.117)

A koordinátákat ábrázolva, majd a kapott pontokra egyenest illesztve, meghatározhatjuk

az egyenes meredekségét.

23. ábra. A Dow Jones index log-log ábrázolása
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A kapott érték 1,204. Ezzel beláttuk, hogy a Dow Jones ipari index árfolyamaiból alkotott

diagram fraktál.

Akár mondhatnánk, hogy már ránézésre is világos, hogy a t®zsdei index véleltlen- sz-

er¶ mozgást végez, de ezt ne hamarkodjuk el túlságosan. Kérdésünk a következ®: vajon

érvényesül a hatékony piac hipotézisének elve? A továbbiakban vizsgálódásunkat érdemes a

napi hozam-okra korlátozni. Kutatásom során a következ® tételeket sikerült bebizonyítanom:

Tétel. A Dow Jones ipari index hozamai nem függetlenek az 2000. január és 2009.

december közötti id®szakban, ezáltal nem áll fenn a hatékony piacok hipotézise.

Demonstráció: A táblázatban megadott adatok alapján, számoljuk ki a napi hozamokat

(a záró érték és az el®z® napi záró érték különbsége). Ábrázoljuk ezeket a koordináta-

rendszerben a következ® módon: a függ®leges tengelyen az adott napok hozamait ábrázoljuk,

míg a vízszintesen az egy nappal korábbi hozamokat. A következ® pontfelh®t kapjuk:

24. ábra. A Dow Jones index hozamai 2000. január és 2009. december között

Jól látható, hogy mind a négy síknegyedben vannak pontok, továbbá jól látható az is,

hogy a pontfelh® az origó körül s¶r¶bb és középpontosan szimmetrikus rá. Ezek alapján

megállapíthatjuk a véletlensze-r¶séget és mondhatjuk, hogy az adott napi hozamok nem

függnek egymástól.

Tétel. A Dow Jones ipari index 2000. január és 2009. decembere közötti hozamai

közepesen hatékonyak.

Demonstráció: Határozzuk meg a Hurst-exponenst! A fent leírt R/S-analízist alkal-

mazva a következ® értékeket kapjuk:
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25. ábra. A Dow Jones index R/S-analízisének eredményei

A H legkisebb értéke a tíz év adatait vizsgálva H=0,418, a legmagasabb érték pedig

H=0,566. Megállapíthatjuk, hogy csupán nyolc esetben kaptunk H=0.5-nél kisebb értéket,

vagyis a Dow Jones index hozamai általában nem antiperzisztens viselkedést követnének.

Ha a kapott Hurst-exponensek átlagát kiszámítjuk, 0.542-t kapunk, így kijelenthetjük, hogy

a Dow Jones index napi hozamai nem véletlen bolyongást követnek. Nem kerülheti el a

�gyelmünket, hogy bár többnyire 0,5-höz közeli értékeket kaptunk, túlnyomórészt 0,5-nél

valamivel nagyobb Hurst-exponens adódott, tehát a vizsgált esetben közepesen hatékony

piacról beszélhetünk. A következ® lépésben változtassunk a skálázás léptékén. Határozzuk

meg a Hurst-exponensek értékét féléves léptékekben. Ha hasonló értékeket kapunk mint a

havi skálázásnál, akkor egy újabb lépéssel közelebb kerülünk célunkhoz. Az analízist elvégezve

a következ® értékeket kapjuk:
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26. ábra. A Dow Jones index R/S-analízisének eredményei féléves id®intervallumokon

A Hurst-exponens legkisebb felvett értéke ebben az esetben 0,475, ami láthatóan közelebb

van a 0,5-höz mint a havi skálázásnál kapott érték. A H maximális értéke három tizedesjegy

pontosságig megegyezik és ha kiszámoljuk a kapott értékek átlagát, akkor 0,545-öt kapunk.

Persze lényeges eltérést nem is vártunk, mert az ellentmondana a keresett jelenségnek, mi-

szerint a Hurst exponens nem függ a skálázás mértékét®l.

Kérdésként merülhet fel még az is, hogy milyen értékeket kapnánk, ha a vizsgálat kezdeti

id®pontját változtatnánk. A következ®kben megvizsgálunk pár diszjunkt id®intervallumot.

Ha a 2005 január és 2009 december közötti ötéves id®intervallumot tekintem havonta növekv®

skálázásal, akkor a Hurst-exponensek átlagos értéke 0.527 lesz, ami kisebb mint a tízéves

id®tartam alatt vizsgált Hurst-exponensek átlaga. Ha azonban a széls®séges H-exponenseket

hasonlítjuk össze, akkor jelen esetben a minimális exponens 0,423-at ami csak kismértékben

tér el az �eredeti�-t®l, viszont a maximális itt 0,597, ami több mint két századdal magasabb

mint az eredeti érték. Vegyük észre, hogy a vizsgálat során kapott Hurst-exponensek között

csupán négy olyan értéket kaptunk, amely kisebb mint 0.5. Miután az adatokra több féle

csoportosításban is megvizsgáltam, bárhogyan is változtattam a skálák méretét, és az egyes

id®sorok hosszát, mindvégig az el®bb leírt tendencia maradt jellemz®, miszerint a Hurst-

exponensek átlagos értéke 0,54-hez nagyon közeli érték, és kevés olyan érték jelenik meg a

vizsgált adatok között ami 0,5-nél kevesebb. Ezáltal közepesen hatékony a piac.

5.2. A General Electic részvény vizsgálata

A Dow Jones index vizsgálata során felmerült bennem a kérdés, vajon az index kosarában

szerepl® részvényekre külön-külön is fennálnak e a fent említett tételek. Így a General Electic

részvényt, mely 1,14%-os súllyal vesz részt a kosárba, külön is megvizsgáltam.
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A General Electric részvény árfolyamai:

27. ábra. A General Electric részvény árfolyamai 2000. január és 2009. december között

A következ® eredményeket kaptam:

Tétel. A General Electic részvény hozamai az 2000. január és 2009. december közötti

id®szakban függetlenek, így fennáll a hatékony piacok hipotézise.

Demonstráció: Tekintsük a részvény 2000. január és 2009. december közötti id®szak-

ára vonatkozó záró árfolyamokra vonatkozó adathalmazát. Számoljuk ki a napi hozamokat

(napi záró árfolyam-el®z® napi záró árfolyam). Ábrázoljuk ezen adatokat egy koordináta-

rendszerben a kövekez® módon: a függ®leges tengelyen az adott napok hozamait ábrázoljuk,

míg a vízszintesen az egy nappal korábbi hozamokat. A következ® pontfelh®t kapjuk:

28. ábra. A General Electric részvény hozamai 2000. január és 2009. december között

Az ábrát nézve a következ® megállapításokat tehetjük: a pontfelh® szimmetrikus az

origóra, mind a négy síknegyedbe esnek pontok, továbbá a pontfelh® az origóhoz közeledve
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s¶r¶södik. Ezen tulajdonságok pontosan azt támasztják alá, hogy a General Electric részvény

napi hozamai függetlenek egymástól. Ebb®l pedig már azzonnal következik, hogy érvényesül

a hatékony piacok hipotézise.

Tétel. A General Electric részvény napi hozamai az 2000 január és 2009 december közötti

id®szakban véletlen bolyongást követnek.

Demonstráció: Ahhoz, hogy belássuk a részvény hozamai véletlen bolyongást követnek,

meg kell határoznunk a Hurst-exponens értékét. Tekintsük az adatsort20. Alkalmazzuk rá az

R/S-analízist. A következ® értékeket kapjuk:

29. ábra. A General Electric részvény R/S-analízisének eredményei

A Hurst-exponensek átlagos értéke eszerint 0,5, ami bizonyítja számunkra, hogy a General

Electric részvény hozamai véletlen bolyongást követnek.

Már láttuk hogy, H = 2 − d. Most egy konkrét példán, a General Electric részvény

árfolyamaiból megalkotott gra�konon, módunkban áll kísérleti szinten ellen®rizni. Ehhez

meg kell határoznunk a dobozszámláló-dimenziót.

20lásd CD
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30. ábra. Doboz-számlálás(2)

Legyen rn = 1/2n. Ekkor az ábrán számolva:

(log( 1
r0
), log(N(r0)))=(log(1), log(1)) = (0, 0)

(log( 1
r1
), log(N(r1)))=(log(2), log(2)) = (0.301, 0.301)

(log( 1
r2
), log(N(r2)))=(log(4), log(4)) = (0.602, 0.602)

(log( 1
r3
), log(N(r3)))=(log(8), log(9)) = (0.903, 0.954)

(log( 1
r4
), log(N(r4)))=(log(16), log(25)) = (1.204, 1.398)

(log( 1
r5
), log(N(r5)))=(log(32), log(56)) = (1.505, 1.748)

(log( 1
r6
), log(N(r6)))=(log(64), log(133)) = (1.806, 2.124)

31. ábra. General Electric árfolyamának log-log ábrázolása.
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A kapott egyenes meredeksége 1,4. Vagyis az árfolyamokból alkotott görbe dobozszámláló-

dimenziója 1, 4. A tételb®l való 0,1 eltérés magyarázható azzal, hogy az R/S-analízist a napi

hozamokból számoltuk, míg a dimenzió meghatározását a napi árfolyamokból készül® görbén

végeztük.

5.3. A magyar BUX index hasonlóságai és eltérései a nemzetközi

indexekt®l.

A 2000-es évek elején már vizsgálták a nemlinearitás szempontjából a Budapesti Értékt®zsdét.

Konkrét vizsgálat történt a Hurst-exponensre az 1991. január és 2000. május BUX indexei

alapján. Abban az id®ben a Hurst-exponensre megközelít®leg mindig 0,7 köröli értéket kap-

tak a kutatók. Ezt azzal magyarázták, hogy a BÉT még nagyon �atal t®zsde. Továbbá a

BUX index akkori történetében a stagnálás, a gyors növekedés és a hektikus viselkedés külön-

böz® szakaszai jól elkülöníthet®ek voltak. Az eredmények érvényességének ellen®rzésére nem

csak logaritmikus hozamokkal számoltak, hanem vizsgálták a növekmények viselkedését és

a növekedési ütemeket is. Különböz® id®szaki vizsgálatokat is készítettek, és mindvégig azt

találták, hogy a BUX index Hurst-exponense valamennyi korábban elemzett nagy t®zsdét®l

eltér abban, hogy 0,5-t®l szigni�kánsan eltér® Hurst-exponenst szolgáltat. Ezek alapján a

következ® következtetések születtek: A BUX index id®beni alakulása véletlenszer¶, de nem

Brown-mozgás. Befektet®i szempontból ez az eredmény azt jelentette, hogy a Budapesti

Értékt®zsdén a reakció nem azonnali. A befektet® inkább kivár, és mindaddig �gyelmen

kívül hagyja a beérkez® információkat, amíg nem rajzolódik ki egy világos trend. A befek-

tet®k tehát kumulatív módon reagálnak az ®ket ért hatásokra, vagyis a következmény nem

áll egyszer¶ arányosságban a kiváltó okokkal.

Érdekes lehet azonban az elmúlt tíz év tekintetében is megvizsgálni a BUX indexet.

Vajon az id® múlásával közeledik a Hurst-exponensek a világ nagy t®zsdein mért közel 0,5-ös

értékhez?

Kezdjük az elemzést a hozamok függetlenségének vizsgálatával.
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32. ábra. A BUX index hozamai 2000. január és 2009. december között

Ebben az esetben is azt találjuk, hogy a ponthalmaz középpontosan szimmetrikus az

origóra, mind a négy síknegyedben lesznek pontok, továbbá észrevehet®en az origó közelében

s¶r¶bben helyezkednek el a pontok.

Végre hajtva az R/S-analízist a következ®t kapjuk:

33. ábra. A BUX index R/S-analíisének eredményei

Ha a 2000. januártól 2009. decemberéig terjed® adatsorra futtatjuk le az analízist havi

skálázást alkamazva, a Hurst-exponensek átlaga 0,551 lesz, a legkisebb Hurst-exponens 0,49,
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és a legnagyobb pedig 0,59. Már itt észrevehet®, hogy jóval kisebb értékeket kapunk, mint a

2000-es évek elején történt vizsgálatoknál. Következ® lépésként tekintsük ugyan ezen adat-

sokaságot, csak növeljük az egyes id®intervallumok hosszát fél évre. Így lefuttatva az analízist,

jelent®s értékbeli eltéréseket nem tapasztalunk, a Hurst-exponensek átlagos értéke 0,553, a

minimális exponens értéke 0,493, a maximális értéke 0,598. 0.5-nél kisebb értéket csupán

három esetben kapunk. Változtatva a skálázás léptékén és az id®sor hosszát módosítva, sem

kapunk kirívóan eltér® értékeket, ha továbbra is 2000. január és 2009. decembere között

maradunk. Összehasonlítva a 2000-es évek elején végzett kutatásnál kapott eredményeket

a mostani számításainkal, látványos eredményt kapunk. A Hurst-exponens 2000 után jóval

közelebb került a 0,5-ös értékhez, nagyjából 0,55. A BUX index hozamai véletlen bolyon-

gást követnek. Ez vélhet®leg annak tudható be, hogy a Budapesti Értékt®zsde �öregszik�

továbbá annak is, hogy az utóbbi években a magyar piac �másolja� a külföldre jellemz® gaz-

dasági tendenciákat. Sajnos egyel®re nem áll rendelkezésünkre elegend® friss információ arra

vonatkozólag, hogy a BÉT a jöv®ben hatékony piaccá válik vagy se.
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6. Fraktálok és furcsaságok

Ebben a fejezetben olyan különleges fraktálokat mutatok be, amelyek a középiskolás diákok

számára is érdekes ellenpéldaként használhatók.

6.1. Peano-görbe.

Ha ösztönös módon beszélünk a dimenziókról, megértjük a tipikus egy dimenziós vonalakat

és a síkokat mint tipikus két dimenziós objektumokat. 1890-ben Giuseppe Peano (1858-

1932) majd utánna közvetlenül 1891-ben David Hilbert (1862-1943), tárgyalta azon síkbeli

görbéket, amelyek bemutatják hogy a mi naív felfogásunk a görbékr®l nagyon korlátozott.

Olyan görbéket mutattak, amelyek kitöltik a síkot, vagy a sík egy adott részét. A Peano

görbét el®állíthatjuk a Koch-görbe egy másik konstrukciójaként. Egy egyszer¶ vonal darabbal

kezdünk, ez lesz a kiinduló rész, ezután helyettesítjük a generátor göbével ahogy a lenti ábra

is mutatja. Nyilvánvalóan a generátor két pontban metszi önmagát. Precízebben, a görbe két

pontban érinti önmagát. Meg�gyelhet®, hogy ez a generátor görbe szépen illik a négyzetre,

amelyik a szaggatott vonallal van jelezve. Ez az a négyzet, amit a Peano-görbe pontjai

lefednek. A második lépcs®ben, a görbe minden egyes egyenes vonal darabjára alkalmazzuk

az el®z® lépcs®ben de�niált eljárást. A második lépés után, a görbén 32 metszéspont lesz.

Most ismételjük a lépéseket továbbra is 1
3
aránnyal. Így a k-adik lépésben a vonal darabkák

hossza 1/3k. Tegyük fel, hogy az eredeti görbe hossza 1 volt, ekkor az els® lépés utána görbe

hossza: 9 · 1
3
= 3, a második lépés után 9 · 9 · 1

32
= 9 stb. . Láthatjuk, hogy minden egyes

lépés után a görbe hossza a háromszorosára növekszik. Tehát a k − adik lépés után a görbe

hossza 3k.

Figure 34: A Peano-görbe el®állítása
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Minden egyes lépcs® egy vonal részt kilenc vonal résszel helyettesít, még pedig úgy hogy

az arány mértéke 1
3
. Az érthet®ség érdekében, a sarkok ezeken a poligonális vonalakon, ahol

a görbe metszi önmagát, kissé lekerekítve vannak. A Peano-görbe különlegesnek számít

a fenti fraktálokhoz képest, mivel Hausdor�-dimenziója egész szám, pontosan 2. Bármely

beosztásnál minden egyes négyzetbe esik a görbének pontja.[11]

6.2. Az ördögi lépcs®

Egy olyan fraktállal folytatjuk, amelynek konstrukciója és tulajdonságai eltérnek az ed-

dig bemutatott fraktáloktól. El®ször egy függvényt de�niálunk. Legyen f(x) = 1/2 ,ha

1/3 ≤ x ≤ 2/3. Tehát f -et minden olyan pontban megadtuk, amelyet a Cantor-halmaz kon-

strukciójának els® lépésében elhagytunk a [0,1] intervallumból. Legyen most f(x) = 1/4, ha

1/9 ≤ x ≤ 2/9 és f(x) = 3/4, ha 7/9 ≤ x ≤ 8/9. Ezzel f -et de�niáltuk a Cantor-halmaz

konstrukciójának második lépésben elhagyott pontjaiban. Hasonlóan, a következ® négy el-

hagyott intervallumon f vegye fel rendre a konstans 1/8, 3/8, 5/8 illetve 7/8 értékeket; és

így tovább.

A kapott f függvény értelmezve van a [0,1] intervallum minden pontjában, amely nincs

benne a C Cantor-halmazban (s®t, C egyes pontjaiban is- az intervallumvégpontokban). Ha

most t ∈ [0, 1] tetsz®leges, akkor legyen f(t) = sup{f(x) : 0 ≤ x ≤ t és x /∈ C}. A [0,1] zárt

intervallumra az így kiterjesztett f függvény monoton növekv® és folytonos.

35. ábra. f -függvény

Az ördögi lépcs® az a síkhalmaz, amelyet az f függvény gra�konja, az x-tengely és az

y=1 egyenlet¶ egyenes határol.
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36. ábra. Az ördögi-lépcs®

A Cantor-halmaz konstrukciója során elhagyott intervallumok felett vannak a lépcs®fokok,

amelyek összhosszúsága: 1. Tehát, a lépcs®n balról jobb felé haladva úgy jutunk fel az 1

magasságba, hogy 0 hosszúságú részen megyünk felfelé, és sehol nem ugrunk. Az ördögi

lépcs® is mutat bizonyos önhasonlóságot. Azok a pontjai például, amelyekre 0 ≤ x ≤ 1/3,

olyan halmazt alkotnak, amely emlékeztet az ördögi lépcs®re, de a szó szigorú matematikai

értelmében nem hasonló hozzá.[7]

6.3. Koch-sziget

AKoch-féle hópehely vagy sziget az a halmaz, amelyet három darab, végpontjainál egymáshoz

illesztett Koch-görbe határol.

37. ábra. Koch-sziget
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A Koch-sziget abból a szempontból érdekes, hogy végtelen hosszú kerületét véges terület

határolja. Kerülete végtelen, mivel a dimenziója nem egész, továbbá minden egyes iteráció

után a kerület a 4/3-szorosára n®. Területét számolhatjuk a következ®képpen:

38. ábra. Koch-sziget terület mérése

Jelölje s a kiindulási háromszög oldalának hosszát! Ekkor a kiindulási háromszög területe
s2

√
3

4
. Minden új iterációban az új kis háromszögek oldalhossza 1/3-a az el®z® iterációban

kapott háromszögekének. Mivel a szabályos háromszögek területe négyzetesen függ az oldal-

hosszuktól, az új háromszögek területe egyenként 1/9-része az el®z® iterációban nyert három-

szögek egyikének. A kis háromszögek száma minden iterációban megnégyszerez®dik. Mivel

az els® iterációban három háromszög keletkezik, az n-edik iterációban keletkez® háromszögek

száma 3·4n−1. Összetéve adódik az iterációs formula:

An+1 =
3 · 4n−1

9n
A0, n ≥ 1

ahol A0 a kiindulási háromszög területe. Behelyettesítve az A1 = 4
3
A0-t, és felbontva a

zárójeleket:

An+1 =
4

3
A0 +

n∑
k=2

3 · 4n−1

9n
A0 =

(
4

3
+

1

3

n∑
k=1

4n

9n

)
A0

Határértékben, ha n tart a végtelenbe, akkor 4/9 hatványainak összegeként 4/5 adódik.

Ezzel

lim
n→∞

An =

(
4

3
+

1

3
· 4
5

)
A0 =

8

5
A0.

Tehát a hópehelygörbe által körülzárt Koch-sziget területe a kiindulási háromszög terület-

ének 8/5 része, vagy az eredeti háromszög oldalhosszával kifejezve 2s
√
3

5
. Így a végtelenül

hosszú hópehelygörbe egy véges terület¶ síkdarabot ölel körül.
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7. Tartalmi összefoglaló

A dolgozat els® részében a fraktálfogalom kialakulásáról olvashatunk, a fraktálok megje-

lenésér®l a természetben, továbbá megtudjuk, hogyan állíthatunk el® fraktálokat. Néhány el-

emi fraktálról részletesebben is olvashatunk, mint például a Cantor-halmazról, a Mandelbrot-

halmazról, a Sierpinski-sz®nyegr®l és a Menger-szivacsról. A fejezet végén a fraktálok legf®bb

tulajdonságait gy¶jtöttük össze.

A következ® fejezet a fraktál-dimenziókról szól. Több példán keresztül bemutatjuk, a

dobozszámláló-dimenziót és említésre kerül a Hausdor�-dimenzió is. Ebben a fejezetben

újabb fraktálokat is megismerhetünk, dimenzió-számukkal együtt.

A negyedik fejezetben közgazdászok számára használható módszerek kerülnek bemu-

tatásra: a hozamok függetlenségének vizsgálata, a Hurst-exponens és az R/S-analízis.

Az ötödik fejezet a dolgozat saját eredményeit tartalmazza, ahol az említett módszerek

gyakorlati alkalmazása történik. A Dow Jones ipari indexet, a General Electric részvényt és

a BUX indexet elemezzük piaci hatékonyságuk szerint.

A dolgozat utolsó fejezete különleges fraktálokat mutat be, melyek a középiskolás diákok

számára is érdekesek lehetnek: az egyik egy görbe, ami képes kitölteni a sík egy részét, a

második pedig egy olyan függvénnyel leírható fraktál, mely úgy képes feljutni a 0 pontból

az 1 pontba, hogy csak vízszintesen halad, végül megmutatjuk, hogy létezik olyan fraktál,

amelynek végtelen hosszú a kerülete, területe azonban véges.

A dolgozat közel negyven ábrája és gra�konja segíti az olvasót a megértésben.
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