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1. Bevezetd

A kérdés, hogy el6re megtudjuk-e josolni, hogyan valtozik a jovében az egyes részvények
ara, illetve hogy a t6zsdén az értékpapirok arainak valtozasa hogyan befolyasolja a vilaggaz-
dasigot, nemcsak a kozgazdaszokat és a brokereket érinti, hanem a mindennapi emberekre is
hatassal van.

Vizsgalodasom kiterjed a hozamok egymastol valo fiiggGségére és a jovGbeli megjosol-
hatosdg mértékére. Célom, hogy a kozgazdéasz didkok szdmara bemutassam a fraktalokat és
hasznalhatosdgukat a gazdasagi elemzésekben. Remélem, eredményeim hozzajarulnak ezen
matematikai modellekre épiil¢ gazdasagi elemzések megértéséhez.

Igyekeztem valos adatokon alapuld szamitasokon keresztiil bemutatni a fraktalok gyakor-
lati alkalmazhatosagat. A Dow Jones ipari index, a General Electric részvény és a hazai BUX
index felhasznalt adatai a CD-mellékletben megtalalhatok.

Bar arra nem sikeriilt rdjonni, hogy mennyit fog érni jovore egy General Electric részvény,
vagy a Dow Jones index kosarabol mely részvénybe lesz érdemesebb befektetni, azt sikeriilt
kimutatni, hogy ez altalaban, vagyis hatékony piacon, lehetetlen, de még kevésbé hatékony

piacon sem lehet kénnyii.



2. A fraktalfogalom és kialakulasa

A legtobb természeti objektum, mint a sziget partvonala, egy folyo halozata, a kaposzta vagy
a brokkoli szerkezete, vagy az erek és az idegek haldzata az emberi retinaban bonyolult alak.
Matematikai leirasuk lehetetlennek tiint, ezért a ,matematika szornyetegeinek” nevezték Gket.
1975-ben Mandelbrot talalt benniik kozoset és ez alapjan, ezeknek a szornyetegeknek a
leirdsara 1975-ben bevezette a fraktal fogalmat!, amely a szdmszeri lefrason kiviil az ezek-
ben az objektumokban rejl6 szabalyossag felismerésében is segit benniinket. T6bb mint hisz
évvel a fogalom bevezetése utan sincs altalanosan elfogadott fraktéal-definicio, bar elterjedt
megfogalmazés, hogy a fraktilok olyan alakzatok, amelyek valamiképpen hasonlo részekbdl
épiilnek fel. [1]

2.1. Fraktalok a természetben

A fraktalok nemcsak szines, szamitogéppel alkotott abrak. Felfedezhetjiik Gket a galaxisok
spiralkarjaiban, a hegyekben, felh6kben, a fakban, a patakok vagy folyok kanyarulataiban, a
tavak, tengerek partszakaszaiban és az él6lényekben is, mondhatni, a természetben minden-
hol. Szabalyossag van egyes névények termésénél, a magok allasdban, a virdgok szirmainak,
le- veleinek elhelyezkedésében.

A brokkolin vagy a karfiolon jol lathato, hogy minden egyes darabja ,hasonlit” az egész

fejhez. A kovetkez$ abran lathato pafranylevélen szintén feltiing az 6nhasonlésag.

IT&bb torténet olvashato arrdl, hogy Mandelbrot miként alkotta meg a fraktal nevet, egyes helyeken azt,
olvashatjuk, meseszert leirdsban, hogy egy hideg téli estén a gyermeke latin szotarat olvasgatva megakadt a
szeme a latin fractus melléknéven, ami a ,tor” jelentést fragrange igébdl szarmazik. Mashol egyszerten az
angol eredetd fracture és fraction (torés, toredék) jelentési, jo hangzast szavakbol szarmaztatjak a fractal
sz6t, mely a francidban és az angolban f6név és melléknév is egyszerre. De azzal, hogy ezeket az alakzatokat
érdemesnek tartotta kozos névvel illetni, 6nalld létet adott nekik, és egytttal létre is hozta szamunkra &ket.
Nem kétséges, hogy emiatt még akkor is joggal tekinthetjiik a fraktalok felfedezGjének, ha a matematikusok,
nem csak ezen alakzatok, hanem a jellemzésiikre késébb felhasznélt eszkoztar egy részét is mar joval elStte
megalkottik.



1. abra. Pafranylevél

Az emberi test is rengeteg fraktalt tartalmaz, ilyenek tobbek kozott a vérerek, az idegek,
és a légutak csGhalozata, de az allatvilagban is felfedezhetdk ilyen jellemvonésok. A nautilus
-egy, a Csendes-Ocean nyugati részén él6, a puhatestiiek torzsébe, a fejlabtiak osztalyaba

tartozo csigahazas polip- is példa erre, hiszen szabélyos héja a logaritmikusspiral szerint né.

2. abra. A nautilus csiga héja

A most emlitett példakban nem csak a fraktalokban megjelené énhasonlosag mutatkozik
meg, hanem ennek egy jellegzetessége, az aranymetszés is. Példaul a csigavonalnél: barhogyan
is htizunk vonalat a kozépponton athaladva, mindegyik metszési arany aranymetszés. Hogyan

kaphatjuk meg ezt az aranyt?
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3. dbra. Aranymetszés

Osszunk fel egy szakaszt két részre oly modon, hogy a nagyobb és a kisebb rész aranya

egyezzen az egész szakasz és a nagyobb rész aranyaval. Egyenletben felirva: aTer = ¢. Masképp

3
felirva 22 = ¢, Ha az v = ¢ helyettesitést alkalmazzuk, akkor az <+
b

. =% =z -hez jutunk amit

x-el szorozva majd 0-ra rendezve olyan, masodfoki egyenlethez jutunk, melynek gyokei: z; =

1-V5
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a keresett szam, az aranymetszés értéke, melyet altalaban ®-vel jeloliink: ® ~ 1,618033.|7]

és xy = %ﬁ A feladat jellege miatt a negativ gyokot nem fogadjuk el megoldasként, igy

Eddigi példainktol eltérd, ugyancsak fraktal-jellegii természeti jelenséget talalt Robert
Brown skot botanikus 1827-ben. Vizben lebegd, nagyon apro virdgporok szabalytalan mozgasat
figyelte meg mikroszkop alatt. Ezek mozgasa a hémérséklettdl fiigg, és rendezetlen, véletlen
jellegti. Ez a jelenség a Brown-mozgds, amit véletlen bolyongasnak (angolul random walk)
is neveziink. A jelenség elméletét késébb Einstein dolgozta ki: a Brown-mozgéas a folya-
dékot (vagy gazt) alkotdo molekuldk hémozgéasaval kapcsolatos, a molekuldknak a Brown-

részecskékkel valo sorozatos és véletlenszeri iitkozéseinek kovetkezménye. |2|

2.2. Kaosz és fraktal

A természetes alakzatok (sziklak, novények, az él§ szervezetek belss felépitése, stb.) felép-
iilésének kaotikus voltat Mandelbrot tarta fel. A gordg-latin eredetd kdosz fogalom igen
régi kifejezés. Hétkoznapi értelemben, a kdosz a teljes zlirzavar, a fejetlenség, a rendetlen-
ség, illetve az Osszevisszasag megjelolésére utal, amelyben lehetetlen a kovethet&ség és az
ellen6rzés. Matematikai értelemben azonban ez szinte csak a latszat: molekuralis és deter-
minisztikus kdoszrol beszéliink.

A molekularis kdosz fogalmat, Boltzmann vezette be a 18.szdzad masodik felében, a nagy
elemszamu rendszerek viselkedésének leirasara: ,,A molekuléris kdosz fennalasakor a részecs-
kék olyan modon mozognak Osszevissza, hogy egyetlen kivilasztott részecske mozgasarol
meghatarozott id6 utdn akkor sem tudunk semmi konkrétat mondani teljes biztonsaggal,
ha kezdetben pontosan ismertiik a rész- ecske allapotat.”[3| A kdoszt tehéat ebben az esetben

a ré- szecskék igen nagy szama okozza.’

2lasd példaul az imént emlitett Brown-mozgast



A determinisztikus kdosz egyszerii, néhany elemszamau, illetve néhany valtozéoval jellem-
ezhetd instabil rendszerben alakul ki, amikor a kezdéfeltételekre vald érzékenység miatt a
rendszer kis kornyezeti (kezdeti érték-) valtozasra is jelentGs valtozassal reagal.

Fontos hangstilyozni, hogy mindkét kdosz az idGbeli viselkedésre vonatkozik, a mozgéas,
azaz a dinamika jellegére utal: kaotikus mozgés, viselkedés esetén a kozeli pontokbol induld
jelek, idGutak (a két trajektoria®!) gyorsan, exponencidlisan tavolodnak egyméstol az id6
miulasaval, azaz a kozeli allapotok gyors szétszorodasa kovetkezik be.[4]

A kéosz és a fraktalok kozvetlen kapcsolatat demonstréalja a kovetkezs JKéaosz-jaték”. Te-
kintsiink a sikon egy A, B, C' cstcsi egyenl$ oldali haromszdget. Valasszunk ki ugyanezen
a sikon egy tetszéleges P; pontot, majd valamilyen véletlen moédon (mondjuk trna alkal-
mazasaval) sorsoljuk ki az A, B, C pontok valamelyikét. Ha elsére, mondjuk a B pont jott
ki, akkor P;-b6l B iranyba lépiink eggyel tovabb, mégpedig éppen a P, B tavolsag felével.
A tovabbiakban, az igy kapott P, ponttal mint kiinduloponttal, ismételjiik meg az egész
eljarast. Ha a sorsolasnal ezuttal az A pont keriilne sorra, akkor P, A tavolsag megfelezésével
allitjuk el6 a Ps; pontot, majd hasonl6 médon a sorsolas allandd kozbeiktatésaval juthatunk
el lépésrol-lépésre a Py, Ps, Py stb. pontokhoz. Kérdés, milyen palyat fognak leirni a Py, Ps,
Ps,..., P,,... pontok, ha a fenti eljarast a végtelenségig folytatjuk? Az nyilvanvalo, hogy
mivel a lépések mindenkori irdnyat a sorsolasra biztuk, véletlenszert palyat fogunk befutni,
de az eljarast végrehajtva, vagy legalabbis a sorozat elég sok pontjat abrazolva altalaban a
Sierpinski-haromszog rajzolodik ki®, habar az egymast kovets P, P, Pis,..., P, pontok nem

felétleniil a Sierpinski-haromszog pontjai.[5]

2.3. Fraktalok elGallitasa

Georg Cantor nevét, a fraktdlgeometria torténetében, elsGként szoktak megemliteni. A leg-
egyszertibben megkonstrualhato fraktal a Cantor-halmaz. Induljunk ki a [0;1] zart inter-
vallumbol. Osszuk harom egyenld részre, majd hagyjuk el a kdzépss részt. Ezutdn osszuk
harom egyenl6 részre, mindkét megmarado szakaszt és hagyjuk el a kdzéps6 részeiket; és igy
tovabb. a Cantor-halmaz azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek végtelen sok 1épés utan

megmaradnak.5|7]

3Trajektoria: a mozgas fazistérbeli palyaja.

4Fazistér: A dinamikus rendszert meghatirozé kozonséges differencidlegyenletekben szerepld valtozokat,
allapotvéltozoknak nevezziik. Ha minden allapotvaltozot kiilon koordinatatengelyre mériink fel, akkor kapjuk
az allapotteret vagy fazisteret. Az allapotvaltozok szama megadja a fazistér dimenzidjat. Egy egyszerd
inga esetében, példaul, a fazistér kétdimenzios, tengelyeit a mozgd inga pillanatnyi helyzete és mindenkori
sebessége szolgaltatjak.

Slasd 3.3. fejezetben

6 A Cantor-halmaz Hausdorff dimenzi6ja 1o§§ ~ 0.6309.
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4. dbra. Cantor-halmaz

A Cantor-halmaz sikbeli megfelelGje a Sierpinski-hdaromszig”. Konstrukciojahoz induljunk
ki egy egységnyi oldalu szabalyos haromszogbdl, amelyet jeloljiink Sp-val. Az oldalfelez pont-
ok 0Osszekdtésével osszuk négy egybevago részre, majd hagyjuk el a kozépso rész belsé pont-
jait; tehat a kozéps6 kis haromszog oldalait nem hagyjuk el. A megmarad6 alakzat legyen
S1. A mésodik 1épésben hagyjuk el az Ss-et alkotdé mindegyik kis haromszog kdzépss részét;
a kapott halmazt jeloljiik Sa-vel. Hasonl6 modon folytatva kapjuk az Ss, Sy, ... halmazokat.
Az S Sierpinski-haromszog azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek a végén megmaradnak,

tehat amely pontok mindegyik S,, halmazhoz hozzatartoznak.|7]
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5. abra. Sierpinski-hdromszog

A Sierpinski-szdnyeg konstrukcioja hasonlit a Sierpinski-haromszog konstrukci6jahoz, csak
mas ponthalmazbol indul ki. Legyen Ty egy négyzet. Ezt osszuk kilenc egybevago részre az
oldalharmadol6 pontok Osszekotésével és hagyjuk el a kozépso kis négyzetet. A kapott halmaz
legyen T7. A masodik lépésben hagyjuk el a Ti-et alkotd nyolc kis négyzet mindegyikének
kozépsd részét, és igy tovabb. A Sierpinski-szényeg azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek

a végén megmaradnak®.

T Nevét Wactaw Franciszek Sierpiriski (Varso, 1882. marcius 14. — Varso, 1969. oktober 21.) lengyel
matematikusrél kapta, akinek nevét még tovabbi két fraktal is viseli.

8 A Sierpinski-szényeg Hausdorff-dimenzioja %ggg ~ 1.8928



6. dbra. Sierpinski-szényeg

A fenti konstrukcio térbeli megfelelGje eredményezi a Menger-szivacsot. Egy kockabol
indulunk ki, amelyet huszonhét egybevagd kis kockdra bontunk. Tekintsiik azt a harom
egyenest, amely athalad a kocka kdzéppontjan és meréleges a kocka valamelyik lapjara. Ez a
harom egyenes a 27 kis kocka koziil hetet metsz; ezeket a kis kockakat hagyjuk el. A kovetkezs
lépésben ugyanezt megismételjiik a megmarad6 20 kocka mindegyikével. Legyen My; M;;

My;... a kapott halmazok sorozata.[7] A Menger-szivacs a megmarad6 pontok halmaza.’

7. abra. Menger-szivacs

A szamitogépet elsGként, a fraktalok atyjanak is tartott Benoit Mandelbrot vonta be
az alakzatok elGallitasaba, az 1970-es években. A matematikus egyszeriibb és altalanosabb
formulat talalt Juliaénal'® — az ebbdl elsallo fraktalokat tiszteletére, Mandelbrot-halmazoknak

nevezziik.

%A Manger-szivacs Hausdorff—dimenziéja:lﬁ)g% ~ 2.7268

10 A huszadik szdzad elején élt francia matematikus, Gaston Julia. 1918-ban megjelent kényvében a
fentiekhez hasonld, am joval bonyolultabb, szamitdgép hijan kézzel készitett abrakat mutat be. Ezek Julia-

halmaz néven véltak ismertté. [7]



A Mandelbrot-halmaz azon ¢ komplex szamokbol all, melyekre az x,.1 := (asn)2 +c
(komplex szam értéki) rekurziv sorozat x; := c¢; nem tart végtelenbe. A Mandelbrot-
halmaz grafikus megjelenitése gy torténik, hogy az ilyen tulajdonsagi ¢ pontokat a komplex

szamsikon abrazoljak.|8|

8. abra. Mandelbrot-halmaz

A fraktalkészitésnek a fentiekben alkalmazott és a legegyszeriibb modja, ha egy miiveletet
ujra és ujra elvégziink. Egy szabaly ismételt alkalmazasat rekurzionak nevezziik, egy adott
allapotbol a kovetkezd elérése (a szabaly egyszeri alkalmazasa) az iteracio. Probaljuk ki a
kovetkez6t: rajzoljunk egy pluszjelet, majd ennek mind a négy végére feleakkora pluszjeleket,

és igy tovabb.

9. abra. Hopehely fraktal készitése
9



Hopehelyre emlékeztets motivumot kapunk, amely kozelrsl ugyantagy néz ki, mint tavol-
rol.

A Koch-gorbét'! sikbeli torottvonalak hatarértékeként definialjuk. A kiindulé halmaz,
egy K egységnyi hosszusagu, zart intervallum. A K, gorbét ugy kapjuk, hogy a K szakasz
kozépsé harmada folé emelt szabalyos haromszog alapjat helyettesitjiik masik két oldalaval.
Igy, egy négy szakaszbol allo torottvonalat kapunk, amelyben mindegyik szakasz hossza 1/3.
A K3 halmazt hasonl6 modon kapjuk Ki-bél: a K1-et alkoté négy szakasz mindegyikének
kozépss részét helyettesitjiik egy szabalyos hdromszog masik két oldalaval. Az igy kapott
torottvonal 16 szakaszbol éll, amelyek egyenként 1/9 hosszusaguaak. A konstrukciot ugyanigy
folytatva torottvonalak egy Ky, K1, Ks,... sorozatat kapjuk, amelynek  hatarértéke” a Koch-
gorbe. Csakuigy, mint az 0sszes eddigi példank, a Koch-gorbe is 6nhasonlo: elgall négy darab,

egyharmadara kicsinyitett Koch-gorbe egyesitéseként.

10. abra. Koch-gorbe

2.4. Szabalytalansag és dimenzi6

Egy cikkében Mandelbrot azt a kérdést tette fel, hogy ,,Milyen hosszi Nagy-Britannia tenger-
partja?”. Mandelbrot a partvonal hosszisagi probléméara egy angol tudos, Lewis F. Richard-

son egy ismeretlen, posztumusz tanulmanyaban akadt ra'?. Akinek Mandelbrot feltette ezt

1 FEgzek a fraktalok Helge von Koch svéd matematikustél szarmaznak 1904-b6l.

12 Richardson az 1920-as években a numerikus id6jaras-el6rejelzésrdl irt; késobb egy zsdk fehér paszternakot
vetett a Cape Cod csatorniba, hogy a folyadék turbolenciat tanulményozza; egy 1926-os cikkében pedig
azt a kérdést tette fel, hogy ,van-e a szélnek sebessége?”’. Richardson a partvonalakon és a tekergdzd
orszaghatarokon tiinddve, végighdngészte a spanyol és portugal, a belga és holland lexikonokat, és husz

szézalékos eltéréseket fedezett fel a kozods hatarok hosszanak becslésében

10



a partvonalra vonatkozo kérdést, azok vagy kinosan nyilvanvalonak érezték az egészet, vagy
teljesen képtelennek. Holott, az & felfogasa szerint, a partvonal hossztisdga attol fiigg, milyen
hosszl a vonalzd, amivel mériink. Vegyiink egy kézenfekvé mérési modszert. A foldmérs
vesz egy korzot, szétterpeszti szarait egy méterre és végigsétal vele a partvonal mentén. Az
eredményiil kapott méterek szama csak kozelitése az igazi hossznak, mert a korzé atugorja
a méteresnél kisebb kanyarokat, fordulokat; a foldmérs mindazonaltal feljegyzi az igy kapott
szamot. Ezutidn 6sszébb hizza a korzé szarait, - mondjuk a méter egyharmadara- és tjra
elvégzi a mérést. Ezuttal valamivel nagyobb hosszisagot kap, mert a korz§ tobbet fog at
a részletekbdl, vagyis tobb mint harom lépés kell majd ahhoz, hogy végigmenjen azon a
tavolsdgon, amelyen el6z6leg, az egyméteres korzével, egy lépésben is sikeriilt. Feljegyzi ezt
az 1j szamot is, azutan megint egyharmadra allitja be a korz6 széarait, és kezdi el6r6l. Ez
a képzeletbeli korzével végzett gondolatkisérlet szamszertisiti, mi torténik, ha egy targyat
kiilénbo6z6 tavolsagokbdl és kiilonbozé mérettartomanyokban figyeliink meg. Az a megfi-
gyeld, aki Anglia partvonalat egy mesterséges holdrol igyekszik meghatarozni, kisebb értékre
fog jutni, mint az, aki megprobalja rendre végigjarni minden kis 6blét és kiszogelését, de 6
is kisebb értéket kap majd mondjuk egy csigandl, amelynek végig kell verg6dnie minden kis

kavicson.

11. 4bra. Anglia partvonaldnak mérése

A jozan ész azt stugja, hogy, bar ezek a becslések egyre nagyobbak lesznek, mégis kozeliteni
fognak valamilyen végsG értékhez, a partvonal tényleges hosszahoz. Mas szoval, a mérési
értékeknek konvergalniuk kell. Es valé igaz, ha a partvonal valamilyen szokkasos alakzat
- példaul egy kor- lenne, akkor az egyre finomabb egyenes vonalu tavolsagok Osszegzésén
alapul6 modszer konvergalna! Az igy mérhet6 gorbéket rektifikilhatonak nevezziik: Azt

mondjuk, hogy egy gorbe rektifikalhato, ha az 0sszes beosztasbol eredd torottvonalak hosszai
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halmazéanak létezik fels¢ hatara. Mandelbrot azonban ugy talalta, hogy ahogyan a mérés
léptéke egyre kisebbé valik, a partvonal mért hossza minden hataron tulng: a kis 6blokben
és félszigetecskékben mind kisebb 6blok és félszigetecskék tarulnak fel, legalabbis az atomi
méretekig, ahol a folyamat azutan véget ér. Ha ugyan véget ér.[9] A partvonal tehat nem
rektifikdlhato, de van erre matematikai példa is:

Legyen G : [0,1] — R?

(x,xcos(m/z)), x#0

G(z) =
(0,0), x=0

Ennek grafikonjan, jol latszik, hogy a (0,0) pontnal ,végteleniil hullamos”.

b

Y )=t . y(t=cos{pi/t)t

wwu“uw/\f \

12. abra. G-gorbe

Tekintsiik az [, 1] intervallum z, = + (0 < k < n) beosztasat. Ekkor
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A masodik tagot tekintve

((—1)’“ ) <—1>’“—1)2 k-1

k k—1 (k (k—1))*
amiért
1+ 2k —1)° _
A(G (), G (w-) = k(;_l) | > T T

Eszerint a G(2,,), G(2n-1), ..., G(x1), G(1) térott vonal hossza legalabb 23"}, 1, ami nem
korlatos modon novekszik, ha n tart a végtelenbe.') vagyis a G gorbe hossza oo![10]

Minthogy a klasszikus euklideszi méréssel lathatolag nem sikeriil megragadni a szabaly-
talan alakzatokat, Mandelbrot egy méasik fogalomhoz, a dimenzidéhoz fordult.

Haromdimenzi6s vildgban éliink, amely azt jelenti, hogy harom szamra van sziikségiink
egy pont megjeldléséhez: ez a harom lehet példaul a foldrajzi hosszusag, a foldrajzi szél-
esség és magassag. A harom dimenziot agy képzeljiik el, mint egyméssal derékszoget bezard
irdnyokat. Egy autostérkép, minden gyakorlati szempontbél, lényegében kétdimenziés valami,
egy sik egy darabja. Azonban a valésagban, az autostérképek is éppugy haromdimenzidsak,
mint barmi més, csak a vastagsaguk olyan csekély (és annyira lényegtelen is rendeltetésiik
szempontjabol), hogy elfelejthets. Mi a dimenzidja egy spargagombolyagnak? Mandelbrot
erre azt mondja, hogy attol fiigg, honnan nézziik. MesszirGl a gombolyag nem egyéb, mint
egy nulla dimenzios pont. Kozelebbrél a gombolyag egy gomb alakt térrészt latszik kitolteni,
amely harom dimenziot foglal el. Még kozelebbrdl elGtiinik a sparga, és a targy gyakorlatilag
egydimenzidssa valik, bar az az egy dimenzi6 mindenesetre 6nmaga koré gubancolodik, még-
pedig a haromdimenzios térben. Tovabbra is érdemes azonban megkérdezni, hogy most vajon
hany szam sziikséges egy pont helyzetének meghatarozasahoz. Messzirdl egyre sincs sziikség,
csak egyetlen pont az egész gombolyag. Kozelebbrsl nézve mar harom kell. Még kozelebbrsl
nézve viszont egy is elég: akar fel van gombolyitva a sparga, akar nincs, csak azt kell meg-
mondanunk, hogy mekkora tavolsagot kell megtenni a sparga végétdl a kérdéses pontig. A
mikroszkopikus mérettartoméanyban pedig haromdimenzios oszloppa valik a sparga, az oszlop
egydimenzids szalakkd bomlik, s a szilard anyag nulladimenziés pontokké oldédik. Mandel-
brot a relativitaselméletre hivatkozott: ,Hogy egy szamszert eredmény fiigghet a targy és a
megfigyel§ viszonyatol, az tokéletesen Osszeegyeztethetd az e szazadi fizika szellemével, s6t
annak példaszerd megnyilatkozasa”. A Mandelbrot-féle gondolat kifejezésének, tgy tetszik,

gyenge pontja, hogy olyasfajta homalyos és bizonytalan fogalmakra épiil, mint a ,messzirél”

13kés6bb ennek bemutatjuk geometriai okat
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meg a ,kicsit kozelebbrsl”. Hogy all a dolog, e két helyzet kdzott? Kétségteleniil nincsen jol
meghtzhaté hatar, amelyen atlépve az addig hdromdimenzidés spargagombolyagot egyszer-
re egydimenziosnak latnank. Egy kanyargos partvonalnak a hossza példaul nem mérhetd,
érdességének viszont létezik jellemzé mértéke. Mandelbrot szamitasi modszerrel is szolgalt:
megmutatta, hogyan szamithatjuk ki a val6sdgos objektumok valos dimenziojat, ha tudjuk,
hogyan konstrualhatok meg ezek az objektumok vagy ismerjiik bizonyos adataikat; 6 maga
pedig e szamitasi modszerek segitségével fontos megallapitasra jutott: a természetben elGfor-
dul6 és altala tanulményozott mintdzatok szabdlytalansaganak mértéke ugyanakkora marad
a kiilonb6z6 mérettartoményokban. Ezt hivjak dimenziénak. A dimenzi6 révén olyan tulaj-
donsagok valnak mérhetévé, nevezetesen az érdesség, toredezettség avagy szabélytalansag,

amelyeknek egyébként nincs vilagos definiciojuk.'*|9]

2.5. Onhasonlosag

A legtobb fraktalban felfedezhets a felépité elemek hasonlosaga. Az egyes részletekre ra-
nagyitva vagy azokat kicsinyitve ugyanazokat a jellegzetességeket talaljuk. Az onhasonlosag
azt jelenti, hogy a struktira egy részét kinagyitva, a felnagyitott kicsi rész ugyanolyan struk-
tarat mutat, mint maga az egész, eredeti struktira. Ez nem azt jelenti, hogy ugyanolyan,
hanem azt, hogy ugyanazokkal a tulajdonsigokkal rendelkezik. Péld4aul a brokkoli vagy a
karfiol egyes részei hasonlitanak az egész névényhez.

A matematikdban az 6nhasonlosagnak tobb fajtajat is megkiilonboztetjiik. Tekintsiik a

kovetez§ abrat.

13. abra. Az 6nhasonlésag tipusai

Beszélhetiink pontbeli 6nhasonlosagrol, erre példa a 13.4bra jobb oldalan taldlhatod szer-

kesztés. Ha egyre mélyebbre és mélyebre néziink a szerkesztésben, lathatjuk, hogy a téglalapok

1A fraktaldimenziokrél részletesebben a 4.fejezetben olvashatunk.
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egyetlen egy pontba zsugorodnak. Ezt a pontot hivjuk az dbra fixpontjanak. Ez az a hatar-
pont, amelynél a téglalap oldalhosszai 0-hoz tartanak.

A bal oldalon a Sierpinski-haromszog!® dbraja lathato. Az egész, egy kis darabjanak
preciz méasolataibol all. Ezt a esetet szigortian 6nhasonlonak hivjuk.

A kozéps6 dbran egy kétagu fa mesterséges szerkesztése lathato. Ez az dbra teljesen mas
helyzetet allit el6. Az egész fa, az eredeti fa kicsinyitett masolataibol all, kisebb és kisebb
példanyok allitjak el6 a fa Agait és leveleit. Ha elhagyjuk a fa &gait és csak a leveleket
tekintjiik, akkor az igy kapott dbra szintén szigoriian énhasonl6 lesz.

Mind a harom struktira onhasonld, azaz egy kis résziik hasonlit az egészhez, habar
lényeges eltérés van kozottiik. Mi a helyzet a természetben el6fordulo fraktalokkal? Melyik

kategoriaba tartoznak?|11]

15]sd. 5.fejezet
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3. Fraktalok és dimenzi6ik

Barmilyen kis léptékben vizsgaljuk a fraktalokat, mindig ugyanolyan elemekbdl épiil-
nek fel. Mig a klasszikus Euklideszi geometridban az objektumok dimenziéit mindenki is-
meri, egy egyenes egy-, a sik kettd-, mig a tér harom-dimenzios, addig a fraktalok dimenzi-
6janak meghatarozasa komoly problémat okoz. Sok specidlis definiciot ismeriink dimenzio

meghatarozasara.

3.1. Hausdorff-dimenzid

A Hausedorff-dimenzié egy nemnegativ valos szam, mely altalanositja a valos vektortér di-
menzidjanak fogalmat. Az n-dimenzioés vektortér Hausdorff-dimenzioja n. Egy pont Hausdorff-
dimenzidja 0, egy egyenesé 1 egy siké pedig 2, de a Hausdorff-dimenzi6 értéke nem csak egész
szam lehet.

Az n dimenzi6s euklideszi tér egy A részhalmazénak a rendd H,(A) Hausdorff-mértékét
a kovetkez6képp definidljuk. Legyen Bi,...B,,... az A halmazt lefedd, ry,...r,,... sugari
véges sok gomb. H,(A) legyen a sugarak osszegének Osszes lehetséges lefedrendszerre vett
alsohatéara (legnagyobb also korlatja), midén az {ri,...r,,...} sugarak maximuma 0-hoz tart.
Nem nehéz belatni, hogy a fenti alsohatér legfeljebb egy a értékre lehet 0-t6l kiilonb6z6 véges
szam. Ha ugyanis H,(A) valamely a-ra véges, akkor minden b > a-ra Hy(A) = 0 és minden
g < a-ra Hy(A) = oco. Az A halmaz Hausdorff-dimenzioja az az a szam, amelyre igaz, hogy
minden b > a-ra Hy(A) = 0 és minden g < a-ra H,(A) = co. A megszamlalhato halmazok
Hausdorff-dimenzidja zérus, mig az n dimenzios euklidészi tér minden olyan A halmazéanak,

amely gdmbot tartalmaz, n a Hausdorff-dimenzioja.'%|12]

3.2. Dobozszamolo-dimenzid

Most egy olyan dimenziofogalmat definidlunk, amely konnyen becsiilheté szamitogép
segitségével. Az egyszeriiség kedvéért csak a sikbeli esetet tekintjiik, mivel a késGbbiekben
is ezt szeretnénk hasznalni. Legyen F') a sik tetsz6leges korlatos részhalmaza. Tekintsiink
egy négyzethalot a sikban, amely r oldalhossziisdgi négyzetekbdl all. Vegyiik példaul az
[nr, (n+ 1)r)x[kr, (k + 1)r) alakt négyzetek halmazat, ahol n,k egyész szamok. Jelolje N(r)

ezek koziil azoknak a szaméat, amelyeknek van koézos pontjuk az F' halmazzal. Az F' halmaz
doboz-dimenzidjanak nevezziik a dimgF = lim, . %,

hatarérték létezik. [7]

szamot, amennyiben a jobboldali

16pPeldak az 5.fejezetben
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3.3. Konkrét szamitasok

Elsgként vegyiik a méasodik fejezetben mar emlitett G-gorbét (1). Elkészitve az abrat,

lathatjuk, hogy az egyes beosztas szerint vett négyzetekbdl, hany darabra van sziikségiink a

lefedéshez.
R A B uE
: 1_;‘,(} \,j’_; _|os \os
14. abra. A G fiiggvény dobozszamlalo-dimenzidja
(log(;), log(N (r9)))=(log(1), log(1)) = (0,0)
(log(;;), log(N (r1)))=(log(2),10g(3)) = (0.301,0.477)
(log(7;), log(N (r2)))—(log(4), log(8)) = (0.602,0.0,903)
(log(;;), log(N (r3)))=(log(8),log(16)) = (0.903, 1.204)
(log(%) log(N(ry)))=(log(16),log(38)) = (1.204, 1.580)
ahol r, = 27". Ezt dbrézolva a kovetkezd diagramot kapjuk.

1,800

0,800 Y

I .

15. abra. A G fiiggvény log-log dbrazolasa
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A log-log abrazolas utan megkapjuk, hogy az egyenes meredeksége 1,352. Tehét a fenti
gorbe dimenzidja kb. 1,352.

Az alabbi dbra altal mutatott modon szdmoljuk ki a Sierpinski-haromszog dobozszamlalo-

dimenziojat.
= 1/2, N(r 1=3
A = 1/4, N(r)- = 1/8, N(r)_2?
16. abra. A Sierpinski-haromszég doboz-dimenzioja
Legyen r, =27"
(log(7), log(N (ro)))=(log(1),log(1)) = (0,0)
(log(;;), log(N (r1)))=(log(2),10g(3)) = (0.301,0.477)
(log(;;), log(N (r2)))  (log(4),log(9)) = (0.602, 0.954)
(log(%),log(N(r3))):(log(8),log(27)) = (0.903,1.432)
(log(55), log(N(r4)))=(log(16), log(81)) = (1.204, 1.908)

Abrazolva a pontokat a log-log grafikonnal'”, kovetkezs diagramot kapjuk:

"Log-log 4brazolas: a természettudomanyokban a log-log 4brazolas a numerikus adatok egy két dimenzids
diagrammja, ami logaritmikus beosztast hasznal a fligg6leges és vizszintes tengelyen is. A tengelyek nem-
linearis beosztasanak az az oka, hogy az y = ax® szerepe megjelenik a log-log 4bran, mint egy egyenes vonal,
amelyikben b az egyenes meredeksége és a az y megfelel értéke az © = 1-hez. Ezek az abrik hasznosak,
amikor numerikus adatokbol kell becsiilniink az a és b értékeket, tovabba kiilondsen hasznosak, amikor a
természetben eléfordulé fraktélok dimenziojat kell megbecsiilniink.[13]
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Log(N(rn))

[

21

} F— Logi/r)
2 4

17. abra. Log-log abrazolas (Sierpinski-haromszog)

A pontok egy egyenes vonalon fekszenek, aminek a meredeksége 1.59, igy a Sierpinski-
szonyeg doboz szamlalo dimenzidja 1.59 koriili értékre becsiilhet6.

A Sierpinski-haromszog dobozszamlalo-dimenzidjat pontosan is kiszamithatjuk, hiszen

= fim 08N () _ oy log (), nlogd log2 4 ogas
=00 oo <L> n—oo log (27)  n—oonlog2  log3

A Koch-gorbe dobozszamlalo-dimenzigjanak kiszamitasa:

I’I =1/3, N(I’I)=3

K= 1/9, N(r’2)= 12

=1/27, N = 43
r3 . (r3)

18. abra. A Koch-gorbe dobozszamlalo-dimenzidja
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Legyen r, = 27". Ekkor

(log(;;), log(N (ro)))=(log(1), log(1)) = (0,0)

(log(%), log(N(r1)))=(log(3),log(4)) = (0.477,0.602)
(log(%), log(N(r3)))=(log(9),log(12)) = (0.954, 1.079)
(log(%),log(N(r3))):(log(27),10g(48)) = (1.431,1.681)
(log(%),log(N(r4))):(log(81),log(192)) = (1.908,2.283)

Abrazolva a koordinatakat a kovetkezd log-log diagramot kapjuk:

Lng(N(rn))

} } | Log(w'rn)
2 4 &}

19. 4dbra. Log-log adbrazolas (Koch-gorbe)

Az egyenes meredeksége jelen esetben 1.26-ra becsiilhetd.

A Koch-gorbe dimenzidjanak egzakt kiszamitasa a kovetkezé modon torténik|10]:

log N (3)" —1)log4 +1
d— lim 08N () . log () _ iy (= Dlog4 +log3

n—00 log % n—00 log (;)n n—00 n log 3
3
. nlog4 —log4 + log 3 lim nlogd —log4+log3
= 1m =
n—oo nlog 3 n—oo n log 3 nlog 3
log 4
~ 1.26186
log 3
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4. Fraktalok a kozgazdasagtanban

4.1. Bevezetés

Mandelbrot az 1960-as évek elején az IBM cégnél végzett kutatasokat, ekkor vizsgalta meg a
vilagszerte jol dokumentalt gyapotéar valtozasok litemét. A gyapotar-valtozasok magyarazata
ugyanis sok gondot okozott a kdzgazdészoknak, mivel azok nem igazoltak az akkoriban elfo-
gadott elméleteket. Mandelbrot minden hozzaférheté adatot beszerzett egészen a napi arval-
tozasok szintjéig és a kiilonbo6z6 (napi, havi, éves) idGintervallumok grafikus abrazolasa utan
azt tapasztalta, hogy a napi gorbe jellegét és mintazatat tekintve szinte azonos a nagyobb
idGszakok gorbéivel. Tehat a gorbe az egyes mérettartomanyokban nagyon hasonlo.|[6]

A t6zsdék mozgasanak modellezése jovedelmezs ipardgga valt a legtobb térségben. A
t6zsdei szakért6k nagy szamban taldlhatok meg a vilag pénzpiacain. A tézsdei elrejelzések
tomegei késziilnek, a legtobb magara valamit ado 1jsag is kozol ilyeneket. Persze ezeknek
az elemzéseknek a mélysége meg sem kozeliti azokét, amelyek a bankok vagy a brokercégek
szakemberei a potencidlis befektetGknek készitenek. Milyen elméleti hattér all az elemzések
mogott? Hogyan képzelik el a kozgazdaszok a pénziigyi piacok mozgastorvényeit? A valasz
meglepd lehet: a kdzgazdéaszok a legtobbszor ugy irjak le a pénziigyi piacokat, mint amelyeken
folyamatosan és egyenletesen névekednek az arak, és erre a folyamatra teljesen véletlenszert,
kiils6é sokkok rakodnak. A kozgazdaszok egy kisebbsége azt gondolja, hogy ez nem teljesen
igaz. Véleményiik szerint nemlinearis folyamatokkal ennél jobban lehet magyarazni a piac
mozgasat. Az ilyen jellegii modellek f§ érdekessége az, hogy jol mutatjak a varakozasok
jelent&ségét a kozgazdasagtanban. Az ujklasszikus iskola egyik kulcsfeltevése a raciondlis
varakozasok feltételezése. Azt teszik fel, hogy az emberek varakozasaik kialakitasa soran
nem kovetnek el szisztematikus hibat, vagyis varakozéasaik a jové legjobb becslését jelentik
a rendelkezésre allo informaciok mellett. Ez a feltevés radikdlisan 1j eredményeket hozott,

amelyekrsl maig folynak a vitak.

4.2. A hozamok fiiggetlensége

A pénziigyi piacok fontos jellemzéje az, hogy az egymast kiveté hozamok egymastol fiigget-
leniil valtoznak e. Ez azt jelenti, hogy amennyiben ma felmegy X részvény ara (vagyis az X
részvény hozama porzitiv), akkor ebbdl semmilyen kovetkeztetést sem tudunk levonni arrdl,
hogy holnap milyen lesz X részvény hozama. Ez az allitds a hatékony piacok hipotézisébdl
kovetkezik, mely szerint a pénziigyi piacokon megfigyelhets értékpapir-arfolyamok a valodi

értéket és a befektet6k rendelkezésére allo Gsszes informéciot tiikrozik. A piaci hatékonysag
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harom szint- jét kiilonboztetjiik meg. Az els6 szinten az arak tartalmazzak a multbeli arakban
1évG Osszes informéciot. Ez a hatékonysag gyenge forméja. Ha a piacok gyengén hatékonyak
nem lehet tartoésan extra profititot elérni a muiltbéli hozamok tanulmanyozasa révén. Az
arak véletlen bolyongast fognak kovetni. A hatékonysag masodik szintje azt koveteli meg,
hogy az arfolyamok ne csak az elmult idGszaki arfolyamokat, hanem minden méas kozzétett
informaciot is tiikrozzenek; példaul azokat, amelyeknek a pénziigyi jsagok olvasasa révén
juthatunk a birtokdba. Ez a piaci hatékonysag kozepes forméjaként ismert. Ha a piacok
ebben az értelemben hatékonyak, akkor az drak azonnal reagalni fognak az olyan nyilvanosan
kozzétett informaciokra, mint példaul az utolsd negyedéves nyereséggel kapcsolatos bejelen-
tések, részvények kibocsajtasa stb.. A harmadik szint a hatékonysig erds forméja, itt az
arak mar minden olyan informéciot tiikroznek, amelyre a véllalat és az egész gazdasag ala-
pos elemzése soran szert tehetiink.[19][20] Gondoljuk meg mi torténne akkor, ha tudnéank,
hogy, amennyiben X részvény ara felmegy, akkor 75%-os valoszintiséggel holnaputén is fel
fog menni. Mindenki rohanna vasarolni az X részvénybdl, amelynek még holnap felmenne
az ara. Ez a folyamat éppen addig tartana, amig a részvény ara olyan magas nem lesz,
hogy mar nem éri meg bel6le venni. Ez pedig pont akkor fog bekdvetkezni, ha mar éppen
50% annak a valoszintisége, hogy a részvény ara holnaputan felmegy. Vagyis minden ilyen
megfigyelt Osszefiiggés azonnal eltlinik, mert a befekteték rohama megsziinteti az ilyen pro-
fitlehetGséget. Ez a fliggetlenség bizonyithato a kdvetkez6 modon. Vegyiink egy olyan abréat,
amelyen a vizszintes tengelyen a mai, a fliggélegesen pedig mindig az egy nappal kés6bbi

hozam van. Erre péda a valosaghol a kovetkezs diagram (1.4bra):

20. abra. A BUX index napi hozamai 1997.februar-2002. februar (Ft)

Ezen a BUX index napi hozamait lathatjuk 1997 februarja és 2002 februarja kozott.

Ebben az esetben a hozamot egyszertien tgy szamolhatjuk, hogy kivonjuk egymésbol a két
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nap BUX indexét. Lathatjuk, hogy mind a négy siknegyedbe esnek pontok, a ponthal-
maz az origo koriil strtibb, és kozéppontosan szimmetrikus ra. Eppen ilyen alakzat jellemzi
a véletlenszertiséget. Amennyiben igaz lenne az, hogy az emelkedést altalaban emelkedés
koveti, akkor a pontoknak a jobb fels§ siknegyedben kellene koncentralodniuk, mert az
egymast kovetd napok hozamai pozitivak. Amennyiben az lenne igaz, hogy a csdkkenést
vagy emelkedést korrrekcio koveti, akkor pedig a bal fels és a jobb also siknegyedben talal-
nank tébb pontot. Az abran azonban a pontok eloszlasa egyenletes a kiilénb6z6 siknegyedek
kozott, ami tamogatja a hatékony piacok hipotézisét. Ezt a meglatast egzaktabban is al&
lehet tamasztani azzal, hogy egy egyenest illesztiink a pontfelh6re. Amennyiben az egyenes
meredeksége 0, akkor nincsen linearis kapcsolat az egymast kovets arak kozott. Hangsily-
ozni kell azonban, hogy ez az eredmény a napi hozamokra vonatkozik, az ennél révidebb tavia

(néhany perces) hozamokra mar van Osszefiiggés.|[14]

4.3. R/S analizis és Hurst-exponens

Az id6sorok statisztikai elemzésének egyik célja, hogy a multbéli adatokbol tudjunk kovetkez-
tetni az adatok jovébeli alakulasara. Igy az eljaras a multbéli adatok elemzésébdl, valamilyen
mintazat beazonositasabol, és e mintazatnak a jovére torténd kiterjesztésébdl all. Tehat, az
eljaras hatterében az a feltételezés all, hogy a miltban felismert trend a jévében is folytatodni
fog. Ezen feltevés bizonyitasahoz a Mandelbrot altal tovabbfejlesztett és a Hurst-exponensen
alapul6 tgynevezett R/S analizist hasznaljuk.

Az R/S-analizis kiilonbo6zd idéperiodusokra kiszamolja a kumuléalt adatok atlag koriili
ingadozasainak R terjedelmét, majd ezt az adatok S szoéraséval elosztva standardizélja, ezért
is nevezik ujraskalazott terjedelem-analizisnek (angolul: Rescaled Range Analysis, roviden
R/S-analizis). A folyamat eredményeként megkapjuk a Hurst-exponenst. Jelolje & a napi

hozamot. Vizsgaljunk egy meghatarozott, mondjuk T honapos idészakot. Ekkor

1 T
:TZT;&

jeloli az adott idGszakban a havi atlagos hozamot. Ebben az esetben az

t
X(t,T) =Y (& —Er)
u=1
idGsor, azaz a & valtozonak a sajat atlagatol valo kumulalt eltérése. Tekintsiik az idGsor
legnagyobb és legkisebb értékének Ry = max X (¢, 7)) — min X (¢,7T) eltérését, az idGsor ugy-
nevezett terjedelmét. Nyilvanvalo, hogy az id§ fiiggvényében né a terjedelem. A kovetkezd

23



lépésben szamoljuk ki az

t=1

értékét. Empirikus vizsgalatokbol tudjuk hogy, a H értéke megallapithato a kdvetkezd Gssze-
fliggés segitségével:
IHRT/ST =HInT.

Atrendezve a képletet és a fent kiszamolt értékeket behelyettesitve, megkapjuk az elsé idszak-
hoz tartoz6 Hurst-exponenst. A tovabbiakban ezt az eljarast alkalmazva és az idészakokat,
azaz a T értékét egyre novelve kapjuk meg a Hurst-exponenst.[5]

Mit is mutat meg szamunkra a Hurst-exponens? Ertékével a kiilonbozs iddskaldkon
ativelG hossza tavi emlékezet erGsségét mérhetjiik. Ha a H < 0.5 akkor un. ,antiperzisztens”
viselkedésrél beszéliink, ami jelen esetben szamunkra azt jelenti hogy ha egy részvény vagy
egy index novekszik, akkor a kdvetkezs idGpontban nagyobb valdszintiséggel csokkenni fog,
ha pedig csokken akkor pedig a kovetkezében néni fog. Ha H > 0.5 akkor a trendet erGsits
folyamattal van dolgunk, azaz tn. ,perzisztens” viselkedésr6l beszéliink, ami azt jelenti,
hogy egy emelkedést nagyobb valdsziniiséggel kivet egy emelkedés, esést meg egy esés, tehat
a miultbéli események meghatarozzak a jovGbeni viselkedéseket, tehat ezen esetekben nem
beszélhetiink fiiggetlenségrsl. Ha a H = 0.5 akkor véletlen bolyongasrol beszéliink, (a Brown

mozgéas Hurt-exponense is 0,5).[15]
A Hurst-exponens és a fraktaldimenzio'® kozott Mandelbrot altal bizonyitott osszefiiggés.

Tétel: Legyen f : [0,1] — R folytonos Brown-fiiggvény'®, melynek Hurst-exponense legyen H.
FEkkor a figgvény grafikonjdnak (dobozszamlalo- vagy Hausdorff-) dimenzidja 1 valdsziniséggel
2-H.

Bizonyitas: (Skicc)|17| Legyen H = 2—d, ahol d a fiiggvény grafikonjanak (dobozszamlalo-
log Nh
—logh

ménye, és N, az f fliggvény grafikonjat lefed6 dobozok szama a h érték mellett. Legyen

ahol h az idGszak novek-

vagy Hausdorff-) dimenzioja. Masrészrél d = limy,

h =1/2". Legyen R}, a fliggvény terjedelme, vagyis az adott intervalumon felvett legnagyobb
és legkisebb érték kiilonbsége, minden [0, k], ..., [kh, (k+1)h], ..., [1—h, 1] intervallumon. Ekkor

log Ry,
log h

a Hurst-exponens értéke H = limy_, Mivel az f-fiiggvény folytonos, minden egyes

18]sd.: 4.fejezet

YA f5 kiilonbség a Brown-fiiggvény és a Brown-mozgas kizdtt, hogy még a Brown-mozgas fiiggetlen a
novekményektsl addig a Brown-fliggvény fligg ezektsl. Ez a fiiggés azt jelenti, hogy ha a fiiggvény egy
meghatarozott szakaszon né, akkor a kovetkezd szakaszon is néni fog.[16]
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[kh, (k+1)h] részintervallumon megkozelitéleg Ry /h dobozra van sziikségiink a lefedéshez. Ha
1/h részintervallumot vesziink, akkor megkozelitSleg R, /h? dobozra van sziikségiink. Ebbél
kovetkezik, hogy Rj, = N,h?, igy

1 log N + log 2 log
H = lim 2810y, log Vet logh™_ | log Vi

= 2=2—-d=HN
h—0 logh  h—0 log h h—0 logh *

5. Fraktalok keresése a valos t6zsdéken

5.1. A Dow Jones index vizsgalata

Vizsgalatunkhoz a Dow Jones ipari index 2000 januar és 2009 december kozotti adatait
fogjuk hasznélni. Elgszor is tekintsiik meg a napi zaroértékekbdl készitett vonaldiagramot, a

fiiggGleges tengelyen a zaroértékek, mig a vizszintes tengelyen az id6pontok lathatoak.

16000,00
14000,00 m
12000,00

N
10000,00 -
8000,00 - ¥

£000,00

4000,00

2000,00

0,00 T T T T T T T T T
2000. 2001. 2002. 2003. 2004. Z00s. 2006. 2007. 2008. 2008,

21. abra. A Dow Jones zaréértékei 2000. januar és 2009. december kozott

Tétel. A Dow Jones ipari index napi zdréértékeibsl (2000. janudr és 2009. december
kézott) rajzolt diagram egy fraktdl képe.
Demonstracié: Szamoljuk ki az dbra dimenziojat! Ezt megtehetjiik a dobozszamléalo-

dimenzi6 segitségével.
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22. abra. Doboz-szamlalas(1)

Els§ lépésként g = 1 egységnyi oldali négyzettel fedem le az abrat. Masodik 1épésben

r1 = 1/2 oldalhosszusagi négyzeteket veszek, ezekbdl két darabra van sziikségem, hogy
lefedjem az abrat, az eljarast folytatva ro = 1/4, r3 = 1/8, ... a kovetkezd értékeket kapom,

melyekbdl kitudom szédmolni a log-log 4brézolédshoz a koordinatakat:

(log(;;), log(N(r0)))=(log(1),log(1)) = (0,0)

(log(;-), log(N(r1)))=(log(2),log(2)) = (0.301,0.301)
(log(;;), log(N(r2)))=(log(4), log(8)) = (0.602,0.903)
(log(%) 0g(N(rs3)))=(log(8),log(14)) = (0.903,1.146)
(log(%) 0g(N(ry)))=(log(16),log(24)) = (1.204, 1.380)
(log(%) log(N(r4)))=(log(32),log(52)) = (1, 505,1.716)

(log(;;),1og(N(r4)))=(log(64), log(131)) = (1.806,2.117)
A koordmatakat abrazolva, majd a kapott pontokra egyenest illesztve, meghatarozhatjuk

az egyenes meredekségét.
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1,500

/
1,000

0,500
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23. abra. A Dow Jones index log-log dbrazolasa
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A kapott érték 1,204. Ezzel belattuk, hogy a Dow Jones ipari index arfolyamaibol alkotott
diagram fraktal.

Akar mondhatnank, hogy mar ranézésre is vilagos, hogy a tézsdei index véleltlen- sz-
eri mozgast végez, de ezt ne hamarkodjuk el tulsdgosan. Kérdésiink a kovetkezs: vajon
érvényesiil a hatékony piac hipotézisének elve? A tovabbiakban vizsgalodasunkat érdemes a
napi hozam-okra korldtozni. Kutatdsom soran a kovetkezo tételeket sikertilt bebizonyitanom:

Tétel. A Dow Jones ipari index hozamai nem fiiggetlenek az 2000. janudr és 2009.
december kozotti iddszakban, ezdaltal nem dll fenn a hatékony piacok hipotézise.

Demonstraci6: A tablazatban megadott adatok alapjan, szamoljuk ki a napi hozamokat
(a zaro érték és az el6z6 napi zard érték kiilonbsége). Abrazoljuk ezeket a koordinata-
rendszerben a kdvetkez6 modon: a fiiggsleges tengelyen az adott napok hozamait dbrazoljuk,

mig a vizszintesen az egy nappal korabbi hozamokat. A kovetkezd pontfelhét kapjuk:

aw oy -
P e i M
400,00 -
i

e

24. abra. A Dow Jones index hozamai 2000. januar és 2009. december kozott

Jol lathato, hogy mind a négy siknegyedben vannak pontok, tovibba jol lathato az is,
hogy a pontfelhé az origo6 koriil stirtibb és kozéppontosan szimmetrikus ra. Ezek alapjan
megallapithatjuk a véletlensze-riiséget és mondhatjuk, hogy az adott napi hozamok nem
fliggnek egymastol.

Tétel. A Dow Jones ipari index 2000. janudr és 2009. decembere kozotti hozamai
kozepesen hatékonyak.

Demonstracio: Hatarozzuk meg a Hurst-exponenst! A fent leirt R/S-analizist alkal-

mazva a kdvetkezd értékeket kapjuk:
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T H H T H T H T H T H

200 0506 436] 03534 837 10566 1278 10562 1608 | 0562 2116 0333

400 0485 4591 0560 878 0367 1207 0562 1720 0562 2137 0333

63| 0436 480] 0,534 Q00| 0567 1319 0562 1741 0560 2139 0333

82| 0425 00 0347 921] 0561 1340 0562 1761 0558 2180 0333
4] 0418 521 0335 9421 0564 1361 0564 1781 0557 2200 0335
126 0476 3400 0540 965 0565 1383 0561 1800 0556] 2224 0331
146) 0526 60| 0331 984 0,566 1403 0560 1822 0558 2243 0529
168) 0476 82 0345 1006| 0565 1426| 0560 1842 0553 2265 03529
18¢) 0460 605 0540 1026| 0565 1447 0559 1864| 0551 2285 03529
211] 0453 623 0540 1045 0567 1468| 0538 1885 0549 2304 0328
232] 0521 647] 0542 1068| 0567 1439] 0538 1906 | 0545 2326| 0527
232 0563 660( 0,544 1089 0,566 1510| 0558 1929 0,543 2347 0526
273 0,556 630 0,554 1109 0565 1530 0,560 1948 [ 05421 2367 03527
202 03543 712 0,559 1130 0,566 1549 0,559 1971 0540] 2380 03527
J14{ 0,532 732 0553 1151 0565 1572 0,560 1992 0542 2411 0526
334 0342 753 0556 1173 0565 1391 0560 2012( 03540] 2432] 0526
356] 0546 775 0358 1194 0564 1613] 10561 2033 03401 2453 0523
3T 0542 194 0560 1215 0561 1635 0560 2053 03541 24750 03524
308 0546 815 0361 1236| 0562 1635 0560 2073 03541 2495 03521
421 0549 836| 0365 1258 0561 1678 10561 2005 | 0337 2516 0,520

A H legkisebb értéke a tiz év adatait vizsgidlva H=0,418, a legmagasabb érték pedig
H=0,566. Megallapithatjuk, hogy csupan nyolc esetben kaptunk H=0.5-nél kisebb értéket,
vagyis a Dow Jones index hozamai altaldban nem antiperzisztens viselkedést kovetnének.
Ha a kapott Hurst-exponensek atlagat kiszamitjuk, 0.542-t kapunk, igy kijelenthetjiik, hogy
a Dow Jones index napi hozamai nem véletlen bolyongast kovetnek. Nem keriilheti el a
figyelmiinket, hogy béar tobbnyire 0,5-hoz kozeli értékeket kaptunk, ttlnyomorészt 0,5-nél
valamivel nagyobb Hurst-exponens adddott, tehat a vizsgélt esetben kozepesen hatékony
piacrol beszélhetiink. A kovetkezd 1épésben valtoztassunk a skalédzas 1éptékén. Hatarozzuk
meg a Hurst-exponensek értékét féléves léptékekben. Ha hasonld értékeket kapunk mint a

havi skalazasnal, akkor egy ijabb lépéssel kbzelebb keriiliink célunkhoz. Az analizist elvégezve

a kovetkezo értékeket kapjuk:
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T H T H

126| 0,47573 1383| 0,561112
252| 0,56305 1510 0,5577
377| 0,54216 1635| 0,560031
500| 0,54729 1761| 0,55766
625| 0,53976 1885| 0,548674
753| 0,55582 2012| 0,540173
878| 0,56682 2137/ 0,534606
1006| 0,56544 2265| 0,52936
1130| 0,56642 2389 0,527193
1258 0,56105 2516| 0,519725

26. abra. A Dow Jones index R/S-analizisének eredményei féléves idGintervallumokon

A Hurst-exponens legkisebb felvett értéke ebben az esetben 0,475, ami lathatéan kozelebb
van a 0,5-h6z mint a havi skalazasnél kapott érték. A H maximalis értéke harom tizedesjegy
pontossagig megegyezik és ha kiszamoljuk a kapott értékek atlagat, akkor 0,545-6t kapunk.
Persze lényeges eltérést nem is vartunk, mert az ellentmondana a keresett jelenségnek, mi-
szerint a Hurst exponens nem fiigg a skilazas mértékétsl.

Kérdésként meriilhet fel még az is, hogy milyen értékeket kapnank, ha a vizsgalat kezdeti
idépontjat valtoztatnénk. A kovetkezGkben megvizsgélunk par diszjunkt idGintervallumot.
Ha a 2005 januar és 2009 december kozotti 6téves idGintervallumot tekintem havonta novekvs
skalazasal, akkor a Hurst-exponensek atlagos értéke 0.527 lesz, ami kisebb mint a tizéves
idGtartam alatt vizsgalt Hurst-exponensek atlaga. Ha azonban a szélséséges H-exponenseket
hasonlitjuk 0ssze, akkor jelen esetben a minimélis exponens 0,423-at ami csak kismértékben
tér el az ,eredeti’-tG6l, viszont a maximalis itt 0,597, ami t6bb mint két szazaddal magasabb
mint az eredeti érték. Vegyiik észre, hogy a vizsgalat soran kapott Hurst-exponensek kozott
csupan négy olyan értéket kaptunk, amely kisebb mint 0.5. Miutan az adatokra tobb féle
csoportositasban is megvizsgaltam, barhogyan is valtoztattam a skalak méretét, és az egyes
idGsorok hosszat, mindvégig az elébb leirt tendencia maradt jellemzd, miszerint a Hurst-
exponensek atlagos értéke 0,54-hez nagyon kozeli érték, és kevés olyan érték jelenik meg a

vizsgalt adatok kozott ami 0,5-nél kevesebb. Ezaltal kozepesen hatékony a piac.

5.2. A General Electic részvény vizsgalata

A Dow Jones index vizsgélata soran felmeriilt bennem a kérdés, vajon az index kosaraban
szerepld részvényekre kiilon-kiilon is fennalnak e a fent emlitett tételek. Igy a General Electic

részvényt, mely 1,14%-os stllyal vesz részt a kosarba, kiilon is megvizsgaltam.
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A General Electric részvény arfolyamai:
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27. abra. A General Electric részvény arfolyamai 2000. januar és 2009. december kozott

A kovetkezd eredményeket kaptam:

Tétel. A General Electic részvény hozamai az 2000. janudr és 2009. december kézotti
iddszakban fiiggetlenek, igy fenndll a hatékony piacok hipotézise.

Demonstracié: Tekintsiik a részvény 2000. januar és 2009. december kozotti idGszak-
ara vonatkozo6 zar6 arfolyamokra vonatkozoé adathalmazat. Szamoljuk ki a napi hozamokat
(napi zaré arfolyam-el6z6 napi zaro arfolyam). Abrazoljuk ezen adatokat egy koordinata-
rendszerben a kovekez6 modon: a fiiggGleges tengelyen az adott napok hozamait abrazoljuk,

mig a vizszintesen az egy nappal korabbi hozamokat. A kiévetkezd pontfelhét kapjuk:

-
b ] el .216';. " - 2 -

- . a* . . .
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28. abra. A General Electric részvény hozamai 2000. januar és 2009. december kdzott

Az abrat nézve a kovetkez6 megallapitasokat tehetjiik: a pontfelhd szimmetrikus az

origora, mind a négy siknegyedbe esnek pontok, tovibba a pontfelh6 az origbhoz kozeledve
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sr_ r

strtsddik. Ezen tulajdonsagok pontosan azt tamasztjak ala, hogy a General Electric részvény

napi hozamai fliggetlenek egyméstol. Ebbdl pedig mér azzonnal kovetkezik, hogy érvényesiil

a hatékony piacok hipotézise.

Tétel. A General Electric részvény napi hozamai az 2000 janudr és 2009 december kézotti

1ddszakban véletlen bolyongdst kovetnek.

Demonstracio: Ahhoz, hogy belassuk a részvény hozamai véletlen bolyongast kovetnek,

meg kell hatdroznunk a Hurst-exponens értékét. Tekintsiik az adatsort?®. Alkalmazzuk ra az
R/S-analizist. A kiévetkezs értékeket kapjuk:

T H T H T H T H T H T H

20 0,508 436 0,483 857 0,481 1278 0,510 1698 0,513 2116 0,503
40 0,448 459 0,485 878 0,480 1297 0,510 1720 0,511 2137 0,505

63 0,533 480 0,482 500 0,479 1319 0,510 1741 0,512 2159 0,502

82 0,508 500 0,496 921 0,491 1340 {511 1761 {515 2180 0,501
104 0,500 51 0,483 942 0,451 1361 0,512 1781 {:513 2201 0,512
126 0,450 540 0,451 965 0,485 1383 0,508 1800 0,511 2224 {}:513
146 0,474 560 0,485 984 0,489 1403 0,508 1822 0,512 2243 0515
169 0,450 582 0,477 1006 0,495 1426 0,508 1842 0,515 2265 0,516
189 0,455 605 0,477 1026 0,500 1447 0,507 1864 0515 2285 0,525
211 0,478 625 0,478 1045 0,500 1468 0,509 1885 0,516 2304 .531
232 0,497 647 0,472 1068 0,497 1489 0,511 1906 0,515 2326 0,523
252 0,526 669 0,470 1089 0,495 1489 {511 1929 0,516 2347 0,519
X3 0,498 689 0,474 1109 0,497 1530 0,508 1948 0,518 2367 0,518
292 0,494 w2 0,469 1130 0,500 1549 0,508 1971 0,516 2389 0,520
314 0,501 732 0,467 1151 0,502 1572 0,510 1992 0,512 2411 0,515
334 0,493 53 0,468 1173 0,503 1591 0,510 2012 0,511 2432 0,516
356 0,451 LIS 0,470 1194 0,505 1613 0,510 2033 0,509 2453 0511
377 0,492 794 0,468 1215 0,506 1635 0,509 2053 0,509 2475 0,513
398 0,478 815 0,471 1236 0,509 1655 0,508 2073 0,512 2495 0,509
421 0.481 336 0.478 1258 0.510 1678 0,510 2095 0,506 2516 0,504

29. abra. A General Electric részvény R/S-analizisének eredményei

A Hurst-exponensek atlagos értéke eszerint 0,5, ami bizonyitja szamunkra, hogy a General

Electric részvény hozamai véletlen bolyongast kovetnek.
Mar lattuk hogy, H = 2 — d.

arfolyamaibol megalkotott grafikonon, médunkban Aall kisérleti szinten ellendrizni.

Most egy konkrét példan, a General Electric részvény

meg kell hataroznunk a dobozszdmlalo-dimenziot.

20145d CD
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30. abra. Doboz-szamlalas(2)

Legyen r, = 1/2". Ekkor az abran szamolva:

(log(;), log(N(r0)))=(log(1),log(1)) = (0,0)
(log(;), log(N (r1)))—(log(2), log(2)) = (0.301,0.301)
(log(%), log(N(r2)))=(log(4),log(4)) = (0.602,0.602)
(log(;;), log(N(r3)))=(log(8), log(9)) = (0.903,0.954)
(log(i), log(N(r4)))=(log(16),log(25)) = (1.204, 1.398)
(log(%), log(N(r5)))=(log(32),log(56)) = (1.505, 1.748)
(log(%), log(N(r6)))=(log(64),log(133)) = (1.806, 2.124)

31. dbra. General Electric arfolyamanak log-log abrazolasa.
32



A kapott egyenes meredeksége 1,4. Vagyis az arfolyamokbol alkotott gérbe dobozszamlalo-
dimenzidja 1,4. A tételbdl valo 0,1 eltérés magyarazhato azzal, hogy az R/S-analizist a napi
hozamokbol szamoltuk, mig a dimenzié meghatarozasat a napi arfolyamokbol késziilg gérbén

végeztiik.

5.3. A magyar BUX index hasonl6sagai és eltérései a nemzetkozi

indexektdl.

A 2000-es évek elején mar vizsgaltak a nemlinearitas szempontjabol a Budapesti Ertéktozsdét.
Konkrét vizsgalat tortént a Hurst-exponensre az 1991. januér és 2000. majus BUX indexei
alapjan. Abban az id6ben a Hurst-exponensre megkdozelitleg mindig 0,7 koroli értéket kap-
tak a kutatok. Ezt azzal magyaraztak, hogy a BET még nagyon fiatal t6zsde. Tovabba a
BUX index akkori torténetében a stagnélas, a gyors névekedés és a hektikus viselkedés kiilon-
b0z6 szakaszai jol elkiilonithetGek voltak. Az eredmények érvényességének ellendrzésére nem
csak logaritmikus hozamokkal szamoltak, hanem vizsgaltak a névekmények viselkedését és
a novekedési iitemeket is. Kiilonbo6z6 idGszaki vizsgalatokat is készitettek, és mindvégig azt
talaltak, hogy a BUX index Hurst-exponense valamennyi kordbban elemzett nagy t6zsdétél
eltér abban, hogy 0,5-t6l szignifikdnsan eltér6 Hurst-exponenst szolgaltat. Ezek alapjan a
kovetkez6 kovetkeztetések sziilettek: A BUX index idébeni alakulasa véletlenszerii, de nem
Brown-mozgas. BefektetGi szempontbodl ez az eredmény azt jelentette, hogy a Budapesti
Ertékt6zsdén a reakcié nem azonnali. A befektets inkabb kivar, és mindaddig figyelmen
kiviil hagyja a beérkezd informéaciokat, amig nem rajzolodik ki egy vilagos trend. A befek-
tet6k tehat kumulativ médon reagalnak az Gket ért hatdsokra, vagyis a kévetkezmény nem
all egyszert aranyossagban a kivalté okokkal.

Erdekes lehet azonban az elmilt tiz év tekintetében is megvizsgalni a BUX indexet.
Vajon az id6 milasaval kozeledik a Hurst-exponensek a vilag nagy tézsdein mért kozel 0,5-6s
értékhez?

Kezdjiik az elemzést a hozamok fliggetlenségének vizsgalataval.
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: 1000,0000 .

32. abra. A BUX index hozamai 2000. januar és 2009. december kozott

Ebben az esetben is azt talaljuk, hogy a ponthalmaz kézéppontosan szimmetrikus az
origbéra, mind a négy siknegyedben lesznek pontok, tovabba észrevehet&en az origd kozelében
stribben helyezkednek el a pontok.

Végre hajtva az R/S-analizist a kovetkezot kapjuk:

T H T H T H T H T H T H

20| 0,53019 436| 0,48035 857| 0,54308 1278| 0,56952 1698| 0,55412 2116| 0,56562

40| 0,50755 459| 0,52999 878| 0,54081 1297| 0,57146 1720( 0,54939 2137| 0,56656

63| 0,50698 480| 0,54269 900| 0,54356 1319| 0,56707 1741| 0,54851 2159| 0,56879

82| 0,54549 500( 0,55137 921| 0,55291 1340( 0,56527 1761| 0,54901 2180| 0,57941
104| 0,56984 521 056357 942| 0,5565 1361| 0,56631 1781| 0,55049 2201| 0,59115
126| 0,53121 540( 0,57399 965| 0,55468 1383| 0,56883 1800( 0,55454 2224| 0,59326
146| 0,52934 560| 0,57232 984| 0,54905 1403| 0,56966 1822 0,54846 2243| 0,58296
169| 0,53169 582| 0,5832 1006| 0,55289 1426 0,57549 1842| 0,54512 2265| 0,58495
189| 0,51877 605| 0,5643 1026 0,55282 1447| 0,57092 1864 0,54492 2285| 0,59179
211| 0,5069 625| 0,55196 1045| 0,55584 1468| 0,56278 1885| 0,54883 2304| 0,58751
232| 0,51657 647| 0,53901 1068| 0,55917 1489| 0,56083 1906| 0,54378 2326| 0,57759
252| 0,54153 669| 0,54245 1089 0,5548 1489| 0,56355 1929 0,54184 2347| 0,56436
273| 0,55852 689| 0,53635 1109| 0,55588 1530( 0,56271 1948| 0,54202 2367| 0,56561
292| 0,51834 712| 0,53793 1130| 0,55698 1549 0,5587 1971| 0,54425 2389| 0,55969
314| 0,48086 732| 0,54647 1151| 0,55694 1572| 0,56192 1992 0,54567 2411 0,55836
334| 0,51313 753| 0,54424 1173| 0,55741 1591| 0,56435 2012 0,5556 2432| 0,55825
356| 0,51059 775| 0,53724 1194| 0,56072 1613| 0,56629 2033| 0,55274 2453| 0,55805
3TT | 050218 794| 0,53121 1215 0,564 1635| 0,55247 2053| 0,56194 2475| 0,55677
398| 0,50392 815| 0,54142 1236| 0,56519 1655| 0,55446 2073| 0,5618 2495| 0,55591
421] 0,49523 836| 0,54539 1258| 0,56672 1678| 0,55507 2095| 0,55872 2516| 0,55613

33. abra. A BUX index R/S-analiisének eredményei

Ha a 2000. januartol 2009. decemberéig terjed6 adatsorra futtatjuk le az analizist havi

skalazast alkamazva, a Hurst-exponensek atlaga 0,551 lesz, a legkisebb Hurst-exponens 0,49,
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és a legnagyobb pedig 0,59. Mar itt észrevehets, hogy joval kisebb értékeket kapunk, mint a
2000-es évek elején tortént vizsgalatoknal. Kovetkezd 1épésként tekintsiik ugyan ezen adat-
sokasagot, csak noveljiik az egyes idGintervallumok hosszat fél évre. Igy lefuttatva az analizist,
jelentGs értékbeli eltéréseket nem tapasztalunk, a Hurst-exponensek atlagos értéke 0,553, a
minimalis exponens értéke 0,493, a maximélis értéke 0,598. 0.5-nél kisebb értéket csupan
harom esetben kapunk. Valtoztatva a skilazas léptékén és az idGsor hosszat modositva, sem
kapunk kirivoan eltérs értékeket, ha tovabbra is 2000. januar és 2009. decembere kozott
maradunk. Osszehasonlitva a 2000-es évek elején végzett kutatasnal kapott eredményeket
a mostani szamitasainkal, latvanyos eredményt kapunk. A Hurst-exponens 2000 utan joval
kozelebb keriilt a 0,5-6s értékhez, nagyjabol 0,55. A BUX index hozamai véletlen bolyon-
gast kovetnek. Ez vélhetSleg annak tudhato be, hogy a Budapesti Ertéktézsde ,pregszik”
tovabba annak is, hogy az utobbi években a magyar piac ,masolja”’ a kiilfcldre jellemz6 gaz-
dasagi tendencidkat. Sajnos egyel6re nem &ll rendelkezésiinkre elegendd friss informéci6 arra

vonatkozolag, hogy a BET a jovében hatékony piacca valik vagy se.
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6. Fraktalok és furcsasigok

Ebben a fejezetben olyan kiilonleges fraktélokat mutatok be, amelyek a kozépiskolas didkok

szamara is érdekes ellenpéldaként hasznalhatok.

6.1. Peano-gorbe.

Ha 6szténos modon beszéliink a dimenziokrol, megértjiik a tipikus egy dimenziés vonalakat
és a sikokat mint tipikus két dimenzios objektumokat. 1890-ben Giuseppe Peano (1858-
1932) majd utédnna kozvetleniil 1891-ben David Hilbert (1862-1943), targyalta azon sikbeli
gorbéket, amelyek bemutatjak hogy a mi naiv felfogasunk a gorbékrsl nagyon korlatozott.
Olyan gorbéket mutattak, amelyek kitoltik a sikot, vagy a sik egy adott részét. A Peano
gorbét elgallithatjuk a Koch-gorbe egy masik konstrukciojaként. Egy egyszerid vonal darabbal
kezdiink, ez lesz a kiindulo rész, ezutan helyettesitjiik a generator gobével ahogy a lenti dbra
is mutatja. Nyilvanvaldoan a generator két pontban metszi 6nmagét. Precizebben, a gérbe két
pontban érinti énmagat. Megfigyelhets, hogy ez a generdtor gorbe szépen illik a négyzetre,
amelyik a szaggatott vonallal van jelezve. Ez az a négyzet, amit a Peano-goérbe pontjai
lefednek. A mésodik lépcsGben, a gorbe minden egyes egyenes vonal darabjara alkalmazzuk

az el6z6 lépcsGben definidlt eljarast. A masodik 1épés utan, a gorbén 32 metszéspont lesz.

1
3

hossza 1/3F. Tegyiik fel, hogy az eredeti gérbe hossza 1 volt, ekkor az elsd lépés utana gorbe

Most ismételjiik a 1épéseket tovabbra is + arannyal. Igy a k-adik lépésben a vonal darabkak
hossza: 9 - % = 3, a masodik lépés utan 9 -9 - 3%: 9 stb. . Léathatjuk, hogy minden egyes
lépés utan a gorbe hossza a haromszorosara novekszik. Tehat a k — adik 1épés utan a gorbe

hossza 3*.

Step 0 Step 1

Step 2 _ Step2 -

Figure 34: A Peano-gorbe elGéllitasa
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Minden egyes lépcsé egy vonal részt kilenc vonal résszel helyettesit, még pedig gy hogy
az arany mértéke % Az érthetség érdekében, a sarkok ezeken a poligonalis vonalakon, ahol
a gorbe metszi onmagat, kissé lekerekitve vannak. A Peano-gorbe kiilonlegesnek szamit
a fenti fraktalokhoz képest, mivel Hausdorff-dimenzioja egész szam, pontosan 2. Barmely

beosztasnal minden egyes négyzetbe esik a gérbének pontja.[11]

6.2. Az ordogi lépcsé

Egy olyan fraktallal folytatjuk, amelynek konstrukcioja és tulajdonsagai eltérnek az ed-
dig bemutatott fraktaloktol. ElGszor egy fiiggvényt definidlunk. Legyen f(z) = 1/2 jha
1/3 < x <2/3. Tehat f-et minden olyan pontban megadtuk, amelyet a Cantor-halmaz kon-
strukciojanak elsg lépésében elhagytunk a [0,1] intervallumbol. Legyen most f(x) = 1/4, ha
1/9 < x <2/9és f(xr) =3/4, ha 7/9 < x < 8/9. Ezzel f-et definidltuk a Cantor-halmaz
konstrukcidjanak masodik lépésben elhagyott pontjaiban. Hasonloan, a kovetkezG négy el-
hagyott intervallumon f vegye fel rendre a konstans 1/8, 3/8, 5/8 illetve 7/8 értékeket; és
igy tovabb.

A kapott f fiiggvény értelmezve van a [0,1] intervallum minden pontjaban, amely nincs
benne a C' Cantor-halmazban (s6t, C' egyes pontjaiban is- az intervallumvégpontokban). Ha
most ¢ € [0, 1] tetszéleges, akkor legyen f(t) = sup{f(z):0 <z <tésx ¢ C}. A[0,1] zart

intervallumra az igy kiterjesztett f fiiggvény monoton novekvs és folytonos.

35. abra. f-fiiggvény

Az 6rdogi lépcsé az a sikhalmaz, amelyet az f fliggvény grafikonja, az x-tengely és az

y=1 egyenletli egyenes hatarol.
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36. dbra. Az érdogi-lépcsd

A Cantor-halmaz konstrukcidja soran elhagyott intervallumok felett vannak a lépcséfokok,
amelyek Osszhosszisaga: 1. Tehat, a 1épcsén balrél jobb felé haladva tgy jutunk fel az 1
magassagba, hogy 0 hosszisigu részen megyiink felfelé, és sehol nem ugrunk. Az 6rdogi
lépes6 is mutat bizonyos dnhasonlosdgot. Azok a pontjai példaul, amelyekre 0 < x < 1/3,
olyan halmazt alkotnak, amely emlékeztet az 6rdogi lépcsére, de a sz6 szigort matematikai

értelmében nem hasonlé hozza.|7]

6.3. Koch-sziget

A Koch-féle hopehely vagy sziget az a halmaz, amelyet hdrom darab, végpontjainal egymashoz
illesztett Koch-gorbe hatarol.

37. dbra. Koch-sziget
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A Koch-sziget abbol a szempontbol érdekes, hogy végtelen hosszu keriiletét véges teriilet
hatarolja. Keriilete végtelen, mivel a dimenzidja nem egész, toviabb4d minden egyes iteracio

utén a keriilet a 4/3-szorosara ng. Teriiletét szamolhatjuk a kovetkez&képpen:

38. dbra. Koch-sziget teriilet mérése

Jelolje s a kiindulési haromszog oldalanak hosszat! Ekkor a kiindulasi haromszog teriilete
#g . Minden 1j iteracioban az 1) kis haromszogek oldalhossza 1/3-a az el6z6 iteracioban
kapott haromszogekének. Mivel a szabalyos haromszogek teriilete négyzetesen fiigg az oldal-
hosszuktol, az j haromszogek teriilete egyenként 1/9-része az el6z6 iteracioban nyert harom-
szogek egyikének. A kis haromszogek szama minden iteracioban megnégyszerez&dik. Mivel
az elsd iteracioban harom haromszog keletkezik, az n-edik iterdcioban keletkez6 haromszogek
szama 3-4""!. Osszetéve adodik az iteracios formula:

3.4t

9n

An+1 =

Ao,n21

ahol Ay a kiindulasi haromszog teriilete. Behelyettesitve az A; = %Ao—t, és felbontva a

zardjeleket:

4 " 3.4t 4 14
+17 3 0+§ o 0 (3+3k_ 9n> 0

1

Hatarértékben, ha n tart a végtelenbe, akkor 4/9 hatvanyainak osszegeként 4/5 adodik.
Ezzel

4 14 8
lim A, = (= 4+ 2.2 ) Ay = A,
e <3+3 5) 0= 5

Tehat a hopehelygorbe altal koriilzart Koch-sziget teriilete a kiindulasi haromszog teriilet-
ének 8/5 része, vagy az eredeti haromszog oldalhosszaval kifejezve %g Igy a végteleniil

hosszi hopehelygorbe egy véges teriiletii sikdarabot 6lel koriil.
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7. Tartalmi osszefoglal6

A dolgozat els6 részében a fraktalfogalom kialakulasarol olvashatunk, a fraktalok megje-
lenésérdl a természetben, tovabba megtudjuk, hogyan allithatunk el6 fraktalokat. Néhany el-
emi fraktalrol részletesebben is olvashatunk, mint példaul a Cantor-halmazrél, a Mandelbrot-
halmazrol, a Sierpinski-szényegrol és a Menger-szivacsrol. A fejezet végén a fraktalok legfGbb
tulajdonsigait gytjtottiik ossze.

A kovetkezd fejezet a fraktal-dimenziokrol szol. Tobb példan keresztiill bemutatjuk, a
dobozszamlalo-dimenziot és emlitésre keriil a Hausdorff-dimenzié is. Ebben a fejezetben
ujabb fraktalokat is megismerhetiink, dimenzio-szamukkal egyiitt.

A negyedik fejezetben kozgazdiszok szaméra hasznalhaté modszerek keriilnek bemu-
tatasra: a hozamok fiiggetlenségének vizsgalata, a Hurst-exponens és az R/S-analizis.

Az 6todik fejezet a dolgozat sajat eredményeit tartalmazza, ahol az emlitett modszerek
gyakorlati alkalmazasa torténik. A Dow Jones ipari indexet, a General Electric részvényt és
a BUX indexet elemezziik piaci hatékonysaguk szerint.

A dolgozat utolsé fejezete kiilonleges fraktalokat mutat be, melyek a kozépiskolas didkok
szamara is érdekesek lehetnek: az egyik egy gorbe, ami képes kitolteni a sik egy részét, a
masodik pedig egy olyan fiiggvénnyel leirhato fraktal, mely ugy képes feljutni a 0 pontbol
az 1 pontba, hogy csak vizszintesen halad, végiil megmutatjuk, hogy létezik olyan fraktal,
amelynek végtelen hosszi a keriilete, teriilete azonban véges.

A dolgozat kozel negyven abraja és grafikonja segiti az olvasét a megértésben.
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10. Koszonetnyilvanitas

Eztton szeretnék koszonentet mondtani Dr. Kurusa Arpadnak a szakdolgozatom elkészités-
ében nyujtott segitségéért, hasznos szakmai tanacsaiért és felmeriil6 problémaim rendkiviil
gyors megoldasaért. Szeretném megkoszonni csalddom és barataim tamogatasat, tovabba,

kiilon koszonettel tartozom Avéd Laszlonak és Berei Andreanak a dolgozat szerkeztése alatt

torténd fennakadasaim athidalasaért.
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