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0. Bevezetés

Dolgozatomban az ellipszis két ujabb, az altaldnosan hasznaltaktdl merSben eltérd,
| integrélgeometriai jellemzését szeretném bemutatni. |

Az elsé az ellipszis parhuzamos hirjainak azon tulajdonsaga, hogy a hurfelezé pontok
egy egyenesre esnek. Latni fogjuk, hogy-ez a tulajdonsdg a folytonos, zart gérbék koziil
csakis az ellipszisekre teljestl. A bizonyitas els6é része annak igazolését, hogy tetszbleges
ellipszis hurfelez6 pontjai egy egyenesre esnek. A méasodik részben el6szor belétjuk, hogy a
feltételt teljesité folytonos, zart gérbék mindentitt differenéiélhatéak. Ezutdn konnyen
megmutathatd, hogy ha egy zart gérbére igaz a fenti nﬂéjdonség, akkor van olyan - a gorbét
metsz6 ‘- ellipszis, hogy a gorbe és az ellipszis barmely két metszéspontja kozott van egy
Ujabb metézéspont. Ez - folytonossagi megfontolasok alapjan - adja a téte] allitasat.

A misodik jellemzés - K. J. Falconer : On the Equireciprocal Point Problem cimi
cikke alapjén - az ellipszis azon tulajdonsdga, hogy egy, a fokuszon 4tmend egyenesre
illeszkedd két pontjanak fokusztél valé tavolsdga reciprokanak osszege konstans. Azok a
kétszer differencidlhatd, zart sikgorbék, melyek két olyan ponttal rendelkeznek, melyre a
- pont és a gorbe két (egy a ponton athaladé egyenesre illeszkedd) pontja tdvolsdginak
reciproka tetszbleges irdnyu egyenesre megegyezik, csak az ellipszisek lehetnek. Azt is
belatjuk, hogy az Osszes feltétel sziikséges, tehat bé.rmelyiketb elhagyva taladlhaté olyan,

ellipszist6] kiilonb6z6 gorbe, mely az ij feltételrendszert kielégiti.




1. Alapvetd definicidk

Definicié: Adott a sikon két pont, és egy - a két pont tdvolsdganal nagyobb - tavolsag.
Azon sikbeli pontoknak a mértani helyét, melyeknek a két pontt6l mért tavolsaga Osszegiil
az adott tdvolsagot adja ellipszisnek nevezziik. A két pont az ellipszis fokusza. Az ellipszis

egy pontjat a fokuszokkal dsszekotd szakaszok a ponthoz tartozo rddiuszok.
D

C 1. abra
Az ellipszis nevezetes adatai:
AB : nagytengely, hossza . 2a
CD : kistengely, hossza: 2b
A,B,C,D :az eliipszis csucsai,

c=vaZ- b2 : a fokuszok tavolséga a k6z€pponttol,

c . as
e=— : excentricitdss (e<1)
a
b?
p=— : fokdlis paraméter ( a gyOjtéponton dtmend, a
a N

nagytengelyre mer6leges hir hosszanak fele )

Megjegyzés: Ha a két pont ( a fokuszok ) egybeesik, kort kapunk.




Kozismertek az ellipszis kovetkezd j'ellemzései:

2
kanonikus egyenlet: x_z +X =1 , ahol a koordinéta tengelyek az ellipszis tengelyei
a

2
bZ
paraméteres egyenletek: x=a-cost, y=b-sint

p

poldrkoordindtds egyenlet. p =
1-e-cos@

, ahol az origd az egyik fokusz, s a szoget a

nagytengelytél az dramutaté jarasaval ellentétes irdnyban mérjik
kupszelet: az ellipszis a forgéskip cstcsan 4t nem haladé, egy alkotoval sem

parhuzamos sik €s a ktipfeliilet metszete.

[2],13]




2. A parhuzamos hurok felez6egyenese

1. Tétel: Legyen C egy folytonos, zdrt stkgorbe. C akkor és csakis akkor ellipszis, ha
tetsz6leges (adott) irdnyu egyenessel pdrhuzamos hirjainak felezpontjai egy egyenesre

esnek.
Bizonyitas:

2.1. Allitas: Az ellipszisre hiirjainak felezGpontjai egy egyenesre esnek.
Biz.: Induljunk ki a kanonikus egyenletbél, és vizsgéljuk az ( » , m ) normalvektort
htirokat. A htrok végpontjainak koordinatéi az

m-x+n-y=d
2 2

Y
?-l'b—z:l

~ egyenletrendszer megolddsai, ahol d valés szam. A felezbpontot vizsgdljuk d
fiiggvényében. Az F felezépont koordinatai ( x(F) és y(F) ) a. végpontok megfelel6
koordinatainak szdmtani kozepe. Igy : |

n-b*>
F — 'd:a'd,
() a>-m?+b*-n®

és x(F) =p-d, ahol a és P konstans. Lathat6, hogy a felez6pont a d -t6l linedrisan fiigg.
Ebbb] kovetkezik, hogy adott normalvektorti, azaz pé:huzamosbhﬁrok felezépontjai egy
egyenesre esnek. Az is lathatd, hogy ezek az egyenesek az origbban metszik egymast,

hiszen d=0 esetben tetszdleges 1ranyu hir felezépontja €pp az origo.

Vizsgéljuk most a forditott iranyt!




2.2. Allitas: Ha egy C zdrt gorbe kielégiti a tétel feltételét, akkor ellipszis.
Biz.::

2.2.1. all.: C szigoruan konvex
biz.. Tegyiik fel, hogy létezik C-nek hdrom egy egyenesre esdé pontja,
pl: P, Q, R illeszkedik e-re.Vizsgaljuk eldszor az e-vel parhuzamos hiirokat, ahol PQ

felez6pontja: Fy és QR felezépontja: F

E E1 Q FZ R

o

2.abra

llm
1
0_'

F1 és Fy meghatirozza az e-vel parhuzamos hurok feliéegyenesét, de mivel illeszkednek
is e -re, ezért a felezbegyenes éppen az e. C-nek van e -re nem illeszkedd S pontja. Ezen
keresztiil hiizzunk e -vel parhuzamos ﬁ‘ huart. Ennek F felez6pontja nem illeszkedik e -re,
s ez ellentmondas, ami az indirekt feltételbé] adédik. ( Lehet, hogy a hiir csak egy pontbél
all, de ekkor ez lesz a felezé?pont is, s ez nem illeszkedik az e-re. ‘)

Vegyiikk fel most a Descartes-féle koordindta rendszert a kovetkezd modon:
az x-tengely legyen egy maximalis hosszisagu hir egyenese, és az origb: az X-téngelyre
es6, maximalis hir felezépontja. ( A maximalis hir 1étezése a konvexités és a folytonossag

kovetkezménye. )

2.2.2. all.: C szimmetrikus az x-tengelyre.

biz.: Huzzunk az y-tengellyel parhuzamost a gérbe x—tehgélyen 1év6 pontjaiba. ( Ilyen
pontosan kettd van. ) Ezek csak az x-tengelyen metszik a gorbét, hiszen hapl. 3Q € C ,
hogy Q illeszkedik Py-ben az x-tengelyre allitott merélegesre, ékkor a —(SI_’: szakasz a
QP1Py derékszdgll haromszog atfogodja, ami hosszabb, mint a Iﬁ befogd, holoft a Iﬁ’;

hir maximalis volt.

b e




P 1 \* ' Pz
3. dbra
fgy a P és a P pontok meghatarozzik a fiiggbleges hiirok felezOpontjainak egyenesét,
ami éppen az x-tengely. Mivel a vizsgélt hirok a felezbegyenesre merSlegesek, a gorbe

szimmetrikus erre az egyenesre.

2.2.3. 4lL.: C szimmetrikus az y-tengelyre.
biz.. a.) A koordinita rendszer felvétele miatt az origé illeszkedik az x-tengellyel
péarhuzamos hirok felezépontjainak egyenesére.

b.) Jelslje P a maximélis y-koordint4ju pontot. ( Ily.en pontosan egy van, hisz ha
~ lenne két ilyen pont, akkor a konvexitds miatt a kozottikk 1évék is ilyenek ‘lennének, de
ekkor ellentmondésra jutunk a 2.2.1. pontban leirtakkal. )

- Jelolje P' a P pont x-tengelyre vett titkorképét. EZ nyilvan a minimalis y-koordinat4j pont,
hisz 2.2.2. szerint C szimmetrikus az x-tengelyre. Hasonldéan a 2.2.2 ponthoz, a P'P
egyenes éppen a hurfelez6 egyenes, parhuzamos az y-tengellyel és az a.) szerint az origé is

illeszkedik r4, igy P'P éppen az y-tengely.
kov.: C szimmetrikus az origéra is.
2.2.4. 4ll.: Tetszbleges irdnyi hirok felezGegyenese dtmegy az origén.

biz.: Trividlisan kovetkezik az origéra valé szimmetridbol, hiszen az adott irdnyu origén

atmen6 hiir felez6pontja éppen az origd.




2.2.5. all.: 4 gorbe mindeniitt differencidlhato.
biz.: A konvexitis miatt tetsz6leges pontjaban htizhaté olyan egyenes, inélynek a gorbe
egyazon oldaléra esik. Ez az Un. timaszegyenes. Ez az egyenes csak egy pontbaﬁ metszheti
C-t, hiszen ha a gérbe két kﬁlﬁnbﬁzé pontja is az egyenesen lenne, akkor a két pont kozotti
pontok is rajta lennének, s ez ellentmond 2.2.1.-nek. |
Most tegyiik fel, hogy 1étezik C-nek olyan P pontja, amelyben t6bb timaszegyenes is
allithat6, azaz a gorbének torése van. Jeléljéq két kiilonbozé tdmaszegyenest e és f .
Vizsgaljuk az e-vel és f~fel parhuzamos hurokat! |
A centralis szimmetria miatt feltehets, hogy P az elsé siknegyedbe vagy valamely
Vtengelyre esik. Kiilonboztessiink meg két esetet aszerint, hogy P az x-tengelyen van-e.

a)P nem az x-tengelyen van:

Feltehetd, hogy e és f meredeksége negativ. Ekkor létezik K, L, M, N € C, hogy
x(K)<x(L)<x(M)<x(N) , ahol x(K) jeloli a K pont x-koordinatajat, valamint KM

felezépontja megegyezik LN felezGpontjaval a kti'\;e'tkezék miatt:

Az e-vel és f-fel parhuzamos hurok felezbegyenese inegegyezik, mert mindkettd

athalad P-n és az origdn. Vegylink fel égy e-vel pé;huzamos KM hurt. ( K=M )




Jelslie F a KM felez6pontjat. F-en keresztll vegyliink fel ffel parhuzamos LN hurt.
Ennek felezépontja éppen F. A felez6pont x-koordinétajat E_(Q_';_X_ﬂ)_ -bdl kaphatjuk

x(K)+x(M) < x(L)+x(N) _
2 2

meg, amiért x(F)= X(F) , ami ellentmond e és f

kiilonb6z6ségének.
b.) Ha P az x-tengelyen van, teljesen hasonlé eljaras alkalmazhat6. Elég az x-koordinatak
helyett az y-koordinatakat ugyanigy vizsgalni.

Ezek utdn ratérhetiink a bizonyitas l1ényegi részére, miszerint a tételbeli feltételnek

eleget tevd gorbék éppen az éllipszisek.

Nevezziik - az ellipszisekbdl vett parthuzammal - az x-tengelyen 1€v6 hurt nagy-, az y-

tengelyen 1évét kistengelynek, a tengelyeken 1év6 pontokat csticsoknak.

© 2.2.6. all.: Ha adott a nagy- és a kistengely hossza, ez egyértelmilen meghatdrozza a
gorbét.

biz.: Tudjuk, hogy a két tengely felezi egymast. Tegyiik fel, hogy van két olyan
kiilonb6z6 gérbe, amely eleget tesz a feltételeknek és a megfelel6 tengelyeik megegyeznek.
Vegyik fel a két gorbét kozds koordinata rendszerben. A ‘cstcsokban a két gérbe
megegyezik, hisz a csticsok a koordinata tengelyeken vannak és é. megfelel6, origotdl mért
tavolsagok megegyeznek. Vizsgdljuk ezutdn pl. az elsd .siknegyedbe es® részek

‘kiilonbségét, mint fliggvényt.

Ha barmely két zérushely kozott lenne még egy ze’rushely, akkor a fliggvény egy stirti
halmazon 0 lenne, s a folytonossag miatt ekkor a két fiiggvény a teljes intervallumon
megegyezne. Ezért 1étezik két olyan pont, melyben a fliggvény zérus &s koz6ttik mér sehol
sem az.

Vegyiik tehat ezt a két zérushelyet. ( 7 és &€ ) Rolle-tétele szerint van oiya.n

£ e (&7,Ep), hogy it a derivalt 0.




&1 é ‘t-.-z 5. abra

A két gorbe a & abszcisszaju pontjébgj hazott érintéje parhuzamos.Legyen az egyik ilyén_

pontbeli érintd : e .

a.) Ha S éppen a gorbék csiicsa, akkor:

6. dbra

Legyenfaz R-bo! huzott e-vel parhuzamos egyenes valamint légyen azUés V pont f-

nek és a gorbéknek metszéspontjéi. Legyen F(R,U)=F1, F(R,V)=F3, ahol F(R,U) jeloli az

RU szakasz felez6pontjat. }ﬁﬁ]s |ﬁ71, (akkor egyenléek, ha f éppen S -ben metszi a |

gorbéket), de ]ﬁ’l= 2-’RFII < Z-iRin = IRU , ami ellentmondas.

Ha f az x-tengely alatt metszi a gorbéket, hasznaljuk ki az ‘x-tengelyre vonatkozo

szimmetriat. A kiils6 iv a tiikorképen is kiilsS. -




b.) Teljesen hasonlé bizonyitas alkalmazhat6 abban az esetben is, ha a cstcsnal kdzos iv

van.

7. abra

Az ellentmondés abbél adédik, hogy feltettiik, hogy van olyan intervallum, ahol a
gbrbéknek nincs metszéspontja. Tehdt a két gorbének barmely két metszéspontja kozott
van egy Ujabb metszéspont, azaz a két gérbe megegyezik.

S mivel a megfeleld kis- és nagytengelyli ellipszis kielégiti a feltételeket, a gbrbe

sziikségszertien ez az ellipszis. Ezzel Gjabb definiciét adhatunk az ellipszisre:

Definici6:  Ellipszis: Olyan folytdnos, zart sikgdrbe, melynek tetszéleges, adott iranyd

hurjainak felez6pontjai egy egyenesre esnek.

10




3. Az ekvireciprokalitas

3.1. Az ellipszis jellemzése ekvireciprokalis pontokkal

Definicié: A P pont egy C sikgérbe ekvireciprokdlis pontja ( ER-pontja ) , ha a C
1 1

tetszbleges, P -n atmend XY htrjéara teljesiil az -+ = , ahol a pozitiv konstans,
XP |YP
a C tigynevezett ER-konstansa.
Y

8. abra

Vizsgaljuk most az ellipszisek €s az ekvireciprokélis pontok kapcsolatét. Induljunk ki az.

p

ellipszis polarkoordinatés egyenletébdl: p =
1-e-cosQ

, ahol az origé az egyik fokusz.

Ebbd] azonnal jon, hogy a fékusz ER-pont, mivel
1 1 1-e-cosg N 1-e-cos(n+0) 2

P1 P2 P P P
ahol p, = lﬁ' és p, = \ﬁ‘ . Eszerint az ellipszis fokuszai ekvireciprokalis pontok, s az

.2

ER-konstans 3
P

Felmeriil a kérdés, hogy 1étezik-e az ellipszisen kiviil olyan zart sikgorbe, melynek két

ER-pontja is van. |

2. Tétel: Ha C egy kétszer differencidlhaté zdrt gorbe a sikon, melynek van legaldbb
két ER-pontja, akkor C ellipszis.

11




Ennél  tSbbet is  4llithatunk.  Vezessik be a  kovetkezd  jeldlést:
Legyen P és Q két ER-pont, o és B a hozz4juk tartozé ER-konstansok. Jelolje / a P-n és Q-
n 4thaladé egyenest, mely a C gorbét X -ban és ¥y -ban metszi tigy, hogy X, 0, P, ¥y
ebben a sorrendben kovetik egymast az egyenesen. Ahhoz, hogy C sziikségszeriien ellipszis
legyen elég azt megkdvetelni, hogy C kétszer differencidlhaté Xy -ban vagy ¥ ban. A

bizonyitashoz elészor lassuk be a kovetkezd lemmat!

3.1.1. Lemma:

Legyen a és k < 1 pozitiv konstans, és legyen {ar} valés sorozat.

r=0
(i)  Legyen m pozitiv konstans (lehet « is ) ugy, hogy
kl'

a,/+ark' <m

minden r-re. (Ez a feltétel nyilvdn folosleges, ham = . ) Tegyiik fel hogy

(1) a_,, Sk!ar]+akr vr=0,12,...
ha|a_|<m. Ekkor : '
|a,|<k[a,|+ark™ vr
(ii) Ha: | |
(2) ' la,, —a,|<a(l+a, k" Vr
akkor: (e
a(l+la,|) - a
—a, < \'
. ar aO\ exp(l—k)‘ l‘
Bizonyitas:

Teljes indukci6val: Jeloljiik Hy -rel az r-dik indukciés hipotéiisté
a,|<k"|a,|+ark™ <m '
Hy trividlisan igaz, hiszen |a,| <|a,| < m. Tegyiik fel, hogy V i < r -re H; teljestil .

( 1 ) = [aﬁ_ll‘gk]ar!'*‘akrSk(krlaol‘.*_ark‘r-l)_l_akrSkrtl

a,|+a(r+1k" <m

Ez éppen Hj+1 -et adja, s igy (i) -t belattuk.

12
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(2) >|a,,;—-a,|<a(l+]|a k"

r+1

Atalakitva :
la,.|<|a,|+a(l+]a [k’
1+|a )
Igy:

IA

1+|a,|<(1+]a, )@ +ak™) < (1+

a,,)(1+ak™*)(1+ ak"l) <
<(1+]a,))- H(1+ak )=

= (1+|a0|)-eXp21n(1+ak‘)s (1+[a0'})-expiak‘,
i=0 i=0

felhasznélva azt, hogy hax>0,akkor 1 +x<exp (x),igy In(1+ ak') < ak'. Azaz

a
: <(1 .
1+|a,|<(1+]a,)) exp—-

Ezt (2)-be irva:

r-1

/+ .. +]al—aOISa(IHaOI)-exp(—l-f—E)-Zkis

A2 ()

- Ezadjaa(ii)allitasat. -

la, —ay|<|a,—a

3.1.2. Lemma: |

Jelolje F és G a Descartes-féle koordindta tengelyeket, mint R? -beli altereket.
Nyilvdn R*= F x G . Legyen ¥ egy R*->R? C*® leképezés, mely az origé egy
kornyezetében definidlva van és ¥(W) =W, ha We F.
Tegyiik fel, hogy ¥ linearizdlt formdjdnak ( valds ) Sajdtértékez’ 1ési<1,aholEésFa
megfelel§ sajdtalterek. Ekkor az origd valamely kornyezetében az _
{We R":. ¥ 1) (W) —> 0, ha r>o } egy G>F C leképezés grafikonja lesz.
(Y @ jeloli a ¥ leképezés r -szeres végrehajtdsdt. )
Bizonyitas:

Hasznaljuk fel a stable manifold theorem kévetkezd valtozatat, melyet K. J. Falconer

adott kozre. [ 4]
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Legyen W a 0 egy nyilt kornyezete az (E, ||) Banach-térben, és legyen f: W—E CP
leképezés (p > 1 ). Legyen F E egy zdrt altere feltéve, hogy T =WNF f fixpontjaibdl dll.

Legyen G az az E-beli altér, melyre E=F®G ugy, hogy G invaridns az f 0 -beli Df{0)
derivdltjara. Tegyiik fel, hogy ]Df (0)] I(k(l Ekkor létezik a 0-nak olyan N kornyezete

hogy {( eN:imf”(x) = O}egy GAN—>FNN @ figgvény grafikonja lesz.

Alkalmazzuk ezt a tételt most a kovetkezd speciélis esetre:
(E,]): Rz a szokasos metrikaval, F és G a koordinata-alterek. Az 6rig6beli parcialis
differencidlhdnyadosok éppen a linedris alak sajatértékei, igy ]Df (O)[ Gi(k(l teljestil.
Nyilvéanval6, hogy ha f C* -beli volt, akkor a kapott fiiggvény is az lesz, hisz tetsz6leges
p-re CP-beli. fgy a lemmat belattuk. |

Definidljuk a ¥y , ¥ és ¥ leképezést a sikon, melyek a C-t 6nmagéra képezik le.

Adott X ponthoz Wp(X) legyen az a pont az XP egyenesen, melyre
1 1

S (3) =+ =0,

xXp| ¥, (X)P

- ugy, hogyPazX ésa W 1(X) kozott van. Hasonléan adott Y-hoz ¥o(Y) € YQ egyenese,

ugy,hogy 1’

YQ [%,(V)Q

és Q az ¥, (Y)Y szakaszon van. Legyen ¥ ezen két leképezés kompozicioja p(-1) pedig

¥ inverze. Mivel ¥(X)=¥ (¥ 1(X)) a konstrukciobol ad6dik, hogy w-D X)=¥Y1(¥2(X))
és Xp és Yy fixpontja a ¥ leképezésnek.
Hasznaljuk most fel ¥y polérkoordinétés alakjat. ( Az origd legyen a P )

(3)= ¥7a (r,9) polarkoordinataju ponthoz a ( r 1,8+7t) koordinat4ju pontot
o — .
rendeli. Ebb6! nyilvanvalo, ho‘gy \¥'7 analitikus fiiggvény Xg valamely kornyezetében.
Hasonléan ¥, analitikus Yg -hoz kozel. Igy, mivel ‘analitikus fiiggvények

kompozicidja analitikus, ¥ és () analitikus X -hoz kozel.

14




Vegytink fel két Descartes-féle koordinéta rendszert Xg és Yq origéval a 10. dbra szerint.

Hasznaljuk a kovetkez$ jelolést: Ha X kozel van Xg -hoz, akkor X=Xg+(x,y) ,
Y=1(X)=Yg+(uv) , és jelolie ¢ az Lxpx, szoget.

9. abra

Ekkor x = IX—OPI—lﬁ‘ -COSQ = (‘i;i’—’ —Iﬁ‘) +‘5(—ﬂ-(1-—c05(p) .
| Ha ezt X—OI" ]ﬁl -vel leosztjuk, atrendez€s utin az

1 1 _ X +c0sq>-1
Xp| X;P| [X;P[XP| [X,P

Osszefiiggést kapjuk. Hasonléan u = ?0—};] - ‘ﬁ\ -cos @, igy
1 1 _u N cosp—-1
YP| [YP| |[YVP|YP| |[YP

A két kapott egyenletet §sszeadva és felhasznalva (3 ) -t :
X u

(4) 0_'—ﬁ‘XP] YPYP+a (cosp—1)
Mivel sing = - A adOdlk hogy o
SN [l T
Y,P (5) Vzv\_fr_?\'y
Legyenk, = ~X£§ ’
(4)=>u=-x- l HYPI +(1—-cosp)-a- ‘—{;—P_”—Y_?ii ‘X—P”-X?}
XP[xP] Xpxe| "
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Ezen 6sszefiiggés segitségével, felhasznélva, hogy

1—~cos(2'2) =1-cos? 2 4 in? 2 = 26in? 2
2 2 2 2

adodik, hogy

YP| 1
u=-x-k,; +—a-k,
Xp| 2

o)

5l =

Innen és (5 ) -bol kovetkezik:
1
u=—(k;’+O(%,Y))-(x~0-¥")

V= (k1 + O(X9y)) "y

(6)

Hasonléan, mivel ¥(X)=¥2(Y) (jeldlje ezt Xg+(x1,¥1) ) éslegyenk, = —

(7) ﬁX] =—(k22+0(u,v)).(u___;_B_vz)
i = (kz +O(u,v))-v
- (6)és(7)kombinalasaval:
a kz[" ¥ é(ﬁ o) yz} (1+0(x,y))

(8)
) v, = k-y(1+0(x,))

ahol k=k,-k, < 1 . Ennek segitségével egyszerlien belathaté6 a kovetkezd hasznos

segédtétel.
Definici6: Egy N halmaz invaridns a ¥ leképezésre, ha ¥(N) = N

3.1.3. Lemma: Létezik az Xy -nak egy olyan kd}'nyezete, mely invaridns a ¥ leképezésre,
és hasonloan, létezik az Yg -nak egy olyan kornyezete, mely invaridns a w-1) 4
Bizonyitas: _ ,

Az allitas elsé fele kdzvetlenil adddik ( 8 ) -bdl. Ha x és y elég kicsi, akkor a K2 -tel

illetve k -val val6 szorzas miatt (k<1) xj ésyq is kicsi lesz.
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pl.: y<e=y1 <e*k¢(1+0(xy)),
s ha € elég kicsi, akkor k ¢(1+O(xy) ) <1,igy y1 <¢
Felirhat6 egy ( 8 ) -hoz hasonlé 6sszefliggés pl) e is, s ebbdl adddik az allitds masodik

része.

3.1.4. Lemma: Legyen C olyan zdrt gorbe, melynek van két ER-pontja. Ekkor ( az el6bbi

Jjelolésekkel ) C-nek létezik érintdje X -ban és Y -ban, s ezek I-re merdélegesek.

Bizonyitas:

Ennél egy ersebb allitast igazolunk, melynek egy specidlis esete lesz a lemma 4llitasa.

all.: Minden y : 0<y<2:hm [—LI_‘—_O ha a C pontjain tartunk X¢ -hoz, ahol
X->X 0 y

- X=XpH(x,y)
- biz.: (8)-bol :

LS L 30t *}(noow))

'yl,y

A 3.1.3. Lemma alapjan van Xg -nak egy N W-invarians kéryezete. Itt:

M'< ._Pil- e

(9) 7-ko ‘y+atY|
v lyt

és |

(10) [v:| <k -}yl

valamilyen kg és a konstansra, ahol kg < 1. Vegyiink egy W pontot C -n ( mondjuk pozitiv
y-koordinatajut ) 0gy, hogy az [Xo ,W] iv teljesen N -ben legyen. Legyen

1

(11) ¢c= sup -%-

K=Xp+(x,) IY|
és .
(12) Yo= sup 'y ahol X befutja a [ W, W(W)]ivet.

X=Xq¢+(x,y)
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Nyilvén ¢ < « és yg < © , hisz a [W,‘P(W)] iven|y| > 0 . Jelolle ¥ (r)(X) a¥
leképezés r -szeres végrehajtasat X-en. (¥ P (X)= ¥(¥(..(¥(X))...)) ) Tovabba legyen
k4 (r)(X)= XoH( Xy »¥r) -

(9)= lxml <k, ‘~l§-’~l;+a-ly,{2’7
iyrﬂl r
(10) = v, <oyl <k oal< <k ly) <k, -suply| =k, ly,|
Igy
IXH-IL < ko . r7 +a- kor(Z—‘y) . lyOIZ-—Y
!yr+1[ IYr

Mivel az (X,, W] iv minden pontja el6all ‘¥ (t)(X) alakban a [¥(W),W] iv valamely X

pontjara és valamely r -re, alkalmazhaté az 3.1.1. Lemma (i) része az {ﬂ}

. Y
sorozatra, ( m= o esettel ), s (11 ) felhasznéldséval kapjuk, hogy Iy'l

I
vl
- haX= Xg+(x,y) tart Xp -hoz az (X,,W]ivenés0<y<2.

-0

- Ugyanigy belathaté negativ y-koordinatakra, s ekkor y =1 eset éppen a lemma &llitasat
adja.

“~

3.1.5. Lemma: Legyén C egy zdrt gorbe, melynek van két ER-pontja. Ekkor vagy
{x(Xp),x(Yp)}={w,-0} , vagy a P-beli és Q-beli ER-konstans megegyezik és i:l; ﬁ

k(Xp) jelolje most a C Xy -beli gorbiiletér.

Bizonyitds: [Eldszor azt latjuk be, hogy C gorbiilete Xp -ban, ha létezik, akkor

megegyezik a kovetkez6 hatarértékkel:
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Ehhez a gorbiiletet a simulokor sugardbél szémitjuk ki. Tudjuk mar, hogy Xy -ban C
érintdje éppen az y-tengely. Jelolje 1(X) az R=(x,y) ponton is dtmend simuldkoér sugarat.

Legyen o = ZRXOO ésP= ZXDOR

B=1t—2a=n-2-atg(z)
X

10. abra

Szémoljuk ki az XpRO hiromsz6g tertiletét:
T=2r(x)y=37(x)" sin(p)

Innen a simul6kor sugaranak reciproka:

)

rx) y oo oy
Feltehet6, hogy sin(x) és cos(x) nemnegativ, mert az elsé siknegyedben, az origéhoz kozel

vizsgaljuk most 6ket. Ekkor igazak a kovetkezd trigonometrikus azonossagok:

cos(z) = L és sin(z) = S
Jtg'(z) +1 | 1 +1
tg’(2)
Innen : .
11
2 2
. \/§;+1‘ \/y—2+1
—py X
r(x) y
2
Mivel az origéban a meredekség :  lim E? -0
xec” Y
19




Igy:
lim __1__= lim -2_-§
XX, r(x) X-X, ¥
XeC

Feltéve, hogy C gorbiilete Xp -ban nem o vagy -, ekkor vagy lim -XT<°°’

vagy lim —) ©

X—X, y v

Az éltalanosség megsértésﬂé nélkiil feltehetjiik, hogy az elsé teljestl, ekkor ( 6 ) -bodl
1
~(k; +O(x,y))- (X—EG y )
vk +2K,-O(x,¥) + O(%,y) Y

Go-y' =%k, Qay—momw
yw+wmw»y(kwomm

X

1,-%
2 y? -
+d, - O(x,
+d,-0(x,y) 2 (x,y)

] N
Ahol ¢, dy ésdp konstans.Igy:

X-X, ¥ 2 X-X, ¥
Azaz
1 . X
QL
(13) 2 XX, y Y=Y, v?

Hasonldéan ( 7 ) -bol:

B— lim -—+ lim L
2
XXy y YoY, Vv

P 11 1
Azazo=p. lgy Xaq [P +[pQ XQ+[1T2’+'Y1>

0

, tehat | X Q|=
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Ha C gorbiilete Xq -ban *oo, akkor ( 13 ) -bél kovetkezik, hogy Yy -ban is de ellenkez6

el6jellel.

Kovetkezmény: Legyen C zdrt gorbe két ER-ponttal. Ha C konvex vagy ha C kétszer

differencidlhaté Xg -ban vagy Yp -ban , akkor az ER-komstansok egyenibek és
X,Q=YP

Biz.: Ha C konvex, akkor a gorbiilet mindeniitt nemnegativ, és ha kétszer

differencialhaté egy pontban, akkor itt a gorbiilete véges.

Tétel: Legyen C olyan zdrt gorbe, melynek van két ER-pontja és kétszer differencidlhatd
Xp -ban vagy Yy -ban. Ekkor C ellipszis.

Bizonyitds.: A 3.1.4. Lemma szerint C-nek létezik érintéje Xg -ban és Yq -ban, s ezek
[ -re merélegesek. A 3.1.5. Lemma szerint a P és Q-beli ER-konstansok megegyeznek

X,Q ﬁ Legyen £ az az ellipszis, melynek ER-pontjai éppen P

 (legyenezpl.a), és =

és Q ,. valamint atmegy X -n és Yg -n . Nyilvanval6an pontosan egy ilyen ellipszis van,

hisz az ER-pontok a fokuszok. E ER-konstansa P-ben és Q-ban a., hisz
1 1 1 1

+ == +
X P Y,Q

Y,P X,Q
Jelslje C gorbiiletét X -ban x(Xg), Yo -ban x(Yg), E gorbiiletét Xg -ban és Yo -ban kg .

0

all.: «(Xg)=x(Y)=xE _

biz. A 3.1.5. Lemma bizonyitasa és ( 13 ) szerint x(Xg)+x(Yg)=ct . Egyszertien lithato,
hogy ¥, = _Il; = EZL—. |

fgy 2-x, =x(X,)+x(Y,)

Tegyiik fel, hogy x(Xp) # k(Yo) , azaz pl. x(Xg) < x(Yq) -Ekkor k(Xg) < kg < «(Yp).
Ez azt jelenti, hogy C X -hoz kozel kiviil, Y -hoz kozel beliil fekszik E-n. Ebb6l adodik,
hogy 3X : X;exg és X # Yq tgy, hogy X eCNE .|
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hogy ¥ 1 analitikus legyen pl [x| < m , akkor |w-y?| =[x/ <m és 0()y*|<

De ekkor a {‘I—' ® (X)} sorozat CAE pontjéibél all és kbnvergé.l X -hoz, azaz X

tetszbleges kornyezetében van CnE-nek Xg -t6l kilonbdzé pontja. Ezek szerint C nem

haladhat E-n kiviil X egy kis kormyezetében.

Ugyanigy belathat6, hogy k(Yg) < x(Xq) sem lehetséges, azaz k(X)) =«x(Y,) = K‘,; = %

Ekkor (13)-bol : |
lim X -

1
—
(1 4) X->Xq y2 4

XeC

Paraméterezzitk 4t R2 \ ] -et a kovetkezd képpen: (R a valés szamok halmaza )
- X
X=  Xg+(x,y) belyett irjunk (W, y) -t, ahol w= v Az Gj koordinata rendszerben

jelélie ¥, a p leképezést. ¥, nyilvan definidlt és analitikus a {(w,y);O(]yz' Si—nl‘}
' W

halmazon valamely m konstansra . Ilyen m azért létezik, mert ha x és y elég kicsi ahhoz,

Iw|

- Igy, ba ¥, (w,y) = (W,,y,), akkor ( 8 ) -bol kovetkezik, hogy:

mert o = [

{wl = \7v(1-l~0(w2 -y,y))
(15) | 5
v =ky; [+ O y,y))

Ebbél latszik, hogy a {(w, y)ey= 0} egyenes ¥, megsziintethetd szingularitdsainak

halmaza. Definidljuk itt ¥ (w,0)=(w,0)-val, ekkor ¥, analitikus a {(w,y):'yz‘ sﬁ}
: w

halmazon.

Jelolje ¥, a ‘P, linearizalt alakjat.
(l4)> (i—a,()) ﬁxpontja ¥ -nek
(15 )= ¥, sajatértékei: 1 és k

Igy hasznéljuk fel a 3.1.2. Lemmat:

Az S= {(w, V):[, O (w,y) - Ga,o)

— 0,ha:r—> oo} halmaz egy C” leképezés az

y-tengelyrél a w-tengelyre G‘-a,()) valamely kornyezetében.
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Igy, ha 'y elég kicsi,akkor y-hoz pontosan egy olyan w van, melyre \PO(')'(W, y) > (%G,OJ

Visszatérve az eredeti koordindta rendszerbe: X, +(x,,y,) =¥ (X, +(x,y)) jelolést
“hasznalva, ha y elég kicsi, 3!x, hogy —x—'z - i—a.
(14) -b6l tudjuk, hogy ha X=X +(x,y) és C-ntart X .-hoz akkor limzz— = %a -
y

r

De ugyanez igaz akkor is, ha E -n futtatjuk a pontokat ami azt jelenti, hogy C
és E egybeesik valamely, X -t tartalmaz6 E, iven. Mivel E= U‘P(") (E )U{Y } ahol

W jelsli W r-szeri végrehajtasat, s ugyanez igaz C -re is, igy E és C megegyeznek.
Ezzel a tételt belattuk.

Kovetkezmény:  Nincs olyan kétszer differencidlhato zdrt gorbe, melynek ketténél t6bb
ER-pontja van. ”
Bizonvitas: Két ER-pont eg};értehnﬁen meghatdrozza a gOrbét, s €ppen az ellipszis
- fokuszpontjai lesznek az ER-pontok. Ha ketténél tébb ekvireciprokalis pont lénne, béarmely
kettSt kivalasztva az a pontok az ellipszis fokuszai lesznek. De ebbol nyilvan nem lehet
ketténél tobb. «
é
Megjegvzés: Nem szabad figyelmen kiviil hagyni , hogy nem minden ellipszisnek van két

ER-pontj a, mivel a kérnek csak egy van.

srer

Definicio: Egy kétszer differencidlhat6 zart C sikgdrbe ellipszis, ha vagy kor, vagy 1étezik
két kiilonboz8 olyan pontjia ( P és Q ), hogy VR e {P,Q}-ra igaz az ekvireciprokalis
egyenlet: '

+ = const.

ahol X,Y eCésX,R, Y egy egyenesre esik, ebben a sorrendben.
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3.2. A feltételek sziikségessége

3.2.1. Méar korédbban lattuk, hogy a 2. Tételben nem kotelezd feltétel a kétszer
differencidlhatosdg. Csak egy pontban ( Xg ) hasznéltuk ki ennek meglétét. Az erésebb
feltétel mégsem sziikiti le azon gorbék osztalyat, melyek eleget tesznek a feltételeknek,
hiszen, ha csak Xg -ban keétszer differencialhaté, mar abbdl is kovetkezik, hogy a gérbe
ellipszis, s az pedig mindeniitt kétszer derivélhato, igy -a kiegészitd feltételekkel- a két
feltételrendszer ekvivalens. |

3.2.2. Vizsgaljuk meg, sziikséges feltétel-e a két ER-pont 1étezése, azaz van-e a kdron kiviil
olyan kétszer differencidlhaté zart sikgdrbe, melynek egy ER-pontja van.

Egyszerﬁen konstrualhaté ilyen:

Pl: Induljunk ki a korbél. A lgévetkezékben polérkoordinéta_rendszeft vegylink alapul.
Legyenr(a) =1,haae {%,n] U[STR,R} gy az ER-pont az orig6, ER-konstans: 2.

CItt: r(e)=const.=>r'(a)=r"(a)=0
Ezért az X, Y, Z, V pontokban is teljestilnie kell ennek.
Elég a [O, Zﬂ -n megadni, mert a [n,%} -n egyértelmilien meghatérozott a fliggvény az

ezen itervallumon felvett értékek altal, hisz.
1 1

+ =
r(a) r(a+m)

Ebbdl:

(16) r(a+n)=?{((§)—)_1

3

Ezért definialjuk r -et a kdvetkez6keéppen: r(a)=1+ sa{%— oc) , ahol € kis konstans.
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r(c)

11. abra

Ekkor

s {5 ()
- 5[ 5o

és

Nyilvan r(0)= r(—g—) =1, r(0)= I"(ZZE) =0 é r"(0)= rn(g) =0.

>

(16 ) -bdl egyszertien jon r(n)= r(%n) =1 , r'(n)= r'(—32£) =0 ¢&s
r(n)=1" (%’3)' =0 ismivel:
_ . )
o) 1+sa3(5—a)
2x(c)-1 Zsas(g— )3 +1

Ha ¢ élég kicsi, akkor 280:3(—125—(1))-1, s ekkor a gbrbe a mindeniitt kétszer

differenciélhat6. |
Tehat van az ellipszist6l (kortol) eltérd Kétszer differencialhaté zért sikgorbe, melynek

van ER-pontja.

3.2.3. Szitkséges feltétel-e a kétszer differencidlhatésag Xo-ban?
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3.Tétel: Tetel Legyenek P és Q kiilonboz6 pontok a stkon és Zegyen o konstans, melyre teljesiil a
O(a( - feltétel.
PQ

Ekkor létezik az ellipszistd] kiilonbdz6 konvex gérbe melynek P és Q ekvireciprokalis-

pontja oo ER-konstanssal.

Megjegyzés: Ez azt jelenti, hogy ha nem kotjiik ki a kétszer differencidlhatésagot, akkor
még olyan két ER-ponttal rendelkez6 gorbe is van, amely konvex s az ER-konstansai
megegyeznek.

A kovetkezékben jeloljiik E -vel azt az ellipszist, melynek P és Q ER-pontja és ER-
konstansa o.. Hasznaljuk a kovetkez0 jelolést:

IaPQ egyenese, {XO,Y0}= INE , \Pl; ¥r és ¥ az X és Y valamely komyezetében

az elézdek szerint definidlt leképezések, X egy Xg-hoz kozeli pont,

Y = lPl(X) > ¢ = LXPX) » @7 AYQYO s Or = L‘P(r)(X)PX (r=12,3. )

C legyen kétszer folytonosan differencialhaté gorbeiv, mely atmegy X.-en és feltesszik,

: hogy C a P origéju polarkoordinita rendszerben f(8)-val van megadva, ahol 9 koézel van

¢ -hez. Hasonl6an ¥1(C) f(8) -val van megadva kozel o+n -hez a P origéji-, g(8) -val ®
+n -hez kozel a Q origdju- , tovabba LP(T)(X) f (9)-val @; -hez kozel a P orig6j
polérkoordinata rendszerben (r =1, 2, 3 .. .). A szoget az 6ramutatd jarasa szerint

Y X -t61 mérve értjiik

12.4bra
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(19) F'(8)=

A C gorbiiletét X-ben jelolie «(X), ¥1(C) gorbiiletét Y-ban «(Y) és ‘P(T)(C)
gorbiiletét y)(X) -ben k(¥ MX)). |

' 3.2.1. Lemma: Létezik Xg-nak egy N'¥ -invaridns kornyezete és létezik m, a, b, kg pozitiv

konstansok (kp < 1), hogy haX € N, C X -en dthaladé gorbetv és ‘f ’((p)] <m X-ben (az
el6z4 jelolés szerint) , akkor

(i) 04/ <Kqlo]

(ii) £1(0)|<klf (9)] +alo]

(iii) [x(Z0)-xX) < bA+xX))- (f'(9)]+]9])

Blzonyltas Vélasszuk k3 -t a kovetkez8képp

Y,P| [X,Q
. <k; <1
XP| |Y,Q
e o R [Fe
A 3.13. Lemma szerint létezik Xg-nak ¥ -invaridns kOrnyezete. .
XP| |YQ
| P [X,Q
tetsz6leges kozel lehet . -hoz, ha X elég kozel van Xg-hoz, igy itt kisebb, mint
X.Pl Y,Q
¥(X)P| '
ks, iXP' tetszéleges kozel lehet 1-hez, igy van olyan komyezet, ahol szorzatuk is
!

kisebb k3-nal. Tehat van olyan Nj ¥ -invaridns kdrnyezete X() -nak, hogy:

¥Y(X)P - ¥(X)Q-|YP .
(17) N, c<Xt ®) RQ <k3/\|(p1|$k3icp‘

) Xe Ve

Y1 definiciéja szerint:

1 1
(18) £(8) 1(8+m
Legyen:
F(9) = —— - L =c
£(9) £(S+m)

Vlzsgaljuk F’(38) -t a ¢ helyen.
f'(s) '@d +n)
£(9)* f(9+7t)
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Innen:

(20) | f,((pm):_(i%g)ﬁ) £(p)

Jelslje N’ az Y pontban ¥1(C) érintéjére éllitott meréleges (normélis egyenes) és a Q -ban

f11r " . .z r11 s G . P S
QY -ra allitott merdleges metszéspontjat, tovabba legyen 2 +v a QY és az érintd szoge.

N’ '

S

13. abra

\6’1\? = lg'(a)g m)|  (poléris szubnormélis) [3]
|Q7| =g(o+m)
_g(o+m)
tg(y) = o(0+7)
Hasonléan:
‘m =|f’((p+7t)]
~ _f'(p+m)
tg(o-o0+y)= fo+n)

A tangens fiiggvény 3sszegképlete alapjan:
t +tg(o—o
ta(y + o —¢) =BT BO-0)
1-tg(y)tg(o - o)

Helyettesitsiik be tg(y) €s tg(o — o +v) most kapott értékét:
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S (CEL)\

(21) go+m)=

g'(o+m)

f'(p+m) g(co+7t)+tg((P_m) _
flp+m) 4 g(o+m) a
1 o+ tg(o-o)
Atrendezve :
glo+m) | f'(p+m) | _f(o+m) B
2o +7) [H florm B¢ m)} form BO™®)
f'(p+n) f(p+m)
20 - £
Q0= Form 1@ @
fgy : |
g +n)[1—f—(‘ﬂ?—)f'(cp>tg(cp-—co)}=—f“"*l‘)f'(cp)_g(m +71)-g(o +mtg(e - o)
(o) f(o) _

Mivel ©® = O(¢), 1étezik m, )0, hogy ha |f'(¢)| < m, és XeNj  akkor

g'(m+n)-[1+o(ép)]=—i(f‘i’;—)?)f'(cp)g(mn)—g(m +1)+0(9)

f(0)’ ) korlatos ugyanis f(¢ + 1) < és f(9)* > 0.
('

Azaz:

: [_ 80 +m)f (9 + 1)

fo) (o) + 0(@)}(1 +0(9))

Ugyanez megismételhetd ugy, hogy X helyett Y -t , Y helyett Xj -et szerepeltetiink, ekkor
f(o) szerepét g(o + ) , g(o +7) -6t £, (¢p,) veszi at.
Ekkor:

£1(9,) = [4M°—"}g'(m +n)+0(m)}(1+0(m))
g(o + ) ) '

feltéve, hogy l g'(o+m) | .elég kicsi.
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Kombinalva ezt ( 21 ) -gyel, és felhasznéalva, hogy

’ — fl((pl)g(m)f(q)_i'n) !
fl(cpl)—[ f(0) el +7) f ((p)+0(<p)}(1+0(<p)),

fi(e)g(0)i(o+m) |  gl@+m)f(p+m), ..

valamint > 3 S
f(o) g(o+m) f(o)

ezert:
(22) £:(9,)] < [,

f'(9)+ O(9) |1+ O(9))
és (21)-bol: ,,
(23) g'(0+7) = O(f'(9)) +O(9)

ha |f ’((p)]sz és XeN2 valamely No W -invaridns komyezetre €s valamely mp

konstansra.

Hasznéljuk fel a gorbiilet poiérkoordinétés formuléjat: { 3]
(X = F@) ~1(@)f" (@) +1'(9)’

HORLOHE

Innen azonnal jon,.hogy létezik m; <m, , hogy ha XeN» és [f’(cp)f <m,, akkor:

o(x)- 1@ @) _ (1, (x))0(t(0))

24
(24) f(o)’

mert:

K(X)(H f'(cp):)5 _i@-1"(0) , F'o)
f(o) f(e) f(o)

(19) -et Gjra differencialva: ‘
0 Z[f'(cpf REECE n)’}_[f”(cp) R +n)’]
f(0)’ f(o+n)’ | [f(9)* _f(o+m)

(20) -bél:
SUCET f(o+m)*

2 i.‘((P'*'ﬂ:) 2!
= - f’ =T T
formy  To+n i) P ®)

f(o)*
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f(cp)—f’z’(cp)+K(Y)_f(<p+7r)-—f"(2<p+n):
f(o) f(p+m)

=K(X)+K(Y)—( LI )+(f"(“’)+f"(“’+“))

®(X) -

@) fo+n)) \f(o) fo+m?)
=k(X)+x(Y)-a+ 22'(((;"))4 (E(@)-f(p+m))

Innen (24 )ésazY -beli gorbiiletre felirt hasonlé formula alapjan:
k(¥) = (1+x(X))O(¢'(@))
Ezért:
(25) |K(X)":K(Y)—0l|=(1+K(X))0(f'((P))
Hasonléan:
IK(Y) +x(¥Y(X)) - OCI =(1+x(Y))O(g'(0 +7m)) =
| = (1+x(X))[0(¢) + O(f' (9))]
Innen a hiromszog egyenlStlenséget felhasznélva: (|a]+[b| >|a —b| > |a| - b))
(26) |K(LP(X))L— k(X)|= 1+x(X))[0() + O(f'(9))]
ha [f'(@)|<m és XeNp valamely Ny ¥ -invariéns kornyezetre és valamely m konstansra.
ko -t Ggy valasszuk meg, hogy k3 < kg <1 teljesiiljon. Ekkor (17),(22)¢és(26)a

lemma &llitasait adja.
.

3.2.2. Lemma: Adott € >0 -hoz létezik az Xy -nak olyan ¥ -invaridns N, kornyezete és
3m, pozitiv konstans, hogy ha X € N, és C egy az X-en dthaladé gorbeiv, melyre

If'(@)|<m,, akkor

(i) fi(o,)<e és
(it) h@OX)- o(X)<e

* Bizonyitas: Az 3.2.1. Lemma szerint, ha X € N és

|0,.1] < K4 £1.1(0,,0)| SK|f(9,)]|+ A

£/(¢,)|<m, akkor

és

(pr (Pl'

Ebbdl

0, < ol0,1| <’ [0,] <o <Ky o

€s
€71 (0 01)| S Ko[£1(0,)| + a0k,

3]




Igy , half' ()| és |o| elég kicsi, hogy

(27) sup %o'lf '(@)|+ark, " |o| }S m
akkor az 3.1.1. lemma ( i) rész€t alkalmazva az {f,’((p,)} sorozatra:
(28) [£(0.)| < ko'l ()] +ark,” o] <2k, (o] +[f'(9)))

minden r-re, ahol aj és k1 konstans 1gy, hogy kg <kj <1.
Tovabba az 3.2.1. Lemma (111 ) pontja szerint
k(@ @) @O® )< b+ x(FO®)) ({0 +Ho.)
minden r -te.
Ezért (28) felhasznalasaval
(@ X)) (E® X))=< c(1 +e(e® (X))) k" (f(0,)]+lo.])
Most alkalmazzuk az 3.1.1. Lemma (ii) részéta {((‘P"’ (X))} sorozatra:
ha |f' ()| és |o| elég kicsi akkor:
k(FOX))-x(X) <5 és 28)-bol £;(o,) < .
Ezek utdn konstrualjunk olyah gorbét, melynek két ER-pontja van, konvex €s mégsem
ellipszis.
Jelolie W az identitast, ezzel tetsz8leges egész r -re definidlva van egy w® Jokalisan
invertalhato, anal%tikus leképezés az E ellipszis kozelében, mely az E -t fixen hagyja.
Legyen T az E Xg -t6l és Y -t61 kiilénb6z6 pontja €s S=¥(T)

Jelolie Eg az E ellipszis [ S, T ] ivét, mely nem tartalmazza Xo-t és -Yq-t. Az [ egyenes
két részre osztja az E -t. Az a rész, mely tartalmazza Ej -t el64ll U‘P(’) (E,) alakban.

Hasonl6an a mas1k rész eldall, mint U‘I’(') (¥,(E,)). Mindkét részre igaz, hogy az ezen

eld4llitasban szerepld ivek csak a végpontjaikban metszhetik egymast.
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14. dbra
Legyen Cp egy kétszer folytonosan differencidlhat6 Eo -tol kiillonb6z6 goérbeiv, melynek
végpontjai S és T valamint S és T egy kis kdrnyezetében egybeesik Ey -lal.
Tegyﬁk fel, hogy a Cp minden pontja "lathaté " P-bdl és Q-bdl, azaz tetszéleges Q -bol

(ill. P -b6l ) kiindulé félegyenesnek legfeljebb egy kozos pontja lehet C -lal.

Legyen C az a gotbe, melyet E-bSl tgy kapunk, hogy ¥ (E,) -t ¥©(C,) -val és
po (‘PZ(EO)) t (\I’2 (CO)) -vel helyettesitjiik minden r -re. A konstrukcié miatt C
egybeesik E -vel a ¥(T) és a W (¥,(T)) pontok kis kémyezetében minden r -re,
tovabba C invaﬁéns Y1 és ¥y -re igy C-nek is ER pontja lesz P €s Q. (Feltéve persze,

\L .
hogy P-b6l.és Q-bol C minden pontja lathato.)

Mivel ¥® és P o, inverziikkel egyiitt analitikus leképeéések minden r -re és Cp
kétszer folytonosan differencialhaté gorbe, ezért C is kétszer folytonosan differencialhatéd
az Xg ¢s Yg pontok kivételével. |

Még meg kell mutatni, hogy C minden pontja lathaté P -bdl és Q -bél, valamint, hogy C
konvex, ha elég.ktizel van E-hez. |

Tegyiik fel, hogy Cp és Ep polarkoordinatékkal van megadva‘( f-(8) és fE (38) ), ahol az

origb a P pont. Definidljunk egy d metrikat asz -bdl a fentiv,,v moédon képzett gérbék

- osztalyan. ,

d(C,D)= sup max{fc(9)~ £ (9)}[FL(9) ~ £ (D), IE(9) ~£5(9)[}

S fos,o1]
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Ez metrika mert )

d(C,D) >0 és d(C,D) =0« C=D (ha az Ey iven megegyeznek, akkor a

konstrukcidbé! kévetkez8en mindentitt egybeesnek. )

é(C,D)=d(D,C)

d(C,D) < d(C,F)+d(F,D) (nyilvanvalo a definiciébdl )
Mutassuk meg, hogy ha d(C,E) elég kicsi, akkor C konvex.

Jelslje ¥ az E minimalis gorbiiletét. (k > 0 ) Legyen €= —;—K és Ng legyen az Xy

pontnak a 3.2.2. Lemir}éban kapott € -hoz tartozé kémyezete, mg a lemmaban szerepl6

konstans. Legyen NcNg Xg -nak olyan komyezete, hogy |fé((p)|_<.—;—m8 N minden

- pontjara.
Vegyiink egy olyan egész s -t, hogy ¥ < N.
Mivel W lokilisan invertdlhaté analitikus leképezés Eg -hoz kozel, ha 4 egy kétszer

¢

folytonosan differencidlhat6 gorbeiv Ey kozelében és X az 4 égy pontja, akkor a ¥©(A)
érintéje a P (X) pontban foly‘conosanv véltozik az X és az 4 X-beli érint6je szerint,
valamint ¥® (A) gorbiilete o (X) -ben folytonosan véltozik X, .az 4 X -beli érint6je és
az A X -belxi i gorbiilete fiiggvényében. Ezért ha d(C, E) elég kicsi, akkor ¥®(C,) < N.
]f (¢)|<m, a ¥¥(C,) minden pontjéban és K(X)> k VX e¥P®(C,), ahol x(X) a

‘P(s)(CO) X-beli gorbiilete. |
A 3.2.2. Lemmét alkalmazva a ¥ (C,) tetsz6leges X pontjara:

(29) f,..(0,)|<e
és
1
(30) |K(}P<')(X))—K(ng=§1c (r=1,2,3...)

(29) = C lathaté P -bél, és (30) = C gorhiilete legaldbb .%@_0 az (XO,‘P‘S) (T)] iven,

mivel ezen {v minden pontja elééllithats ¥ (X) -ként valamely X e ¥ (C,).
Ha d(C,E) elég kicsi, akkor VX € Cp és VO<r<s -re a ‘P(f)(Co) lathaté P -boél és
K(‘P(') (X))Z -;—K , mert Cp analitikus leképezések melletti képeinek véges halmazan

d(C,E) megfeleléen kicsinek valaszthatd, s az s-nél nagyobb indextiekre pedig a fentiek
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szerint ugyanez igaz.fgy, ha d(C,E) elég kicsi, akkor C l4thaté P-b6l és igy Q-bol is és
pozitiv gorbiiletii az (XO,T] fven.

Hasonl6an beléthaté ugyanez az (X,, ¥, (T)] , [S,Y,) ésa [¥,(T),Y,) iveken is.

fgy C gorbiilete pozitiv Xg és Y kivételével minden pontban. Lattuk, hogy C -nek Xg-ban

és Y(-ban létezik érintdje (az / -re merdleges egyenesek), igy C konvex.

Ezzel Hallstrom eljarasat kovetve konstrualtunk olyan konvex, zart gorbét, melynek két
ER-pontja is van és nem ellipszis.

Nyilvanvaléan ez azt Eelenti, hogy C nem differencidlhaté kétszer az X vagy az Yy
pontban.

Tehat a 2. tételben minden feltétel sziikséges.
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4. Osszefoglalas

Az elézbéekben az ellipszis két, az eddigi megkozelitésekto] kiilonbozd jellemzését
adtuk meg.

Az elsd egy specidlis szimmetriai tulajdonsdg, mely szerint az ellipszis tetszéleges
irAny1, parhuzamos hirjaihoz létezik pontosan egy olyan egyenes, mely ezen hirok felezési
pontjain halad keresztiil. Ahhoz, hogy ezen tulajdonségot definicioként hasznalhassuk, azt
is meg kellett mutatni, }mgy ez a folytonos, zart gorbék koziil csak az ellipszisekre teljesiil.
Ennek belatdsdhoz megmutattuk, hogy megfeleléen felveﬁ koordinéta rendszer esetén, a
tengelyekre esé pontok egyértelmiien meghatérzié’.k a gorbét.

A masodik jellemzé tulajdonsag az, hogy minden ellipszis -a kér kivételével- két
ekvireciprokalis-ponttal rendelkezik. Azt is belattuk, hogy ha egy folytonos, zart sikgorbe
kétsZer differencidlhat6 és két ER-ppntja van, akkor csakis_'eﬂipszis lehet, de 1étezik az
ellipszist6] kiilonboz6 folytonos, zart sikgérbe, melynek két ER-pontja van. Ez viszont
nyilvin nem minden pontjaban kétszer differencidthaté. A tételbdl az is kovetkezik, hogy a

kétszer differenciélhaté, zart gorbéknek legfeljebb két ekvireciprokéﬁs—pontja lehet.
4

- Koszonet mondok Dr. Kurusa Arpadnak a dolgozat elkészitéséhez nyujtott -

segitségéért.
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