RONTGENSUGAR PROBLEMAK

SZAKDOLGOZAT

Készitette : Nagy Tibor
mat.-fiz.szakos hallgaté

Témavezets: Dr.Kurusa Arpad
egyetemi docens

JOZSEF ATTILA TUDOMANYEGYETEM
GEOMETRIAI TANSZEK
SZEGED,1995.

<




!

!

TARTALOMIEGYZEK
Bevezetés ....cccciiiiiiiieeee e SETTRR e 1
LFejezet oo e —————— S e 4
PR T et 13
 BFGOZEL e, e 2
AFEIEZEE ..oviee ettt te et aaeeneaneeneane e 23
S.Fejezet oo PRSP 29
6.Fejezet .................................................. 45

IrodalomjegyzEk ..o e e 49




Bevezetés

Rontgensugarzas (vagy X-sugarzas) akkor keletkezik, ha gyorsan
mozgd elektronok valamely anyagba titk6znek. Ha a rdntgenforrasbol
kilép8 romtgensugarak elé fényérzékeny lemezt tesziink, akkor a lemez
er8sen megfeketedik. Ha az erny8 és a sugérfqrrés kézé Valdmily@n anyagot
is helyeziink, akkor a lemezen s&tét és viligos foltokat észlelhetiink. Ha
ugyanaz a sugarzas egy masik anyagon halad 4t, akkor teljesen mas képet
kapunk. Ennek oka, hogy ugyanazon keménységd rontgensugirzas
kiilonbdz6 anyagokon valé athaladaskor annél jobban gyengiil, minél
nagyobb az anyag sfrfisége. Tehdt ha a réntgensugarak fitjdba példaul
szeget vagy csontot tesziink, akkor a fluoreszkald erny8n a fémdaraboknak
illetve ¢ csontoknak a komyezett8l élesen kiilonalld arnyékképét
ﬁgye]ﬁhetjﬁk meg. Ezen alapul a réntgensugarak gyakoﬂati alkalmazasainak
nagy része, az orvosi ¢s a technikai réntgenatvilagitas.

Irjuk fel a gyengitésre vonatkozé ésszcﬁiggéséket! Az I, er8sségl
rOntgensugarzas er8ssége az atsugarzott réteg ’d vastagsagaval
exponencialisan csékken

_ET o ]O oe—,U'd

ahol i a "gyengitési egyiitthatd™.

Az el8z8ek alapjan érvényes a kovetkez8 Gsszefliggés is:

I
]&n-j-= .[P

0 gest




ahol a p az anyag stiriségfiiggvénye.
Ezek az eredmények a matematikaban is szamos kérdést vetettek fel.

1961-ben P. C. Hammer azt a problémat kezdte vizsgalni, hogy hany darab

" rontgensugér sziikséges ahhoz, hogy egy konstans stirliségli, nem ires,

sikbeli konvex halmaz szerkezetét megismergiik.

Gardner ¢és McMullen 1979-ben e probléma Vizsga’lhm kapcsan
megmutatta, hogy két konvex halmaz ;m@gkﬁlﬁnbéztetheltﬁ a rontgen-
fényképeik segitségével. Jelenleg azonban még nem létezik olyan médszer,
amellyel teljes mértékben rekonstrualni lchcﬁle .egy konvex halmazt a
rontgen-fényképeinek segitségevel. Mivel végig olyan halmazokra t3rténtek

a vizsgalatok, amelyeknek a slrfiségfiiggvénye konstans volt, igy az eldbbi

 képlet jobb oldalén lev8 integrdl éppen a rOntgensugir irdnydban a

halmazon atmend hGr hosszat adja. Ezeket a htrokat -amelyek (vagy a
hirok meghosszabbitasai) egy rdgzitett egyenessel 8§ szGget zarnak be-

nevezzilkk ezutdn f{0) hirfiiggvénynek. A hirfiiggvények segitségével

“Bizoﬂyos esetekben elméletileg lehetséges, hogy a kivant pontossagig

~ felépitsiink egy K konvex halmazt. Nyilvanvald, hogy az eljardsunk annal

pontosabb lesz, minél t6bb rontgen-fénvképet készitiink. A probléma igy
) Qe

tehat valojaban az, hogy a P1 és P2 kiilonbdz8 pontokhoz tartozé f1(8)és £2(

0) harfliggvények segitségével hogyan lehet felépiteni a X konvex halmazt.

Ehhez azonban el8szdr meg kell vizsgalnunk, milyen a P1 pontok helyzete a

K halmazhoz képest! Legyen kezdetben adott egy P pont és a K halmazhoz




]
f

tartozé f htrfiiggvény. Az f fiiggvénybsl kovetkeztethetiink a P-nek a K-hoz
~vald viszonyéra. A P pont akkor és csak akkor belsS pontja K-nak, ha az f
folytonos és nem eltiing ﬁiggifény. Ha az f(0) valamely 8;-kre eltiinik, akkor

a P vagy kiilsé pontja vagy pedig hatdrpontja K-nak. Ha P egy hatarpontja a

K-nak, akkor a K-nak az f hirfiiggvényekkel valé rekonstrukcidja -a P-re
valé tikrézésektdl eltekintve- trivialis. Ezel}tﬁl tegyik fel, hogy a P, és P,
pontok egyike sem hatirpont. Ezzel azonban még mindig egy probléma
meriilt fel, hiszen ha a P;-k kils8 pontjai a K halmaznak, akkor két
Iényegescn kiilonboz8 esetet is meg kell vizsgdlni. Az egyik amikor a
sugarforras végtelen tavoli pontban helyezkedik el, a masik amikor a
sugarak véges pontbol érkeinek. Az el8bbi probléma lényegében azt
mutatja, hogy a K. halmaz Vizsgélancié htrjai parhuzamosak lesznek
egymassal. Ezt az e;;tet hivjuk Hammer' rontgenkép problémajanak, de
ennek bizonyitdsat itt nem végezzik el M1 csak a masodik eset
bizonyitdsaval foglalkozunk, ezt fogjuk a pontforrdsokra vonatkozd
r6ntgcnpr§bléménak nevezni. Tehat ennek a dolgozafnak a végsb célja az,
hogy a kdvetkezd tételt bizonyitsuk:

Ha a P gs P, bels@ pontjai a K konvex halmaznak, akkor a
rajtuk atmens \fl és f, hﬁrﬁiggvényf:k egyértelmiien meghatarozzéak a K

halmazt, viszont ha a P, és P, kiils§ pontok, akkor K halmaz vagy a P és

P, pontok kozdtt fekszik, vagy pedig a P és ;Pz azonos oldalén.




1L.FEJEZET

A tovabbiak érdekében mondjuk ki a kdvetkezd lemmé.t:

7
/

1.Lemma: Legyenck {x,} és {y,} valds szamsorozatok és legyenck M, M,

R, 11 és k<1 nemegativ szamok.

Tegyiik fel hogy:
X, =%, | S p kT x, ﬂ-zM*jv’n;Ble K
&s |Vyu| S HKT *’xri—l-k-}yrg—ﬂ- M, k7
ahol »=1,2,...

Ekkor y, — 0 és x, — x, valamely x4-1a.

(1)
@

Részletezve: egy adott m szdmhoz, amelyre k<m<l , létezik olyan A szdm,

amelyre érvényes, hogy

Y| <R

O

*1

>

Jv’,\ﬂA'm‘v

<A-m

JC;‘,""%O

Valamint, ha M1=0 és y1=0, akkor egy adott 50 -hoz

| |3‘f0‘“3f1}55"x1’ |

feltéve azt, hogy u elegend8en kicsi, példaul

Oy suMk J)




Bizonvitas: Ha az (1) bal oldalérél az |x, |-et 4tvissziik a jobb oldalra,

kapjuk:
[ | < (1 ) 3, |+ |y | M0 ©
Most szorozzuk meg M-mel a (2)-t:
(%) M|y |SM -t R 5|+ |y | - MM, MK
valamint (1—)-val szorozzuk a (6)-of: -
(k%) | X1 | (1-0) < (e Ky (1-k) | x| - M(1-K) |y |+
M, (1K)

Most adjuk Sssze a (3)-ot és a (¢ *)"Otf
M| ypt | *| X | (1= F) SM,[%ykrlxr|+k'|y,\,|M+Ml°M- K+
H1+@ B)-(1=F) | x|+ M-(1=K) |y, | *My-(1-k) K
Atrendezve: :
M| Yoo | | Fea | (1F) < (1=R) |35, | +M |y | M - 2 - K | %0 | +
& |y, | MM, - M- K u -kf-(l—k)]xrl—M-iqyr[f
+M (1-B)k
vagyis
M [Pras |+ [Tt | (170 < (1= B) |5, | +M |3, | +
- K-MFL =B x|+ MA-(M+1 ~ k)

Bevezetve a kivetkez8 jeloléseket:
2 =(1K) | %, | +M | 3, |
Zpy=(1=F) [y | 7 | e |
Gksek) Z SZF4 - K-M+17k) | x|+ MK -(M+17k)




Ezutan vegyik a kévetkezd egyenldtlenséget:

MAM+1-k)
,u-ﬂa/[\y},‘%-/x 1 = k720

Ez biztosan igaz lesz, ha a tétel feltételeit figyvelembe vesszik.

Végezziik el a kdvetkez8 atalakitasokat:

V(M +1-k |
,&M‘y},H-,uj «1( 1= % )~kr2M1(1—-k)+kM1—M1

; li"r"'ﬂ' -
Mrl(?i__kl k)_kfr_.Wl EMlﬂ—kJ’

(1M+1~;lf:)+ (M+1-%)?

My + /;@M(y,,( + U
MM +1=F) | pMly,

1-k 1=k o p? k=
(M1 |
0t YDy geen
] {\ A+l 3 ' 1=
Legyen o = M, Aif_ kl K)o ﬁ,z,u(Ml’_ ;}; k)

Ezekkel felirva az €l6z6 sort: ‘
o+ M|y |+ SK-akz M1 -k) 54
ak+EKM|y, | ra LI —a K™ 2 MK (0 +1 . k)

A (i )-ban lattuk, hogy ‘

Ze S 204 ROH1E) | x|+ M (34+17F)

Az elézbek alapjan viszont igy tovabb tudjuk felilrol becsiilni az

egyenltienség jobb oldalat:

Zra Szl - ROMF1R) | %, |+ @ K+ 8 KM |y, |+ @ £ -

S !

frjlﬂgbe -t ebbe a sorba:
Znt @ K<zt GH (R | %, |+ KM |y, |+ @ BF +a K




“poep

Zpta K 'sz 4z, K +a S +ak
V. egyﬁk észre, hogy a jobb oldal szorzattéd alakithaté:
Zpt & K< G+ a(1+68K) (7)
Hak <1, akkor HU + fBk”) konvergens.
, =1

Emiatt a {z,+ak’} korlatos lesz, ugyanis:

z,+ @ < (z)+ @ K1+ 6 k)
zt @ B< (2t @ Y1+ ,6K)

zt @ K< (z+ @ Y1+ 6 F)

Zqt @ K< A a D+ EK)
Szorozzuk Sssze a fenti egyenlStlenségek megfeleld oldalait!

Rendezés utin kapjuk:

Zgtok™ < (7 +w’ff)[ﬂ(1 * ﬂkf)]

L 1=1
A jobb oldal els8 tényezdje egy konstans, a masodik tényez8 viszont, mivel
konvergens, igy korlatos is.
: D

Tehét {z,+ok } korlatos lesz. Viszont ebbdl kdvetkezik, hogy {x,} és {y;}

is korlatos lesz, hiszen ezekb8l épiil fel a {z,+ak’ }.

(la-»

+ My, [+ o’} =1{z, +_0fk?’})

Xy

-3 -




Ezek utan a (2) sorbdl kévetkezik, hogy y
Y., | Suk xr‘+M1kr +ky

‘Jf;»+1’ < MLET + k‘y},‘

ahol M, fiiggetlen az r-t51.

Ismételten alkalmazva az el6z8 egyenlStlenséget:
| Vet | S MK+ |y, | S MO AR+ | ypy |) <
< MK +ME (MK 4k |y |) <
< My +ME MK +. . MK+ |y, | F

Az utolsé becslésnél » darab (MK tag szerepel:

Eyr-l-l H < MR+ EJ’l ﬁkr (8)
o
Bzt helyettesitsiik be az (1) egyenliStlenségbe:

| X2, | € 22 B |3 |+ M|y, | FMK
| X%, | S 2 K | % |+ (r = DMK K | 3y | FME

< k”[,uxr +%§‘ + ﬂ/fl] - Mzkr_l + }‘zwgkr_l

ix?n__].— x’/

‘Ml + M .

R
Legyen A, 2 M]Jf:;,l + T .

fgy adédik, hogy: 4
< kT M5 + Mok

Xy1— | < 7ET MG+ PR

1=, < ;ka’[M;‘ + Mf}
M 5

k

Legyen M3 > My +

X=X, < Mk < (k%’?)rﬂ/@ ,




Mivel » — oo, igy Kﬁ: — 1 és k<m mmatt adédik. hogy
H Kr-1" %y ﬂ < Mym,
ahol M, és M, figgetlen »-t0L
gy, ha r<s |
| 2657 | = | B Xsy T X 0 T 0™ - X X | S

S Exs—%s—l ﬂ - ﬂxs—1~x3—2 i TooT Exrﬂ_xr ﬂ

Itt minden tagra alkalmazhatjuk az el8bb levezetett egyenlStlenséget:

- ﬁxs”xﬁ—l ﬁ T ﬂ Hs-1" %52 ﬂ T ﬁxrﬂ_xr I S

< Mm* 2+ A =M (T T L )=

. ]_ms—r m?’
= e < A
Mm-S Ma12,
Tehat kaptuk, hogy
Xs— X < M L |
SCTR A e B [ ©) T~

Ha igy adunk meg egy {x,} Cauchy sorozatot, akkor a (8) sorbdl

n
Voor < (BAP) My + B[y

‘%H[ <MLk + kT

Vel <7 My +m |y
Vrad € (M + )
Legyen A2 Mt |y,| .
ey belittuk a (3) ALlitast: |y, | < At

A (9) sorbdl pedig adddik a (4) allitas, ha az 4 konstanst Ggy valasztjuk

meg, hogy




M,
1—m

Az

Most bizonyitsuk be az Lemma allitasanak utolsé részét!
Ha M;=y,=0, akkor a definicié miatt o=0.
Igy a (7) sorbdl z., <z, (15 K) .

Ezutan végezziik el a kdvetkezd becslést:
Zyil - Zyel % Zy—1 . 3 Z
2 Zy  Zy-1 Zr-2 Z 4

oy

ez pedig az €l6z8 sor alapjan biztosan kisebb mint

110+ )

g=1
Err8l1 viszont mar tudjuk, hogy korlatos, azaz

B ]+ me) < 04
Z g=1

Helyettesitsiik be a z, definicidjat és vegyik figyelembe az M;=y,=0

feltételt!
Q-+
A=k 77
Mivel a szamléloban csak pozitiv mennyiségek vannak
AN ol Y
a0 bl M
1-k%

Legyen M =max(M-, v, - M)

Ekkor teljesiLhogy |x,|, |y,| < Ms\] x,| ahol M; fiiggetlen az -t8l és az

X1~ 61.

‘Vegyiik a (2) sort, ugy, hogy a feltételeket figyelembe vessziik:

|Vr1 | S 2 B % | K|y |

10




Az |y,|-ekre alkalmazzuk t3bbszor ezt az egyenldtlenséget!
et | S 2K |2 |+t K | %y |7 95|
| | S K |50 | T K | Xy |2 K | X | 7R | 3ps |
Veégezzik o ezt a becslést r-szer

Vyerl < ﬂk}’g‘xf"" E < ﬂk::il’xgl

|7:1]=0

Mivel minden |x;|<|x; | M; és  darab ilyen |x;| van, tovébb névelhetjiik
a jobb oldalt:

| |7re1 | S 2 KM | %, |
Ezt az eredményt, és az |x,|<|x;|Ms -t haszniljuk fel az (1) sor
| becsléséhez, ha tudjuk, hogy M= y1= 0.
| Xp % | S ,&fkr{xr'%—Mly,,(l-ff 0
|xr% | < 4 K M | %, |+M(r - DMz & | |=

= K | x| Ms(1+M(r-1))=
A+ M=)k

xl‘ 5 mr

4
(ahol tudjuk, hogy k<m<1)
k v
= b M5 (14 M (r - 1))[;]
k kY
Ekkor viszont —<.1 igy | —| — 0, ha r—w0.
i m

Belefoglalhatjuk a konstansokat egy nagyobb konstansba:

My(1+ M- 1))[;[3] < M,

- azaz kaptuk:

11
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| Xpe12x, | < Mgn' 4 | x, |

Ha most az x, hatarértékére felirjuk azt a sort, hogy

]xo -x1| Si Slxll,uMsim’ -

=1

X,

P+1

‘ _ = ;_ m
viszont innen latszik, hogy Z m = 1-
=1 m . . |
n
Azaz lxo"xl\ < ﬂ}xllMs 1= m
. G < o (1—m)
egyvenezutan (4 < ———
&y H Mgm

behelyettesitve adodik az (5) sor allitasa

| X | £ |x1'|

Ezzel az 1. Lemmat teljes egészében belattuk.

12




2. FEJEZET

Tegytlik fel,k hogy egy konvex halmaz, amelyet a K gbrbe hatarol,

valamint a P; és P, pontokon atmen8 / egyenes messe a K-t. Ezzel é
metszéssel az lesz a célunk, hogy taladljunk az f; és f, hﬁlﬁiggvények és az [
MoK X, és Y, pontjai kdz5tt. A kés6bbickben (4. lemma) meg fogjuk mutatni,
hogy egy ismeretlen konvex halmaz X, és ¥, pontjait az f; és f, harfliggvények
mcghatérozzék. Ehhez azonban el8szor bizonyitsuk be a kévetkez8 segédtételt.
(Megjegyezziik, hogy az f(6) és f,(8) megadasiban a @ szbget az /-0l az
c’)ramutats jarasaval ellentétes irén};ban értjiikk, valamint a vektorok bels6
szorzatat a sikon { ,  zar6jellel fogjuk jeldIni.)
2. Lemma: Legyen K egy konvex halmaz és legyen / egy K-t metszG egyenes,
amely az Xj és ¥, pontokban metszi a OK-t. Legyen P egy pontja az /-nek és
jeldljik a PX, és PY, el8jeles hosszasagokat p-vel és g-val. Ha ¢ egy [-re
merdleges egységvektor és X, egy olyan halmaz, amelyre

K={XeK: [{P-X,p>|2 £}
akkor

e dX PO o —g-lodgl~(p—
fim> Kjgm {mdﬁ' =p-logpi-g-logg ~p-9)

ahol /" a K harfiiggvénye a P ponton at.

13

s




Bizonyitas:

Tekintsik a kovetkezd abrat:

o

1. dbra

A bizonyitas elsd részében a K halmaz [ "feletti” részével fogunk foglalkozni.

A satirozott részek lesznek azok a pontok, amelyek beletartoznak a K

halmazba. El6szér a K;r-al foglalkozunk, amely nem més, mint a K, [

feletti része.

dX
J.}/P Xgp} té}P—X\smG(x)

PP

jeloléseit. Téryiink at sikbeli polarkoordlnatakra:

g

14




X=(rcos# ,rsind) és dX=rdrd# , valamint
b(Z)y-a(Z)sf7)
(az 4bra jeldléseivel: PA=a(6) , PB=5b(6) és PC =c(6) )

Tehat ezekkel a jelolésekkel folytatva:
b(&) 5(6) drd@

J\P X\Sméi(x)""; E“@rsm( %[E[ sin{ 6)

Kiintegralva: ,
JZ’T) drd@ jb(é’)—a(é‘)dg
blesn(® 5 sin(d

Nekiink elég, ha csak 64-t6l 6,-ig integralunk, mert ezek kozott talalhatd a
K.
jb(@—a@ jb(@%(@

jf(@dé Jx@fd@dg

mivel A 6=b(6)—c(6). Az elésS tagot bontsuk két részre és vegyiik észre, hogy

a & ﬁlgg az &-t6l. Igy kapjuk, hogy

8y(8) & - :
ffce) FAC PR L (CFPR N Ul (CYPRR
Slﬂ( 9) = Sll'l( 9) 8o(&) Sm( e)

Tudjuk, hogy 6,(¢) = xs+28;(&) .

Tegytik fel, hogy 6,(s) = k¢

ekkor & =lm M
g

15 -




gy a (%) 2. tagjéra frhatjuk, hogy

Jf_(yg) edv—é(p-q)'[ldv ha £¢—>0
| sin ve LV

€ 1 paeso

sinve v

mivel

Miel6tt a 2. tagot alakitanank tovabb, vizsgaljuk meg a 3. tagot. Az 1. tag

megegyezik az allitasban szerepls taggal, igy azzal nem foglalkozunk.

2.abra

A 3. tagban elég csak 6,-101 6,-ig integralmi, hiszen utdna nincs értelme a

szamlaldénak:
| G2 (&) & (&) a(8) :
f a(h=c(@),,- J a(@)=c(0) - rdrdd
oy(s) SO (s SO o) cley TSI Y

Jelolyiik most a besatfrozott teriiletet M-mel, valamint az egyszeriség kedvéért
vezessiik bea dX=rdrd6 ¢s y=rsinb jelﬁlésekct.

Miel8tt tovabb mennénk vegyiik figyelembe a kovetkez8ket:

16




3. dbra
ahol 13170=q s }To:p.

Kinagyiﬁa a hasonlé haromszogeket N

My
-y
&9
L
o

4, dbra

Tehat

X0=y-5  0L=5
I,L




innen Ezlg—g(qw')

valamint lathatjuk, hogy &= ctgd

Felhasznalva a parhuzamos szelSk tételét (el5z6 abra)

E_pte_p
5 q+§-—%q ha —0

imen X&) = Py g2 x(&)
q

legyen y=1vs, ekkor dy=edv

Mindezeket figyelembe véve az 4j jelslésekkel folytatva a 3. tag 4talakitisait:
&
1(g+8(&) (g~
[lar= ] l@re@ G-se)
[924 &Y é(&)

vagyis attértilnk az X szerinti integralasrdl az y szerinti integralasra.

X
Felhasznalva szamitasainkat kapjuk, hogy

j’ i(g +ctg(%€+ 6’27((8)))'(1’8—%8‘6’2]((8))

%+3K(3} ve %8 + gZK(g)

edv

Abban az esetben, ha az & — 0 -hoz, a kdvetkezd hatarértéket kapjuk:

ahol legyen V'—'—X— , igy dX = pdv.
P

q 14
% b
Helyettesitsﬁnji be!
(£ - )Pl

[~

? ) p

]

J4dX(pXQ) =(p-q)- [ {dx =

18




=p=q-q/InX|’ =p-g-gq(np-Ing)

Tehat kaptuk, hogy

o1 _
| A0 =Oy9=(p-g)+q(np-Ing) (%)
0508 sin &
Tudiuk hogy x=1m P ha £—0. fay fhatiuk, hogy
&

. tg6,(8) Pz 1 1
K= =lim =l ==

fm = =hm= > =hmo o =0

Igy most mér visszatérhetiink a 2. tag alakitdsdhoz:

ff( VeE)

sm Ve

edv— (p—q)j%/dv ha ¢—>0.
1 |

Igy folytatva:
1
1

}9‘1 5 1
(p=9]dv = (p=g)|lnv [ =(g- plnp.
1

Teh4t kaptuk, hogy

(8 2 p 19
[ L9299 (- pymp (k)
sin & |

&

Most méar (%) &s (k%%) segitségével visszatérhetiink a () leirdsdhoz,

ha 6 —0:
& _i/@
Kf+<P_X’¢>{ ngd!?-(q p)lnp=(p=g-glnptqlng)=
RYICY

dé+g-p+plnp—qglng
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Hasonléan végicrcsinélva az cljarasta K_ tartoményra is, ha ¢— 0 kapjuk,

ff (@d9+q ~p*pnp-glng

A kett6t 6sszeadva adodik az allitas, ha £ — 0

f [ +] = J f(g)d9+2(q p+ plop|-glnjg)

K, K+ K7 &

A végeredmeény:

WG,
J‘\P Xga J;smﬁ

hm— d@|= plnjp|-glnlg|- (p—q)

Ezt a Lemmat tovabb folytatva, nézziik meg hogyan tudjuk alkalmazni elSbbi
eredménytinket két kiilonboz8 P; és P, pont esetén.

Ehhez kapcsolédik a 3. lemma.

20




3. FEJEZET

3. Lemma: Legyenek a K konvex halmaz hurfiiggvényei a P; és P, pontokban
fi ésfy . Legyen/ olyan egyenes, atmegy a P; illetve a P, pontokon és metszi K
halmazt. |
Vegyika p;, q;,p;,q, ¢rickeket a kovetkezd el8jeles tdvolsagokra:

PX,, P Yy, P Xy, PY,.

Ekkor :

Hm_ﬁgfz(ﬁ) PIC dg}

1
2 sin @ sin &

s—>0 <~

= (pylogp1| ~ g1 loglgs) = (s log| p»| - 4 logla, )

Bizonyitas:

Valasszuk Ggy a ¢ egységvektort, hogy legyen mer8leges az [ egyenesre,

- vagyis |
(P1=P,0)=0.
Ebbdl viszont kdvetkezik, hogy
e gl e
it (B-X,p) | (B-X.p)

3 KE




Most p;—q;=p,—g, , mert ez éppen az XY, hur hossza, igy ha alkalmazzuk a

2. lemmat az €16z8 sor mindkét oldalara

- .
o1 axX K_Efl(é’)
— = | ££2d8i=pl — g+ loglg, — -
1;_]3012 Kj (B[—-X,ga}l { S0 0 P Og‘}?l‘ d1 Og»‘hl (pr—aq1)
i 3
.1 dX ”"Sﬁ(é’) , |
=} ——- 2“2 déi=p, lo —g, lo - - .
13££12 g K P, - X, QD)\ { sin O 1) g{Pzt g9 gl‘?z[ (22 —42)

Adjuk 5ssze a két sort, és vegyiik ﬂgycleinbe az eddigi kikotéseket:

. hm%[zj‘—szz—@dg— ;zswde}z

530 sin & sin &
= (pylog|py| - ; loglgi) — (p2 log|pa| — 42 loglgs )
és éppen ez volt az allitas.
A kovetkezd lemméban prébaljuk meghatarozni a Py és P, pontokbél

hizott f; és £, harfliggvények segitségével azokat az X és Y, pontokat,

amelyekben az [ egyenes metszi a 0K-t. (Az [ egyenes tartalmazza a P, és
P, pontokat.) |
Emlékezziink r4, hogy a kordbbiakban emlitettik mar, hogy az f; és 5

hirfiiggvényekb8la P, és P, pontoknak a K-hoz vald viszonya egyértelmi.
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4. FEJEZET

Ezek utan kimondhatjuk a kdvetkezs allitast:
4. Lemma: Ha P, és P,  bels8 pontjai K-nak, akkor az f; és f,
hirfiiggvények egyértelmiien megadjak X, és ¥, pontokat. Abban az esetben,
ha P, és P, kiils8 poutok, akkor az XY, szakasz vagy Pi és P, kozétt van,
vagy a P és P, ponfok ugyanazon az odalan vannak az X,¥, szakasznak.
Bizonyitas:
Legyen m=f,(0)=£(0) =p1~a1= pr=dz -
A 3. Lemma szerint meghatarozhatjuk f; ésf, harfiggvényck segitségével

[F(p)) —F(p,)] -t, ahol
FOy=tlog|t|—(¢—m)log|t—m]|
Ismerjik a (p,—p,)-t(eza PP, tavolsag), és igy kapunk egy kétismeretlenes

egvenletrendszert p;-re és p,-re:

p—p=A4 }
F(p)—-4(p,) =B

Tegyiik az origdét a P; pontba. Ekkor minden esetben m >0 .

(10)

Keressiik a megoldasok szamat.

pi=pt4
F(p)=F(p,) +B -

Fp,+4) =Flp,) + B




Keressiik a
@ (p)=Fp,+A)— F(p,) —B=0  egyenlet megoldésait.

P(py) =F(p, + A - F(py) =
_n 224 |_1n P2
pytA-m P m
=In (7 + D(p, —m),
py(py + A—m) |

Keressik mega @ (p,) fliggvény lokélis minimumat illetve maximumat!

a.,
(P * D(py—m) —1
D(py t A—m)

2 —_ 2
py  Apy —mpy = Am = py t pyA=mp,
—Am =10 |
Nincs megoldas, hiszen m#0 és 4=0 , mert akkor pi=p, lenne.

b.,

(2 + D(py=m) _
p(pytA-m)
~(py+ D(py—m)=py(py+ A-m)

Am
0=p; "'Pz(A"m)“—z—

=m—Ai\/(A—m)2—2Am ___m—A-_‘i:\?AZ +m?
2 2

P2
Tegyiik fel, hogy A> 0.

Vizsgaljuk meg a @(p,) fiiggvény grafikonjat igen nagy p, esetén!

24




A> (0= —Am <0

Tehat a fiiggvény monoton csékken.

Milyen a ¢(p,) fiiggvény grafikonja igen kicsi p, esetén?
ptd _ p
pytd-m py=m

A>0e=e-Am <0

Ekkor is monoton csékkend a figgvény.
Mekkoraa ¢ értéke py=+w és p, =—cc esetén?
@ (t0) = F(to0) = F(+e0) "B="B

@ (mo)=F(m) " F(-=)"B="B

Rajzoljuk meg a fiiggvényt!

5. dbra

A fiiggvény grafikonjab6l mar latszik, hogy az egyenletnek legfeljebb két

gyoke van. Hatarozzuk meg az origd helyét!

Mivel




m—A—-~+A* +m*  m—A+VAT
> <0 és > >0

az origd a két értek kdzott van valahol.

Prébaljuk az abra alapjan kigydjteni, hogy mit tudunk mondani p,-r5l abban

az esetben, ha mindkét pont belsd pont.

v

mn

6. abra

| Bels6 pontoknal: 0 <p, <m-4
Meg kell vizsgilnunk a fiiggvény menetét a [0 , m—4] intervallumon.
Tudjuk: O0< Qn%A

Am? > AAHm*2md -

VA +m? > (m- A)

m—A+~NA* +m* >2(m- A)
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m—A+~NA* +m*

>m— A
2 N
m— A+~ A% +m?

 Viszont tudjuk, hogy a | O, intervallumon a fliggvény

2

monoton néveked, igy a [0 , m—4] intervallumon is monoton névekedS.
Tehat igy letezik, és csak egy megoldas létezik a belsé pontok esetében.

Kiils8 pontok esetében ha a K a két pont kézott van:

Ekkor tudjuk, hogy P2<0 és p>m

D1 =pTA
igy p,>m—4,
de ebben az esetben m <A tehat:

m—A<p,<0
, m— A=~ A* +m*
Tudjuk, hogy <m—-A,

2
m— A-~NA* +m?

és az |- ,0 | intervallumon a fliggvény monoton ndvekvé.

2

Ekkor latszik, hogy a [m—4 , 0] intervallumon is monoton ndvekvé, igy
ebben az esetben is csak pontosan egy megoldas létezik.

Kiils8 pontok esetében. ha a két pont a K azonos oldalin helvezkedik el

P2>06¢6 >4 = pm>4 =
= p,tA m>4 = p,>m

Tehat p,>m
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m—A+\fA2 +m?

Tudjuk viszont, hogy a ,+oo | intervallumon monoton

2

[l I . r r
csbkkené a fliggvény és

m— A+ A% +m? <

2

igy az [m, +oo] intervallumon is monoton csdkken§ a fiiggvény, tehat ebben
az esetben is csak pontosan egy megoldast talalhatunk.

Ezzel viszont éppen lemmaéankat bizonyitottuk be.
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5.FEJEZET
Az €l6z6 lemmabdl tehat mar ismerjiik a 0K gorbe és a Py, P, pontokra
illeszkedd 7 egyenes X, és Y, metszéspontjait. Probaljuk mcghatéroznibaz X

és ¥, egy kérnyezetében a 0K gbrbét.Err8l szdl a kdvetkez8 lemma.

5. Lemma: Tegyik fel, hogy X, és ¥, mar ismertek és P; és P, pontokrdl
tudjuk, hogy mindketten belss, vagy kiils8 pontok. Ekkor 0K az X, és ¥,
szomszédsagaban meghatarozhaté az f; és £, huarfiiggvényekkel.

Bizonyitési Az el6z8 lemmaéban is lathattuk, hogy ha P; és P, mindketten
belss, vagy kiils8 pontok, akkor héroﬁ lénYc:ge;;en kﬁlénbézc’i esetet
kiilonboztethetiink meg:

a., P, és P, mindketten belsS pontok

b., P, és P, a K-nak ugyanazon az oldalan helyezkednek el

c., P; é&s P, a K-nak kiilonbdz8 az oldalan helyezkednek el

Mi csak az a., részre latjuk be az allitast, a t6bbi részre is hasonléan térténik a

bizonyitas, az esctleges eltereseket a bizonyitas végén megjegyezzik.
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Tegyiik fel, hogy az ¥, P;, P, , X, az [ egyenesen helyezkednek el ebben a
sorrendben.

Definialjuk a sik y,; , iy, és y leképezéseit a kovetkez8képpen:

y(X): Haaz I-nek a P X-el bezart szge € (az 6ramutatd jarasaval ellentétes
iranyban felmérve), akkor a y(X) az a pont, amely az XP;
meghosszabbitasan fekszik f(6) tavolsagra az X-t6l Ggy, hogy a P, az

X ésa y(X) k6z5tt legyen.

w,(¥): ba az I-nek a P,Y-al bezart sz6ge ¢ (az dramutatd jarasavy] ellentetes
iranyban felmérve), akkor a y,(¥) az a pont, amely az YP,
meghosszabbitasan fekszik f,(@) tavolsagra az Y-tdl tgy, hogy a P, az

Y ésa y,(Y) koézott legyen.

Ezutan legyen :  w(x) = yy(y, (X))

Mivel ezek a leképezések az X, és ¥, kézvetlen kéfnyezetében 161 definialtak,

ezért ha vesziink egy olyan X pontot, amely rajta van a 0K g6rbén, akkor a

definiciékbél kdvetkez8en a w,(X) és a w3(X) is rajta lesz a gbrbén.




X=wiX)=wu(X)

7. dbra

Mivel [ metszi a K halmazt, valamint f; és f, valamely konvex halmaz
htrfiggvényei, igy f; és /o Lipschitz-fiiggvények, amelyekre 1éteznek olyan
¢, és ¢, konstansok, hogy minden Braés 6-re

EACES Q—ﬁ(ﬁ’)cosﬁ’[ <clf- 80|

cS (]']‘)
/5 (B)cos 0= f,(8)cos &< ¢y |6- O

Vegyik a kdvetkezd a, b, ¢, d szamokat Ggy

0<a<|XP | , 0<c<|Lp,|

[P Y, |<b , [PuX,|<d és %qu (12)

Vegyik az X, ¢s ¥, pontoknak olyan kdr alakt N(Xj) és M7T,;) kémyezeteit,
amelyekre ha X&N(X,), akkor
| XP, |>a és | PX|<d
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és ha YEN(Y,), akkor
| YP,|>c és |PY|<b
Tegyiik fel, hogy
X, XeNX,) é Y, YeNY)
ahol Y= 7 ,(X) é Y = ¢ (X)
Vegyiink olyan koordinatatengelyeket, amelyek parhuzamosak az Ilel, illetve
mer8legesek /-re.Koordinatazzuk az X és ¥~ pontokat akﬁvetkezé’képpeﬁ:
X' =X+x,y) & Y =VHu,v).
Legyen #'=XPP, % é ¢ =YP,P.<.

8. dbra
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f4

Kezdjink hozz4 az |x—u| és a |v| becsléséhez x| és |y|

segitsegével.

Ehhez el8szor tekintsiik az X vetiiletét az X-en 4tmen8 X¥-ra mer8leges

egyenesre, valamint Y vetiiletét az Y-en 4tmen8 X¥-ra merSleges egyenesre.

Vegyiink fel az XY egyenesen egy egységvektort, amelynek koordinatai:
(cos# ,smd) |

Ha most vesszikk az erre merSleges egységvektort, akkor éppen az XY

egyenesre merlleges egyenes egységvektorat kaptuk. Ennek segitségével

felir‘haﬁuk az X pont merBleges vetiiletének és az X-nek a tavolsagat:
(x,y)(—sind , cos#)=ycos# —xsin#

Ugyanigy meghatirozhatjuk az ¥ pont mer8leges vetiiletének a tavolsdgit ¥-

tol: |

(u,v)(—siné , cos # ) =vcos # —usind

Ezutan felirhatjuk, hogy a haromszSgek hasonlésiga alapjan ezen szakaszok

arinya megegyezik az Y P és X P, szakaszok ardnyaval, amelyekrla (12)- -

b6l tudjuk, hogy
|YP|<b é |XP|>a

Tehat )
|veos@-using _ 1" A b

yeos@-xsinf |[X'B| a




© mivel 12

vagyis [vcos@-usin g < Zlycosf—xsin4 .

Osszunk Iemé-val és rendezziik at!

vl <2y ]+ e ol + x )

a
A tova'.bbiékban legyen 6=X'P,P,<.
Ennek a sz8 gnek a segitségével végezziik el az aldbbi becslést:
A3
ycos @- xsin 4 ¥
Py B

sinx

sin(6 - 6)| >

g-0(01-¢

>21l-¢

¢

X

Ezek utin a-val leosztva és | P;X’|-vel beszorozva

[y cos — xsin 6| l(l — &)\ PX'|
o

>|(6 - 6)

a

Mivel |P.X'|>a, ezértlétezik olyan &, hogy

| PLX [=atg
o 1- &) PX’ , I-&)(a+
bt - ) LD g g (1= D)@+ D)
a a
Vegyiink czék utan olyan &-t, amelyre fennall:
eg1--2 |
- a+d
Ezzel folytatva tovabb:
) I-&(a+ P
(0~ L7222 5 - g

Azaz, ha X’ elég kozel van X-hez ( N(6) elég kicsi, ), akkor
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1 . 1
(6= &)]< ~lycos 6= xsin 6 < —(y[+[x[6)
Ezt az eredményiinket, és a (11) sorban szerepld egyenlStlenséget fogjuk
felhasznalni arra, hogy az XY és XY szakaszoknak az [ egyenesre val6
vetiileteit vizsgaljuk: |
|x—u|=|fi(&)cosd — fi(# Yecosd *|<

< ¢i[(6- 09]< (] + [x[8)

!
Legyen ezutin — < A , ekkor
a

_‘|x—ulSAiyi+AixHﬂ' (14)
Vilasszuk tigy az A’-t¢saz A4"-t, hogy

) L /8 < A"
a a

" Ekkor az el8z8¢k alapjan
¥ = u|s 4 |y|A x|
mivel |x|~|u|<|x ~ u]
ju|~|x[= 4" |y|+4" |x]
Tegyiik fel, hogy agz A’ &s az A" kdzott fennall:

. A“:A"—_;_l
a

Ezt beirva az el8z8 sorba:

ju| =] x| < 4 |y|+4 |x;—%[x[4}xj

ul+ 2] < (] + )4
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Legyen ezutan: = A2 A’ [max ]tan(ﬂ

ezt beirva a kovetkzd sorba;

288 ) < (1 )4

o f J+ 24| < 4l + 4l
Ha hozzdadunk mindkét oldaihoz %f ¥|-t, akkor éppen a (13) sort becsiltik

feliilr6l l \
lvl<(z4|9t+ ]lyl+A1x||9; .

LYt

Ha most kikétyik, hogy

4= max( Amax‘tagﬂ) és [QS%:@, | |

a
akkor teljesiilni fog a (14) és {15) sor.
Legyen ezutin
X,=p, () & X =y, ()
Ekkor tegyiik fel, hogy az el8z8ekhez hasonléan koordinatazva
Xe =X+ (xe,ys) €8 G = X*le’z"i

Ha feltessziik, hogy az X, XaEN(X,) , akkor latszik, hogy a (14) illetve a

(15 ) sorékhéz hasonld eredmény adddik:
lu—x*[< B]vl+ B[u“gp| \ | (16)

& lyal< (Biap_ 9’_) + Blullo| a7




ahol B az A-hoz teljesen hasonlé mdédon meghatirozhatd ¢, d, c,-bdl, és

feltettiik, hogy |gi<y 7.
Ha figyelembe vesszilkk, hogy |¢|<|6|, akkor a (14) és (16) sorokat

Ssszeadva kapjuk:
X=X, S |x— whu = x| S| x = ul+ |u x| <
<Ay |+B|v|+A|x|| £ |+B|u| | # |<
(befrvaaz |v|-re és |u|-ra kapott kifejezéscket)

< dyl+( B4+ B |y} BAls|d + BTy o+ B ol
(mivel A <] )

b+BA*EJ1y)+[A+BA‘+BA'];;¢M )

S[A+BA7—Z+B'—
4 a 4

- Ugyanezeket a feltételeket felhasznalva a (17) sorbabefrvaa (15) sort
< (Blo+ 2| 40i+ 21+ 4410+ Bl
vu/ < Blglalelyl + Alelyl + Blol i + <2 )+
+Blpiix|6+ Ajx|+ BAlY gl + BATxlp

s < KBA §+ a+B2+ BA')[Q + %}b}“

C a
+[BA f+ —A+ BA’}[}:HQ[ ()
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Legyen

M=max[A+BAf+B§+BA'§ - A+BA+BA
a
BaZ+% 4+8%+ par BA5+1A+BA'J
4" ¢ a 4 ¢

Ekkor a (k) ésa (k%) egyenlStlenségek

X~ x, |SM|y|+M|x| | 7 | (18)

db -
pls a6+ L))+ arfxla (19)

ahol , ha ‘5{ < f ,akkor M csak a, b, ¢, d, ¢;, ¢, -8l fiigg.

Emlékezziink vissza y definicijara!

Most Xe=w(X) és wi=w(X) és a (18) és (19) sor éppen ezt adja
szamunkra, ha X, X' éB(&)- Itt B(g) egy X, kézépponta és &> 0 sugart
korlemez, és igaz ra, hogy :

T, —] _1
B(&) € N(X) A 4 (N () o 9 (N(Xp) A X: | XP Pyt | <2}

Vagyis B(g) egy olyan kis kérnyezete X;-nak, amelyben az eddig targyalt
Osszes allitas 1igaz..
Vélasszuk Ggy k-t, hogy teljesiiljén %ﬁj—<k<1 .

Ha XeB(g) , és tekintjiik az X és az X« vetiiletét egy [-re merSleges

egyenesre, akkor bevezetve a kdvetkez8jeloleseket:

r=(r*r) x.=(x2x2) x=(x*x)

azt kapjuk, hogy




X;Y ) o &
" és tanf = e

tand, =

Ezekbdl
tand, _ X] -¥* < (AX,)(AY)
tand X7 -’ (BX.)N(BY)

Ha felhasznaljuk a (12) sor becsléseit:
tan g, < bd

tand ~ ac

Igy,ha X<B(s) ésa 6 elegndBen kicsi, akkor frhatjuk, hogy
16, < kl6] (20)
Vegjrﬁk 6,-t olyan kicsinek, hogy ha |[6#|< 6, fennall, akkor a (20)

egyenlbtlenség és az

bd

M|G+—<Fk 21
ac
valamint a
zM@Q < k,u _ (22)

is fennall, ahol =u(M, &, %) adva van az 1.Lemma szerint.

Legyen B(g) egy olyan g, sugari kOmnyezet, amelynek elemeire
B(e ) c {XeB(s): | XP\P<L |< #.}

M ‘ :
Legyen C{=————}{— és tegyilk fel, hogy az N az Xjnak egy olyan

kémyezete, melyre :  N={Xy+(x.,y) : lx l +o I ¥y [ < &}

Ekkor, ha f elgend8en kicsi, akkor feltehetjikk, hogy N C B( & ;).

Ijukbea (19) és (18)-ba, hogy




X=X+(xy)eN & X=X,.

6= 0 béhelyettesﬁessel kapjuk

s vdpg )+ of (30104 22y 2o <

N
\\,_,,_,,

£ e+ a(kiyl + M|x|0) = akly| + x|+ o [x]8] <

< akly|+ |x. — x|+ x|+ aM |x]6] <

(158)((11{ + M)yl + M[x“@} +ix|+ oM |x||0 =

=(ak + M )|y|+|x[|0M (1 + o) + [x]
Mivel 6=0 és ak+M=a kapjuk, hogy
xal+ alyal s [+ aly < B
ahol Y(X") = y(Xo) + (%, ¥e) = X + (Xes V)

o
Tehat ¢ leképezi N-et Snmagara.

Teoyuk fel, hogy XeN és tekintsikk az N pontjainak {y/(r)(X )} sorozatat.
A (20) sorszerint 6— 0, ésa (18) sorbdl
lx—x*} <0, mivel most 6= 0 &s y=0 .

Tehat X=X,, ami azt jelenti, hogy a {2 OX)} konvergil az Nl egy
pontjahoz. [gy definislhatunk egy leképezést :

Wy N —>Nnl

po(X) = lim 37 ()

2 F—>co

Legyen /; parhuzamos [-lel €s messe az N-et. Vegytink X, X' eN/, -et,

¢s tegyiik fel, hogy :




p XY= g X+ () (r21)
Ekkor r=1-re X=X+(x;, y;) , amibll kdvetkezik y;= 0, hiszen az y i
koordinéta nem véltozik. [gy kapjuk:
7 X)) = @ o(X) + (x5, 30)
ahol tehét =0, x,=>x5, ¥r—>¥s
Hamosta 6,-et gy definidljuk, hogy # "D(X)P P,=<k ~ 6
akkor a (20)-bél kvetkezik, hogy |6,|<# 16,
Ezt felhasznalva a (18) ¢és (22) sorok segitségével kapjuk, hogy
X |SM |y | M| x | | 4] <
<My, | TMI% K72 aS My | <K 4 ||
Ugyanigy a (19) a (21) ésa (22) segitségével:
Vel (M6 +22 )y 1+ bix o] <
Sk|yr|tM|x | K70 o< k|ye [T 2 | x|
Igy viszont megkaptﬁk az l.Lemma (1) és (2) feltetelét az M;=0 és y,=0
esetén. Alkalmazhatjuk az 1.lemma utolsé részét:

jxo - x1| < %txl‘ teljesiil minden r-re.

Ezek segitségével becsiilhetjiik tovabb: _
Po(X) = po(X)| = x5 435 = xo| < g = 31 + x| <
1 3 3 . 3 v
< Sl )< 5‘361[ = ‘2"\33612 +J’1:)" =—2"X‘X’f

o] 2 | [ = 30 2 | = = | =

4




1 55— 1 ,
=§\/x12+J’12/=:):)X‘X’

Tehat azt kaptuk, hogy
1
5 X = X<y (0 = o (X0)

3
<___ —_— 2
_ZIX X

ey Wy egy folytonos, nyitott, kélcsGndsen egyértelmii leképezés N/-181 N
Ni-re. Tudjuk, hogy 0K athalad az Xy-on, és ha az X egy pontja a 0K -nak
az N-ben, akkor y definic6jabdl y)(X) € 6K minden r-re, igy wo(X) =

X, .

A kolcsOnésen egyértelmiiség miatt azonban legfeljebb csak egy pontja X
pontja létezik az I;,AN-nek, melyre ¥, (X ):X o alamelyik [lel parhuzamos
[;-re.

fgy meghataroztuk az N belsejében a OK-t. Hasonld eredmény adédik abban
az esetben is, ha a OK-t az Yynak egy bizonyos kémyezetében hatarozzuk

meg, vagy ha vizsgaljuk a y,(OKnN)-et.

A bizonyitasnak ebben a részében a P; és P, pontok mindketten belsd
pontok voltak. Ha P; és P, kiils§ pontok, akkor a iy, v,, v leképezések
definiciéi kiilonbdznek az el6z3ektSl. Az egyes eltéréscket a (9) és a (10)

abra mutatja:
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= (X)
A R 5 ' Xp B
a2, '
Q. dbra
X :
W =w(D) |
¥= ¥ gﬂ
,,,,,,,, P
T 5 T Lﬁ{::::: Aﬂl /ﬁﬂ i
5 E /& X
8,
10Q. dbra

Ebben a részben is vegyiik észre, hogy

AP

XoBi [T,




Ekkor valaszthatjuk az @, b, ¢, d szamokat ugyanfigy, mint ahogy a (12)-ben
tettiik. Tovabbra is Lips;:hitz ﬁiégvényck lesznek az  fi(6) és f3(6)
hurfiiggvények elegendGen kicsi 6-ra. Meg kell jegyezniink, hogy abban az
esctben, amikor a P, és P, pontok a K ellentétes oldalan helyezkednek el,
nem sziikségszertien kell, hogy a |@|<|6| egyenlStlenséget haszniljuk a
(18) é; (19) &sszefiiggések eléréséhez. Elég ekkor hasznalni a | ¢|<a] 6|
feltételt, ahol o fiiggaz a, b, ¢, d szamoktdl

Bar az 5.Lemméaban nem volt benne, de érdemes megjegyezni azt az esetet is,
haa Pl belsS pont és a P, kiils6 pont. Ekkor, ha az abra szerint definidljuk a

(X)) leképezéseket, akkor ugyanigy eljuthatunk a tétel 4llitdsahoz.

11. abra -




6.FEJEZET

Ezek utan most mér ratérhetiink a tételiink bizonyitasara.

Tétel: Ha P; és P, belsb pontok, akkor f; és f, hurfiiggvények egyértelmiien
meghatirozzék a K ‘halmazt. Ha P; és P, kiils8 pontok, akkor az f; és f; két
lehetéséget ad K-ra. Az egyik, haa K a P, és P, pontok kézétt van, a masik ,
ha

Py és P, azonos oldalén helyezkedik el a K-nak.

Bizonyitas:

Ha 6sszerakjuk a 4. és 5. lemmat, akkor mar csak azt kell bizonyitanunk, hogy
amennyiben 0K ismert az X, és ¥; szomszédsagaban, akkor f; és f, teljesen
meghatirozzak O0K-t

El6szor tegytik fel, hogy P, és P, belsé pontok.

Induktive megalkothatjuk ekkor a 0K nyilt iveinek A, B;, 45, B,,... sorozatat,
“hogy minden r esetén az 4, tartalmazza az Xy-t, mint ﬁfégpontot, és ez mindig az
H egyik oldalan legyen. Ugyanigy a B, iv tartalmazza az ¥;-at, mint végpontot,
deez nﬁndig az I masik oldalan legyen.

Legyen az A; n« az 5.Lemmaban megadott iv.

Adott az A, az r valamilyen értékére és legyen a B, az A, éltal a Pyn

keresztiil az f, hurfuggvénnyel meghatirozott iv oly moédon, hogy barmely
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egyenes, amely atmegy P,-n, akkor és csak akkor metszi a B,-et, ha metsz1 az
A,-etis. -
Hasonldan, ha az adott B, az r valamilyen értékére és az A, lesz a B, altal
a
Pi-en keresztiil f; hurfuiggvénnyel meghatarozott iv.
Azivek {A,} és {B/} sorozata névekvo.
Legyen . ‘
A = O A4, €s B = Lj B,
r=1 F=1
V&tl&ﬁn‘int tegyitk fel, hogy az A az (Xy, X) nyiltiv és az [ egyik oldalan, mig a
B az (¥, ¥) nyiltivaz I masik oldalan helyezkedik el.
Azt allitjuk, hogy Y =X¢ és X=Y,. Hanem igy lenne, akkor két lehetdség van:
a., Az Y és P, egyenese metszi A-t, igy metszi az A4,-t valamilyen 7-re. Ekkor
viszont YeB,.
Ez pedig ellentmondés.
b., Az X és P, egyenese metszi B-t, igy metszi az B,-t valamilyen 7 esetén
Ekkor viszont Xe€4,.; , ami szintén ellentmondas.
Igytehdtaz A ésa B ivek a 0K-nak teljes ivei, amelyek az X, és ¥, pontokban
kapcsolddnak egymashoz az [ valamelyik oldalan.
Tehata OK teljesen meghatarozott.
Abban az esetben, haa P; és P, kiilsé poritok, akkor a 0K részeit kiilon—kulon

vizsgaljuk az 7 mindkét oldalan. Induktiven megalkothatjuk a &K iveinek az
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A, By, Ay, By,... sorozatit — amely ebben azv esetben vagy véges, vagy korlatlanul
folytatodik.

Legyen az A, végpontja az X, és a B, végpontja az Y, valamint minden fv
fekiidjon azonos oldalan az /-nek.

Legyen az A; az 5.lemma szerint meghatarozott iv.

Tegyiik fel, hogy mar megalkottuk a sorozatot 4,-ig.

Ha valamelyik, P, ponton itmend egyenes tSbb mint egyszer metszi az A,-et,
akkor a kolesondsen egyértelmiiség miatt az A, és az f, egyértelmiien
meghatérozzék a OK-t az I-nek ezen az oldalan, igy az eljaras véget ér.

Ellenkez$ esetben, vagyis ha az A,-t csak egyszer metszi a P,n atmend
egyenes, akkor legyen a B, az A4, altal meghatarozott iv. |

Igy tehat barmelyik P,-n atmend egyenes metszi B,-t akkor és csakis akkor, ha
metszi A,~t. Hasonldan, ahogy megalkottuk B,-t, megalkothatjuk A4,.,-t is a
Pi-beli f; hurfuggvényt hasznilva. Ha az A4, ,-nek egynél t6bb metszéspontja
van a Py-bdl kiindulé valamely egyenessel, akkor készen vagyunk. Ha nem,
akkor ezt az elj érést folytatjuk addig, mig nem talalunk két metszéspontot.
Hatramaradt még az az eset, ha az A4;, B, 4, B,,... sorozat korlatlanul
folytatdik.

Az {4} és {Br} sorozat névekvo.
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Legyenaz A=|J4, az (X, X) ivésa B={JB, az (¥, ¥) iv. Haaz A-nak
=1

=1
és a B-nek van ki‘)z/t’)s pontja, akkor az AUB kiadja a 0Kt az I-nek ezen az
oldalan.
Ha AnB=0 és X #Y, akkor vagy az X és P; egyenese metszi B-t (azaz B,-t
metszi valamilyen 7 esetén) vagyis XeA,.,, vagy pedig az Y és P, egyenese

metszi az A-t (azang,,-t metszi valamilyen 7 esetén) vagyis YeB,, igy mind a

két esetben ellentmondasra jutottunk, tehat ismét megkaptuk a 0K-t.

- Maradt még az a lehetdség, hogy X=Y, amely esetben az AUBU{X} kiadjaa o

K-t az I-nek ezen az oldalan.
Tehat mindig meg tudtuk hatdrozni a O0K-t az fi-bdl és az f3-bdl az I-nek

mindkét oldalan, igy tételiinket bebizonyitottuk.
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