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A sikbeli I konvex test Blaschke-vektoranak nevezzik az
(K) = / +"(G)dG
integralokbol dsszedllitott /() := (/n(K))o2, sorozatot, ahol o(G)

a G egyenes éltal IC-bol kimetszett hur hosszat jeléli, 1,(K) pedig
a K test n-edik momentuma.
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A sikbeli K konvex test kovariogramjanak nevezzik a
g(v) = [K N (K +v)|

fliggvényt, ahol v € R?, | - | pedig a terillet.

)
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Blaschke 1916-ban vetette fel a K — I(K) leképezés injektivita-
sanak probléméjat.

1986-ban Matheron tette fel a kérdést, hogy egy konvex testet
vajon egyértelmlien meghataroz-e a kovariogramja eltolasok és
az orig6ra vonatkozo centrdlis tikrézeés erejéig.

Dolgozatom ezen két probléma kapcsolatat vizsgalja, az itt be-
mutatott tételek legtébbjének bizonyitasaval.

A szlkséges hattér:

Konvexitas
Klasszikus integralgeometria
A Steiner-szimmetrizalas (o)

o

Hausdorff-féle momentumprobléma
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Definicid
Legyen K és L konvex test R"-ben. A
Gic..(V) = An(K N (L +V))

fliggvényt a K és L testek kovariogramjanak nevezziik, aholv €
R", A\, pedig az n-dimenzids Lebesgue-mértéket jeldli.

A gic(V) == gk (V) figgvényt a K test kovariogramjanak hivjuk.
Vilagos, hogy gy »(X) = g x(—X), tehat g paros flggveny.

¢ &

abra: Szabalyos haromszdg és korlap kovariogramja.
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Tétel
Legyen K és L konvex test R"-ben ésv € S"~'. Ekkor

1.
2.

o o Ao

I, =Xk *X_g-

K — gy folytonos a Hausdorff-tavolsagra és a sup-normara
nézve.

Az r — gx(rv) leképezés monoton csbkkend és konvex.
f]R” g’C dx - ‘K:‘Z
supp(gx) = D(K).

A p: x — b + XA affinitasra, aminek A a matrixa,

o) (X) = |det(A)|gic (xA™T).
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Definicio
Régzitett v € S"—' esetén jelélje v a v-re merbleges linedris
alteret, és legyen

(V) = Ap1q (PVL (Kn(K+ rv))),

ahol P, jeléli av+ altérre valé ortogondlis projekcict.

Py (KN (K +rv))
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Tétel
Legyen K konvex test, v € S"~1 egy régzitett egységvektor, és
d :=sup{r: gi(rv) # 0}.
1. Azr — ~(r,v) leképezés folytonos (0, d)-n, és jobbrdl foly-
tonos 0-ban.

2. Az r — gi(rv) leképezés folytonosan differencialhato a
(0, d) intervallumon, és ott a derivaltia —v-(r,v). Azr =0
pontban a jobb oldali derivalt —v,-(0, v).
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Matheron 1986-ban vetette fel a kérdést, hogy egy konvex testet
vajon egyértelmiien meghataroz-e a kovariogramja eltolasok és
az origbra vonatkoz6 centralis tikr6zés erejéig?

Ez az ugynevezett kovariogram probléma.

Matheron pozitiv valaszt sejtett a sikbeli kovariogram probléma-
ra, de ennek bizonyitdsa csak késdbb, tébb Iépcsdben tdrtént
meg.

Tétel (Averkov—Bianchi, 2008)

Minden sikbeli konvex testet eltolas és pontra valo centralis tiik-
rézés erejéig egyértelmien meghataroz a kovariogramja.
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Tétel (Bianchi, 2009)

Az R3-beli konvex politépok meghatérozhatok a kovariogramjuk-
bal.

Nagyobb altalanossagban a térbeli eset még nyitott probléma.
Ugyanakkor tetsz6leges dimenzidban teljesilnek a kdvetkezok.

Tétel (Bianchi, 2005)

Barmely centralisan szimmetrikus konvex testet eltolas erejéig
meghataroz a kovariogramja.
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Tétel (Goodey—Schneider—Weil, 1997)

AZzok a testek, melyeket nem hataroz meg a kovariogramja, Ba-
ire 1 kategoriaju halmazt alkotnak a konvex halmazok terében.

A most kdvetkez0 tétel Iényegében eljarast ad arra, hogyan konst-
rualjunk 3-nal magasabb dimenziéban ellenpéldakat.

Tétel (Bianchi, 2005)

Legyenek K C R" és L C R™ konvex testek, és legyen T €
End(R"™*™). Ekkor
1. T(K x L) és T(K x (—L)) kovariogramja megegyezik.

2. Ha K és L egyike sem centrdlszimmetrikus, akkor T (K x
(—L)) nem kaphaté meg eltoldssal vagy origdra valo tikro-
zéssel T(K x L)-bol.
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Definicio
Legyen K konvex test a sikon. Tetszbleges n € Ny esetén az

(K) = / +"(G)dG

integralt, ahol o(G) annak a hurnak a hosszat jeléli, melyet a G
egyenes metsz ki K-bdl, a K test n-edik momentumanak nevez-
zik. Az I(KC) := (In(K))52, sorozatot Blaschke-vektornak hivjuk.

Blaschke vetette fel a K — /(K) leképezés injektivitdsanak prob-
Iémajat. Ennek érdekében sziilettek eredmények, melyek a K
test jellemzdit kapcsoljak 6ssze az /(K) Blaschke-vektorral, illet-
ve ezen sorozat elemei kdzti 6sszefliggéseket allitanak fel.
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Tétel (Crofton, 1885; Santald, 1976)

bh=10K, h==lKl, k=3|KF

Tétel (Santald, 1976)

Ha 0 < m < n < p egészek, akkor

2 —nN jn— —m
bmbn > Byp B0 > BT,

Tétel (Sulanke, 1960)
Tetszbleges n, k € Ny esetén
k

) n+i .
Z(_1)I(l;) 2 ln—|{7+l > 0.
0

i=0
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I 2, hanparos
[(B1) = T op\1H ) )
n(Br) 2(n+1)!!( r) {77, ha n paratlan.
Tétel (Blaschke, 1918)

A K konvex test ¢ egyenesre valo Steiner-féle szimmetrizalasa-
val kapotto,K testre |,(K) > I,(o,K), ahol egyenlbéség pontosan
akkor van, ha K-nak van (-el parhuzamos szimmetriatengelye.

Tétel (Altalanositott izoperimetrikus egyenlétlenség.
Blaschke, 1918)
nl - 22lz]+1 5
(n+ DI z213 1
ahol egyenléség pontosan kér esetén teljesdil.

In >
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Definicio
Legyen KL C R" egy konvex test. Jelélje a oxc(G) véletlen valtozo
eloszlasfliggvényét Fi(x). Ez azt a valészinliséget adja meg,

hogy egy véletlen egyenes legfeljebb x hosszusagu hurt metsz
ki IC-bdl. Fi(x)-et a K test hurhossz-eloszlasanak hivjuk.

Definicio
Ha v € S" egy egységvektor, akkor azt az Fi y(x) fliggvényt,
mely annak valosziniiségét adja meg, hogy egy v iranyvektort

véletlen egyenes K-bdl legfeliebb x hosszu hurt metsz ki, a K
test v irany szerinti hurhossz-eloszlasanak nevezzuk.
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Tétel (Mallows—Clark,1970)

Vannak azonos hurhossz-eloszlasu kiilénb6zé poligonok.

Tétel
Jelblje x — y azt, hogy x meghatarozza y-t. Ekkor a sikon

K < gc < (S'ave Fry) = Fx = I(K).



Koszonom a figyelmet!
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