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1. Bevezetés

Jelen dolgozatomban azt kivinom bemutatni, hogy milyen matematikai jelle-
gl problémék, feladatok meriilhetnek fel egy barlangtérkép elkészitése soran.
A dolgozatot konkrét munkaval kétom Ossze: a biikki Hajnoczy-barlang 3 di-
menzios, digitalis térképének elkészitése soran felmeriils problémakat veszem
sorra. A térképen rendhagyé moédon abrazolom a barlangot kériilvevs Odorvar-
hegy felszinét is, hogy még tokéletesebb, még t6bb informacioval szolgald kép
rajzolodjon ki a jaratok elhelyezkedésérsl.

A barlangok Gsszetett, szabélytalan térbeli feliiletekkel hatéarolt tiregek, fel-
mérésiik és térképi dbrazoldsuk bonyolult, sok nehézségbe iitkozs feladat. Bo-
nyolultsdguk miatt a barlangok felszinét matematikailag konnyen elgallithato
egzakt feliiletekkel megadni elméletileg lehetetlen, térképezési pontok téme-
gét felvenni pedig gyakorlatilag lehetetlen, ezért a barlangtérkép készitésekor
nem tekinthetd szempontnak a minél tokéletesebb és aprolékosabb abrazolas.
Plasztikus (a jarat falat hiien abrazolo) barlangtérkép készitése inkabb képzd-
miivészeti, mint matematikai feladat.

A szokasos 2 dimenzi6s barlangabrazolasi modok, mint az alaprajz, az ol-
dalvetiilet, vagy a hosszmetszet jelentGs hossztorzuldssal dbrézoljak a barlangi
jaratokat, térbeli tavolsdgok szamitasa ezen térképek alapjan meglehet&sen ne-
hézkes. Az alaprajz és a hosszmetszet alkalmatlan a térben gyakran egymas
alatt illetve egymés mellett hiizodo jaratok szemléletes dbrazolasara is. Tobbek
kozt ezért dontottem a digitalis, 3 dimenzids abrazolas mellett.

Munkamhoz a Polygon nevi barlangtérkép-szerkeszté program 2.7-es ver-
zivjat hasznaltam, mely térképezési pontok, illetve ezen pontok kozotti meg-
felels élek abrazolasara alkalmas. FEzen pontok és élek segitségével kivainom
modellezni a barlang felszinét. A Poligon 2.7 program automatikusan elvégzi a
dolgozatom 4. fejezetében ismertetett poligonszamitasi munkalatokat. A prog-
ram, illetve az abrazolasmod elénye, hogy megfelelGen szemlélteti a jaratok
elhelyezkedését, illetve a felszin és a barlangi jaratok egymashoz vald viszo-
nyat. A programban lehetdség van a térkép barmilyen iranyu forgatasara, ami
igazan latvanyossa teszi az eredményeket.

Megjegyzem, hogy jelen munkamban nem a teljes Hajnéczy-barlangot tér-
képeztem fel, csak annak egy részletét, illetve a hegy felszinének is csak a
vizsgalt jaratokhoz belathato kozelségben 16v6 részét abrazoltam.

2. Alapdefiniciok

Dolgozatom legelején definialni kivanok néhany olyan foldrajzi fogalmat, ame-
lyek megkeriilésére - a témabol adoddan - aligha lesz lehetGségem. Ugyanitt
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relevans tulajdonsagat.



1. Definicié. Az olyan mdsodrendd feliletet, amelynek egyenlete - megfelelden
elhelyezett derékszoqi koordindtarendszerben -

ahol 0 < a,b € R, forgdsi ellipszoidnak, vagy szferoidnak nevezziik.

A szferoid egy forgastest, amelyet egy ellipszis valamely tengelye koriili
forgatasaval nyeriink. A szferoid paraméterezése a kovetkezs:

r = a-cosa-cosf
= a-cosa-sinf
z = b-sina
ahol a a parametrikus szélességi-, 3 pedig a hosszusagi koordinéta.

A fogéstengely és az ellipszoid metszetét, a (0,0,1) és a (0,0, —1) pontokat po-
lusoknak nevezziik.

Az olyan szferoid, melyben - a fenti nevezéktan szerint - a = b, az gdmb.

Ha ezen G gébmb kozéppontjan atmegy egy S sik, akkor G N S egy f6kor G-n.

2. Definicié. Az olyan fékort, amely illeszkedik a polusokra merididnnak, vagy
hosszisdgi kérnek nevezziik.

3. Definicid. Az olyan fokirt, melynek sikja a polusok szakaszdnak felezédme-
rolegese, eqyenlitonek, ennek sikjdat eqyenlitdsiknak nevezziik.

4. Definici6. Egy forgasi ellipszoidnak az E egyenlitdsikjdval parhuzamos si-
kokkal vett metszetét paralelkéroknek nevezziik.

5. Definici6. Fiiggdleges: a foldrajzi alapfelilet adott pontban vett érintdsik-
janak normdlisa.

6. Definicid. Vizszintes: a foldrajzi alapfeliilet adott pontban vett érintdsikjd-
val pdarhuzamos.

7. Definicié. Egqy pont adott feliiletre vett merdleges vetitésének nevezziik, ha
a ponthoz hozzdrendeljiik a hozzd legkdzelebb esd pontot a feliileten.

3. A barlangtérkép koordinatazasa

Koordinatézzuk a teret a kovetkezSképpen:

8. Definicié. Legyen az origo a barlang bejdratdnak egy meghatdrozott pontja.
Legyen xy sik a vizszintes, origora illeszkedd sik. Az x tengely mutasson a mdg-
neses északi, y a keleti irdny felé. A z tengely xy sik origéban vett normdlisa,
tovdbbd legyen ez az ortonormdlt koordindtarendszer jobbsodrdsi, azaz z lefelé
mutat.



Vajon indokolt, illetve helyes-e euklidészi térben definialt koordinatarend-
szert bevezetni gombfeliileten torténs adatfelvételhez?

A valaszhoz sziikségiink lesz a koszinusztételre, amely szerint ha egy a, b, ¢
oldalti nemelfajulé haromszéghen az oldalakkal szemkozti szogek rendre «v, 3, 7,
akkor

A=a>+b*—2-a-b-cosy.

Ilyen tipusi szamitéasokhoz a Foldet megfeleléen modellezi a Kraszovszkij-
féle forgasi ellipszoiddal azonos feliiletd gomb, melynek sugara R = 6371,116
km (Karsay, 1991., 50.). Nevezziik ezt a gombot F-nek.

F gomb Cp kozéppontja és a v vektor meghataroz egy S sikot.

9. Allitas. Adott Cp kizépponti, R = 6371.116 km sugari F gombfelii-
let tetszdleges O pontjiba vont érintdsik P pontja (d(O,P) < 1 km), és a
CrOP N F-re illeszkedd d(O, P) hosszisdgu i(O, P) kériv igy, hogy POP’' <
< 90° . Ekkor d(P',P) <8 cm.

Bizonyitas: Tekintslink az origd kezd6pontii 1 km hosszt v vektort, és ¢
egy egység hosszusagi O kezds-, P’ végpont korivet. Legyen tovabba v’ (O, P').
Vizsgaljuk meg v és v/ végpontjanak tavolsagat.

Tekintsiik az F'N .S = k gombi f6kort (i € k).
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Szamitsuk ki k kor kertiletét!
K, =2-6371,116 km -m = 40030.90244 km

a v'-hoz tartozo kozépponti szog:

«Q 1 km

360° 40030.90244 km

a = 0.008993°
cosa = 0.9999999877.



A koszinusztétel alapjan:

(v')? = 2R*—2R? cosa
(v)? = 81182238.18 km? —81182237.18 km? =1 km?
W' = 1 km.
Tovabba felhasznalva, hogy a hdromszog belss szogeinek dsszege 180°, az egyen-

16 szara haromszog alapon fekvs szogei egyenls nagysaguak, valamint hogy a
kor érintGje merdleges a sugarra, a kovetkezd Osszefiiggésekhez jutunk:

POCy = MTO‘ = 90° — %
POP = 90— POF, = %
Innen tjabb koszinusztéltel alkalmazasaval megkapjuk a P'P hosszat
PP = 2 km>—2 km?- cos% = 0.00000000615892 km?
|P’P| = 0.000078478 km.

Ez annyit jelent, hogy az origo6tél az xy tengelyen 1 km tavolsidgra 1évd
képpont és a valodi mérési pont kozott 0.0000784 km, azaz 7.84 cm eltérés
van.

Ez a kiilonbség még béven beliil van a mérési hibahataron, ami a mérések
pontatlansagabol adodhat.

Megallapithato tehat, hogy a fent adott koordinatarendszer bevezetése nem
jelent jelent6s hibaforrast. Ezt a megéllapitast tovabb erdsiti, hogy munkam-
ban az orig6tol 50 méternél nagyobb tavolsagra egyetlen mérési pont sincs
felvéve, igy - mivel e hiba nagysaga a tavolsaggal szigorit monoton csokken - a
koordinatazasbol adodo hiba meg sem kozeliti a fenti szamot.

4. A barlang Abrazolasa

A barlangi jaratok hii abrazolasa két komoly feladatot r6 ram. Ezeket ismer-
tetem alabb.

4.1. Poligonszamitasi munkalatok

A barlangi térkép megszerkesztése térképezési pontok alapjan torténik, me-
lyek felvétele barlangaszati probléma, igy ezzel nem foglalkozom részleteseb-
ben. A felvett pontok meghataroznak egy toréttvonalat, ami a barlangi termek
hosszat, irdnyéat, illetve mélységét jol szemlélteti.

10. Definicié. A Py, P, P, ..., P, véges sok, kiilonb6zd pont dltal meghatdro-
zott PyPy, P\ P, ..., P, 1P, szakaszokbdl dllo geometriar alakzatot toréttvonal-
nak - mdsképpen poligonnak - nevezziik. A térottvonal szomszédos szakaszai -
élei - a kozos végponti szakaszok. A pontok a tordttvonal csicsai, vagy mds-
képpen szogpontjai. Az elséként megadott csics a torottvonal kezddpontja, az
utolsoként megadott a végpontja.




A méréseket kovetGen a poligon szakaszairdl a kovetkezd adatokkal rendel-
keziink: iranyzog, lejtGszog, hossz.

11. Definicio. Adott v(vy,vs,v3) vektor az R? térben. A v vektor y tengellyel
bezdrt szogét nevezziik v irdnyszogének.

12. Definici6. Adott v(vi, vy, v3) vektor az R3 térben. A v vektor xy sikkal
bezdart szogét nevezziik v lejtdszogének.

Mivel a mérések modszerei nem tartoznak a témamhoz, ezen adatokat egy-
szertien ismertnek tekintem, és csak a tovabbi szamitasi feladatokkal foglalko-
zok.

13. Tétel. Adott t, hosszusdg, 7, irdnyszég és 6, lejtdszég alapjin az n-edik
pont koordindtdit az aldbbi modon szdmithatjuk ki:

X, = X,_1+cosvy,- cosd,-t,

<
|

Y, 1+ cosv, -sind, - t,
Ln = Zp_1+sinqy,-t,.

Bizonyitas. Legyen

Xp— X1 = A)(n
Y,-Y,.1 = AY,
Ln —Lin1 = AZ,.

Ekkor

th = VAX2+ AY2 + AZ2,

illetve a trigonometrikus fiiggvények definicioibol adéddan

AY,

VAXZ + AY?

AX,
AZ,
tn

VAXZ FAY?

tn

sind,, =

cosd, =

siny, =

CoS Y, =

Ezek utan

AX2 4+ AY? n
AX, — VAXZHAYZ  AX o
tn VAX2 + AY?
AX2+ AY? "
AY, — VAXZ+AYZ AY, 0
tn VAXZ+ AY?

AZ, = .




Jol lathatéo mindharom esetben az azonossag, ezzel bizonyitast nyert, hogy
a formulak helyesek.

4.2. Poliéder szerkesztése

Poligonokkal rendszerint a barlangi jaratok iranya és hossza mutathaté be, am
a termek térbeli kiterjedésérsl nem szolgéltatnak adatot. Ezt a hianyt poto-
landéan az origdbol kiindulva 3, paronként zart poligont alkot6 torottvonalat
vettem fel. Ezek koziil egyet a jarat tetején futtattam végig (legyen e torott-
vonal T'; melynek csucsait Tj-vel, éleit ¢;-vel jelolom), kettt pedig a jarat két
falan, alul (B és J, By, Ji csucsok, bj, ji élek), majd a ezen harom poligon
pontjait az origobodl kiindulva elkezdtem sikokkal lefedni tgy, hogy a kapott
test minden csticsanal kovesse a harom poligon altal kirajzol6dni latszo jara-
tokat és termeket. Ezt altaldnos matematikai eljaras hijan tapasztalati tton
végeztem.

Amennyiben a modszert helyesen alkalmaztam, a barlang feliiletéiil épp egy
egyszeru poliédert kellett kapnom. Poliéder, mert a tér véges szamu sokszog-
gel hatarolt véges része, és egyszert, mert feliilete egyszeresen Osszefliggd, és
minden lapja egyszert sokszog (esetemben specidlisan haromszog).

A tapasztalati uton végezett eljaras helyességének ellenérzésére az ijonnan
keletkezs éleket és oldalakat folyamatosan szamoltam. Ha az eljarast helyesen
végeztem, akkor az Euler-féle poliédertétel szerint a kész poliéder csiicsainak
és oldalainak szama kettével tobb az élek szamanal.

Végiil a szamozott cstucsok szama 72, az éleké 203, és ezek pontosan 133
oldallapot hataroznak meg. 72 + 133 = 203 + 2, igy a tétel legalabbis nem
mutat hibat az eljardsomban.

A Hajnoczy-barlang 3 dimenzios térképe.
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A felszini adatokat egy szintvonalas térképrdl nyertem (3. dbra), melyrél
a képpontok alapjan fejtettem vissza a térképezési pontok koordinatéit. A
térképen 1 km tévolsag 1178 képpont reprezental, igy 1 képpont= ﬁkm,
azaz 85 cm . A felszini és a barlangi pontok azonos koordinatazasa a kovetkezé

fejezet témaja lesz.

5. Koordinata-transzformaciok

Munkam matematikailag legbonyolultabb része, hogy tobb koordindta rend-
szerbdl nyert adatot Osszeegyeztessek egyetlen rendszerben.

A hegy felszini koordinatéit an. EOV (Egységes Orszagos Vetiilet) térképrol
nyertem, a barlangot egy relativ, dltalam meghatérozott koordinatézas szerint
mértem fel, a két rendszert kapcsolodési pontjanak - a barlang bejaratdnak -
pedig a GPS szogkoordinatajat ismerem. A kovetkezd fejezetben ismertetem
ezen koordinatazasokat, illetve a transzformacios lépéseket, amelyekkel sikeriilt
Osszeegyeztetnem az adatokat.

5.1. GPS - General Positioning System

A GPS egy mitiholdakon alapulé féldrajzi navigacios rendszer. Segitségével a
foldfelszin barmely pontjan gyorsan, kb. 1 méter pontossdggal meghatarozha-
tok a navigacios adatok. A rendszer tovabbi felhasznélasai, illetve miikodése
szamunkra érdektelenek.

A geodéziaban a Fold felszinét gombbel, vagy forgasi ellipszoiddal helyet-
tesitik a szamitésok tipusatol és az érintett foldi teriilet nagysagatol fiiggGen.
A Fold forméja valojaban sokkal bonyolultabb ezeknél a feliileteknél, am a
szamitasok bonyolultsaga miatt ezeknél kifinomultabb modellek bevezetésére
nincs mod.

Az itt bemutatott rendszerben a Fold felszinét egy szferoiddal modellez-
ziik. Ezt a szferoidot a geodéziaban WGS84 ellipszoidnak nevezik. A WGS84
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ellipszoid fél-tengelyeinek hosszai:

= 6378137 m
b = 6356752,314 m.

A szferoid A pontjanak GPS koordinétai a kovetkezdk:

® := Az A pontba vont érintésik normalvektoranak az egyenlitGsikkal bezért
szoge.

A := Az A pontra illeszked meridian sikjanak a kezdémeridian sikjaval bezart
szoge. A kezd&merididn a greenwichi meridian, tehét ezen a hosszusagi koron

A=0

h:= magassag, azaz az alapfeliilettl valo tavolsdg, ami a szogkoordinatak-
kal adott pontban a feliilet érintésikjanak normélegyenesén az érintési pont és
a mérési pont tavolsiga.

E harom adattal teljesen pontosan megadhat6é egy pont térbeli helyzete, am
én h-val gyakorlati okbol nem foglalkozom, hisz az elsé két koordinata megfe-
lel§ transzformaciojaval kapott pont magassagat a szintvonalas EOV térképrél
egyszertien as egyértelmten leolvashatom.

ZAP  , Hm A

N

P Jorgasi ellipszoid
4. abra

5.2. EOV - Egységes Orszagos Vetiilet

Az egységes orszagos vetiileti rendszer létrehozéasat teljesen mas cél motivalta,
mint a GPS navigécios rendszert, igy jellege is teljesen més. Az EOV rendszer
célja térképek készitése volt, tehat a foldfelszin sik feliiletre vetitése.

A magyarorszagi térképek készitése - igy az EOV rendszer is - kettSs veti-
téssel torténik. Az elsé vetités az ITUGG1967 elnevezést forgasi ellipszoidrol az
ellipszoid egy adott pontjaban vett Gn. Gauss-gombre torténik.



Az TUGG ellipszoid fontos geodéziai tulajdonsaga, hogy jol simul a geoid
(a foldfeliilet) magyarorszagi részéhez, &m mivel a vetiileti rendszert kizarolag
hazai mérésekre alakitottak ki, az ellipszoid nem féldkdzéppont.

Az TUGG ellipszoid féltengelyeinek hossza:

c = 6378160 m
6356774,516 m.

Az ellipszoidi koordindtakat gorog nagybettivel jel6lom. A & és A koordi-
natak jelentése a kovetkezo:

® := Adott pontba vont érintésik normélvektoranak az egyenlitGsikkal be-
zart szoge.

A :=Adott pontra illeszkedd meridian sikjanak a kezd&meridian sikjaval be-
zart szoge. A kezdGmeridian ebben az rendszerben is a greenwichi meridian.

A kettSs vetités els6 lépéseként tekintsiink egy gombot, mely a

d, = 47°10',0000”
Ao = 19°12'54,8584"

koordinataju pontban érinti az ellipszoidot. A gémb és az ellipszoid nor-
maéalvektora e pontban megegyezd iranyu. Legyen e gomb sugara

R =6379743,001 m

A gbmbi koordinatédkat az ellipszoidihoz hasonlé moédon adjuk meg, és gorog

kisbettikkel (¢, \) jeloljiik.
Az érintési pont gombi koordinatéi:

bo = A7°07'20,0578"
Xo = 00°00'00,0000”

Tekintsiink ezutan azt a gombi f6kort, mely athalad a

¢1 = 47°06'00,0000”
A1 = 00°00'00,0000"

ponton. Nevezziik e f6kort segédegyenlitének.
Legyen H egy olyan henger, amelynek tengelye a gomb kozéppontjaban merds-

legesen dofi a segédegyenlits sikjat, sugara pedig a gomb sugaranak 0,99993-
szorosa. A méasodik vetités a gomb pontjait vetiti merélegesen a hengerpalastra.
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A hengerpalast - az ellipszoiddal és a gombbel ellentétben - hosztorzulas nél-
kiil kiterithet sikba. Igy nyeriink ellipszoidi pontokboél sikbeli pontokat, illetve
sikkoordinatakat.

Végezetiil szamszaki okokbol ezeket a sikkoordinatakat x tengely mentén
200000, y mentén pedig 650000 méterrel toljuk el negativ iranyba! Ezéltal az
orszag teljes teriiletének minden koordinataja pozitiv lesz, tovabba egyértel-
miien megkiilonboztethetévé valnak az x és az y koordinatak attol fiiggden,
hogy 400000-nél kisebbek vagy nagyobbak az értékek.

@
x By
-8
-
z 400km
v E
,'u-—z—s—rm- —————————— Bt—————s=
N *4be f
55 |-ienf PN
b & - o )
._-5 -_72"_“--- »—-—1'v.,s_ hunt_j_ _______ #—”:—
0 cm/km i, 'j
L'.% 0 km ( Q segédegyenliti kepe -"200“ torzuldsmentes
%3 i el — T { £KM _ | vonalak (a hossz-
2z [-Tem/km { *Y | tartd segédpara-
I 7T N | -ll— B ( lelkrok képe)
RD em/km N )\_-._— —_———
-3 I . Y, oL
£ [asenin] T Ty, |
Bl i 0 km
E £ = ¥
g s z

5. abra (Krauter, 1995)

A ilyen modon nyert térképek tulajdonsaga, hogy szogtartdéak, &m a henger
és a gomb altal kimetszett paralelkorokon kiviil bizonyos hossztorzulédsuk van.
Ezen tulajdonsagok igen jol dokumentéaltak, igy részletesen nem foglalkozom
veliik, &m megjegyzem, hogy a valds és a képi adatok ennél a koordinatazasnél
is mutatnak néhany centiméteres eltérést, csaktugy, mint a derékszogi barlangi
koordinatarendszer.

5.3. Transzformaciok

A fentebb ismertetett adatok ismeretében feladatunk, hogy a barlangi koor-
dinatarendszer ismert GPS koordinatadjat EOV koordinatava transzformaljuk,
majd e pont koordinatajanak —1-szeresével eltoljuk a hegy ismert EOV koor-
dinétéit.

A GPS-koordinatak EOV-koordinatdkka transzformélasa, illetve a formu-
lak pontos matematikai leirdsa meghaladja, de lagaldbbis megkozeliti egy szak-
dolgozat terjedelmét, igy az ismert és korabban bizonyitott formulédk alapjan
minddssze a szamitasi munkakat végzem el.

A barlangi derékszogi koordinatarendszer GPS-koordinatai a kovetkezdsk:

Qygs = 47°5858.20381"
Awgs = 20°30'41.88980"
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WGS84 ellipszoidi koordinatakbol viszonylag kénnyedén ki tudjuk szami-
tani az IUGG ellipszoid szogkoordinatait .

Qe = Pwes+0,9"
Arvge ~ Awgs +4,0"

Ez az adat nem pontos, am Magyarorszag teljes teriiletére megfelels koze-
litést ad (Varga, 2002).

5.3.1. Ellipszoidi koordinatakboél gombi koordinatak szamitasa

IUGG1967-es ellipszoidi @, A koordinatakrol gombi ¢, A koordinatakra attérni
a kovetkezd zart képletekkel tudunk:

2 1+e-sind

N €
p = 2 - arctan (kz - tan (45° + —) : (e_sm)) —90°,

ahol € a numerikus excentricitas

2 — 2
€ = 5— = 0.0818205679407,
c

1.003110007693,
n = 1.000719704936,

illetve

ahol
A,, = 0.33246029531.

5.3.2. Gombi koordinatakbodl segédgombi koordinatak szamitasa

A szamolas megkodnnyitése céljabol vezessiink be egy gdémbot, melyet a fent
definialt gémb 0.99993 aranyszamu kicsinyitésével kapunk, melynek fixpontja a

,,,,,

(¢1, A1) koordinataju pontjanak a képe. A szamitasokat a kovetkezSképpen
folytatjuk:

@' = arcsin(cos g sin ¢ — sin g cos ¢ cos \),

cos @ - singo)

\ = arcsin (
cos ¢’

ahol X, ¢ a segédgdombi koordinaték.
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5.3.3. Segédgombi koordinatiakbdl hengerpalast-koordinatak szami-
tasa

/

= R-my-Intan (45° + ) + 200000

y = R-mg-\ + 650000,

ahol R a simulogomb sugara, mg pedig a Gauss-géomb és a segédgémb arany-
tényezdje:

R = 6379743,001m
mo = 0,99993.

A fenti formulakba egyszertien behelyettesitve a kezd6 adatokat megkapjuk,
hogy a Hajnoczy-barlang bejaratdnak EOV koordinatéi:

Xpov = 759300,
Yeoy = 29426945.

A tengerszint feletti magassag ezen a ponton h = 450 m.

Jelen adatokkal sikeriilt pozicionalni a barlangot, ezzel a hegy felszinének és a
barlang koordinatainak osszeegyeztetése el6l minden akadaly elharult. Mostan-
tol a barlangi koordinatatengely origdjanak a fenti pontot tekintem, és ehhez
képest veszem fel a hegy felszini koordinatait.

6. 4bra
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6. Tavolsagmérés
Munkam végeztével bemutatom a kész térkép egy hasznositasi modjat.

Probléma: Szamitsuk ki adott barlangi pont (P) felszintsl valo legkisebb
tavolsagat.

Megoldas: Ismertek a barlang és a felszin adott pontjainak koordinatai. Ad-
juk meg a felszini pontok altal meghatarozott sikok egyenletét, majd keressiik
meg ezen sikok felszint alkoté haromszoglapjainak P-hez legkozelebb esé pont-
jait és hatarozzuk meg ezeket a tavolsagokat. Ezen téavolsagok minimuma lesz
P(p1,p2, p3) pont felszintdl valo tavolséga.

1. Adjuk meg sikok egyenletét! A szamitas modszerét egy A(aq, as, az), B(b1, bs, bs)
és C(c1, c2, c3) feszini pontok altal meghatarozott S sikra mutatom be.
Szamitsuk ki S normalvektorat!

i j k
QS:ABXAC: bl—al bg—ag b3—a3 =

Ci — Q1 Cy—agy C3 — as

=[(bg —az) - (3 —a3z) — (co—az)- (b —as),
(bs —az)- (1 —ar) — (cz—az) (b —a1)

(bl — al) . (CQ — CLQ) — (Cl — (11) . (bQ — CLQ)] = [nl,ng,ng].

Ez alapjan a S sik egyenlete

S =ni(x—ay) +na(y —as) + n3(z —az) = 0.

Ezutan szamitsuk ki P és S tavolsagat, ami a P-bdél S-re bocsatott merds-
leges egyenes P és a D doféspont altal meghatarozott szakaszanak hossza.

PD egyenes egyszertien megadhatd, mivel S egyenes normélvektora épp
PD egyenes iranyvektora. Formalisan ng = vpp (v, v2, v3). Ebb6l

r = p1+tu-t,
= p2tuv-t,
z = pstus-t.
Ezeket S egyenletébe helyettesitve megkapjuk a t paramétert, majd ¢-t a fenti
képletbe visszahelyettesitve z, y, z-t kiszamithatjuk D pont (dy, ds, d3) koordi-
natait.
Ezutan a tavolsag:

\/(p1 —d1)? + (p2 — d2)? + (ps — ds3)?

Ellenérizziik, hogy D a felszint alkoté haromszoglap belsejében van-e!
Adjuk meg ABC haromszog oldalegyeneseinek egyenletét!
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Az oldalegyenes irdnyvektora a rajta fekvs két cstcs altal meghatarozott
vektor, pontja pedig e két pont valamelyike. A paraméteres egyenletbe z = 0
helyettesitéssel megkapjuk az oldalegyenes xy sikra vett meréleges vetiileti ké-
pét. Ha = és y nem egyszerre 0, akkor egy egyenest kapunk, melynek felirhatjuk
az altalanos egyenletét (ha z = y = 0, akkor egy pontot, &m a térképiinkén
ilyen egyenes nincs). Az altalanos egyenletet konnyen megkaphatjuk, ha az x
koordinata paraméteres enyenletébdl kifejtjiik a ¢ paramétert, majd a kapott
kifejezést behelyettesitjiik az y egyenletébe. Ez az egyenes zy sikot két félsikra
osztja. A egyenletbe helyettesitsiik be el6bb D, majd a harmadik cstcs x és
y koordinatait. A helyettesitéssel kapott szam elGjele egyértelmiien meghata-
rozza, hogy a pont xy sik mely félsikjaban van. A két pont pontosan akkor
esik azonos félsikra, ha elGjeleik megegyeznek. A sikrol sikra torténd meréleges
vetités tartja az osztdviszonyt, igy amely pontok az zy sikon azonos félsikra
esnek, azon pontok &sei az alapsikon szintén azonos félsikra illeszkednek.

Végezziik el ezt az eljarast a haromszog minden oldalegyenesére! Amennyi-
ben D mindharom oldalegyenes esetén a harmadik cstcesal azonos félsikra
illeszkedik, gy D a haromszog belsejében talalhato, ellenkezé esetben nem.

Vizsgéljuk meg az Osszes sikot! Amelyeknél D a haromszog belsejében van,
azok koziil valasszuk ki azt, amelynél d( P, D) minimélis. Legyen ez a sik S, a
doféspont pedig Dy. Az sszes d(P, Dy)-nél nagyobb adatot, amelynél a pont
a haromszog belsé pontja, zarjuk ki a tovabbi szamitasokbol.

Maradtak tehat olyan sikjaink, amelyeknél d(D;, P) < d(Dy, P), de D; ki-
vill esik a az A; B;C; haromszogon.

2. Keressiikk A;B;C; haromszognek a D; ponttol vett tavolsagat! Ehhez ad-
juk meg D-nek az oldalegyenesekhez legkdzelebb esé pontjat.

Az A;B; norméalvektoria D; pontra illeszkedd sik A;B; egyenessel vett met-
széspontja legyen F;. Ugyanilyen modszer szerint keressiik meg d(D;, B;C;)-t
(F}), és d(D;, A;Cy)-t (G).

Ellendrizziik, hogy D; kiviil esik-e (A;, B;) szakaszon, vagy eleme neki! Ha
D; koordinatéai A; és B; koordinéatai kozé esnek, akkor D; € (A;, B;), kiillonben
nem. Ugyanezt a modszert alkalmazzuk a masik két oldalon is.

Ha D; € (A;, B;), akkor d(P, (A;, B;)) = d(P, D;), ha nem, akkor e tavolsag
a szakasz D; ponthoz kozelebbi végpontjatol vett tavolsaga lesz P-nek. P pont
és A; B;C; haromszog tavolsaga pedig e harom eredmény minimuma.

A masodik pontban vizsgalt d(P, A;B;C;)-k, illetve az els6 pont eredménye-
ként kapott d(P, Dy)-ak minimuma a P pont felszintél vald tavolsaga.

Konkrét szamitast a dolgozat terjedelmére valo tekintettel itt nem kozlok.
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7. (")sszegzés

Dolgozatomban bemutattam, hogy egy harom dimenzios barlangtérkép elkészi-
tése matematikailag igen Osszetett feladat. Amellett, hogy rengeteg szamitast
igényel, igen sok aprobb problémat vet fel. Az elkésziilt munkaval kapcsolat-
ban fontos azonban megjegyeznem, hogy a kiilénbo6z6 foldrajzi helymegha-
tarozo rendszerek, és abrazolé modszerek pontatlansiga, torzulasa, illetve a
térképezés nehézségei és a mérések hibai miatt a valdésagot pontosan tiikr6zé
eredményre akkor sem juthattam, ha a matematikai formulak teljesen hibét-
lanok.

Az elkésziilt térkép mégis megfelel az elGzetes elvarasoknak. Jol szemlélteti
a jaratok elhelyezkedését, méretét, és tovabbi szamitasi munkalatok alapjaul
szolgalhat.
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Mellékletek

A Hajnoczy-barlang alaprajza

A kész térkép hosszmetszete
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Hajndczy-barlnag

|S urvey_1

Cimkel Panttdl Pantig |Hossz Ir&rm Lejtés "”[” xm IYm IZm
1 a 1 0,800 48,870 0,000 -0,584 0547 0,000
2 1 2 1.720 0,000 35,670 -0.584 1.944 -1.003
3 2 3 1.910 -26.580 -15.800 -1.406 3588 1,523
4 3 4 2450 -26.580 12,060 2478 573 2034
5 4 5 2120 £.980 -45.100 -2.296 7216 -3.536
5 5 g 4,160 14,630 -46,180 -1,569 10,003 -6,538
7 g v 2180 -39.310 -B6.730 2118 10,669 -8.540
g 7 g8 440 94,290 0,000 -B.512 10,329 -2,540
3 ] 3 £.320 24510 33,650 -4.330 18,126 12042
10 ] 10 B.A10 81,640 -8,840 2035 16.062 -13.043
11 10 1 2,540 63,730 0.000 4,671 17,363 13,043
12 11 12 2.890 10,010 43,730 5.034 19,419 15,041
13 12 13 3.000 63,470 -41,830 7.034 20,418 17041
14 13 14 7.330 8.940 -28.530 8.035 26,780 -20.542
15 14 15 2.540 106570 -8.110 11,334 25,780 -21.042
16 15 16 2.290 43,090 27150 12,786 27,268 22,087
17 18 17 1.350 108.440 -46.240 13,638 26,964 -23.091
18 17 18 2240 116580 0.000 15,70 25,962 23,09
15 18 15 5770 154,140 3970 18.212 20,782 22,691
20 19 20 5,450 148.240 22,540 20,861 16,502 -20.602
21 20 21 1.730 37.890 0.000 21,924 17.867 -20,602
22 21 22 3370 112,450 26,450 24,712 16,715 19,10
23 22 23 5,440 185,030 27,350 24,289 11,902 16,602
24 23 24 5580 202,810 25,330 22,360 T.246 14,214
25 24 25 3,500 282170 34,840 19,504 E.555 12,215
26 25 25 2.880 209.010 0.000 18,107 4336 12,215

A B poligon adatai
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