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1. BEVEZETES

A matematikai alakfelismerés témakorébe szdmos érdekes kérdés esik, melyek azt
az altalanos problémat célozzak meg, hogy milyen jellegli és mennyi informécio
sziikséges ahhoz, hogy egy sikbeli vagy térbeli test alakjat meghatérozhassuk.

Ebbe a kérdéskorbe tartoznak a kiillonb6z6 rontgenkép, atvilagitasi és arnyéko-
lasi problémaék is. Az ezen a téren elért matematikai eredményeket szamos helyen
felhasznaljak a valo életben, ennek leghiresebb példaja az orvosi képalkotasban is
hasznalt tomograf.

Szakdolgozatom témaja is a matematikai alakfelismerés targykorébe esik. A leg-
els6 kérdés amelybdl kiindulunk: Ha eqy kor belsejében fekvd két konvexr alakzat a
kor minden pontjdbol ugyanakkora szég alatt ldtszik, akkor egqybeesik-e a két alakzat?
Erre a kovetkezd vélasz adhatjuk:

1.1. Tétel (|1, Lemma 2.1|) Ha egy C kor belsejében fekvd Py és Py konvex poli-
gonok a kor barmely pontjabol ugyanakkora széq alatt latszanak, akkor a két poligon
eqybeesik.

Szakdolgozatom elsé felében azzal az esettel foglalkozunk, amikor a C kor belsejé-
ben egy S szakasz helyezkedik el, és ismerjiik, hogy a C kor pontjaibol mekkora szog
alatt latszodik ez a szakasz, azaz ismerjilk a vg(z) latoszogfiggvényt a korén. Az
[1] cikkben megfogalmazott unicitashoz egy konstruktiv bizonyitast adunk, amellyel
az S szakasz meg is szerkeszthets, majd tébb masik modszerrel is kiszdmoljuk a
szakasz helyzetét a korben.

Dolgozatom masodik felében a probléma altaldnositasa felé tesziink egy 1épést:
Tobb, a C kor belsejében elhelyezkedd Sy, ..., S, szakasz takarasi szdmanak a

781,80 (®) = Vs, (x) + -+ + vs, ()

fiiggvényt hivjuk,' azaz az egyes szakaszok latészogeinek az Osszegét, ahol @ egy
pont a stkon. Egy éaltalanos kérdés, amely rogton felmeriil az, hogy:

Ismerve a takardsi szam értékeit a C koron, a szakaszok meghatdrozhatoak-e?
Erre a probléméara altalunk ismert valasz még nem sziiletett.

Ebben a dolgozatban az n = 2 esettel foglalkozunk. Sziikséges és elégséges feltételt
adunk a szakaszok szimmetriajara, és megmutatjuk, hogyan kaphatjuk vissza ezen
szimmetrikus szakaszokat a takarési fliggvénybdl, remélve, hogy kozelebb keriiliink
ezzel az altalanos eset kidolgozasahoz.

1A takarasi szam ennél altalanosabb fogalom [4], de ebben a dolgozatban elegends ez az értelmezés.
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2. ELOISMERETEK ES JELOLESEK

Egy M multiszakasz takaréasi szamanak fliggvényét 7, egy konvex IC alakzat 14t6-
szogének fiiggvényét v jeloli.

Legyen g: [0,27] — R egy ivhossz szerint paraméterezett differencialhato gorbe.
Legyen t(s), n(s) és k(s) a g gorbe érint6 egységvektora, normal vektora, és a ¢
gorbe gorbiilete a g(s) pontban. Legyen A(s) és B(s) a g(s) pontbél a K szigoruan
konvex tartomanyhoz huzott két érinté egy-egy érintési pontja, t*(s) a g(s) pontbol
az A pontba mutato egységnyi vektor, a(s) pedig ennek szoge a t(s) érint6héz mérve.
Végiil a(s) legyen az A pont téavolsaga a g(s) ponttol.

2.1. Lemma (Kurusa [3, Lemma 1]) Az « differencidlhato, és a(s)= % — k(s).

Bizonyitas. Véve az R(§) = (_C(S’fni 222) forgatasi matrixot,
A(s) = a(s)t(s)R(a(s)) + g(s)
adodik. A Frenet-formulak szerint ennek derivaltja

0 = a(s)t(s)R(a(s)) + a(s)k(s)n(s)R(a(s)) + a(s)t(s)R(a(s))a(s) + t.

Ha felhasznaljuk a tR(a(s)) = nR(a(s)) Gsszefiiggést, és beszorozzuk mindkét oldalt
az R(—a(s)) matrixszal, majd rendezziik az egyenlGséget

H(s)R(—a(s)) = —a(s)t(s) — a(s)((s) + &(5))n(s)

adodik. Mivel a t(s)R(—a(s)) = tcos a(s) — nsin a(s), ebbdl kovetkezik, hogy
a(s)(k(s) + a(s)) = sina(s).

Az egyenléség rendezése igazolja az allitast. O

Legyen t°(s) a g(s) pontbdl a B pontba mutato egységnyi vektor, 3(s) pedig ennek
szoge a t(s) érint6hoz mérve, valamint b(s) legyen a B pont tavolsaga a g(s) ponttol.
Vizsgaljuk a p(s) := a(s) — B(s) figgvényt, melyre egyrészt nyilvan vi(s) = |u(s)],
masrészt a 2.1 lemma szerint

sina sinf

a b

Eszerint a v nyilvan mindaddig differencialhato, amig p nem valt elGjelet.
Tegyiik most fel, hogy K egy AB szakasz és a g gorbe egy ezt koriilvevs kor.
Ebben az esetben i a kornek pontosan két pontjaban valt elGjelet, igy ott a v45(s)
nem differencialhat6. Tehat a v45(s) ezen két hely kivételével mindeniitt differenci-
alhato, vagyis v45(s) irdny szerinti derivaltjai pontosan e két pont kivételével egymas
ellentettjei, ebben a két pontban viszont megegyeznek.

= . (2.1)
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X(Zﬂl, .172)

TN T —
\_/

Az egységkoron az A = (0.6,0.4) és a B = (—0.8,0.2) S szakaszahoz
tartozo vs fliggvény pirossal, a us fiiggvény pedig kékkel dbrézolva.

A sikban két konvex tartomanyt azonos szog alatt laté pontok halmazanak lezart-
jat ekvioptikusnak, az alakzatokat kiegészits szog alatt 1latd pontjait pedig kompop-
tikusnak nevezziik.

2.2. Tétel [2, 2.1. Tétel| Két szakasz ekvioptikusdnak, és kompoptikusdinak unidja
két, legfeljebb harmadfoki algebrai gorbe.

Az S és S szakasz Apolloniosz-gorbéi lila és narancssérga szinnel.

A 2.2 tétel altal meghatéarozott két gorbét Apolloniosz-girbének nevezziik. Két,
nem egybeesd és nem elfajuld &) := AB és Sy := CD szakasz két Apolloniosz-
gorbéjének egyenlete |2, (2.3)]

|z|?(x, (@ — b) x m) + (a x bym)|z|* — (x,(a — b) x m){x,c+d)+
+{(z,{c,d)((a —b) x m) — (a x b,m)(c+d)) + (a x b,m){c,d)
=+ (|z|*(x, (c — d) x m) + (b x d,m)|z|* — (x, (c — d) x m)(x,a + b)+
+ (z,{(a,b)((c — d) x m) — (c x d,m)(a + b)) + (c x d,m)(a, b)),
ahol = (z,9,0), a = (a,@,0),b = (b,b,0),¢c = (c,¢,0),d = (d,d,0) az A, B,C és

D végpontok koordinatéai, m = (0,0, 1) a z = 0 sik normalisa.

(2.2)

2.3. Lemma Legyen S, és Sy egy-eqy szakasz az [ egyenesen.

1. Ha & és Sy kiilonbozd hosszusdaguak, akkor Apolloniosz-gorbéik elddllnak az
f egyenes és egy-eqy (esetleg elfajuld) kor unidjaként, melyek eqyike az ekvi-
optikus, masika pedig a kompoptikus része.

2. Ha &1 és Sy azonos hosszisdguak, akkor Apolloniosz-gorbéik elddllnak az f
egyenes, €s eqy erre merdleges g egyenes, illetve eqy esetleg elfajulo C kor
uniojaként, ahol g az ekvioptikus, C pedig a kompoptikus része.
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Bizonyitas. A sik koordinatazéasa legyen olyan, hogy a szakaszok raessenek az x
tengelyre, azaz, a = (a,0,0),b = (b,0,0),c = (¢,0,0),d = (d,0,0). Felhasznélva a
a x b =0, c xd=0 Osszefliggéseket, a (2.2) egyenlet az
z*(z, (a — b) x m) — (z, (a — b) x m)(z,c +d) + (z, (c,d)((a — b) x m))
= £(lz[*(x, (¢ — d) x m) — (z, (c — d) x m)(z,a + b) + (z, (a, b)((c — d) x m))
forméara vezet. Mivel ((a — b) x m) = (0,b —a,0) és ((c —d) x m) = (0,d — ¢,0)
ebbdl
(2* +y*)y(b—a) — y(b— a)x(c+d) + ycd(b — a)
= £((@” +y*)y(d — ¢) = y(d = c)z(a +b) + yab(d — c))

adodik. Eszerint az y = 0 egyenes pontjai mind rajta vannak mindkét Apolléniosz-
gorbén. Az Apolléniosz-gorbe x-tengelyen kiviili, vagyis y # 0, pontjaira az

(22 +y*)((b—a)—(d—c))*z((b—a)(c+d)—(d—c)(a+b))Eecd(b—a) —ab(d—c) = 0
egyenletek, vagyis
22 ((b—a)£(d—c))+y*((b—a) £ (d—c))—2x(bc—ad)+cd(b—a)E£ab(d—c) = 0 (2.4)

(2.3)

érvényes.

1. ESET.
Ha a szakaszok hossza kiilonbo6z6, vagyis [b — a| # |d — ¢|, akkor a (2.4) egyenletek
a masodfoku

5 bc — ad cd(b—a) —ab(d — ¢) c—a 2

y +<m_(b—a)—(d—c)> * (b—a; (2 B ((b—Z)—(Z—c)) =0
5 bd — ac cd(b—a)+ ab(d — ¢) bd — ac 2

4 +(”’"‘(b—a)+(d—c>) (b—a)+ (d—c) ((b—a)+(d—c)> =0

format veszik fel. Ezek olyan korck, amelyek kozéppontjai az x-tengelyen vannak,
sugarainak négyzete pedig

2 (a=b)(a—c)(b—d)(c—d)
' (—a)—(d—0)2

"2 = (b - a)(b — C)(a — d)(c _ d) (2.5)
’ (b—a)+ (d—c)?

Az a kor elfajuld, mely sugaranak négyzete nem pozitiv. Az S; és Sy elhelyezkedé-
sétdl fiiggben az alabbi esetek lehetségesek:

Ha S, és Sy diszjunktak:

Valasszuk a koordinatézast olyanra, hogy az O origd a két szakasz kozé essen. Az
altalanossag megszoritasa nélkil ekkor feltehetd, hogy a < b < 0 < ¢ < d. Ekkor
a masodik kor elfajul, a kompoptikus 6sszes pontja az f egyenesre kell, hogy essen,
igy a nem elfajuld kor az ekvioptikus része lesz.

Két egy egyenesre esd diszjunkt szakaszok ekvioptikusa.
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Ha S, tartalmazza Ss-t:

Most vélasszuk az origét olyannak, hogy a < ¢ < 0 < d < b teljesiiljon. Ekkor az
els6 kor az elfajulo. Mivel az S, szakasz csak magéarol az Sy szakaszrol nem latszodik
kisebb szogben, mint S;, igy a nem elfajul6é kor a kompoptikus része.

So
Si

Egymast tartalmazo szakaszok kompoptikusa.

Ha &1 és S nem tartalmazzdk eqgymdst és van két kozos pontjuk:

Ekkor egyik kor sem elfajulé és mindkettének &t kell mennie a két szakasz Thalész-
koreinek M, és My metszéspontjain. Legyen zold azon pontok halmaza, amelyek az
egyik Thalész-koron beliil, a masikon pedig kiviil helyezkednek el.

M, M,
5 /) S
_ — — WA
]\.42 M;

Az egyik Apolloniosz-gorbe a zold tartoméanyban, a masik azon kiviil
halad, igy az S; és S Apolloniosz-gorbéinek lila és narancssarga korei
az ekvioptikus és kompoptikus részei.

A kompoptikus pontok csak a zold teriileten, az ekvioptikus pontok viszont csakis
azon kiviil helyezkednek el. Egy kor, amelynek kozéppontja a tengelyre esik, és
atmegy az M, és My pontokon, csak a zdld teriileten beliil, vagy csak azon kiviil
helyezkedik el. Igy a két Appolloniosz-gorbe egy-egy kore teljesen ekvioptikus, vagy
teljesen kompoptikus.

Ha 8, és Sy érinti eqgymadst:

Ekkor az egyik kor elfajuld, a masik nem. A fentebb definialt zold teriilet iires, ezért
a nem elfajuld kor az ekvioptikus része.

S

‘ S,
Ha &; és S, érintik egymast.

2. ESET.
Minthogy [b —a| = |d —¢| #0,b—a =d — ¢ vagy b — a = ¢ — d. Tegyiik fel, hogy
b—a=d—c A (24) alapjan az Apolloniosz-gorbék egyenletei

. cd(b—a) — ab(d — ¢)

2(bc — ad) ’ S| S
c+2b—a - -
—

_(2.6)

c—a\?2
0:<3:— 5 >+y2~|—(c~|—a)




LukAcs PETER: Szakaszok takarasi szama 6

Ez az egyenes és kor dtmegy a szakaszok Thalész-koreinek My és My metszéspontjain,
igy a korabbi indoklast kévetve adodik, hogy az y-tengellyel parhuzamos egyenes az
ekvioptikus része, az esetleg elfajuld kor pedig a kompoptikus része. U

2.4. Kovetkezmény Legyen adott két szakasz eqy egyenesen.

1. Ha a szakaszok hossza kiilonbozd, akkor
(1.a) amennyiben egyik tartalmazza a mdsikat, akkor nincs ekvioptikus kérik,
(1.b) amennyiben nem tartalmazzdk egymdst és van kozés pontjuk, akkor az
ekvioptikus korik dthalad a szakaszok megfeleld kozds pontjdn,
(1.c) amennyiben diszjunktak, akkor az ekvioptikus korik dthalad a szakaszok
kézelebbi végpontjainak szakaszdn,
2. Ha a szakaszok hossza eqyenld, akkor az ekvioptikus eqyenesiik a két szakasz
szimmetria-tengelye.

Bizonyitas. (1.a) akkor a 2.3 lemma szerint csak kompoptikus koriik van.

(1.b) Legyenek az AB és CD szakaszok egymashoz legkozelebbi végpontjai B és
C. Ha egy X pontnak B a vetiilete, akkor a B kozelében az AX B< szog kozel
7/2, az CXD< szog pedig kozel m. Ha egy Y pontnak C' a vetiilete, akkor a C
kozelében az AY B< szog kozel m, az CY D< szdg pedig kozel w/2. A latoszog
fiiggvény folytonossaga miatt tehat az XY szakaszon van egy ekvioptikus Z pont.
Mivel X és Y rendre a B és C pontokhoz tetszélegesen kozel van, ebbdl kovetkezik,
hogy az ekvioptikus kér metszi a BC szakaszt.

Sl 81 52

\ 4 —

S

Kicsi leiras.

(1.c) Legyenek az AB és C'D szakaszok egyméshoz legkdzelebbi végpontjai B és
C. Ha egy X pontnak B a vetiilete, akkor a B kozelében az AX B< sz6g kozel
/2, az CX D< szbg pedig kozel 0. Ha egy Y pontnak C' a vetiilete, akkor a C'
kozelében az AY B< szog kozel 0, az CY D< szog pedig kozel /2. A latoszog
fiiggvény folytonossaga miatt tehat az XY szakaszon van egy ekvioptikus Z pont.
Mivel X és Y rendre a B és C' pontokhoz tetsz6legesen kozel van, ebbdl kovetkezik,
hogy az ekvioptikus kor metszi a BC' szakaszt.

2. Mivel a szakaszok elhelyezkedése szimmetrikus, az ekvioptikus egyenes is szim-
metrikus lesz, azaz egybeesik a szimmetria tengellyel. U
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3. EGY SZAKASZ ES EGY KOR

3.1. Lemma Legyenek Cy és Co egymdst belilrdél eqy M pontban érintd korok. Le-
gyen [ egy tetszdleges egyenes, amely Ci-et és Co-t is metszi. A metszéspontok az
f egyenesen rendre legyenek A, B,C és D. FEkkor az M pontbol az AB és az C'D

szakaszok azonos szég alatt latszanak.

Bizonyitas. Legyen e a két kor kozos érinté egyenese. A keriileti szogek tételének
érintékre vonatkozo részéllitasa miatt az M AD< szog megegyezik a DM szakasz
és az e egyenes altal bezart o szoggel, az M BC< szdg pedig a C'M szakasz és az
e egyenes altal bezart 3 szoggel. Igy az M pontbol a C'D szakasz  — a szdg alatt

latszik.
M e
N
// A B\P
o
B C

Masrészrol az ABM héromszoget vizsgalva, az M cstucsnél fekvd belsd szog meg-
egyezik a B csucsnal fekvs kiils6 szog, és az A cstucsnél fekvs belsd szog kiilonbsé-
gével, ami éppen 5 — «. O
3.2. Tétel ([1, Lemma 2.1]) Tegyiik fel, hogy a CD szakasz a C kér belsejében
fekszik. A C kéron adott vep fiigguény meghatdrozza a C'D szakaszt.

Bizonyitas. A C koron a vep fliggvény egyediil a C'D szakasz f egyenesének a C
korrel vett A és B metszéspontjaiban zéro, tehat f meghatéirozott.

Az f egyenes a kort két ivre bontja. Ezek koziil a tovabbiakban csak az egyik,
tetszdlegesen kivalasztott ivvel foglalkozunk. Keressilk meg ezen az iven a vyp
fliggvény M maximumhelyét és itt a fiiggvény értéke legyen a.

A CD szakasz « szogii £ 1atokorive érinti az M pontban a C kort, hiszen a vgg
fiiggvény szintvonalai éppen a C'D szakasz latokorivei, és a az a legnagyobb szog,
amelyre a C kornek és a latokoriveknek van kozos pontja. A 3.1 lemma szerint az M
pontbol a CA és a BD szakaszok azonos szogben latszodnak. Ekkor, ha az AM B<
sz0gbdl levonjuk az « szoget, és az igy kapott szog felét felmérjiik az M pontban az
MB, illetve az M D szdgszarakra, akkor az 4j szogszaraknak, és az f egyenesnek a
metszéspontjai kiadjak a D és a C' pontokat. Ez igazolja az allitast. 0

Két szakasz ekvioptikusa a két harmadrendd Apolloniosz-gorbe részhalmaza. Be-
zout tétele [5] szerint két, kozos komponenstsl mentes algebrai gorbe metszéspontja-
inak szama legfeljebb a gorbék fokszdmanak szorzata, ezért egy masodrendi C kor,
és egy harmadrendd Apolloniosz-gorbe legfeljebb hat pontban metszheti egymast
agy, hogy a kor ne legyen az ekvioptikus része. Ebbdl kdvetkezik az aldbbi allitas.
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3.3. Tétel Ha a C kirnek létezik 13 olyan pontja, amelyekbdl a kior belsejében fekvd
Sy €s Sy szakaszok azonos szog alatt ldtszanak, akkor S1 = Ss.

Ez azonnal adja a kovetkezét.

3.4. Kovetkezmény (|1, Lemma 2.2|) Ha a C kérnek létezik olyan nyilt C' kérive,
hogy a koriv minden pontjabol a kor belsejében fekvd Sy és Sy szakaszok azonos szig
alatt latszodnak, akkor S, = Ss

A tovabbiakban az ismeretlen szakasz végpontjainak kiszamitasi modjait mutatjuk
meg néhany fontos specialis esetre.

Legyen az ivhossz szerint g-vel paraméterezett o sugaru C koroén g(s;) és g(s2) az
a két pont, ahol az S := AB szakasz nulla szog alatt latszik. Ekkor feltehetd, hogy
0 < 51 < sy < 2pm. Legyen sz, s4 C (0,2mp) tgy, hogy vs(s3) # 0,és vs(sy) # 0
tetszdleges, és jelolje H a g(s1)g(s2) hiurt, amelynek hossza h > 0.

3.5. Tétel A fis(s1) €s fis(s2) értékek meghatdrozzik az S szakaszt.

Bizonyitas. Az altalanossig megszoritasa nélkiil* szimolhatunk olyan korrel, ami-
ben h = 2. Legyen az A és B pontok hiirfelez6 ponttol valo elGjeles tavolsaga a és
b. Ekkor —1 < b < a < 1. A t(s;) és H altal bezart szog legyen &.

A (2.1) formula szerint

sin & sin &

sin(m —§)  sin(m —¢§) ‘

(o)l = [ T25 - SRE| oo gy = [T ST )

Legyen
sl L)
sin & © sin(r — &)’

és jegyezziik meg, hogy

1 1 a—>b . 1 1 a—>b
L s iy Sl e v S Rl IV S IRl € s 1 I S

A (3.1) els6 egyenlete alapjan b = C{:ig:gg, hiszen x # -, mert z = = esetén

az %_b = 0 ellentmondés adédna. A (3.1) masodik egyenlete b visszairasa és rendezés
utan a

a*(x —2zy —y) +a(—22 —2y) + (z + 22y —y) =0

formulat eredményezi. Ennek 162y + 1622y? diszkriminansa pozitiv, igy az

T4y —2y/xy +x2y® T4y +2y/zy + x?y?
a; = és ag =
! T —y— 22y 2 T —y—2xy

gyokei kiilonbozsek. Ugyanakkor |az| > 1, mert a haromszog-egyenldtlenség miatt
[z +y+2Vay + 22y = [z +|y[+ 2V 2y + 22y?| > [z + |y +[22y] > v —y —2zy],
igy az a; az egyediili megoldas. Visszairva a; értékét a b kifejezésébe, a

T4y —2y/xy + x?y?
T —y+2xy

b:

eredmény adodik. Ez bizonyitja a tétel allitasat. 0

2A 2.1 formula a kér sugaratol fiiggetleniil teljesiil, mert a x gorbiiletek kiesnek.



LukAcs PETER: Szakaszok takarasi szama 9

Erdemes megjegyezni, hogy az S szakasz hosszara
Wb day(v +y —2v/zy +2%?)  day(r +y — 2\/zy + 2%y?)

(z —y)? — da?y? (4 y)? — A=+ ay)
4y

oz y+ 2oy + a2y

adodik.

3.6. Tétel Legfeljebb egy olyan, az S szakasztol kiilonbozd, vele egqy hiron lévd S
szakasz létezik, amelyre

L f1s(s1) = f1g(s1) €s vs(s3) = vg(s3), vagy

2. vs(s4) = vg(sa) €s vs(ss) = vg(ss).
Bizonyitas. 1. ESET.
A g(s3) mersleges vetiilete a H hiron legyen T, ennek tavolsaga a g(s3) ponttol
legyen [, a g(s1) ponttol pedig k. Az A és B pontok el6jeles tavolsaga a T ponttol
rendre legyen a és b. Ekkor k —h <a <b < k.

Ekkor vs(s3) = atg 2 — atg ¢, amibdl

x:=tgus(s3) = tg (atg%) — atg %) = g;—gé > 0, (3.2)
tovabba a (2.1) formula miatt y := %?l =1 — =, vagyis
k*y — bky — aky + aby = b — a. (3.3)
A (3.2)-bd6l kévetkezd a = bfjréix kifejezést a (3.3)-be helyettesitve
V(ly — x — kxy) + by(k*x — 21k — 1*x) + (Ik*y + klPzy — 21*) = 0 (3.4)

adodik. Ennek
D = (K*zy — 2lky — P2y)* — 4(ly — x — kay)(IK%y + Pkay — 20?)
= E'a?y? 4 212K ay? + AlkPay + 4Bxy — 41%2% + 12%y?
diszkriminansa nem lehet negativ, igy a masodrendd (3.4) egyenletbol

—y(k*x — 2kl — 1’z) = /D
2(ly — x — kxy) '

bio =

Most a (3.2)-bdl kovetkezs b = ljf—ﬁl kifejezést helyettesitve a (3.3) egyenletbe
a*(z — ly — kxy) + ay(2kl — zI? + K*z) + (k*zy + I’z — k*ly) = 0 (3.5)
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adodik, melynek megoldésai

—y(k*z + 2kl — 1?z) /D
2(x — ly — kxy) '

a12 =

Ez bizonyitja az els6 eset allitasat.

2. ESET.

Legyen a g(s3) és g(s4) pontok tavolsaga a hartol rendre [ és j, a hurra bocsatott
merdlegesek talppontjai 17 és Ty, ezek tavolsaga pedig k = |T17T5|. Most a és b
legyen az S végpontjainak Ti-t6l vett tavolsaga. A kor sugarat olyanra valasszuk a
szamitasok megkonnyitése végett, hogy k = 1 teljesiiljon.

Ekkor az
bl — al o = tgvs(ss) = bj —aj
21 ab YT BT ST ) (1 b)

7= tg s (ss) =

12xz+al
l—ax ’

Px+aly. . Pz + al I’z + al
(l—ax )j_aj:j y—l—a( [ —ax )y_ay_<l—ax )y—i—y:()

egyenletek els6 formulajabol b = aztan ezt a mésodik formulaba irva

adodik. Ezt rendezve a masodfoki
a*(jx — ly — zy) + a2ly + 2y + j2ovy — P2) + (Pjz — 1%y + Pay — ly) =0 (3.6)
egyenlethez jutunk. Ennek
D = (2ly + xy + j2xy — 1’2)* — 4(ja — ly — xy)(Pjx — iy + Pay — ly)

diszkriminédnsa nem negativ, hiszen a (3.6) egyenletnek van megoldéasa. KEszerint
a (3.6) egyenlet gyokei

_ 2ly —ay — jray+ Pr £ VD

Q12 = . 9
2(jz — ly — zy)
melyeket visszairva
- —2y + zy + j2xy — Pz + /D
b2 2(jz — ly + zy)
adodik. Ez bizonyitja a masodik eset allitasat. U

A 3.6 tétel mindkét allitasa éles.
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Példa a 3.6 tétel 1. esetére. Tekintsiink egy o > 0.8 sugart C kort, amely at-
megy a H hur g(s;) := (0.8,0.6) és g(sq2) := (—0.8,0.6) végpontjan. Vegyiik azt az
S szakaszt, melynek végpontjai A := (0.6,0.6) és B := (0.5,0.6), tovabba legyen
C:=(0.5,0.6) és D := (0.2,0.6) az S szakasz végpontja. Ekkor a (2.1) alapjan

sin & sin & sin & sin &

As(51) = 5806 " 08-05  08-05 08—0z  lsls1):

tovabba az Apolloniosz-gorbe koreinek sugaraira vonatkozo (2.5) egyenletek koziil
az elsé alapjan a nem elfajuld K kor sugara r = 0.15, kézéppontja pedig G = (0.5 +
0.15,0.6) = (0.65,0.6). Minthogy a K kor m/2, a C kor viszont ennél hatarozottan
kisebb szogben metszi a H hur egyenesét, a I és C kordk a g(s;) ponton kiviil is
metszik egymast valamely ¢(s3) pontban. Minthogy a nem elfajul6 kor a 2.3 lemma
értelmében az ekvioptikus része, vs(s3) = vg(ss), vagyis a 3.6 tétel els§ allitasa
tényleg éles. JAN

S1|Ss

3.1. dbra. Ellenpélda a 3.6 tétel 1. és 2. esetére

Példa a 3.6 tétel 2. esetére. A 2. lemma alapjan két azonos hosszisdga S és
S szakasz ekvioptikusa a szimmetria tengelyiik, ami két, mondjuk g(s3) és g(s4)
pontban metszi a szakaszok unidjat korbevevs barmely C kort. Ekkor vg(sy) =
vs(sa) és vs(ss) = vs(ss), vagyis a 3.6 tétel masodik 4llitasa tényleg éles. A

3.7. Lemma Ha az egy hiron fekvé S és S szakaszokra vs(ss) = vs(ss) > 0,
vs(s4) = ve(sq) >0, és vs(ss) = vs(ss) > 0, akkor S=S.

Bizonyitas. A kilonbozs g(ss), g(ss) és g(s5) pontok rajta vannak a két szakasz
ekvioptikusan, ami a 2.3 lemma szerint a szakaszok kozos egyenesén kiviil egy erre
szimmetrikus kor vagy egyenes. Ebbdl kovetkezik, hogy az ekvioptikus tartalmazza
a C kort. Viszont a 3.2 tétel alapjan ekkor a két szakasz is egybeesik, igy ellentmon-
déshoz jutottunk. 0
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4. KET SZAKASZ ES EGY KOR

Legyenek az S = AB és S, = CD szakaszok a C kor belsejében, tovabbé legyen
Ts,.S, = Vs, + Vs, a takarasi szam fiiggvénye.

A szakaszok elhelyezkedésének harom lényegileg kiillonb6z§ esete van, annak meg-
feleléen, hogy a szakaszok rendre f; és fo egyenesei 6sszesen hany kiilénb6z6 pontban
metszik a C kort.

Az els§ eset az, amikor a C korén négy pontban nem differencidlhaté a 7s, s,
fiiggvény. Ilyenkor f; és fo két-két pontban metszik a kort. A két egyenes ekkor
hérom kiilonb6zé modon illeszkedhet a metszéspontokra.

9(31 9(s2)

9(s3) o5

g(s1) 9(s2)
S,

9(s3) 2(5)

g(81 9(s2)

9(s3) o(5)

Ha négy pontban nem differencialhato a takarasi fliggvény.
A masodik eset az, amikor a C koérén harom pontban nem differencialhaté a 7s, s,
fiiggvény. Ilyenkor f; és fo a koron metszik egymast.

g(s1)

g()

9(s2) \ /_\

Ha harom pontban nem differencialhaté a takarasi fiiggvény.
A harmadik eset az, amikor a C korén ketté pontban nem differencialhaté a 7s, s,
fiiggvény. Ilyenkor f; és fo egybeesik.

9(s2) 9(s3)

Ha két pontban nem differencialhato a takarasi fiiggvény.
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4.1. Tétel A 75, s, figgvény a C kirdn a C kér valamely origon dtmend o egye-
nesére akkor és csak akkor szimmetrikus, ha az S, és Sy szakaszok a o egyenesre
szimmetrikusan helyezkednek el.

Bizonyitas. Vilagos, hogy a szakaszoknak a C kor valamely origon dtmend o egye-
nesére valo szimmetrikus elhelyezkedésébdl kovetkezik a takarasi szam szimmetridja.

Most tegyiik fel, hogy a szakaszok takarasi szama szimmetrikus. A szakaszok
elhelyezkedésének fentebb megfogalmazott esetei szerint haladunk.
NEGY PONTBAN NEM DIFFERENCIALHATO A TAKARASI SZAM
Ez a négy g(s1),9(s2), g(s3) és g(s4) pont a kéron két modon helyezkedhet el:

(a) egyik sem esik a o tengelyre, vagy (b) két pont is illeszkedik ra.

(a) A négy pont egyike sem esik a o tengelyre.
Ekkor essen az egyenes egy oldalara g(s;) és g(s4), g(s1) tiikkorképe g(sa), g(s4)
titkorképe pedig g(s3). Ekkor az egyenesek elhelyezkedése haromféle lehet:

9(s1) g(s2) g(s1) g(s2) 9(s1)

s, SoN S o

S

g(s1)  g(s3) g(s1)  g(s3) 9(s4)

Az al), a2) és a3) esetek

al) Az Sy szakasz a g(s1) €s g(s4), az So szakasz a g(s2) €s g(s3) egyenesére esik:
Vegyiik észre, ha a szakaszok egyeneseit mar tudjuk, akkor a szakaszok helyét a
kovetkezéképpen szamolhatjuk ki: Vegyiik 7s, s,=Vs, + vs, jobb és bal irany sze-
rint vett derivaltjat, és adjuk ezeket Ossze. Azokban a pontokban, ahol vs, és vs,
differencialhato, a jobb és bal iranyt derivalt egymas ellentettje, kovetkezésképp a
képzett Osszeg ezekben a pontokban eltiinik. Viszont s;-ben vg, irdny szerinti deri-
valtjai megegyeznek, mig vs, derivaltjai tovabbra is ellentettjei egymasnak, igy az
osszegben ezek kiejtik egymast, és megkapjuk vs, irdny szerinti derivaltjanak két-
szeresét. E modszerrel kiszamolhatjuk az S szakaszhoz tartozo |fis, (s1)] és |fis, (s4)]
derivaltakat az s; és s4 pontokban. A 3.5 tétel alapjan ezek mar egyértelmien meg-
hatérozzak a szakaszt. A szimmetria miatt az S; hirjaval szimmetrikus htaron fekve
So-t is ugyanazok a derivaltak hatarozzédk meg, igy Sy és Sy szimmetrikusak.

a2) Az Sy szakasz a g(s1) €s g(ss), az So szakasz a g(s2) €s g(s4) egyenesére esik:
A bizonyitas megegyezik az el6z6 esetével, a szakaszokat ugyanazon derivaltak ha-
tarozzak meg a szimmetrikus hirokon, igy a szakaszok is szimmetrikusak.

a3) Az Sy szakasz a g(s1) €s g(s2), az Sy szakasz a g(s3) €s g(s4) egyenesére esik:
Ekkor az C, D és g(s1) pontok koré irt korének megfelels ive az S, szakasz vg,(s1)
szog latoszogkorive.
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A szimmetria miatt erre ra kell essen a g(sy) pont is, ez csak akkor lehet, ha a
C, D, g(s1),g(s2) pontok hurtrapézt alkotnak, azaz a négyszog tengelyesen szimmet-
rikus. Hasonlbéan bizonyithatéo A és B szimmetriaja.

b) Ha g(s1) és g(s3) a o egyenesre esik, akkor két helyzetben dllhat fi és fo.
g(s1) g(s1)

o(s0) AT N (52

o5 | SNls)
S
\

9(s3) 9(ss3)
A bl) és b2) esetek

bl) Ha az egyik egyenes egybe esik o-val (legyen ez most fs):
Ekkor vs, szimmetrikus a koron, igy 7s, s, szimmetridja miatt vgs, is szimmetrikus,
ami csak tgy lehet, ha S; tengelyesen szimmetrikus.

b2) Ha sem fi, sem fo nem esik egybe o-val:

Ebben a helyzetben nem lehet a takarasi fliggvény szimmetrikus. Legyen S; az
f1 = g(s1)g(s2) egyenesre es, Sy pedig az fo = g(s3)g(s4) egyenesre es6 szakasz.
Tekintsiik s;-ben a takarasi szam jobb és bal irdny szerinti derivaltjat. A vgs, bal- és
jobboldali derivaltjai megegyeznek si-ben, vgs, derivaltjai viszont egymas ellentettjei.
Mivel a szimmetria miatt a takarasi szamnak s;-ben lokalis szélsGértéke van, igy a
jobb és a bal iranyu derivaltnak ebben a pontban meg kell egyeznie, ami csak agy
lehetséges, ha vg,-nek lokilis maximuma van s;-ben. Hasonloéan belathato, hogy
ss3-ban pedig vg,-nek van lokalis maximuma.

Most vizsgaljuk so-ben, és sy-ben a takarasi szam irany szerinti derivaltjait. Az
s pontban s; felé tartva az irdny szerinti derivalt értéke nagyobb, mint s3 felé
tartva, hiszen vg, értéke az s; lokalis maximum felé ng, ss felé pedig csokken. Az sy
pontban hasonlé gondolatmenettel ennek forditottjara jutunk, a derivalt értéke itt
s1 felé nagyobb, mint sz felé¢, ami ellentmond a szimmetrianak.

HAROM PONTBAN TUNIK EL A TAKARASI SZAM

Legyen ez a harom pont ¢(s1), g(sz2) és g(s3), gy hogy 7s,s,(s3) = 0. Ekkor az al)
eset bizonyitasanal leirt modszerrel kiszamolhatjuk a g, (s1) = vs,(s2) értékeket. A
derivaltak és a 7s,s,(51) = vs,(51) = vs,(s2) értékek a 3.6 tétel szerint legfeljebb
két-két szakaszt hatarozhatnak meg az f; és fy egyeneseken.

9(53)
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Legyenek ezek Sl(l), Sél), 8{2), Séz), ahol Sfl) és sz), illetve Sél) és 852) szimmet-
rikus o-ra.

Ha az Sfl) és 52(2) szakaszok takarasi szama szimmetrikus, akkor a 82(1) és 852)
szakaszoknak is szimmetrikus a takarasi szama, igy az egy egyenesre esG Sfl) és Sél)
azonos szogben latszanak az f; egyenesen kiviil es6 ¢(s2) pontbol. Ez a pont rajta
van tehét a két egyenes ekvioptikusan, ami vagy egy kor, amely athalad a két sza-
kasz kozott, ha azok diszjunktak, vagy mindkét szakaszon, ha van kézos metszetiik,
vagy a szakaszok hosszanak egyezése esetén egy egyenes, ami szimmetriatengelye a
szakaszoknak.®? Ez az Z izoptikus kor vagy egyenes dthalad a g(sy) ponton, tovidbba
a 2.4 kovetkezmény miatt atmegy a g(s1)g(s3) haron is. Szimmetria miatt igy az
7 izoptikus metszi azt a g(s1)g(s3) ivet is, amely nem tartalmazza a g(sy) pontot.
Legyen ez a metszéspont M. Mivel M-ben azonos szog alatt latszik ezen két szakasz,
és a szakaszok kétfajta parositasanak is ugyanaz a takarési szama M-ben, ezért itt
81(2) és Sél) is azonos szogben latszik.

A szimmetriat felhasznalva M o-ra vett képében, M’-ben pedig 81(1) és 82(2) is azo-
nos szogben latszik. Ez a két szakasz tehat azonos szog alatt latszik az f; egyenesen
kiviili g(sz)-ben, M-ben, és M’-ben. De az egyenesen kiviili harom fiiggvényérték

a 3.7 lemma miatt mér egyértelmien meghatarozza a szakaszokat, igy S}l) = 82(1).

Hasonl6an Sf) = 852), ahol a szimmetria természetesen mar fenn kell hogy alljon.
KET PONTBAN TUNIK EL A TAKARASI SZAM

Az S és S, szakaszok altal meghatérozott hir felez§jétdl a végpontok elGjeles ta-
volsagai rendre a, b, ¢ és d, ugy hogy a < b és c < d. A 7g, 5,(s) két zérushelye s; és
S9, a hurfelez meréleges pedig a g(s3) és g(s4) pontokban metszi a C kort.

9(s3)

9(s4)

A g(s1)-ben huzott érint6, és H altal bezart szog legyen £, valamint a H hiar tavolsaga
a g(s3)-tol legyen . A (2.1) képlet miatt

sin & sin & sin & sin &

Tetiiea() = |30 = = T e h—dl (1)
és
) sin & sin & sin & sin &
= — - . 42
Tathlea(32) = |3~ Y e had (42)

Tovabbi két egyenletet irhatunk fel a takarasi szam sz-ban felvett értékébdl, illetve
a derivalt s3-beli értékébol. A g(s3) és az A pont tavolsiaga a Pitagorasz-tétel miatt

3Kénnyen belathato, hogy a szakaszok hossza kiilonb6z6, mert azonos hossztusagu szakaszok esetén
az s1-t6l tavolabbi szakasz si-beli derivéltja kisebb lenne.
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Va2 + 12, az « szog szinusza pedig

!
VaZ11Z
tobbi végpontra is, igy adodik a harmadik egyenlet:

16
A megfelels Osszefliggések felirhatoak a
i l l l [
Tealed(ss) = |z ~pyp Y Er e TPy @
A negyedik Osszefiiggést a

(4.3)
b a d c
fis, (83) = atgz — atg 7 fs,(83) = atg 77 atgz
b a c d
Tlab) o) (S3) = |tts, (s3) + s, (s3)] = ‘ atg ; — atg - +atg 7 —atg 7’
egyenletek
b
(T, (53)) =tg (atgi — atg

a d c
7 —l—atg7 —atg7>
 tglatg? —atg?) +tglatg  —atg§) o + e
11— tg(atg 2 — atg %) tg(atg ¢ — atg ¢) 11—
tangensének rendezése utan kapjuk:

l(b—a) l(d—c)
124-ab 12+cd

(b= a)(2 + ed) +1(d — ¢)(I12 + ab)
t2(Tla,8),[cq (53)) = (12 + cd)(12 4 ab) — 12(b — a)(d — ¢)

: (4.4)
A kor sugarat az altalanossag megszoritésa nélkiil valaszthatjuk akkorara, hogy a
hur A hossza 2 legyen. Igy feltehets, hogy —1 <a<b<lés -1 <c<d< 1.

A takarasi szam szimmetridja miatt

Tla,b),[e,d) (51) = Tla,b),[e,d] (52)
amiért

& Tlapfea(s3) =0,
sin & siné  siné sin
1—a B

_< sin & _ sin &
1-b 1—c¢c 1-d
és

sin & sinf)
l4a 14+b 1+c 1+4d
[ [ n [ I 0
P+a? P+ P4+ P+
Megfelels egyszertsitések utan, ezekbdl rendre
L (1= B)(1 =)L)
(1=l =a?) = (1 =61 =) + (1 =-0*)(1 =)
és
P+a*=

(12+b2)(l2+62)(l2+d2)
EH A+ @) -~ P+ P +E)+ @+ D)@+ )
kovetkezik. E két egyenlet Osszege

L+ =(1—a®) + (> +ad%

(1-0)(1—)(1—d)
1— A1 —d) — (1 -1 —d) + (1-b2)(1 - )
N (2 + (2 + ) (2 + &)
(4 )P+ &) = B+ ) (1P + &) + (B + 1) (2 + )

+
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A nevezdkkel felszorozva:
L+ P[P+ )P+ &%) + (1P + 0?)(c? = d*)]
< (1= ) (1= ) + (1= B)(d? - )
=(1=b")(1 =) (1 = d)[(I* + ) +d*) + (1" + b°)(c* — d*)]+
+ (0P + )+ d)[(1 - )1 —d*) + (1= ") (d” = )]
adodik. A jobb oldalon a szorzéasokat elvégezve, a bal oldalon kiemelve
1+P2)(1 =)A= P+ AP+ d)+
+H(1+ ) (1 =) (1 —d®) (P +b*)(* —d*)+
(1421 = b)(d = (1P + )+ d*)+
+(1+2)(1 = b*)(d® — AP+ ) (P - d?)
= (1= P+ ) (P = d)(1 - A1 —d®) — (P+ A+ d)]+
+(1 = A1 = d®)(I* + AP+ d®) (1 +17),
majd rendezés utan
0=—(1-0)(+b")(c* —d)[(1 — )1 —d*) = (" + ) (I* + &)+
+(1+ ) (1= A (1 = d®)(*+b*)(? — d*)+
1+ 21 =) (& = AP+ )P+ )+
HL+ )1 = 0°)(d* = )1+ 6*)(c* — d?),
vagyis
0=(1-0)P+b) (- P+ + - 1)+
+ 1+ ) = d)[(1 =) (1= d*)(1 +0°) — (1= ) (1 + ) (1 + )]
adodik. Ezt (¢ — d?)-tel és (1 + [?)-tel (ezek nyilvanvaléan nem 0-k) osztva
0=1-)P+)R+P -1+ (1 -1 —d*)(P+b*) — (1) (*+A) (> +d?)
amiben a zardjeleket kibontva
0=2d°1* +1' — I + 2d°V* + b*I* — b* — 2b°d°1°—
— VU 01— 2607 — b 4 bt
+ P =P = PP+ PP+ 0 -0 - P+ 0D
— =P = PP = PP+ V4 PP + DA + VAP
jon ki, melynek szorzat alakja
0=(*— ) (P> +d* - 2) — (b + d* — 2b°d%)).

Ennek a szorzatnak a masodik tényezdje mindig negativ, mert b> + d? — 2 < 0 és
b2 + d? > 2b%d?, ezért ebbdl b = £c adodik. Ezt a mésodik egyenletbe visszairva
a = +d adodik.

Ha b =césa= —d, vagy b = —c és a = d, akkor a két szakasz unidja a hirfelezé
pontra szimmetrikus szakasz.

A b=césa=dhelyzet a kezdeti a < b és ¢ < d feltételek miatt nem allhat elé.
Ha b = —c és a = —d akkor a hurfelezére szimmetrikus szakaszokat kapunk.
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Ha pedig ¢? = d?, azaz ¢ = —d, akkor a = —b, ami két, a hirfelezére egyenként is
szimmetrikus szakaszt hataroz meg. Ezzel a harmadik esetet is igazoltuk.
A tétel bizonyitasa befejezédott. O

Szimmetrikus takarési fliggvény esetén bizonyos helyzetd szakaszok kiszamithato-
ak.

4.2. Tétel Ha két szakasz takardsi szama szimmetrikus €s a szakaszok eqy eqyenesre
esnek, akkor a szakaszok helye egyértelmien meghatdrozhato.

Bizonyitas. ElGszor azt az esetet tekintsiik, amikor a szakaszok egyenese nem az
atmérdre esik. Ekkor a ‘H hir felez6merdlegese metssze a C kort a g(s1) és g(s2) pon-
tokban. A kor sugarat most akkoréara valasztjuk, hogy a g(s1) és a felez6merdleges T'
talppontjanak tavolsaga egységnyi legyen. A g(s9) és T tavolsaga legyen [, melyrsl
az altalanossag megszoritdasa nélkiil tehetjiik fel, hogy [ > 1. Mivel a takarasi szam
szimmetrikus, a fenti lemma alapjan tudjuk, hogy a szakaszok is szimmetrikusan
helyezkednek el, ezért

a

v = tg (T[a,b][c,d}(31)> _ b—a Y= tg <T[a,b][c,d](81)> _ % — T _ bl — al
' 2 1+ab ' 2 1+  2+ab

hiszen 7, pji,q(s1) # 7. Ekkor kifejezve a-t, és visszahelyettesitve

R == B o Py Iy

R+ PAbPr 40— b

Yy

teljesiil. Ez a b-ben mésodfoku
v (lx —y) + b(zy — Pay) +lx — Py =0
egyenletre vezet, melynek megoldasai

Pry —xy £ /(zy — Pxy)? — 4(lz — y)(lz — 2y)

by o =
" 2(lx —y)
Tudjuk a szakaszok szimmetridja miatt, ha az egyik megoldés megadja b-t, akkor
a masik megoldas pedig c-t. Ekkor szintén a szimmetria miatt, mivel a = —c és
b = —d, mar meg tudjuk adni a mésik végpontokat:
—Pry +zy + +/(zy — Pay)? — 4(lx — y)(lz — 12y)
B 2(lz — y) ’
d —Pry + zy — /(zy — Py)? — 4(lx — y)(lz — Py)
N 2(lx —y) '

Ha g(s1)-bol az S; derékszog alatt latszik, akkor az els6 egyenlet helyett az ab = —1
egyenletbdl szdmolhatunk. Ekkor

bl 4+
V=3 —I__ i amib6él  b? — b(y — %y) — 1,
vagyis
p_ Wyt Py —Ar oyl oy = ly — Py AP

2] 21

Lo Yy =y =Py AP Py - Py - AP
N 21 N 21
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adodik.

Ha a szakaszok az atmérdre esnek, akkor a két szogre felirt egyenlGség megegyezne,
ezért ebben az esetben mar fel kell hasznalnunk a takarasi szam derivaltjanak egyik
zérushelyen felvett értékét.

b—a T[ab}[cd]<31> 1 1 1 1 .
() |t
1+ ab 2 T—a 15 T 1oc 1oal s
Az abszolut érték felbontasa utan, és behelyettesitve ¢ = —b-t és d = —a-t:
b—a T[ab][cd](sl) 1 1 1 1 )
1+ ab 2 T TTh 1—a 1xa 1gp M=y
Ekkor a = f’;—b”;—et visszahelyettesitve:
1 1 . 1 1
o b—x b—z =Y
1-b 1- Toe ltigs 1+ b

20'r — bty 4 bty 4+ 4bPxy 4 4b%x + 207y — 2022y — 4bay + 22 — y + 2Py = 0,
b 2z — y + 2*y) + bP(4ay) + b2 (4x + 2y — 22°%y) — b(dzy) + (22 —y +2%y) =0
Ekkor b? # 0-val osztva

1 1
(0" + 15) (20 —y+ 2%y) + (b — 7)(dwy) + (4o + 2y — 20°y) = 0

majd a b — % = e helyettesitéssel
(e* +2)(2x — y + 2%y) + e(dzy) + (4 + 2y — 22°y) = 0
adodik. Ez a masodfoku
e*(2x — y + 2%y) + e(4ay) + 8z =0

egyenletre vezet, melynek gyokei

—2xy + 24/ —42? + 22y — 223y + 22y>

G2 = 2 — y + 2%y

Keressiik tehat a

1

b— - = €1,2 (45)

b

egyenletek megoldasait, melyek:
et ed+4 et e3+4
bio = 5 b1 = 5

Tudjuk, hogy az eredeti probléménak legalabb két megoldasa van b-re (a szimmetria

miatt), és ez a megoldéas egyértelmd is, mert ha egy —1 < b < 1 érték megoldasa
az (4.5) egyenletnek, akkor 3 is megoldés lesz, viszont || > 1, ezért az eredeti

probléménak ez nem megoldasa. U
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4.3. Tétel Ha a szimmetrikus S, és Sy eqyenesei a C kéron metszik eqgymdst, a
szakaszok egyértelmiien meghatdrozottak.

Bizonyitas. Legyen g(s1) az a pont, ahol a takarasi szam elttinik, valamint S
egyenese messe a kort g(sz)-ben, Sy egyenese pedig g(s3)-ban.

9(s3)
o
S| S\
g9(s1) g(s2)
A g(s1) pont raesik a szimmetria tengelyre, itt |Us, (s1)| = |Us,(s1)| = %“52—2(81)‘,
valamint megkaphatjuk a |vs, (s2)| = |¥s,(s3)| értékeket is. Ekkor a 3.5 lemma

alapjén a szakaszok egyértelmtien meghatérozottak. 0
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5. MEGOLDATLAN PROBLEMAK

Ha két szimmetrikus szakasz egyenese négy metszéspontot hataroz meg, a megol-
dand6 probléma ezen egyenesek kivalasztasa.

g(s2)

\5&

9(s3)

g(SzZ:ii;§g>o g(s1)

S, Sy

g(ss) 9(s1)

g(s2) C 51 o g(s1)

o) e ool R

Ha az egyeneseket megtalaljuk, a metszéspontokban ki tudjuk szamolni az adott
egyenesre es@ szakaszhoz tartozo derivaltakat, és igy a szakaszok helyzete mar egy-
értelmd lenne.

Sejtésiink az, hogy az egyenesek egyértelmiien meghatarozottak, azaz nincs olyan
szimmetrikus takarasi fiiggvény, amelyhez két kiilonb6z6 szakasz-par tartozna.

Tovabbi kérdés, hogy a szimmetriat elhagyva, mit mondhatunk két altalanosan
elhelyezkedd szakaszrol, a takarasi szam ismeretében.

Az 1.1 tétel felveti a kérdést, hogy felismerheté-e a 75, s, fiiggvénybdl az Sy ... S,
szakaszok elhelyezkedésének konvexitasa?

A valaszok hasonléak lehetnek a szimmetrikus esetében adottakhoz.
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