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BEVEZETES

Szakdolgozatom temaja

Az egyenlttiensegek a matematika minden agaban lenyeges
szerepet jatszanak, olykor lenyegesebbet, mint az egyeniose-
gek. Uj szemieletmod elsajatitasat teszik lehetdve az egyen-

iStlenséegek (becslés) és ezt igen fontosnak tartom.

Geometriai egyenidtlenségek témakore azért vonzott, mert
allitasait koONnNyd megeérteni (szemiélet is segit] és a bizonyr
tasok soran hasznalva egy-egy egyszerdbb egyenlotlienseget,
Ojabb s Ujabb érdekes egyenldtiensegeket nyernetunk, sejt-
hetUnk meg. Igy szlletett ma manr nevezetesnek mondhato
tobb egyeniStlenséeg, amelyikbdl a dolgozat is tartalimaz néeha-

nyat.

A feladatokat a megoldasban felhasznaltak alapjan csoporto-
sitottam. FSként a kozépiskolas anyagbhan szereplo ismeret-

anyagot hasznalo feladatokat valasztottam.

Az elso fejezet az egyeniStlensegi relacio tulajdonsagait tar-
talmazza, majd kovetkezd fejezetek a haromszog-egyeniot-
lenséeggel, tikrozesi-elvvel nevezetes kdzepek kdzOti egyen-
Iotlenseggel megoldhato feladatokat.

Az otodik fejezetben a nemreg elhunyt vilaghird, magyar szar-

mazasl matematikus, Erdas Pal altal felvetett egyik problé-




maval foglalkozom. Nehany egyszerd alkalmazasat is adok az
Erdds-Mordell-egyenitStlensegnek. A sokféle feladattal arra
szerettem volna feinivni a figyelmet, hogy az egyes egyenldt-
lenseégek alkalmazasi terldlete a geometrian beldl is igen sze-
les. Torekedtem arra is, hogy ne tartalmazzanak hosszas
szamitasokat a biztonyitasok, hanem olyan feladatok kerdi-

jenek a valogatasba, amik otletesek, frappansak.

Vegezetll szeretnék koszonetet mondani dr. Kurusa Arpad
szakdolgozati temavezetdmnek, akinek iranyitd segitsege

nelkdl nem nyerte volna el jeleniegi formajat dolgozatom.



Jelolések és néhany fontos felhasznalt asszefuggeés

AkovetkezO altalanosan elfogadott jeldléeseket hasznaljuk:

A B, C haromszog sikidom csucsai
a;b;c rendre A, B, C cstcsokkal szembeni oldalak
a; By rendre az A, B, C csdcsoknal levd szogek

Mg, Mp; M. rendre az A, B, C csdcsokbol induld magassagvo-

Nnalak
S Sps Se rendre az A, B, C csdcsokbaol induld sdlywonalak
for fos fe rendre az A, B, C csdcecsokbol indulo szdogfelezdk
R haromszog kore irt kKor sugara
r haromszogbe Irt Kor sugara
k haromszog kerdlete
S haromszog kerdietenek fele
T haromszdg terdlete

Felhasznalt, de nem bizonyltott Osszefuggéesek, amik nem

szerepelnek a kozépiskolas torzsanyagban.

abc
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4R

2¢h «a

= -COS—
c+b 2
2ac 5

. COSA

a+c 2
2ab y

= CcOS+
a+b 2

1= s (s=a)(s=b)(s —¢) Heron-keplet



1. fejezet

A valos szamok és a szamegyenes. Ha felveszink egy
egyenest s azon egy O pontot, az egyenes minden egyes
pontjghoz hozza tudunk rendelni egy valos szamot, az O-tol
jobbra est pontokhoz pozitivakat, a tdle balra esdkhoz
negativakat, az O-hoz pedig nullat. A valdos szamokkal gy
Osszekaposolt egyenest valos szamegyenesnek mondjuk.
Valos szamok fogalmanak szabatos értelmezéesére nem
terdnk ki, Azonban, amikor a valdos szamokat hozzarendeljuk
egy egyenes pontjainoz, haligatolagosan feltéetelezzUk, hogy &
valdos szamok rendelkeznek bizonyos tulajdonsagokkal,
amelyek fontosak.

Valos szamhalmaznak van egy részhalmaza, amit pozitiv valos
szamok halmazanak neveziudnk [ RY*), és ennek megvan a

kovetkezo ket tulajdonsaga.

1. Minden g valds szamra a kdvetkezd harom allitas kozdl
pontosan egy igaz:

a8 e RY, -a £ R a=0

2. Ha aés bbernne van RYben, akkor a+bés abis R*“ben van.

A valos szamok halmaza rendezett és definialhatd rajta
rendezesi relacio.
Definicio: 5 > £ (a nagyobb mint b5), akkor és csakis akkor, ha

g-b>0, azaz, ha letezlk olyan hpozitivszam, hogy a =b + .




Az 8 < b (g kisebb mint H) szimbolikus allitast egyenlStlienseg-
nek hiviuk. Az eldzbekbdl kovetkezik, hogy minden a, b valos
szédmra az a > b, g = b, g < b allitasok kozll egy es csakis egy
teljesdl.

AzZt, hogy az & < b es az a = b allitasok kdzdl legalabb az egyik
teljiesdl, igy jeloljuk: g < b(akisebb-egyenld o).

A rendezettseget felhasznaltuk akkor, amikor az egyenes
pontiaihoz valdos szamokat rendeltUk.

Minden a >0 valos szamot pozitivhak nevezdnk.

Minden a < 0 valdos szamot negativnak nevezink, ha a nem

nulla es nerm pozitiv.

Kovetkezd tulajdonsagok alapvetd szerepet jatszanak majd
azoknal az egyeniCtlenseg-atalakitasoknal, amelyek feladatok-
ban szerepelni fognak. Gyakran felhasznalasra kerdinek anél-
kOl hogy erre kdion felhivnank a figyelmet.

Mivel geometriai peldakrol lesz szo, gy tekinthetjdk, hogy
pozitivok az egyeniOtiensegekben szereplS kifgjezések (szaka-
szok hossza).

Kovetkezoket allithatjuk egyenittiensegi relaciorol.

1. Tranzitliv, azazha a>b és b > ¢, akkor a > c.
Biz: EgyenitOtlensegek jelentéset felhasznalva van olyan
1 és kK pozitiv valdos szam, hogy
a=b+h es b=c+k

Ebbdl a=(c+k)]+h, vagyis a =c + (kK + ).




K + h azonban pozitiv (h és k is pozitiv), definicionk szerint

tehat a > c.

. Haa>beés c> d,akkora+c>b+d

Biz: Az egyeniStienseg és Kisebb-egyenloseg jelenteset

felhasznalva, van olyan hes K pozitiv valds szam, hogy
a=b+h és c=d+k vagy c=d

Ebbdi

gtc=b+rh+d+k=b+d~+[h+k),

h + kpozitiv, igy definicio szerint a +c > b + d,

vagya+c=b+h+d=b+d+AH,

h pozitiv, Igy definicio szerint e +c > b6 + d

.Haa>bés c> d, akkor

* ac> bd
*ox ac> be
* Kk k l < l
a b
Biz
* Letezik olyan h és kpozitiv valdos szam, hogy

a-b+hés c=d+k, kiveve ha c =0, ekkor k =Chval.
ac = (b + hj(d+K) =bd + bk + hd + hk.
Ha k=0, akkoris bk + hd + hk pozitiv, ezert definicio
szerint ac > bd

* o* ac =(b +hjc =bc + he,

mivel hc pozitiv, Igy definicio szerint ac > be

e y 1
*EF A ** egyeniStlenséget alkalmazva c=——ra,

a
1 | b -
a-—>b-—  azaz 1 >

a a a



b |
Alkalmazzuk * * egyeniStienseget 1 > —raesc-= E—r‘e,

a

L b1 11
kapjuk, hogy |-— > —)~~, azaz — > —.
b a b b a

d Haa>bés p>0 akkor af > bP;
ha viszont p <, akkor aP < bHe.
Biz: Az 3> bre alkalmazva (*)aholc=a, d=5b. a2 > b~
Tehat p =2Zbebizonyitottuk.
Tegyuk fel, hogy o- 7-re isigaz az allitas.
aP 1 > prTre alkalmazzuk (*)aholc=a, d=56
arla>bP1h

ar > bre

2. fejezet

A haromszdg-egyenldtlenség. A geometrial egyenldtlensé-
gek tekintélyes részét kozvetlendl vagy kdzvetve arra a
tényre lehet visszavezetni, hogy Két pont kdzott legrovidebb
az egyenes Ut. Haromszogek eseteben ennek pontosab
megfogalmazasa a haromszog-egyenldtlenséeg: egy harom-

szog barmely két oldalanak ésszege nagyobb a harmadik

oldalnal.

A haromszog-egyeniOtiensegnek szamos atfogalmazasa és
kozvetlen kOvetkezmeéenye nasznalatos. Ha az a, b, ¢ szaka-

szokrol el akarjuk donteni, hogy lehetnek-e egy haromszog



oldalai, akkor az

a+b>c, b+c>a, c+a>b
egyeniGtlensegek mindegyikének a teliesdleset bizonyitani kell.
Ha azonban pl. kozottuk ¢ a legnagyobb, eleg az elsd igazola-

58, mert a masik kettd akkor eleve teliesil,

Szemléltetjlk az AC + CB > AB egyenittlenséget az ABC ha-
romszogben.

Az AC meghosszabbitasara C-bd) 1
felmerjak BC-t. Igy kapjuk D-t.

A BCD haromszog egyenid szard,

Ci

ezert CBD « =BDC « .
De ABD+ >CBD 49 , mert BC az

ABD ¢ belsejében halad, igy

ABD 4 > BOC 4 . '

Ekkorviszont AD > AB, mert haromszdgben nagyobb szoggel
szemben nagyobb oldal all és viszont AC + CD > AR felvetel

miatt AC + CB > AB.

Héromszég-egyenlb‘tlenség gyakran hasznéalt kovetkez-
meényei:
KT A haromszogben barmelyik oldal nagyobb a masik kettds
KUlonbsegenek, az abszolUt ercekenél.
Mivela +b>cées b +c>arendezése utan kapjuk b>c-agés

b>a-c=-(c-a) egyenittlensegeket.



K2: Az ABC haromszog egy belsd vagy a hataron levo P

K3:

pontjanak az A és B csldcsoktd!l mért tavolsagosszege
kisebb az AC és BC oldalak osszegenél.

Ha P belsd pont, messe az AP egyenes a BC oldalt a
QA pontban, haromszog-egyeniotienseget alkalmazva kap-

juk, hogy A

AC+CO:>AP+ PO

PA+AB > PB.

B Q G
E ket egyenlotlenseg megfelel oldalait Osszeadva eppen

a bizonyltandot kapjuk AC +COA +AB > AP + PB

Hasonloan igazolhato alitasunk, ha P valamelyik oldalon

vanm,

Ugyancsak a haromszog-egyenldtlenségbd! kovetkezik
egy, a konvex négyszogek koreben gyakran alkalmazott
egyeniotlenseg:

Akonvex negyszogben az atlok Osszege nagyobb barmely
ket szemkdzti oldal Osszegenél.

Az ABCD konvex négyszogben ugyanis az atlok egy belso
E pontban metszik egymast. Az ABE es CDE haromszo-

gekre alkalmazva a haromszog-egyenlStlenseget kapjuk,

hogy



AB < AE + BE,

t

CDOh<ED+EC,

D C
a megfeleld oldalakat Osszegezve aZz adodik, amit

bizonyitanunk keliett AB + CD < AE+EG * BE +ED=AC +B0D

Ka: Ha eqy egyszerd tordttvonal csucsal nem kolinearisak,
akkor a torottvonal hossza nagyobb, mint a kezds- €S
vegpontok tavolsaga.

Harom pontra igaz, mert meghataroznak egy harorm-
szOget, amire ervenyes a haromszog-egyenlidtlenseg.
Tegylk fel, hogy allitasunkat minden, legfeliebb N csucsu
corottvonalra manr igazoltuk., Nezzk 1+ 7-re.

Ha egy egyenesbe esik az utolso szakasz Aghnq-gyel, a
tétel akkoris igaz.

Ha nem, a haromszog-egyeniStienseg alapjan

AOAD'-/] A Ar\ > AOAH'

M-

F20T. Valamely haromszog teljesen egy Sokszog
belsejeben fekszik. Bizonyltsuk be, hogy a
haromszdag kerdlete nem lehet nagyobb &

sokszogenél.

Hosszabbitsuk meq a sokszog belsejeben fekvd harom-

szognek AB, BC, CA oldalait rendre AN, B-n, illetve C-n tdl

-10-



addig, mig elerjik a sokszog kerdletet. Az gy kKapott
L, M, N pontok a sokszog Kerdletet az (LMY, (MN), (NL)
részekre osztjak.

Barmely torott vonal hosszabb a vegpontjait sszekoto

egyenesszakasznal, azenrt

(LM)+ MB > LA+ AB,
(MIN] + NC > B + BC,

(NL)+ LA >NC + CA.

Ha osszeadunk s a mindket oldalon fellepd egyenld tago-
kat elhagyjuk, akkor valoban az
(LIM] + (MN] + (NL) > AB + BC + CA

egyeniGtienseget kapjuk.

Megjegyzes:A feladat allitasa igaz haromszod helyett
barmilyen a sokszog belsejégben levs konvex sokszogre is.

Ennek bizonytasa teliesen hasonio az elobbinez.

== Hatarozzuk meg az =X+ Y+ J{a—x o (h— _)f):

kifejezés minimumat, ha a es b valos sza8mok,

x 6s ytetszoleges nerm negativ valos szarmok!

-11 -



Kihasznaljuk, hogy a Kifejezesben levs tagok nem nega-
tivok. Az abra jeldleseivel

z=AC+CD+DB =

= )c+y+\/(a‘x)z +(h—y),
b<
tehat az ACDB tcorottvonal

hosszdsaga. Bz nyilvan akkor

a legkisebb, ha a vonal egyenes h -

szakasz, vagyis

t= AB =~Na® 4
Ez nemnegativ x és y esetéeben pontosan akkor kovetke-

zik be, hax=0esy=0.

F.25 Igaz-e, hogy minden tetraedernek van olyar
csucsa, hogy az onnan Kiindulo elekbd!

szerkeszthetd haromszdg ™

Az allitas igaz, s ezt indirekt dton bizonyitjuk be.

Tegylk fel, hogy az ABCD tetraeder semelyik cslcsabol
kimdulo elekbd! sem szerkeszthetd haromszog. Valasz-
szuk a csdcsok betldzeset Ggy, hogy AB a tetraeder
(egyik] leghosszabb ele legyen. Mivel az AB, AC &és AD
elekbd! nem szerkeszthetd haromszog, ezert kozalok a
legnagyobb (azaz AB) legalabb akkora, mint a masik kettS
Osszege:

(1) AB > AD+AC

-12 -



Ugyanigy kapjuk meg, hogy

(=) AB > BD +BC

(1)-et es (2)-t dosszeadva:

(3) 2AB =z AD +BD +AC +BC.

Viszont az ABC és az ABD haromszdogekben (oldallapok] a

haromszog-egyenldtlenseg szenrint A

AB < AC +BC, N

AB < AD + BDO, / P A

N

ezeket Osszeadva / P - \\\
v

(4) 2AB <« AD+BD +AC +BC. n o

Lathatd, hogy (3) és (4) ellentmond egymasnak, tehat
indirekt feltevesdnk hibas.

Ezzel belattuk, hogy az eredeti allitas igaz.

2.4 NMutassuk meg, hogy tetszdleges harom-

szogben (a szokasos jeltlesekkel]

a+ 4”%: <(h+c).

Allitsunk az ABC haromszog B csdcsaban merdlegest a
BC oldalegyenesre, és vegylk fel ezen a merdlegesen a 3
pontot Ggy, hogy A es D a BC-nek ugyanazon az oldalan
legyen, es BD = 2mig teljesdljon. Jeldljdk BD felezGpontjat
F-fel.

Ekkar FA || BC, tehat az FAB es a FAD haromszogek
egybevagoak, vagyis AD = c. A DBC derékszogd harom-

szOogben Pitagorasz tétele szerint.

13-



a’+(2m) = DC. D
De DO <DA+AC=c+Db, ezért
a’ + 41’)702 <(h+c). F \

Ezzel a feladat &llitasat belattuk.

B a

Fe.5. Bizonyftsuk be, hogy egy tetszdleges ABC A
suhlywonalainak Osszhossza mindig kisebb a

haraomszog kerdleténél, de nagyobb kerdle-

tének 3/4 reszéenel.

15

D
l<>sa+sb+sc>—l<

Legyen M az ABC haromszogben
AD=s_,, BE=5,es CF =5,

sulyvonalanak metszéspontja, ekkonr

2 2 2
AM= s, BM-="y, CM =5,
) J J
1 1 1
MDH:SU, ME::S}), MF::S‘C.
A J

2 2 2
—s, F—s. >8, —s+t-s >D, —s +—5 >C
,; h ,; C ~ ¢ ~ a ~

.
o
.

|8)

9

Osszeadva a harom egyenldtienséget, azt kapjuk, hogy

4
N (s, +s, +s)>a+b+c

53

J
azaz s, +s,+s. > —k

14 -



A Masreszt, ha a D pontbol felmernr-
jUkaz AD szakasz D-ntdl meg-
hosszabbitasara a DAL= AD sza-
kaszt, akkor BA, = AC = b, hiszen
az ABA, C negyszdg paralelo-
gramma. Az ABA, haromszoghdl

lathato, hogy:

b+rc>2s,
A
Hasonloan bebizonyithato, hogy

atc>a2s, es atb>2s.

Az utolsd harom egyenldtienseget Gsszeadva azt kapuk,

hogy
2latbrc)>2(s, S, S,
azaz k=a+broc>s, s, +5,
F26. Bizonyltsuk be, hogy ha a haromszdg nem

tompaszogl, akkor sdlwonalainak 6sszege
nagyobb, mint a haromszog k&ré irt kér su-

gardanak negyszerese!

Ha az ABC haromszog nem tompaszogd, akkor (a bel
sejgben vagy a hatéaran) tartalmazza a kére Tt kor O
kozeppontjat. Ezért az S sulypont altal meghatarozott
SAB, 8SBC, SCA haromszdgek kozdl legalabb az egyik
szinten tartalmazza az O pontot. Legyen az SAB harom-
sz0g ilyen.

S15-



Minthogy az SAB haromszog tartalmazza az OAB ha-
romszoget, gy

SA+SB 2 OA +08,
es az egyenldseg csak akkor teliesdlhet, ha O é&s S
azonos. Eszerint az s, = AA,, 5, = BB, sdlyvonalakra és a

KOrUIrt kor R sugarara

vagyis:

Ha O azonos C4-gyel, akkor nyilvan CO = CC, . Ha azonban
U nem azonos C,-gyel, akkor az OC, szakaszt merdle-
gesen felezb e egyenes belevag a haromszogbe, tehat a
vele parhuzamos AB szakaszt elvalasztja a C csucstol.
Eszerint C és O ugyanabban az e egyenes &ltal hatarolc
felsikban van, s ezért a C pont az e egyenesre vonat-
kKozolag szimmetrikusan elhelyezkeds O, C, pontok k&zul

O-hoz van kozelebb., A CC, = s, s CO = r szakaszokra

16 -



ezek szenrint s, =z R mindig teljiesdl, és egyeniGseg csak
akkor allfenn, ha Oées C, azonos.
EgyeniGtienségeinket Osszeadva

S, T8, s, =2 4R
adodik, de itt az egyeniség soha sem teljestlhet, mert
egyszerre nem teljestihet mind a ket Osszeadott egyen-
IGtlensegben, hiszen O nem lehet az egymasto! kUlonbdzd

S, C, pontok mindegyikével azonos.

a7 Bizonyltsuk be, hogy ha a, b, c valos szamok, akkor

\/(73 b ub+ \//)3 +ot —he > \/u2 + ¢ +ac

Az egyeniftlenséeget geometrial Jton bizonyitjuk. AZT

fogjuk belatni, hogy ha a, b, c valos szamok, akkonr

() o+ F ]+ I - =

Itt a bal oldal kisebb, a jobb oldal nagyobb a bizonyitando

e+ ]

egyenldtienseg megfelel oldalanal, tehat a fentl egyen-
ICtlenséeghd! mar kovetkezik a feladat allitasa.

Az (1) belatasahoz tekintsUnk a skon néegy pontot.

{

0, A, B, G-t ugy, hogy OA = |a, OB = b, OC = l¢|, tovabba

ADB « = BOO 4=60°, AOC 9= 120° Iegyen. A KOoszinusz tée-

tel szerint

AB =NOA + OB —204-0B-cos60° = \Ja* +b° - a|#).,

ugyanigy BC = bt -l es

AC =NOA +OC° —204-0C cos120° = Ja +¢* +alc

-17-



Az [1) egyenidtienseg tehat eppen az AB + BC = AGC ha-

romszog-egyenittlenseg, sigy igaz.
Nyilvanvalo, hogy (1)-ben egyeniSséeg pontosan akkor all,

ha A, B, C egy egyenesbe esik (2. abra). Ekkor az OAC

haromszog kétszeres terdlete, |dsin120° egyenid az OAB

és OBC haromszogek kéetszeres terdletének Osszege-

vel, |/>‘(ia‘+jc‘)sin 60" —kal. Imnnen }b](\ahlc])zla[%ci. Ezenkivll szUksé-

ges, hogy (1) megegyezzek a feladatbeli egyenl&tlenseg-
gel, tehat "ai(/ﬂ:ab,

a”ci = ac,

/7Hc[:bc teljesdlion, azaz g, b és C

eldjele azonos legyen.

o
N
O

1. abra =. abra

F2.8. Az ABC haromszdg kerdletet a F, (3, R pontok
harom egyenld részre osztjak jgazoljuk, hogy 8
PO haromszog terdlete nagyobb, mint az ABC

haromszog terdletenek &/°9 része.

A harom pont (P, Q, R nem lehet mind egy oldalon az

ABC haromszagben, mert akkor ez az oldal legalabb a
9]

kerdlet % része lenne, s ez ellentmondana a haromszog-
D

egyenlStiensegnek.

18-



A

Legyen az AB oldalon a PP és a (3, &8 BC oldalon az R pont (P
es Q kozUl P van A-hoz kozelebb.

Feltehetjtk, hogy a kerdlet 3 egyseg, vagyis a r b + ¢ = 3.
Ekkor PQ =1 es B + BR - 1. A haromszog-egyenlsc
lensegbdl cd.5.a<d.5. A PQR haromszog R-hez tartozo
Mmagassagat mrel, az ABC haromszog C-hez tartozo
magassagat mvel jelohe: BRA s BCO hasonlosa-
gabol

Teow 1om, 1 BR 1 BR

i com. ¢ BC ¢ «

De BQZD@—@B>D@—[C—DGJ>ED@—’],5:0,5, gy

1 por | 0,5 2
R L BR s )
[ Ca I,5-1.,5 9

2.9 Keressik meg az ABC z8rt haromszoglemez

8zom P pontjat, amelyre FPA + PE + 50
maxnmalis, tovabba azt a (3 pontsat, amelyre
QAZ + Q52 + QO maximsis.

Bizonyitsuk be, hogy P =Q.

Keressik eigszor a PA + PB + PO maximumat. Legyen

egyeldore P belss pont, es tegyuk fel, hogy BC > CA > AB.
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A P-n at AB-vel hdzott parhuzamos a masik ket oldalt a D,
illetve E pontokban metszi. Az ABC és DEC haromszdgek
hasonlosagbo! kovetkezik, hogy EC > DC > DE. Ebbdl és a
haromszogegyenl&tlenséegbdl

PC <EC B

DE < DC

PA <AD -~ DP

]

PB <PE - EB. B I
AnNnegy egyenictienseget Osszeadva:
DE+PA+PB+PC<(EC+EB)+(AD+DC)+ (DOP + PE).

azaz

(1) PA+PB+PC<BC+CA.

Ha P a haromszog hataranak egy, a cstcsoktd! kUlonbo-
z&G pontia ol P~ , akkcr

(2] PA+PB+PC<AB+BC < BC + CA.

Ha peldaul P =, akkor

(3) FPA+PB+PC=BC+CA.

Az (1), (2] es ([3B8) osszefuggesekbdl lathatjuk, hogy
PA + PB + PC akkor maximalis, ha P a legkisebb oldallal

szemkozti csucs.
Vizsgaliuk meg ezutan, hogy QA= + QB2 + QC= mikor

maximalis. A 2. abran Q@ a haromszoglemez tetszdleges

pontja. S pedig a haromszog sdlypontja. Legyen
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5 - — — A

Sd=a, SC =b, SC =¢, SO-=-9,
eslal=a, Ibl=b, lel=c, Igql =g
QA4 + OB +QC* =
=(g-a)2+(g-b)E+(q-c)P=

-8g”-2qlatb+tc)+a=+h2+c2

C B
Mivela+b +ec =0,

QA* +OB +QC* =3¢° +a’ +h" +¢*. Az utolsd harom tag osszege
Konstans, a vizsgalt Osszeg tehat akkor a8 legnagyobb, ha
g a lehetd legnagyobb. Ezert a haromszoglemez S-Lol
legtavolabbi pontjat kell megkeresnunk, ez pedig az S-tol

legtavolabbi cslcs. Ismeretes, hogy a haromszog s.

1 5 T .
sdlyvonala s, :5 2a° +2h —c  amiakkor a legnagyobb, haa ¢

oldal a legkisebb. Tenat 04° + 0B +0C7, akkor maximalis, ha
U a legkisebb oldallal szemkozti csUcs. AKet eredmenybd

KOVEUKEZIN, NoUyy ™ = 3.

FE2.10. Legyen ABC egyen/d oldalti haromszdg, N
pedig ennek sikjaban egy tetszdleges pont.
Bizonyitsuk be, hogy mindig fennall 8 kdvetkezd
egyenidtienseg. BN < AN+ CN. Milyen esetben

a8l fenn az egyenl/seg’”

Forgassuk el az ACM haromszoget az A pont kordl s0°-
kalaz ABM' helyzetbhe. (1. abra) Ekkor
MM'= AM'= AN, CM=BNM' de BM < BN+ MNMY

tenat: BM < AM + CM
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1. abra 2. abra
It BM = BN + M'M csak akkor teliesdl, ha M a BM sza-
kasz pontja. Mivel ANM = ANM' es MAM4 = 60° ANMM' 4 = 609,
ezert ebben az esetben AMB 4 =B60°, ami azt jelenti, hogy
az M pont az ABC haromszog koreé irhato kor AC venek

egy pontja. (Egy vhez tartozo kerdleti szbgek.)

F2.17. Keressdk meg az ABC hegyesszogd haromszog
sikjaban azt a pontot, amelytd! a haromszog csucsa-

ihoz hGizhato szakaszok Osszhosszs & lehetd legkisebb.

Az ABC hegyesszogl haromszag sikjaban legyen | az a
pont, amelyre az A+ 1B+ 1C Osszeg minimalis. Ekkor
IA+IB+1C=2z.
Legyen ugyanis | az ABC haromszog sikjanak egy pontja.
Forgassuk el B kordl a BIC haromszoget 60°-kal "kifele”
BI'A' helyzetbe. A B0%-0s elforgatas miatt a Bll' es a BCA'
haromszogek szabalyosak, ezert IB=1'B =1, ezért
IA+IB+IC=Al+1I"+ I'A
Az AT az A-vel Osszekdtd torattvonal nem lehet nagyobb
AA-Nal, tehat
IA+IB +1C < AAL
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| pont ezért csakis akkor szolgaltathat minimumot, ha
rajta van az AA' szakaszon, es igy A, |, I A' egy egyenese
esnek, ennelfogva AIB < = 120°. | pont viszont csak akkor
rendelkezhet a szoban forgd minimumtulajdonsaggal, ha
iven elhelyezkedése lehetseges, meghozza nemcsak az
A csucsbol, hanem a masik ket csucsbol kKindulva is.
| pont ilyen felvétele valdbhan lehetséges, mert az AB, BC,
CA oldalak folé befele szerkesztett 120%-0s latokdrivek
valbban egy pontban metszik egymast, hiszen ha pl. az
AB es BC fole szerkesztett ilyen vek egy | pontban
metszik egymast, akkor abbol az | pontbol a CA oldal is
120%-0s szoghen latszik. Az ezzel a tulajdonsaggal rendel-
kezd | pont a haromszog izogonalis pontja. Az izogonalis
pont tehat a hegyesszaoglu haromszognek az a pont-
ja, amelynek a harom csucstol mért tavolsag osz-

szege minimalis.

Meggondolasunkbol kovetkezik, hogy a hegyesszogd ha-
romszog csucsait a szemkozti oldalra Kifelé szerkesztett
szabalyos haromszog kllsd csdcsaval Osszekotd szaka-
szok atmennek az izogonalis ponton.
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Ezek a szakaszok szukségkeppen mind egyenlSk az
IA+18 + IC szakaszosszeggel, és konnyen belathetd, hogy
hosszuk =z, hiszen pl. az ABA' haromszdgre a koszinusz-
tételt alkalmazva kapjuk, hogy
AA" = +a” —2accos(f+607) = z°.

MegjegyezzUik, hogy meggondolasainkban az ABC ha&-
romszog hegyesszogd voltat csak annyiban hasznaltuk
fel, hogy az AA' szakasz a haromszog belsejében haladt, s
ez mindaddig igaz, mig az ABC valamelyik szoge el nem
a 120°-ot. Ebben az esethen a szelso erteket szolgaltato

pont a haromszog tompaszogd csucsa.

Fe 2 Keressakmeg:
8) ez ABCOD negyszog belsefeben,
b) ez ABCD negyszdg sikjigbarn azt az X pontot,
amelytd a negyszog csdcsaihoz hazhatd

Szakaszok 6sszhossza 8 lehetd legkisebb!

Kenvelimesebb a [b) résszel kezdenudnk a megoldast.
D) Legyen ABCD tetszdleges naégyzet. M atidinak a2
metszéspontja, X a siktetszdleges mas pontja.

Lathato, hogy

XA+ XC > AC = MA+MC,
£s XB+ XD > BOH =MB + M,
ezert XA+ XB+ XOC + XD > MA+MB + MC + MDD
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=2. abra

EgyeniGseg csak akkor allhat fonn, ha az X pont
megegyezik M-mel. Tehat a keresett pont az atlok M
metszesponta.

a) Ha az ABCD negyszog konvex, akkor az M pont belsd
pont, és mint a (b) rész megoldasa mutatja, ez lesz a
keresett pont.

Ha az ABCD negyszog konkav eés D 5 > 180°, akkor a
keresett pont a konkav szog D csdcsa. Valdban, ha X
tetszdleges pont a negyszog belsejében, akkor nyilvan-
valo, hogy XB+ XD > BD=DB + DD és XA+ XC > DA +DC
Mivel az AXC corottvonal tartalmazza az ADV torotvo-
nalat, ezerc XA+ XB+ XC+ XD >DA+ DB+ DC

(DD =0, ezert azt ki se Irtuk).

F.2.75 Asikker pontist szomszedosnak nevezzok,
ha tavolsaguk nem nagyobb egy egysegnsl. Egy
LONt Snmaganak Nnemi szomszedja. Bizomftsuk
be, hogy a sik négy olyarn pontja, melyek minde-
gyikenek a fennmarado harom koz0l legalabb
ketrd szomszedia, mindig lefecdhetd egy egyseg-
nyi sugard korlsppal
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Ha A, B, C es D pontok k&z| valemelyikUknek, legyen ez D,
3 szomszedja is van, akkor a D kozepd egyseg suganry
Korlap valamennyi pontunkat lefed.

Ha nincs a portok KOzOtt 3 szomszedd, akkor mMindnek
PONtosan 2 szomszedja van: az A-nak legyen B es C a
sSzomszedja, ekkor O Szomszedjal - mivel A nem lyen -
LUOyancsakaBesaC. (1. abra)

Jdeldlie F az AD felezGpontjat. Ekkor a héhomszég—egyem—

IGtlenseg miatt

. , l , l
(1] /*}4:/']):7‘1A/),<;(Ab’+/j‘/))§;(l+l):l

Az FB, illetve FC az (esetleg elfajulo) ABD, illetve ACD ha-
romszognek ezéert (az F pontra Chkrozve a B, illetve a C

pontokat, a 2. abrag - esetieg elfajule - paralelogramma-

jabai

(2) ; Bl < %(A/)’ +BD) <]
letve

(3) Cl < ;1(/1(7 +CD)y<1

Az (1), () es [3) miatt az F KOzepUd egysegnyi sugarud
KOrlemez lefedi az adott pontnégyest

B

1. abrsas
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F.2. 14 Legyen P azABC hegyesszadglharomszog
belsejének valamely, a kordlirt kKor kKGzeppont:
jatol kilonbszE pontfa. Bizonyitandd, hogy az
AP, BP, CPRPravolsagok kozott van =-rnel

nagyobb, eés van H-nel kisebb.

Egy haromszog belsejeben vagy a hataran fekvd pont ket
csucstol mert tavolsaganak osszege kisebb, mint & har-
madik cstcsban talalkozo oldalak Osszege, hacsak a pont
2 harmadik csdccsal nem azonos, bizonyttott K.2. fel-
hasznaljuk.

Kossik 6ssze Ot a haromszog csucsaival. Az O-tol
koleNbozES P pont az AOB, BOC, COA haromszogek vala-
melyikének -mondjuk az elsGnek - belsejében vagy hataran

vam.

B

K. 2. szerint
AR+ PB <AO0+0B=2R
esigy AP es PB kozul a kisepbik felcétlentl kisebb, mint K.

NMaskent kossik Oossze P-ta haromszog cslcsaival.

o



Mivel a haromszog hegyesszogd, O a haromszog belse-
ieben van, tehat az APB, BRPC, CPA haromszogek vala-
melyikenek - mondjuk ARPC-nek - belsejebe vagy hatarara
esik, s kulonbozik P-tol. gy a K.2. szerint

AP+ PC>A0 +00C=2R,
tehat AP és PC kozul a nagyobbik biztosan nagyobb,

mint K.

3. fejezet

Ebben a részben a feladatok megoldéasanak kulcsa a tenge-
yes tukrozes, kihnasznaljuk e szogtartc es tavolsagtarto tula)-
donsagat. Altalanos iskolaban feladhato feladat a kovetkezd,

s jol mutatja az elv lényeget.

3 7. Egy egyenes orszagdt ugyanazon oldalan
helyezkedik el ket ktzség. Mindket kGzsegbe
bevezetik a villanyt, es a ket Kdzseg szarmara
kSzvetiendl az orszsglt mellett kKaz40s transz-
formatordllomast letesitenek. Hol kell az
Sllomast elhelyezni, hogy alehetd legrividebb
vezetékre legyen szikseg? (Legyen A es B

kEzseg.)

Ha az A pontot tUukrdzzUk az dora tengelyesen megkapjuk A-T.

Azt allitjuk, hogy A'B egyenese ahol metszi a t egyenest, az 3

- 28 -



kKeresett pont T. VegyUnk egy T ponttol klionbozEd T' pontot a

tengelyen, ekkor TA+ T'B=T'A'+ T'B. Az AT'H haromszoghbhd! a

hér‘omszég—egyemiétlemség szerint
TA+TB>AB=AT+TB=AT + TE.

Tehat az AT + TB minimalis minden &n levd pontra, mivel

T'tetszdleges pontja volt t-nek.

T

Atengelyes tlkrazes sSzogtarto, gy a jeldlt szogek egyeni&ek.
A T-nel levd cslcsszogek egyenicsegebd! Iatszik, hogy AT és
BT ugyanakkora szoget zar be tvel. Ket fizikal jelenseggel

Kapcsolhato ossze.

Ha egy fenysugar egy A pontbadl kiindulva sktakorrdal vald
visszaverddées utan egy B pontba jut, akkor a megtett Ut A es

B kozott a lehetd legrovidebb,

Ha egy golyd tokeletesen rugalmasan Utkozve esgy falrol
visszapattan, akkor a falra merdleges skkal bezart szoge, az

erkezesi és tavozasiiranynak ugyanakkora.
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F3.2. Adott a terben egy S sk és arda nem
iNeszkedd A es B8 pontok. NMelyik a leg-
rovidebb, A-t B-vel O0sszekdotd Gevona!,
amely sz S siknak legalsdbb egy pont/at

s tartslmazza”

Ket esettel kell foglalkoznunk annak megfelelen, hogy az S sik
elvalasztja vagy nem valasztja el az A s a B pontokat.

Ha P jeloli az S siknak azt a pontjat, amelyre az AP + PB
dovonal a legrovidebb, akkor ez Ket szakaszbaol fog allani, mivel
az A-bol P-be, illetve a P-bdl B-be vivd legrovidebb dtvonal az

AR, illetve a PB szakasz.

Az elst esetben tehat az AB szakasz adja a megoldast.

A masodik esetben tUkrozzlk a B pontot az S sikra, B tlkor-
kepet jelolle B'. Mivel PB = PB' a szimmetria miatt, ezenrt
egyraszt az A-bol a B'-be vezeto legrovidebb Gt az AB' sza-
kasz, Mmasrészt az AB' szakasznak az S skkal vald k6zos
P pontijara AP + PB = AP + PB'= ADB' és P az 5-nek az egyetlen
pontia, amely az A-bol S-t érintve a B-be vivd legrovidebb utat
adja. Ez abbol kovetkezik, hogy az S sknak minden F-tdl
KUlonbors @ pontja nem illeszkedik az AB' egyenesre, ennel
fogva azAQB' haromszag nem elfajuld, s Igy ket oldalanak az

Hoszepore N LB S A8
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1. abra 2. abra

Az A pontot tlkrozve az S skra, az A' tUkorkepet B-vel
Osszekdtd A'B az S sikot ugyanabban a P pontban metszi,

mint az AB'Y, es AB' = A'B, hiszen ezek az S skra szimmetrikus

szakaszok.

5.5 Adott e sikban egy e egyeneas, es ennek
KOIEGnb oz partain egy-egy pont, az A es 5.

Az e egyenes melyik P pontignak az erinteé-

sevel kell haladnunk A-Hol 8 B-be, halAP — BP

legn&gyolst.

/-\Z}A/" fﬁ/"; akkor a legnagyobb,ha A &s B pontnak az e egye-

nesre vonatkozo B'tukorkepe, llletve a P pont egy egyenesre
esnek.

Ekkor [AP, ~ BP=|AP, - B P|= AP, - B'P, = AB'

APRPB' haromszdogre alkalmazva a

haromszog-egyenlOtienseg

AB'> AR - BRI = 1AR - BPI

AP, - BP_I > AP - BP)
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~.3.4. Egy teglalsp aticinak metszespontjan at
fektesslnk egy tetszdleges egyeneaest,
ez g ket szemkozt/ oldalt az E, ill. F pontban
metszi. Bizonyltsuk be, hogy E-tdl az eqgyik
Szomszedos oldalig és onnét F-be vezetd
ut nagyobb vagy egyenld mint a teglalap

8tiojas.

Az E pontot tengelyesen tUkrdzve

Ca

=

DC egyeneseére kapjuk E' pontot.

i

EI6zoekbdl tudjuk, hogy E'F s a

DC szakaszok metszespontja meg-

adja H pontot, amire EH + HT minimalis. A :
Ezek utan azt kell belatni, hogy ez az atlo hossza. A BFED
negyszog paralelogramma, mert BF = ED = E'D és parhuza-

mosak. Tehat E'F = BD

F.3.5. Adott alapa es magassagd haromszogek

kozdl melyiknek a legkisebb a kerdlete?

A feltetelek szerint a haromszog C cslcsa az AB oldallal
parhuzamos e egyenesen mozoghat, ahol de am = M. A ha-
romszog kerdlete nyilvan akkor a legkisebb, amikor a BC + CA
Osszeg a legkisebb. CA-t az e egyenesre vonatkozo CA' tlkor-
kepéevel helyettesitve latjuk, hogy BC + CA' akkor minimalis, ha

a BCA'torotovonal szakassza valik.,
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Jelolie az A'B egyenesnek az e-vel valo metszaspontjat Gg,
ami a haromszog harmadik colcsat adja. Atengelyes tUkro-
-&s tulajdonsagai miatt az ABC, haromszogd egyenld szaru.
gy az egyenlo alapd és magassagu haromszogek kozdal az

egyenlt szard haromszog kerdlete a legkisebb.

H

A
[
|
1
! /\
l \\
/
| 2
A B
F.3.5.
F3.6. Adott eqy sz0g s az A pont. Nelyik 8z &

legkisebb kerdietl haromszog, amelyrnek
egyik csucsa A-bar, masik ket csucsa 8

szog szarain ven?

Legyen az A pontnak a szogszarakra vonatkozo tukorkepe
A, illetve Ao A szOgszarakon tetszolegesen felvett B, C pon-
tok  altal meghatarozott ABC  haromszog kerdiete
megegyezik az ALBCAY carottvonal hosszusagaval. Ez valto-
-6 P es C mellett akkor lesZ legkisebb, ha az Aq, B, C, Ao
pontok egy egyenesbe esnek. A minimalis keruletd AB,Cg
haromszog B, és Cg csucspontjat az A An Egyenes metszi Ki

az adott haromszog szarain.
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3 7. Irjunk a hegyessz&gld haromszégbe lehetd
legkisebb kerdletd haromszoget. A beirast
agy kell érteni, hogy a beirt haromszog csdcsai

az gdott haromszog oldalainak belsd pontjai.

Az ABC hegyesszogld haromszdgbe Tt XY Z haromszadg csu-
csai legyenek X(BC-n), Y(CA-N) és Z(AB-N) (1. abra). X-nek az
AB, ill. AC oldalakra vonatkozd tdkorképe iegyen X', ill. X' A
tikrozes miatt X'AX" < = 2BAC < = 20 < 180°, és a BAC < az
XAX" < belsejégben van, ezért X'X" metszi AB-t, ill. AC-t, bar-
hogyan is valasztjuk X-et. Az XYZ haromszog kerdlete az
XZ+2ZY + YX"torotovonal-hosszal egyenld. Ha gz X'X" egyenes
AB-t Z-ben, AC-t Y-ben metszi, akkor rogzitett X esetéen az
XY'Z haromszog kerdlete nem nagyobb az XYZ kerdletenél.
Rogzitett X esetén tehat a fenti szerkesztés megadja az

ABC haromszogbe Irt legkisebb kertdletd haromszoget.

1. abra 2. abra

A feladat mostmar az, hogy az X-et Ggy valasszuk meg, hogy
alegkisebb kerdletlU beirt haromszog alljon eld. Ehhez figyeljdk
meg, hogy az X-hez tartozd legkisebb kerdletd haromszog
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kKerdlete az X'AX" egyenld szard haromszog X'X" alapjaval
egyenio. Az X'AX" haromszégek azonban mind hasonldk,
parhol valasztjuk is X-et, hiszen szarszogluk R2a-val egyen!d;
XX" ezert akkor lesz minimalis, ha az X'AX" haraoamszog AX
szara is minimalis. Viszont AX' = AX, ez akkor minimalis, ha
X az A-bol irdule Mmagassag talppontja. A BC oldal helyett mas
oldalbol kiindulva arra az eredmenyre jutunk, hogy a minimalis
kKerdletd haromszog cslicsai a Mmagassagok talppontjai, ez az

un. talpponti haromszég. (2. abra)

A bizonyitasnal kinasznaltuk ABC hegyesszogd voltat, tompa-
szogU haromszogre a feladatnak nincs mMegoldasa, barmely
belrt naromszoghoz talalunk nala kisebb kerdletd belrt Ha-

romszoget.

F.3.8. Adott terdletd négyszsgek kSz0l melyik

alegkisebb kerdletl?

Tekintslink egy tetszdSleges ABCD negyszoget s hdzzuk

meg az egyik atlojat, legyen ez AC .




lsmeretes, hogy ha a B és D cstcsokat az AC atloval parhu-
zamos egyenes mentén eltoljuk, akkor a negyszdg terdlete
nem valtozik. Legyen B eés D Jj helyzete B' és D',

ElGszOr azt latjuk be, hogy az AB'CD' neégyszdg kerllete akkor
a legkisebb, ha B' és D' az AC atlo felezd merdlegesén van,
azaz ha a negyszog deltoid. TUkrdzzUk az A és B pontokat a B'

=

pontra, kepdk rendre A" és B", ekkor

AB+BC=AB+BA">2AB'=-AB'+B'C.

Masodszor belatjuk, hogy az egyenld terdletd deltoidok kozal
a rombusz kerdlete a legkisebb. A bizonytast az eldz8hoz
hasonlcan vegezhetjik el arra a ket csdcsra, amely nem a
szimmetriatengelyen fekszik. Ezeket eltolva udgy, hogy a

felezOmenrdlegesre kerdljenek, a kerdlet ismet csokkenni fog.

Vegul tekintsudnk ket egyenld terdletd rombuszt és négyze-
tet. Anégyzet oldala legyen g, a rombusz oldala b, a magassa-
ga mhosszusagu. Ekkar t =5, m = &%, Kerlletlk da, illetve 4b.
NMivel bzm. b’ >a’ a h>0, gy db > ds egyenidStlenség csak akkor
allhat fenn, ha o =m.

Ezek szerint az egyenld teruletli négyszogek kozal a

négyzet keridlete alegkisebb.

~3.9. A tlikrozesi elvet alkalmazva és felhasznalvs,

hogy egyenld terdletd n-sz&gek kEz0tt 8 sz&-
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balyos n-szog a legkisebb kerdletd, bizonyitsuk
be, hogy ha R a t terdletd ABC haromszog
belsd pontja, akkor

A - P PO > 2413

Figyelitk meg az abrat. A P pontot az ABC haromszog olda-
laira tUkrozve az AR, CPoBP 4 hatszoget kapjuk, ennek terdle-

te 2t, kerldlete pedig 2(PA + PB + PC).

2t terlUletd hatszogek kozUl a szabalyos hatszognek van a

legkisebb kerdiete. Jeldljuk ezt a keruletet L-lel. Ebben az

esetben
2PA+PB+PC) = L.
Ha kiszamitjuk a szabalyos hatszog L kerdletét terdletenek,

2t-nek a segitsegevel, azt kapjuk, hogy

L= Aayi3.

~.3.70. Mutassuk meg, hogy a8z eldbbi

egyenl/dtiensegb ol kovertkezik, hogy

PA+FPB+PC> 6r= Z(r+r+r).
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Az adott t teruletd haromszogek kozdl a szabalyos harom-
szognek van a legnagyobb beirt kore. Jelolje ennek sugarat
re, ekkor

I ¥
De a szabalyos haromszod terdlete a belrt kor sugaraval

kifejezve:

Ezert

DAt PRe PO =23 = 2433 5 -5 =6, 2 6r

7377, Legyen P az ABL naromszog tetszdleges
bhelsd pontja, tovabba P merdleges vetllete
2 8BC, CA, AB oldalon rendre Ag Bo Co

Bizom/tsuk be, hogy.

PA-PE-PC=(PA + PBY(PB, + PCYPC + PA,)

Legyen az ABP haromszog ARP-Nez cartoza magassags BMig,
az APC naromszog AbP-hez tartozo magassaga pedig CM..
viagos, hogy BMg + M = 8O, ezért a ket haromszog k&t
sreres terdletének 0sszege ner Nnagyobb, mint PACBC, azaz
(1) PA B> AB* PC,rAC * PB,

Jelblje P takorkepet a BAD 820d folezsjere P, a G, €s B, pont
cakorkepat C', lletve B, Mivel az (1] allitas minden olyan P-re
igaz, amely a BAC szégtahtomémyban van, teljesuni fog P-re
is (Mmeg akkor is, ha esetleg P az ABGC haromszognek nem

belsd pontja].
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Ezert PA B> AB - PB,tAC * PGy
Atlkrozes miatt P'A =PA, PB', = PBy, P'Co= PC,. gy
(2) PAC BC > AB * PB, +AC * PGy
Osszeadva az (1) es (2) egyenictlensegeket:

(3) oS- PA B0 > (AB -« ACIPC, + PBJ).
Hasonloan kapjuk, hogy

(4) o PR AC > (AB+ BCHPA, + PG

(5) o PO AR > (AC + BCIPA, ~ PB)

A3), (4) es (O] egyemlﬁt!emaégekec Hsszeszorozva:
8. PA-PB-PC-AB-BC-AC =

> (AB + BOYBC +CACA+ ABY(PC, + PBY(PA + PCYPA, + PB,)
Felhasznaljuk a szamtani s meértani kozep kozotti egyen-
iGtlenseget.
Nyilvan
AB +BC =2 JAB-BC. BC A CA=2 JBC-CA, CA+AB 22JCA-AB
a jobb oldal elsd harom tenyezojet ekeppen hecslive, majd
mindket oldalt 8- 4B B(-CA-val osztva, elsbbi egyenidStlense-

gunkbal eppen a feladat alicasat kapjuk.
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4. fejezet

A kovekezSkben szamok szamtani, meéertani, harmonikus es

négyzetes kozepet hasznaljuk fel az egyenidtlensegek megol-

dasanal.
Definicio: Az a,, @p, ..., 8, S2amokK szamtani kozepe
a, +d, e a
. 2 "
A =—
n
Definicia: Az a,, 8-, .... a, nemnegatiyv szarmok mertani
kbzepe
G, =4ja a,-_-d,
Definicid: Az a,, 8o, ..., 8, POzt Szamok harmonikus Kozepe
n
N,=—~—7 7
O ]
s i St
o, a, a,
Definicio: Az &,, &5, ..., 8y nemnegatly szamoknegyzetes
kKozepe
a; +a, +oa;
12
Definicio: Az a4, @, ..., @, nemnegativ szamok k-adik hatvany-

Kazpenek navezzuk azt a pozitiv X sza&mot, melyre

k k k
. a +a, +..+a,
X' = -

H
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A Jensen tétel felnasznalasaval belatjuk ezen kozepek kOzOotti

kapcsolatot, amely a kKovetkezd

H <G <4, <N,

Szamorra nagyon erdekes volt, hogyan lehet egy fUggveny-
nyel kapcsolatos tetelt az elizd egyenlttiensegek bizonyita-

sanal felhasznalni.

Jensen latta meg, hogy az egyenldtlensegekneél es a szelsoer-
ek feladatok elemi megoldasanal hasznalt Oosszefluggesek le-

nyege egyetien altalanos tetelben dsszefoghato.

Ha a valos szamok T (veges vagy vegtelen) intervalluman er-
telmezett f(x) fuggvenyre barmely, T-hez Tartozo X, 85 Xo

valasztasaval teljesdl

X,

(1) Flx)e fln) =2/ (25

akkor teljesUl

(2] 'f(x‘)‘*’4/’(1'2)+4.,+‘f(xn) < Uf(x} +x3+..4+xn)

H

minden T-hez tartozo X4, Xo, ..., X, ertekre.
Tovabba, ha az egyenltseg (1)-ben csak X4 = Xg mellett all fenn,
akkor (2)-ben is csak X, = X = ... = X, mellett ervenyes.

Az (1] feltetelnek eleget tevd ffaggveny konkav fuggveny.
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Ha (1)ben az ellenkezd ertelmd egyeniStlenség igaz, Konvex
fuggvenyrol bheszellnk. Ekkor (2)-ben is az ellenkezd értelmud
egyenlotienseg teljesdl. (Helyesebb a "Jensen-konkav',

"Jensen-konvex" elnevezes.)

NMost raterink Jensen tatelének bizonyltasara. NModszerunk
Cauchytdl szarmazik. O ezzel a meglepd gondolatmenettel
bizonyitotta be a sramtani és méertani kozéep kozotti egyen-
I5tlenseget. Jensen eppen a8 modszer nagyfokd altalanos-

sagat vette esare.

1. A tételt eldszor arra az esetre igazoljuk teljes iNndukcioval,
amikor a tagok szama kettének hatvanya.
Felceve, nogy n = k-ra az allitas igaz, bizonyitunk N = 2K-re. A

felteves szerint

O ey 00 b O+ ),
PO e () <R 5t )

A fentieket osszeadva, majd a jobb oldalon szereplt ket
tagra megnt (1])-et felhasznalva:

Flepr S ) (o) 4 f () <

<k Lf(;l(-(xl+._.+x‘,))+_f(%(xk‘]+“_+xzk)ﬂ§

< /«'[2 ' .f(:i_"(%(xl oY) +%(X"” T )))]

1
= 2k f (X X X )

Tehat k-rol Dk-ra az alitast igazoituk. Mivel az (1] feltetel
szerint az alitas 2-re igaz, igaz 4-re, 8-ra, ..., 2-nek minden
hatvanyara.
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2. Most megmutatjuk, hogy ha az allitas igaz n=k+ 7-re, akkor

igaz N =krais. Feltesszuk tehat, hogy

1
k+1

(x, +X,+ X, FX })

FOe) 4 f )t f(r) + £ (6 < (k +1>f<;—1+7>.f<

Legyen x, = %(xl Fx, 4ty ) BEZT behelyettesitve:
PO+ (e () F( (b +x)) <
< (k+ 1)f(;1:1{x, X, +%(x] o x)))
(k+ i)f(% (x, +x 4+ X))

Tehnhat

: ‘ 1
f{x)+ fx )+ f(x)s ki (;(.\’] L X, F X))
Ezzel k + 1-r8l k-ra az allicast igazoltuk.

3. Tetszdleges M1 tagra most manr gy bizonyltanunk: NMegke-
ressik 2-nek azt a legkisebb kitevdojd hatvanyat, mely r-nel
nagyobb. Legyen az &7 KepezzUk az alabbi 27 darab
tagot:

1 1
Y0, x,, — (x4 x,), X))

U | H

oM darab

Erre a 27 darab szamra az 1. rész szenint az alltas igaz,

‘ , . i
de akkor a 2. rész bizonytasa szenint igaz 8 —(x,+...+x,)
n

szamok fokozatos elhagydsaval megmarado tagokra,
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vegul a8z x,x,,...Y, Szamokra is,. Az utabbi lépéeshez azt

hasznaltuk fel, hogy az X4, Xg, -, X szarmokhoz a szamtan
kozepliket hozzavéeve, az gy Kapott 1 7 7 szam szamtani

kazepe ugyanaz marad. A Ket resz bizonyitasanak ez volt &

&3 Otlete,

NMostmar belatjuk a kézepek k6zattil egyenlotlenseéget.

Alkalmazzuk a Jensen téetelet a Igx) fuggvenyre. NMivel

, . j o X, + X s L

(x,—xy =0, arrendezesse!  adodik (~-‘T*—)‘ >xx,, amibdl
X, + X,

2lg—'—2—f“21gx31g_\‘:

Jensen tatele alapjan

ISYAS Yl

Xy X, b X

) T A
H

A Jxox,ox, <

sot (B)-ben az egyenldseg csak X; = Xgo 7 ... T Xy mellett all
fern. Ez a mértani és szamtani kazép kozotti neveze-

tes egyenldtlenseg.

Az x2 fuggveny a (0,«c)tartomanyban konvex faggveny,

teljesul az
; ) X, + X,

)
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gy

5 s . X, XX,
X7+ XA X 2 = )

H

Szokasos rasforma:

X +X 2+ +X7, - X, +x, 4 +x,

\ I - 7

sOt (B)-bhan az egyenidséeg csak a, =as = ... = an mellett telje-

(5)

s, Ez a négyzetes kdzép és a szamtani kozep kozotti

nevezetes egyenlétienséeg.

Harmonikus kozép és mértani kézép kozotti egyenldt-
lenséget a szamtani és mértani kbzép kozotti dsszeflg-

ges felhasznalasaval bizonyitjuk.

Nezzink néhnany feladatot ezek alkalmazasara. Haromszo-
agekkel, négyszogekkel és testekkel kapocsolatosak a felada-

TOK,

F.a.7. FFelezzlk valamely ABC haromszog C-rél
levd belsd szdgéet, és legyen U e szigrelezd
egyenes metszespontja az AB oldallal.
Mutassuk meg, hogy a szdgfelezd L) da-
rabja rovidebb, mint a CA eés CFB oldalak

mertani kdzepardnyosa!
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A haromszog terdlete egyenld a reszek terdleteinek

. B B . .Y ‘ B
Osszegevel,tenhat absiny = av-sm-+bvsmg felhaszmalva
2

sin2a =2sin a-cosa Osszeflggest siny —ra

2ahsin L cosl =(a+b)-vsmn 4
2 2 2

“~

sing nem lehet nullla, gy

(1) —Cos—=—(—+—)

Harom pozitiv szamhoz, ahoz, b-hez es whez akkor es csak
akkor talalhato olyan haromszodg, amelyben ket oldalnak me-

rdszama 8 £s b, a kozbefogott szogfelezoe pedig v, ha (1)-baol
% cosinusara az egynél kisebb erteket kapunk, vagyis na
. R
(=) —>(—+—),
v 2(0 /))

|
A (2) jobb oldalat semmi esetre sem Nnagyobbitjuk, ha weﬂs‘/—
a b

szamtani kbzepet a mertani kdzeppel potoljuk. Tehat barmely

1 11

*>*'_‘,

v Va b
arzaz

(3) v <afab

haromszogben

=2 Tekintsltik az ABC haromszdg oldalait erintd
neqgy kor kozol azt 8 kettot, amelyrnek az AL
oldalt A eés B kEzatt erintik. Bizomytsuk be,
hogy e ket K&r sugaranak mertani kKOzepa-
ranyosa nem lehet nagyobb AB felnel!
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Jelsljuk mind a harom oldalt
beltlrd! érintd kor sugarat rrel,
az AB oldait belUlrdl es a tobbi
ket oldalt kivalrd! erintd Kor su-
garat r.-vel

ABC haromszog terudlete

egyenld, részek terdletenek Osszegeéevel.

] a+b+c
[ e = —(retra+rb) = — =8
(1) ‘ 2 2
Lane = lae Tlagwe — yer
1 h+a-—c
=3 e = ;(/)/‘C tar.—cr) =1 ST r(s—c)

(1) es (2), valamint a Héeron keplet felhasznalasaval

f [
r=—ure =

s s—¢
rer = N \/*5 _ 5(‘"*5’2‘::2(5—5') =(s—a)(s=b)
\/ﬁ = J(s— cr)(s'i/)) < (_\-—_a_)i(_S;/l)_ = %

Gyokdt vonva majd a szamtani és meértani kozep kKozOott

egyenittienséget felhasznalva, tehatigaz, hogy 7/, é%{.

Fa.5. Eoy haromszodg magassagalm, i, ,m

bh>"e
egy tetszdleges belsd pontjgnak tavol-

saga a megreleld oldalaktd! P, Py, P, -

Bizonyitsuk be, hogy m, -my,-m_z27Tp - p, - p,
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Jeloljuk az ABC haromszogd cerdletet tvel, a BCR, ABP, CARF
haromszogek tertletét pedig by, to, temmal. Vailadgos, hogy
ty T ptlg =L A szambani s mertani kozep ozt egyenittien-

seg Szerimt
[+,

(1) ( ) (4—*4)32’1%

L h-m, _cm,
2 2 2

abc-m - -
a ! C
8

osszefuggesek alapjan =

. , abe-p, P, Pe ,
Hasonlvan kapjuk, hogy L, =———" hiszen pl

R
8 2
A ket utobbi osszefugges szerint (1) 1gy alakul:

abe-m-m,-m, _abe-p,p, P

> - amibdl
827 8

momm 227 Py P

EgyenlSseg pontosan akkor lesz, ha (1)-ben egyenidseg all

{
fenn, tenhathaf =1, =1, =

N
3

 azaz, ha P aharomszog sUlypontia

4.4, NMutassuk meg, hogy barmely naromszog-

ben teljesdl

3., s o
m o +m,om+m e, S —(d +h +¢7).
o 2] 4 & o 4

5 ~vel

b\c

Jelslitk a haromszog sulywvonalait s,



Tudjuk, hogy &8 suiyvonal nem Kisebb, mint a megfeleld magas:
sagvonal, ezert:

(1] mo-m, A s e m <§ -8, S S TS S
a h b ¢ c a a b b c

¢ a’

A szamtan es a8 mertani kozep kOZTI egyeml@’tlemség szerint

2 2 2 2 2 2
S, S S + 5 5+

9 + C a

2 2 2

(=) R R A <

a 2] 4 ¢ a7

2 2 2
=5, ts, 5%

A silyvonalak nagyzetet viszont kifejezhetjak a haromszod
oldalaival

§ s s = Z(zh‘ L2t —at)r (2a + 2 ~h )+ (2a” L 2hT—C)

o

(3) s xhl Ly = %((/: bt

o %

Az (1), (2 es (3) kepletek egyUtt eppen o bizonyttando egyen-
Gtienseget adjgk. AZ egyenloseg nontosan akkor teliesdl, ha
a haromszog szabhalyos, mivel a magasségok megegyezhek a

SQ\WDna|aKKa\, amik egyenio hosszuak.

4.5 Bizonytsuk &, hogy minden haromszogben

-f.u.,f‘})_f-(l‘ é S N { g S(’ ShSC

NMegrmutatju, nogy Mminden Haromszogben fogys(s— c)<s, 898

pontosan akkor egyeniok, ha a G concsbal indulo oldalak

egyenidek.

3 1_4‘ S | 2l
R [T A LV E Lo
V2

2 2ab 2ab

] b il
a +b —c”

2

ahol a mégyzetgy(jk alatt cosy-t @ Koszinusztetel szerint Irtuk

fel.
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Tovaob alakitva

; 1 hy —c b+c b—c 1 s(s—c
COSZ:\/—-(G+)) C \/a+)+(,<a+ c‘_:\/s(s c)

4 ab 2 2 ab ab
. . 2ab y oo . _ B .
Az ismert f - /-cos— Osszeflggesbe helyettesitve kapjuk,
a+b

/ / —— .

hogy ff:ﬁi’—;—-\/x(s~c). A szamtani es mertani kozéep kozti
a+b
2

egyenidtlenséeg szerint az elsd tényezd legfeliebb egy, gy /[,

valoban nem lenet nagyobb, mint \/:(xfc)-.

A C-bali nduld sdlywonalra ugyancsak a koszinusztetelbol

- e ¢ b +¢" —a
s b 4 —=2b—-cosa, cosax=—

’ 4 2 2bc

5 . ¢ by —a b+a o
so=b 4 —=2h—" = —-—

4 2 2bhe 2 4

. (a+by ¢ a+vbitc atb-—c

STz = ~ =s(s—2¢)
4 4 2

Szamtani €s negyzetes kozep kdzotti egyenittilenséget hasz-
naltuk fel, igy egyenlseg pontosan g = b eseten teljesdl.

Hasonloan adodik s, s5,1e s,

Osszeszorozva az egyenidtlenségeket

fof 1< \/s(xf ay-s(s=b)-s(s—c)y<s,-s,-s,

Heron keplet alkalmazasaval

Sy foSNS S8,
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F.4.6. Egy derékszogl haromszeg befogoihoz
tartozo sulyhwonalak hossza Sg, ifetve S,
asrogoja c.

3 V1o
2

3
Bizonyitsuk be, hogya e, + S, =

Clgszor a bal oldall egyeniStlenseget igazoljuk. Az abra ASB

nraromszogebdlis lehet & haromszog-egyenidtiensedg szenrint

2 2 3

c<s 4 =8 ezelt—C<S, S,
~ Ta ~ b a b
3 3 2

o X h’ . )
Az ACH % vh =5 az ECB naromszogbhd! pedig »’4—+c/‘ =, . E ket

o

&s Mmivel g b=,

5 ) ) 2 2
egyeniGseget Osszeadva: Z(u‘ +bhYy=5"+s,,

azert —c s +s . BzZUigy s rhatjuk:

4 —
10 R
(1) ,\C,,C — _\i__\L
4 2
2) Se TS S, TS
2 Vo2
4, 10

2

(1) es (2)-badl Kovetkezik -

< ——C
4

(2)-ben szamtani es 8 nagyzetes Kozep kozottl osszefuggest

hasznaltuk fel.

4.7 Bizonyitsuk be, hogy egy deréekszogt
haromszogben a derékszoghdz tartozo
szégfelezd és magassayd hosszanak

Osszege legreljebb akkora, rmint az atfogo!
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Az ABC haromszogd cerdietet kerfelekeppen felirva kapjuk,
a-b m-c

nogy —— =~ Dol
Nogy 5 5 amiod
11
(1) m:if)
¢
Az ABC haromszogd cerdletet felirnatjuk agy is, mint az ALC es

aBLC hraromszogek terdleteinek Hasszeget:

=) ab a- f-sin4s’ N b f-sinds’

2 2 2

amibol

Az a s b pozitV Szamok Rarmonikus, mertani, szamtani €S

NEegyzetes kazepel KOzt ismenrt egyem\ét\emségek szerint

2ab a-+b a* +b’
<~ab < < |

a+b 2 2

—

Ezeket aZz egyemlétlemségeket e a PitagorasZ tetelebdl

Covetkezs c=Na h asszefuggest (1)be es (2)-be beirva kap-

juk, hogy
a+b.s
3) ; a-b a-b (77"72_7) a+b
1= —— — T — =
¢ a +b \/E.qf_b 22
2
es
a+b s
LAty
() .:\Ea h 2 :a+b

a+bh  a+b 22
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(3) és (4) megfeield oldalait 6sszeadva:

+1 P b’
m+f§a ‘<2 a—?)—zc,
2

amia bizonyitando allitas.

EgyenlSség pontosan akkor allfenn, ha a =0o.

~4a.8. Egy teglalapot az abran vazolt modon
Kisebb téglalpra osztottunk. Erek k&zdl
negybe beirtuk cerdietenek merdszamat.
lgazoljuk, hogy ekkor az eredeti teglalap

cerdete legalabb SO egyseg.

X N 7,
al L B
o lo
c
3
B

Jelolje a kis téglalapok oldalainak hosszat rendre g, b, ¢, illetve

x, y, z. Ezek mindegyike pozitiv. Segitsegukkel felirva az ismert

eruleteket:

ax =171, cx =3, by=10, az=49.

=0Ox

,.-<
| D

)/)
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Irjuk fel ezutan az eredeti teglalap terudietet:

4 I 10 3
/ :(a+b+c)(x+y+z):(—+f+4)(x+y+9x)
X

y X

4 | 100

= (219 (ox sy a0+ 20 99 1o
X )/ X y

A ket ismeretien mennyiseg 6sszeget a szamtani €s mertani

kozep koztl egyenidtlenseggel fogjuk becsuini.

4y x 4y 100x
4y 100 o Ay 100X o 400 =220 = 40.
X v x oy

Mindezek alapjan tehat

4y 100x
7=50+ 2 N S 50440 = 90,

z ¥

amint allicottuk. Egyenicseg pedig akkor all, ha

= ~ azaz y=5x.

Fd4.9. AzA g, Ao Apn konvex hirsokszog
kSrulirt kérenek egy -a csdcsokto/
kiENnbozE pontia A. Legyen a;=AA;
(i=1,2 .. n) sjeldleb azApont =15
azAA 1 egyenes tavolsagat (A 4= A 4]
Bizonyitsuk be, hogy

a‘: (‘rﬁ2 i

L O +.._+€L >2nkR,
h, b, h

n

shol! R a kordiirt KOr sugara.
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Hasznalluk az abra jeloleseit. Az AAA, haromsog oldalai:
AL 4, 8 es a8, akorulirt koér kozeppontja O, az AA,4 Oldalnoz

tartoze Mmagassag b, A haromszog terdletéet ketfelekeppen

follirva:
a;  d AiAf+1 _ A'Am'bf
4K 2
amibd!
a, 2R
h, ; a
ﬁ;: 2Rﬂ'—

Ezert a szamtani s a mertani Kozep kozott egyeniStlenseg

szerint (8,,,1 78 4)

a’  a a,’ a, a a a, a a :
G o R Ty 2 2nRy [ = 201
b b b a, a, a, a, a, q,

i

a, a

P - | = = = =Y I .
EgyenlGseg csak T f.,fﬁa’ , 8Zaz g4 = 38p . =3, esetben all
2 3 1

natna fenr. Ezt azt jelentene, hogy A egybeesik O-val, ami

lehetetlen.igy a feladat allitasanal valamivel élesebb allitast
igazoltunk, azt, hogy

2 2 2
a a a
L2y 4t
b, b, b,

>2nR
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=470 Az ABCO tetraederben a BOC sz8g
deréekszdog. A D cstcsbdl az ABC sikra
bocsatott merdleges talppontjs egylbe-
esik az ABC haromszdg magaggspont-
javal. Bizomyitsuk be, hogy ekkor

(1) [AB + BC + CAJE < 6ADE + BOF + COF).
NMely tetrasderek eseten ervernyes itt

az egyenidsegiel?”

FrezzOk, hogy az M magassagpontban az ABC haromszog
sikjara allftott merdlegesen a D pont helyzetéet egyertelmden
meghatarozza az a feitétel, hogy a BDUE sz0g derekszog.
Olyan tetraedert kapunk, mint amikor a kocka egyik csdcsat
egy sikkal levagjuk. Bebizonyitjuk, hogy az AD &l merdleges a
BCD sikra. Enhez elegends belatni, hogy CD L AD (hiszen

ugyanuagy lathato be, hogy BD 1 AD)].

D Tudjuk, hogy DM 1L ABGC, ezert

| DM L AB, tovabba CM 1L AB, mivel
N magassagpont. Ez azt jelent,
hogy AB merdleges a CNMD sik
DM es CM egyenesére, ezert a

stk minden egyenesére merdle-

ges, tehat CD L AB.

De a feltetel szerint CD L BOD, tehat CO merdleges az ABD sik
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minden egyenesere, 1gy cD L AD. Tenhat a8 D-bd&l kifutd elek
mind merolegesek egyrmasra.
most Pitagorasz cetelevel (1) jobb oldalat konnyen atalakit-

natjuk:

6(AD® + BDF + (D)= J(AD? + BD)+ (BD7+ (D" ) (D7 + AD)=
AE_LB.LL(A’

~

2

C3(AB 4+ BCT (AT =9

Ez pedig azt jelenti, Nogy (1) ekvivalens & Kovetkezs egyenlo-

seggel:

AR+ BC +CA (AR + BCY+CA®
o AU ~

3 \ 3

Ez ismert allitas, a Hal oldalon 3 szam szamtani kozepe, 8 jobb
oldalon ezek Négyzetes kozepe all.
(2)-bhen a8z egyenltsed AR = BC = CA mellstt all fernn, ekkor

pedig a arzomszedos lapok egybevagok, st AD =BD=0C0.

F.4.11. Az ABCD tetraeder D csucsdbol
Liindulo elek paronkent merdlegesek.
Az ABC lapnak 8 cobbivel valo hajlas-

szoge o7 - Igazoljuk, hogy

8}

>
cosa-cosﬁ-cosyé—gd!
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Legyen a tetraeder D cslcsa egy derékszogu koordinata-
~rendszer kezddpontja az A, B, C csucsok pedig illeszkedjenek
az x, y, z cengelyekre. Legyen tovabba a tetragder D csUcsa-
bol induld Mmagassad talppontja T, a DT-re illeszkedd egysegs
vektor s. Hasznaljuk az abra covabbi jelaleseit is. Ha az ABD

as ABC lap hajlasszoge 7, akkor a COT szog is y, hiszen CcCD az

ABD sik, DT pedig az ABC sik normalisa.
)Az

Hasonloan kapjuk, hogy ¢
ADT 2= o
BOT 9=/

cosa = (i s)

cos f =(js)

cos y =k s)
Az s egységvek‘corénak koordinata cosa, cosfi, coSy. ezert
cos’ a+cos frcos y=1. A mertani s negyzetes wozepek kHzOTU

egyenidtienseg szerint!

bl 2 2
. coOs” @+ cos” p+Ccos” 1

3

amibol manr Lavetkezik a feladat allitasa.

472, A& egyseg kerdietd Raromszoagek kézd!

melyiknek & legkisebb az atrogoja”

Legyena derékszogd haromszog atfogoia c, egyik befogodja &,
gy a masik befogo S- o -c. A Pitagorasz-tetel szerint
a’ —8a+32

2 = g2 + (8 -a-c)F, amelybdlc= ]
—d
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Alakitsuk ot a kovet-kezOGkeppen:

(8—a) +8a—32 (8—a) +8(a—-8)+32 32
oo Bmay reamos 1270 PO =8 at -8
S —da S—a 8 —u

Mivel 8S-a>0, a8-a8+t

Osszeget a szarmtani €s mertani
8—a

kozep kOzOTt egyenittlenseg alapjan becsuinhetjuk:

32 | 32
S ga ot J(8a) - =232
S—a 8—-a
32

Ezert c pontosan akkor a legkisebb, ha 8- 8~ . cehat ha
o —d

a=8-4y2 Ekkor c -8J2 -8, és nemi sramolassal adodik, hogy 8

Masik befogo is 8- V2,

Az egyszerdbd szamolas miatt vettuk ezt az esetet, de alta-

Ianosithato is a feladat, ezekre most nem cerdnk Ki.

FAa.13. Mutassuk meg, hogy egy 1.2 terdietd

haromszdg kerdlete legalabb 3 egyseq’

A haromszog terdletet az isrmert modon felirva

am b cnm.
a h C

22

“

L

|
2
anonnan

1 = Jam = hm, =i,
T 4
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A szamtani €s a meéertani kozéep kozti egyeniStlenseg szerint:
a-+m,

1 = Jam <
a

3

b+m
L= Jbm, < ; b

cm,
I =(em <

Ezeket Osszeadva es rendezve

{1) O<(a+b+c)+(m, +m, +m.)

adodik.

Mivel egy haromszog magassaga nem lehet hosszabb a veie
kozos csucsbhol induld oldalak egyikenel sem, ezert a=m, bzm,_,
czm, azaz

(2] a+h+czm, +m, +m,

Ekkor viszont (1) csak agy teligsdlhet, ha g + b +c 2 &, ami pe-

dig eppen a hizonytando allitas.

Megadunk egy masik megoldast is, ami Heron tetelebdl ado-
dik.

1
(3) 2INUB—GXS—bXSd

A szamtani @s a mertani kozep koOzti egyenlotienseg szerint:

(4) (s—a)(s—D)(s—c)< ((‘yv”) N (“':/’) +{s- C)),; _ (;)%

J

Ezt egybevetve (B)-mal:

T

1o sEL vagylis 27
2V 3 27
es ez azt jelenti, hogy 2s > \f6\/§ =>3.

{)
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Egyenitsed akkor teljesul, ha 8 7 H = c, vagys szabalyos ha-
romszogrol van sz0.
Sejthetd, hogy adott terdletd haromszogek Kozul a szabalyos

haromszog kerdlete 8 legkisebb.

A kavetkezo feladat latszolag nem kapcsolodik 8 termahoz, de
a bizonytott egyemh’o’t!ehségbt‘jl kiimdulva, folhasznalva a koze-
pek KazOLH kapcsolatot erdekes oaszefuggeseket kapunk a

naromszogekkel kapcsolatban.

F.a.74. Mutassuk meg, hogy retszdleges harori-
szoghen ervenyes at v bt Ao < OR &s az
egyenldsed szabslyos haromszdg eseten

tellesil.

Valasszunk  most origoul a8 haromszdg  kore It kor

KHzEPpPONt)at 0. A sulypont ﬁ:s vektorat haromszorosara
—

novelve az OM=m vektort kapjulk. A Kor O kozeppontjabol a8

csucsokba MUEato vektorok X, Y, Z-

Megrmutatjuk, rogy az AM, BM, CM egyenesek merdlegesek
rendre a haromszod BC, CA, AB oldalegyeneseire.

Azt akarjuk tehat pizonyttani, Nogy pl. AM rajta van 8z A-DO!

ndulo magassagvonalon, vagyis AM s BC merdlegeseak.
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NMivel
OTZ:mZBS:x+y+z
sy =
MA=OA-OM=x-m=-y-Z
—
BC=z-Yy
m-‘gﬁ:[—y—z][z—y]:yg-zgiD,

Niszen 1y1|i \z\

s —
gy AM és BC merdlegesek.

. ——

NMivel hasonioan bizonyithato, hogy BM es CM s merdlegesek
a megfelelo szemkozth oldalra, 19y Kavetkeazik, hogy a8 harom
magasség\/cma\ eqgy M pontban metszi egymast. Eredme-
nyUnk azo 1S jelenti, hogy & haromszag koréirt korének O
kezéeppontja, S sulypontja és m magasségpontja egy
egyenesen vannak [Euler egyenes) Eulerrs! van einevezve
o kovetkezd egyszerd seazefigges d =R -2R, ahol a d &
koreirt kor U Kézéppomtjémak es a beirt kor K Kézéppomtjéhak
tavolsaga. Ennek bizonyicasara nem terdnk Ki.

Eiezo ahranal maradva

z |- R, ly-z ! =8, ag:[y—zjg:lylEJr'z\E—Eyz
cbbdl

pyz - 2R - a“, Oxz = 2R2- D7, Oxy = 2R -c”

ezert

mg‘[x+y+z]2f\tx\2+\y\94~\z\2+2xy+2xz+2yz
m9:899+8ﬁg—[89+b2+c:9]:95119-[82+b2+c39]és
mivel m= = 0O

(1) b+ SR

B2 -
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Az egyenlOseg coak szabalyos haromszogd esetén teliesul,

amikor O, S, M egy pontba esik.

F.4.15. Nutassuk mey, hogy 820M05 os kerdletd
haromszogek rerdletel kOzott &8 szabalyos

haromszogd terdlete 8 /egnagyobb, a maxi-

A\
Tt T
2 /7
33

Fz a Heron wepletebdl a szamoani s Mertani Kozep kO zOtL

egyeml@’tlemség alapjan azonnal kevetkezik.

(1) ;e (s a)(s s - ) & s((/\: @ r (L:—/uﬁ)’ = E%SJ

az egyeniosed akkor es csak skkor teljesdl, na

[5—8]:[5—~D]:5—c], azaza=b=C.

Felhasznalva (MYéest=rs kapjuk, hogy

() <

Adott kerdleta haromszogek Kazal a szabalyos harom-
szogbeirt kor sugara a Iegnagyobb.

A negyzetes es szamtan kKHzep KOZOTUI egyem\c’j"c\emségb(’j\ es

(2)-Dol Kavetkezik
a+b +c): _AS a6

at bt et = 3( ——
o
3 3
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Felhasznalva az el6bb levezetett

al b+t <R’
kapiulk
. at+ b+t :

47" < ———— < 7
9

2r < R, ami a sugaregyenittlienség, vagyis barmely haromszog
koralimt kor sugara legaléabb akkora, mint a beirt Kkor

sugaranak a ketszerese.

4 76. Adott R sugard Korbe irt haromszogek
koz0l melyik haromszdgnek legnagyobb a

kerlilete”

Felhasznalva (1) &és a szamtani &s neégyzetes kdzép kOzOtti

egyenlOtlienseget

éza+b+c§ [czz+/73+cz S\/[9RZ :R\E
3 3 \ 3 3
tehat

(2] 25‘:a+b+c§3\6[€

E» azt jelenti, hogy az adott A sugard korbe irt haromszogek

Kozl a szabalyos haromszog kerdlete a legnagyobb.

25

Ha (2)-t az >

&

3
alakban Muk, egyenldseg a = b = ¢ esetben teljesdl, igy adott
kerdletd haromszogek kozll a szabalyos haromszog kore irt

kor sugara a legkisebb.
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Alkalmazva most & szamtani s mertani kézep kO zOTTI
egyenlﬁt\emségeﬁ haromszod verdletére es @ (2) felhasznalva

kapjuk

y =331

abc<(

a+hb+c; 3\,6]3
—) = ;

J

NMivel abc ~ AR, ezert
. W3R

4

{

es egyenidsed coak szabalyos haromszognel all fenn, ez azt
ielenti, hogy 248y adott karbe b naromszogek Kozl a sZa-
palyos naromszog terdlete a legnagyobb, vagy mas megfo-
ga\mazésbam: adott terdietd haromszogek LozUl a szabalyos

haromszOg Koreirt ore alegkisebb suganrd.

.17 Adott az ABC raromszogd- Kertr jatekos
= k@vetkezé‘/étékoc/éteza gz elsd jdreKkos
kivalaszt egy F pontot 8 haromszog A
oldalan, 8 masodik egy O pontot 8 B8C
oldalon, majd az elssd jatekos egy R pontot
az AL oldalon Az e/sc’ijét:ékosna/( az a célja,
hogy FPOH heromszog alehetd legnagyobb
cerdletd/legyen, 8 masodiknak az 8 ceélia,
hogy FPGH haromszog 8 lehetd legkisebb
rercletdlegyen. Mia legnagyobb terdlet,

amit 8z elsd jatekos biztosarn el tud erni’”

B85 -



Elzszor belatjuk, hogy a2 clas jatekos el tuda erni, az ABCG

haromszog U teruletenek a negyedreszet. Valassza P-t 8z

1
AB, R-t az AC oldal felezBpontjanak, ekkor PR = 5 BC, es G

1
valasztasato! fuggetienal Mg = Em”' azaz ., = ZIW, :
Masodszor belatjuk, hogy & masodik jatekos el tudja erny,

1
hogy a PER haromszog terulete Ne legyen nagyobb Zf—nél.

ateszon gy, hogy PG | | AG legyen (Bl ha P =B, akkor Q - B},

akkor POBA = ACBA, gy PO = AC bevezetésevel
ke AC -m, (1-k)

{ e

POR 5

Innen a szamtan es a mertani kozep koOztl osszefugges alap-

jan
AC -m i
{ :~—?—"’-k-(1-k)§f)m;~g.

POR

gy az clernaetd legnagyobb terdlet az ABC haromszog terule-

cenek az Z reasze.

.18, Egy adott k&rbe irt teglalapot nyolcsz8gge
egeszitlnk ki, rmelynek negy csucsa mege-
gyezik a teglalap csucsaival, 8 tovabbinegy
pedig e teglalap oldalfelezd merdlegeseinek

&8s a kornek 8 metszéespontja. hogyar kell

megvé/asztamuhk ateglalapot ahhoz, hogy

a nyolcszog €5 & teglalap cerdietenek aranya

rhinimalis legyen’?
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Valasszuk a kor sugarat egységmyimek es legyen a szoban
forgo BOFH téglalap oldalainak hossZza Zg, lletve 2D
0 < a, b<al A teglalap cerdlete ekkor 4dab. Ha O a kor
kKozepppontia, akkor a nyolcszog cerdlete az OFGH, OHAB
ABCD es ODEF deltoidok terdletenek osszege. EgY delcoid az

atlol szorzatanak a fele, a fentl deltoidok terdlete igy rendre

1 1 1 ]
~-2b-1,f~2a-1,’-2/r1,’~2a-1
2 2 2 2

L

e ebbdl a nyolcszog terdlete 2a + 2b. A ket idom cerdletenek

aranya tehat
Qa+2h a+t b

4¢rh 2a

a+b

Mivel a és b pozitly, 8z
2ath

kifejezes akkor Minimalis, amikor

, 2ab L
reciproka, ~ maximalis.
a+n

Ez utobbi eppen aza es b szarmok

narmonikus Kozepe, aminem lehet B

~.
by

nagyobb a ket szam negyzetes Ko- /

zependel a’ v Wil es egyenio s
Sy el
V2 =N C

\_—-—-—————_—V-__.__.._/ b
x /
A,
I

Lo

coak akkor lehet vele, naa=b. N

tan esetUnkben Pitagorasz cetele

crerinta’ +h =1 =1

2ab _ at+bh 11 2

aib Vo2 V22 B

- 2ab L B o 2 .

gy / akkor maximalis, ha a = b, es ekkor erceke r2— ezert a
atb

nyolcszog s 8 ceglalap carldletének aranya akkor minimalis,
ha a = b, vagyis ha a ceglalap negyzet (a8 nyolcszog pedig
szabalyos), s 8 minimum erceke \/5
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419, Adott kerdletd négysz'o’gek kezdl
szeretnenk a8 rmaximalis cerd/etdt
ivalasztan. Feltehetjik, hogy 8 neyszod
rkonvex, mert ellenkezd esetben ket
oldalanak 8 koilsd 8tlors valo Cuk/“c'jzésé\/e/
olyan konvex sokszor nyerhez‘:@’, amelynek
a terdlete nagyobb 82 eredetingl, kerdlete

viszont valtozatian.

Legyenek & negyszod oldalai a, b, &, d, szoge! aB.y.0, 8 szogek
es aZ oldalak sorrendje 82 apran \athato. A negyszod

caruletenak a werszeraeset wapjuk, ha a8z atlok altal lermetszett

héhomszégek reruletelt aoszeaduk:

| ‘ . : .
Atf—EQMMna+hcgnﬁ+cd9ny+damn&
Mivel sin X = 1.
4!éab+bc+cd+daz(a+cﬂb+d), J

es egyem\@’ség Skkor allihat fenn,

ha valamenny! 5209 derekszod, f;\

azaz a negyszog teglalap.

A\Ka\mazzuk most aZz & o, Ot d szamokra a8 Szémtam'\ es

mertani kozep kKOZOTT! egyenféz;)enséget, Kapjuk, NOgY

1
ar<(aro)brd)= (E’ii%ciiy

q+hrce+d s
arcrr oy
4

<

es az egyen\c’jség csakis olyan reglalapra allnat fenn, armelynél
at+c=b+d, vagyis a szermkozt oldalak 0ss2ed€ egyenld, vagyis

negyzet eseten.
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Tehat adott kerdletd negyszogek kozOl a negyzet a

legnagyobb terdletd.

Olyan szélsdérteéek szamitasi feladatoknal, ahol a tényezok
pozitivok es ssszeglk allando, alkalimazzuk a szamtani es a
mertani kozep KOzt asszeflggest, miszerint a8 méertcani kdzep
nem nagyobb a8 szamtani kozepnél, vagyis a tenyezok

srorzata akkor maximalis, ha megegyeznek a tenyezdk.

Tekintsunk nehany targeometnial feladatot.

F.4.20. Adott egy egyenes KOrkup alapkdrének a
sugara s a magassaga. Irjunk a kapba
maximalis térfogato hengert. Hatarozzuk
meg ezen henger alapkérének a sugarat
&5 magassagat! NMelkkora lesz a rmaximalis

terfogat,

Vpneer =170, BDPE slapjan az AFC es ADE haromszogek

hasonlosagabol kovetkezik, hogy
m K=

M R

M= —]A;{(R~r),(0 < <R, 0 < <M )

, M, , ) , ,
Vo :—Rfr (R-rym. Mive! Vienger 0, ezert Mmaximurmat ugyanott

|
veszi fel, ahol az T‘VMW faggveny. EzZ utobbi maximurm helyet
z e

s : ]
az E+’§+([€—r') — R = allando miatt a szamtani €s a mertan k&zep

¥

ko7t osszefuggese alapjan 5

— R-r esetén kapjuk meg, &S
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ekkaor y.
2
r= _R’ M
3
M Y
m=—,
3 m
2
po AR aM
max 27 v W
A D F B
F.d.27. Egyenes korkipba egysegnyl sugard

erintdgombor szerkeszelink. Mekkors g
klGp csucsszoge, ha g gomib a ktpbo!
maximalis terfogatot frogl/sl el, es harnyad
resze ez g kKup terfogatanak?
A kip csdcsszoge legyen 2a, alapkorének sugarat jeldljuk

~rel, a kip magassaga legyen m. Tudjuk m > 2, rm> 7. A Kdp
| 4
terfogata ¥V, = —rmm, a belirt gdmb térfogata I, = ger" A gomb és
3 s
I/,r

a kup terfogatanak az aranya -+ =——
rom

I

k

Az m és r kdzti kapcsolat kifejezhetd BFC és ODC hasonio

, N om NI -1 ,
haromszogekbdl —= ———, mivel R ="
B

(—+r) =r +nr
P

-

+2mArT =T

2
i

I

2 2 4 4 2.2
mo+2mr T =T Sy

m+2rt = mr’
2 m
Fe o= .
m—72
V 4(m—2
Ezt beirva a térfogat aranyokba. I'—g: m ( ) .
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Olyan szorzatot alltottumk els, amelynek tanyezOi pozitivok es

2
asszeglk allando —+(1r—) =1
m nt

A szamtani es a meértani kozep Lozt osszeflgges szerint

. 2 2
maximurm akkor var, ha —=1-—, @Z8<2 ha m:4,r:\5, az arany
m n
1 - 2
rmaximurma - . Adodik iga-’—:—\g«.
2 m

gy a=19°28, azaz 2a= 18°56' lesz a kup Nylasszoge.

F.a.22. Egysegry! sugart gomb Eré forgasKkupot

runk. Legalabb mekkora a kdp felszine’”

A feladat cermaeszetebdl Kavetkezik, hogy 71~ pes FA=r> 1.
A Pibagorasz-tétel szernt  d= Jnt vt sz ACE es OCD
naromszogek hasonliosags alapian pedig 8 - 7~ =11 0T,
amonnan a szokasos modon
(1) a=r(mMm-"1) G
Ezert

Nt T = (m=hr,

p 4t = (7 = 2m e,

mm-rt —m=2r")=0
Mivel m>0,

gt —m—2r =0, vagyis

25
(2) m= i(l> 1)

(1) és (2) alapjan

(2) a=r (ﬂ_{#l)#:l

=1
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ismeretes, hogy a kip felszine A = ren(r+a), amibol (3) felhasz-

nalasaval
5 ,
yooHr Ft
) =27
=1 =1

A=r o (r+

4
minirmu-

o 3 , L. I
A minimuMmanak meghatarozasahoz elegendd —

5

ro—1

Mmat meghatarozni, az r> 1 feltétel mellett.

r? 1 rt—1

Mivel — 1— . ezert "A" akkor minimalis, na maximalis.
Fo= re- r
o
r

-1 -1 ) . - . ,

PER gex anol a tenyezdk pozitivok €s Osszeguk
re _ . . 3 o L . .
e+ — =1, gy @ szamtani es mertani kozep koztl Osszefugges

re re

. . ri-1 1 .
szerint maximuma akkor van, ha —— = —, azaZz ~ = 2. mivel
I I

r>1, gy ;':\/5, a maximalis erték 2 amibdl a kop felszinéenek

minimuma 87

A kovetkezds feladatokban A Jensen-egyeniStlenseget hasz-
naljuk fel. Az elst peldaban az az erdekes, hogy a skatulya-elv
alkalmazasaval szoktuk megoldani az ilyen jellegld problé-
makat. Ezt a bizonyltast azonban nem tudnank felhaszmnalni

akkor, Ma az adott pontok szama legfeliebb 3.

F.4.25. Bizonyitsuk be, hogy egy 8 cm oldald negyzet
belsejében tetszes szerint elhelyezett FE pont
k&zdl mindig kivalaszthatd 3 pont ugy, hogy
az altaluk meghatarozott haromszog terdiete

nem nagyobb = crm=-nell
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Jeldljuk ssel a negyzetben elnelyezett pONLOK szamat, és
ezek konvex burka legyen k-sz0od, melynek oldalal 84, 8o -+« B,
szogel o, a,..a, (8, g oldalak szogel a,). Tegylk fel, hogy bar-
mely 3 pont altal meghatarozott haromszog terdlete 2-néel
nagyobb. Ennex falnsznalasaval felst becslést adunk kK-ra.
Kazismert, hogy ha egy sokszog a belseiében tartalmaz egy
konvex sokszdget, akkor az LLObDI kerdlete a kisebb. Mivel a
negyzet kerdlete 32, 19y

(1) 32z a, +a,+. g

A konvex burok barmely harom szomszedos csucsa egy
haromszoget hataroznak med, amelynek terdlete - felteve-

SNk szerint - 2-nél nagyobb. Ezert

| .
(2) Sad sina, > 2,

)

[ =k esetsn ;4 =84])

Felhasznalva a szamtani es a8 mMertani kozep kaztl egyenlot-

a +a,, — 4
E— \ﬂf,”,u >
2 Shilfes

4
a. +da A > =

N sin «,

(It hasznaltuk, hogy sing, + 0. hiszen sin g, =0 mellett van elfajulo,

lenseget

innen pedig

azaz Oterdletd haromszog is.) Osszegezve ezt /=7, 2 ... k-ra:

| |

1
2(a +‘,A+cz_)4(———~+’—l+.“+r—~———)
l O Jsing,  ysina, Jsin a,

(3]
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A jobb oldal tovabbi becsléséhez felhasznaljuk a

Jensen-egyenidtienséget.

TekintsUk az f(x)=

!
N fOggvenyt a (O; 7} intervallumban.
Sin x

Konnyen igazolhato, hogy 77 ittt konvex, gy a Jdensen-

egyenlOtlenseget alkalmazva

o ot ta, fla)+. . +f(a,)
7 p )< ( ;

vagyis
k 1

]
< +...
. (k-2 ' NN len
sm( y VT \/sm o, sin a,

\

Ezt (B)-ban felhasznalva

2 a,+ a,)

gy (1) szerint

Ha k > 3,akkor a kapott egyen!St-
lenseg jobb oldala szigordan mo-
noton Ng, es ha k= 72, akkormar

nagyobb, mint 84.

Eszerint k < 11, azaz, ha egy 8 oldaild negyzetben adott pon-
tok kozdl barmely harom altalmeghataroczott haromszog te-
rulete nagyobb, mint 2, akkor a pontok konvex burka legfel-

jebb 11-cldald sokszog lehet.
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Osszuk fel ezutan az adott pontok konvex burkat haromszo-
gekre uJgy, hogy a felosztasban résztvevd haromszogek
mMindegyikenek csdcsai az adott pontok kazdl valok legyenek,
es semelyik haromszog ne tartalmazzon a belsejében tovabbi
Mmegadott pontot.

Jeldlie N az gy keletkezd haromszogek szamat. E harom-
szogek / szogeinek Osszege, #/N, egyenld a konvex burok

szogeinek es a belsd pontok kordl teliesszogek osszegéevel,

azaz
(4) N =k =2)+(s—k) 27, ahonnan
N=Fs-k-F(s apontok szama volt)

Felteveslunk szerint a felosztasban szerepld haromszogek
mindegyike 2 egysegnel nagyobb terdletd, masfeld! terdletik
Osszege a konvex burok terdlete nyilvan kisebb a néegyzet
terdletenegl, ami4a.
lgy 2N < 84, azaz N < 37. [4)-et és a kra kapott eredmeanyt
felhasznalva

ST >FPs-k-2225-77-2=25-171353, azaz2PR > s.
tLzzel igazoljuk, hogy ha a haromszogek mindegyike 2-nél

nagyobb terdletd, akkor az adott pontok szama legfeliebb 22.

4. .24 HOzzuk meg egy konvex sokszSg mindegyik
csucsan gt azt az egyenast, amelyik a sok-
szoget ket egyenld terdletli részre vag/s.
Bizonyitsuk be, hogy ha minden ilyen egye-

nesnek a sokszogbe esd szakasza legreljiebb
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egysegmyi hosszlsagl, akkor a sokszog te-

rilete kisebb, mint /4.

Hdzzuk meg az dsszes, a sokszog valamely csucsan athalado
€s a terudletet felezd szakaszt., Nyilvanvald, hogy kozuluk
Larmely kettd metszi egymast a sokszog belsejeben.
Ellenkezd esetbben ugyanis az altaluk es a sokszdog hatara alcal
kozrefogott sikidom terdlete nulla kell, hogy legyen (hiszen
teruletfelezdkrdl van szo].

Ket ilyen terdletfelezd szakaszt akkor nevezink szomsze-

dosnak, ha megfeleld vegpontialkk szomszedosak a sokszog

kerdleten.

1. 8bra =. abra

Legyenekilyenek pl. az A,A, és B, B, szakaszok. Ez nyilvan azt
s jelenti, hogy A, és B, (illetve A, és By) k6zott a sokszognek
niNncs csdcsa - eppen a szomszedossag miatt. Ha az A AL és
B,Bs szakaszok metszéspontia P, az A, PB, szdg pedig «a,
akkor belatjuk, hogy

Ly +1 <—-sina

A PR, A2 PR,

!
4

-TE -



Vegylk eszre eldszor, hogy T, = Lo, €2 82 ALAs eés B B2

srzakaszok terdletfelezd tulajdonsagabol kovetkezik, amint ezt

az abra szemléiteti:

, - , T . 3
[1111’?]!’ - /2' fAzlizP :g—f\ ES T4 = To.

Ezek szerint.
AP -PB-sina AP -PB -sina
2 2

innen AP PB = AP PB,. A feladat feltetele szerint AP+ P4 <1 es
hasonld B+ B <1 Mivel itt pozitiv (mnemnagativ) ertekekrol
van szo, hasznalhatjuk a szamtani es mertani kozepek Kozt

egyenlOtienseget:

AP+ PA, P+PB . 3P+ B
_1_%_;2 A}/),])Azésm@;%__—z\/glwrpl?z

1 . ] : i
— > AP PAés— =z B P PB,
4 T4 i

Osszeszorzas és rendezés utan:

1 2
(AP PB)(AL-PB.) = (AP PBY

azaZz

1
—> AP PB
4

Imnen pedig

1 . i |-
(1) Y S sin a( AP -PB +A,P-PBy))< S Sna

Ezutan megmutatjuk, hogy az oly modon definialt harom-

szogek, mint az A,PB, es ApPB, lefedik az egesz sokszoget.
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Legyen a Sokszog egyik belss pPontja Q. Vizsgaljuk elszor azg,
hogy Q az A, Ap terdletfelaezs melyik oldalan van. Majd ezen az
oldalon maradva INduljunk tovabb Aq-DEl a sokszog kerdleten,
amig egy Ujabb tertletfelezs Szakasz egyik vegpontjiahoz nem
erunk. Most is abba az iranyba menjunk tovabb, amelyik oldal-
ra Q3 esik. Lathate, hogy gy A3 beszortthato ket SzomMmszedos
terdletfelezd 'koza", tehat valoban lefed;| valamelyik kivant ala-

KU haromszag,.

Becsuljik most az (1) segitségevel az iyemn haromszogek

terdletének Osszeget:

1 . : .
[E] Z(}l‘.vsog < Z /h(ir()rm':hgel( < Z (S]n al + sin az +...+8in an )

Fontos észrevetel, nogy itt d+d,+ . +d =71 (hiszen ez ugy is
felfoghato, nogy az ALAs egyenest a, majd «a,..«, szogekkel
forgatom el, s vegul az AoAL-hezjutok.)

NMivel &g szinuszfUggveny a (g, ) intervailumon KONkav,

hasznalhatjuk a Jensen-egyen!stiens eget:

Sina, +..+sina, . dy +..+a, . T
—Esin(—————1) =5in = <=
7 n noon

. . o _ T
Az utolso lepasnel Kihaszmnaltuk s POZITIV X-ekre (és g = iyemn)
H

teliesuls, ismert sinx < x egyeniStlenseget. Innen:

L. . 7T
=(sina +. . +sina, ) <~
4 4

Ez pedig (2)-vel Osszevetve epp a bizonyttands allitast adja.

o
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5. fejezet

Ebben a fejezetben Erdos Pal-ra emlékezuank, aki 13996.
oktober 21-én hunyt el. NMatematkal lapokban tobbszor
talalkozhattunk kitdzott feladataival, megselytett allitasaival.
Egyvik legnevezetesebb az Erdds-Mordell-egyenlStienseg,

aminek egy - a temahoz kapcsolodo - bizonyltasat adjuk meg.

Az Erdés-Mordell-tétel alkalmazasaval, egyes feladatoknak
Ujabb bizonytasat kaphattak, valamint Jj allitasokat 1athattak
be segitsegevel. BEzek kozdl mezzunk meg nehanyat a tetel

Dhizonyitasa utan.

~5.17. Ha egy haromszog belsd P pontjianak & csucsokto!
mert tavolsags rendre u, v, w, az oldalegyenesektd/
menrt tavolsagal viszont x, v, z, akkor
1 UFVFEW S BXFy 2]
es az egyenldseg csakis abban az esetben teljesdl,

he P egy szabalyos haromszog kK&Szeppontla.

Ha a haromszodg y szdget g es b hosszisagd oldalak fogjak

KOzre, és fa yszogfelezdje, akkor

(2) ! gmcosz,

es egyenliGseg csak a = b esetben all fenn,
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A szogfelezd ugyanis a haromszoget ket haromszogre vagja
szet, ezek teruletének oOsszede a8 haromszog terdletével

egyenld:

. 1, .. I : .7
—af sin 7 +—bf sin Y- absin ¥ = absin 10051
2 2 2 2 2 2

v

. o 2ab ¥
ebbdsl f=—cos
a+b 2
2af —
fﬁléd%b

a+b

Harmonikus s a meéertani kdzep kozoatt osszeflggest
felhasznalva kapjuk az allitast.

Legyen most mar P az ABC haromszog egy belsd pontia,
vezessluk be a

PA=uU, PB=-v, PC=w

ABP, BCP, CAR haromszogek
P-nelléevo szogel Pemdfﬂe
252020 és e szogek felezoi

rendre x', vy, Z

A (2) miatt x'gw/uicosé‘,y'é \/Wcosq),z‘é\/;;cosw, es ezert

2(x'+yt+z) < 231y cos S+ 2\/\7\1—’COSQ)+ZMCOS(1). S+otrw=mo=1-(5+@).
Vegylk észre, hogy ha P-nek az AB, BC, CA oldalegyenesektdl
meért tavolsaga rendre x, v, z, akkor nyilvan x<x',y<y,zsz' €S

gy x +y +z £ X +y f Z', ezért bizonyltésahnoz elegendd
megmutatnunk, hogy

21y cosS + 24 v cosgp — 24w cos(8+ @) SHFVEW,
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ez viszont azért igaz, menrt

w4y w24 cosd— 28wy cos @+ 2w cosScos@— 2w sin osin @ =

= (JJusin 5—hw sin @) +(\/\—;—\/1—1cos5—\/;cosw)2 >0.

Az egyenldsegek csak akkor allhatnak, ha v = v = w, ez 3 B a
haromszog koreé it Kor kOzeppontja, viszont & legutobbi
egyen]ét\enségbem csak akkor érnvenyes a2 egyenitsegijel, ha
a zarojelen peldl mindket esetben O all; az elss zarojel eseten
ez csak a 6= ¢ esetben lehetseges; a masodikban pedig

akkor, ha

| = cosd+cos@=2cos@p, 8Z2aZ COSP =

bl

o | —

ebbd! 2¢=25=120", ami eppen azt jelenti, hogy & Raromszog

szabalyos.

5.2 Mutassuk meg, hogy hegyesszogd Raromszog

J
eseten cosa+ cosf+cosy = 5 egyen/Stienség teljesdl.

Az Erdos-Mordell-tetelben szerepld P legyen & hegyesszogu
naromszog koreé 1rt KOr kozeppontia.

Ekkoru=v=w=H

x = Rcosy y=Rcosa z=Hcosf
Kozepponti és kerdleti sz0g

kozotti Osszeflggest

hasznaltuk fel. A B

(1)-be behelyettesitve az algzeket R+R+R= 2R(cosy+cosa+cosﬁ),

o]

J
EZcosercosaJrcosﬂ
-8 -
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5.3, Bizonyitsuk be, hogy minden Rarom-

szdgbenigaz f,+ f, +f. =29r.

Az Erd&s-Monrdell egyeniStlensegben szerepld haromszog P
belsS pontja legyen a haromszagbe beirt kor kKbzeppontija.

Ekkor a téetel alapjan
PA+PB+PC22(PT, + PT, + P1.)
PA+ PB+ PC > 6r

APRPAL PBS PC szakaszok

mMindegyike legalab r, ezert

for [+ .= PA+ PA+PB+ PB +PC+ PC > 9
S J b Joe

.5 4. Adott OkSzepponta k kér.
Bizonyltsuk be, hogy a kKért erintd
ABL haromszég kdzll 8 szabdlyos
haromszogben minimalis az

OAE + OBF + OACE sss2zeg.

OA° + OB* + OC* = (OA+ OB + OCY ~2(04-0OB +OB-0C +0C-0A)

A masodik tagot meértani és négyzetes kGzep kOzOtti Ossze-

flgges felhasznalasaval becsuljuk.

OA~ + OR* . OB +0C* . OC +04°
2 2

OA* + OB* + OC” 2 (0A +CB+0CY —2(04” + OB* + OC?)

(1) O04-OB+0B-OC-04 < = O0A” + OB +OC*

-82-



3(OA° + OB’ + OC*) 2 (OA+0B+ OCy
(2) 3(0A* + OB’ +OC?) = (6r)
OA> +0B*0C =127

Alkalmaztuk (2)-ben Erdos -Mordell-egyenlttlenseget, amiben
az egyeniOseg szabalyos haromszod eseten teljesdl (1)-ben
az egyeniCseg OA = OB = OC esetéen all fenn, armi azt jelenti,

hogy szabalyos naromszog kdzeppontjara minimalis az

OA2 + OB2 + OCE osszedg.
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