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[. Bevezetcs

Az aranymetszés volt az az isteni arany, amely hosszu 1don at lazban tartotta a
matematikusokat és a mivészeket egyarant.

De mi is ez a sajdtos és kitiintetett rangu ardny? Az aranymetszes, egy
mennyiség két részre osztasa Ugy, hogy a kisebbik résznek a nagyobbikhoz valo aranya
megegyezik a nagyobb résznek az egész mennyiseghez valo aranyaval.

Szakdolgozatomban szeretném bemutatni ennek a misztikussa valt aranyparnak a
torténetét, sorsanak fontosabb allomasait az okortol napjainkig.

Azért, hogy teljesebb, sokoldalubb képet kapjunk az a - b=15b:(a+ b
aranyparrol, bemutatok egy tobb kutato altal is elvégzett kisérletet. A vizsgalodas
eredményeib6l az aranymetszEs €s a Szépseg, az esztétikussag kapcsolatara vonatkozo,
néhany érdekes kovetkeztetést tudtam levonni.

De mire jo ez a litokzalos aranymelszés? Bizonyos szerkesztések kizarolag az
aranymetszés segitségével végezhetok el Ezek koziil szeretnék néhany szerkesztest
kiemelni és elkésziteni a dolgozatomban, természetesen a teljesseg igénye nélkul.

Végil a geometriatol eltavolodva az aranymetszésnek a Fibonacc - sorozattal
valo kapcsolatat szeretném bemutatni.

A fentickben felvetodott kérdések megvalaszolasat és a felmeruld gondolatok
kifejtését tartottam fontosnak ahhoz, hogy a dolgozatom rovid attekintést nyujtson az

aranymetszesrol.
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3. Torténetr dttekintés

Az aranymetszés torténeti attekintéséhez legeldszor is az okori Kelet népeinek
kultirajahoz kell visszaforgatnunk a torténelem kereket.

Az dkori mezopotamiai matematikusok ugyan nem foglalkoztak altalanositva az
aranyok elméletével, de mar a Kr. e. IV. évezredben ismertek €s irasjegyként hasznaltak
egy csillagotszoghoz hasonlo abrat. Az épitészetben is csupan egyetlen példat talalunk, -
amely a Fibonacci — sor el6legezése is lehetne — a perszepoliszi Adapana csarnok keleti
homlokzatanak 1épcsoit tagoltak szélességben 18, 30, 48, 30, 18 perszepoliszi 1ab szerint.

Indidban edénydiszként alkalmaztak a pentagramhoz hasonlo rajzot.

A zsido kultiraban is megjelent a csillagotszog alaki Salamon — csillag.

Egyiptomban ugyanigy megjelenik a Kr. e. 1I. évezredben az Otsugaru csillag pl.
Séthi sirjanak mennyezetén. A régi Egyiptomi Birodalom piramisainak (Kr. e. 1l sz. ,
IV. din.) mérésekor kiderilt, hogy olyan torvényszeriiségek mutathatok ki, amelyek
megfelelnek az otszog osztasnak. A gizai Kheopsz - piramisnak o = 51°50" - 51°52
kozti dolésszoge van. Ennek a szognek a cosinusa 0,618, tehat igen kozel all az
aranymetszéshez. Egy szudani piramist pedig a Kr. e. . szazadban a 36, 72, 72 fokos
aranyharomszog szerint terveziek meg, azonban kétkedésre ad okot az, hogy az
cgyiptomi mértan hagyatékaiban sehol sem emlitik az aranymetszés elméletét.

Iialicban is fellelhetink példakat a kor 5-0s osztasanak elterjedtségére. két
pentagramot lathatunk egy etruszk vazan.

A Kr. e IL évezred végén, a gorogoknél, néhany mikeénei 1voedényen '
megjelenik a kor 5-0s osztasa, mint diszitd elem. Szép rajzat latjuk a csillagotszognek
egy fekete alakos amphoran, az egyik harcos pajzsan, valoszinlleg, rontast harito

szimbolumnak rajzoltak.
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Az okori gorog épitészeti emlékek kozott is szamos példat talalunk az
aranymetszéshez kozeli aranyok alkalmazésara. A gorog épitészet remekmuiven az athéni
Parthenonon is felfedezhetjiik ezeket az aranyokat, igy az €piilet hossza és szélessege,
szélessége €s magassaga kozott.

A harmoniara és a természet kozelségére torekvd okorl gorog szobraszok
korében kedvelt volt az emberi test abrazolasa. Emlithetnénk Ledkharész Belvederet
Apollon szobrat, amelyen a koldok a teljes testet az aranymetsz€s aranyaban osztja.

A fent emlitett abrazolasok, diszitések, épitmények készitoirdl a fennmaradt irasos
emlékek alapjan allithatjuk, hogy nem ismerték az aranymetszés matematikai hatterét.
Valészintleg az aranyossagra és a harmoniara valo torekvés vezette Oket ezeknek az
aranyoknak az alkalmazasahoz.

Az elsok, akik a csillagotszog aranyait vizsgaltak és definialtak, a pitagoreusok
voltak. A pentagram kiemelkedd szerepet jatszott a pitagoreusok filozofiajaban, mert azt
misztikus jelképnek tartottak. Minden bizonnyal 6k voltak az elso €s legalaposabb
ismer6i korukban az aranymetszés torvényének. Joggal feltételezhetd, hogy ismerték egy
szakasz aranymetszetének megszerkesztcset, hiszen a szabalyos oOtszoghoz ily modon
juthattak.

Hippaszosz (Kr. e. 450 kortl), a pitagoreus iskola egyik képvisel6je felfedezte s
bebizonyitotta, hogy a szabalyos 0tszog oldala és atloja Osszemérhetetlen, azaz
mérészamaik irracionalis viszonyban vannak. Bizonyara ez lett a kiindulopontja az
irracionalis mennyiségek felfedezésének. Az irracionalis viszony felfedezése annyira
megdobbentette a pitagoreusokat, hogy sokaig titokban tartottak. Amikor Hippaszosz

mégis nyilvanossagra hozta, kizartak a szovetségbol.
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Platén (Kr. e. 429-348), az okori Gorogorszag egyik legnagyobb filozofusa a
vilag teremtésére alkalmazta az aranymetszés torvenyet. Az idealista filozofus szerint az
istenek a foldet tizbol, vizbdl, levegdbdl teremtették, még pedig Ggy, hogy amint a tiiz
aranylik a levegdhoz, ugy aranylik a levegd a vizhez, €s ugyanugy viszonyul a viz a
f6ldhoz.

Az addigi eredményeket fuklidész (Kr. e. 300 k) foglalta 6ssze ,.Elemek™ cima
munkajaban. A T1. konyvének 11. tételében talalkozunk a ,,5z6lsd és kozbulsd arany”
(azaz az aranymetszés) szerinti tagolassal: ,,Osszunk ugy ketté egy adott szakaszt, hogy a
teljes szakasz és az egyik rész altal kozrefogott téglalap egyenld legyen a masik reszre
emelt négyzettel!” Ezt a I1.6. tétel alkalmazasaval oldotta meg Euklidész. A 1V. 10.
tételében a 72, 72, 36 fokos haromszog szerkesztesi modjat targyalja Euklidész,
amelyhez a szélsd és kozbulsd arany” szerinti szakasztagolas az eszkoz. Majd
bebizonyitja, hogy ha e haromszog 72 °- os szogeinek szogfelezoit meghtizzuk, akkor
szabalyos otszoget nyeriink. VI. konyvében megadja a ., folytonos arany ~ definicidjat :
_Azt mondjuk egy szakaszrol, hogy folytonos aranyban van felosztva, ha a nagyobb
szelet Gigy aranylik a kisebbhez, mint a teljes szakasz a nagyobb szelethez.” Ugyanebben
a konyvben, a 30. tételben mutatja be egy szakasznak ,, folytonos aranyban ” valo
folosztasat. Euklidész XI1T. konyvében részletesen foglalkozik a ,.folytonos aranyban ”
valo osztasokkal, a 8. tételben pedig megmutatja, hogy a szabalyos otszog atlol az
aranymetszés szabalyai szerint osztjak egymast. Euklidész és kortarsai mar tudtak
szerkeszteni tizszoget, tizenotszoget, sdt ismerték az 6t szabalyos testet 1s.

A kovetkezd évszazadokban Hiipsziklész, Papposz, Proklosz, Ptolemaiosz €s
Héron munkassaga érdemel emlitést, illetve a Kr. u. L. szazadban tevékenykedd geraszai
Nikomakhosz foglalkozott behatoan a szamaranyokkal. Tiz szamaranytipust fogalmazott

meg, ebbo! a tizedik igy neéz ki ¢ _Z :é, ahol ¢ a legnagyobb, b a kozeépso, a pedig a
¢ - a
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legkisebb mennyiség, és a + b = ¢ osszefligges all fenn. Ezt szoktak az aranymetszéssel
és a Fibonacci - sorozattal osszekapcsolni. Valoban, ha pl. 13, 8, 5 szamharmast
tekintjiikk, akkor hasonlit az aranymetszés Osszefiiggeésehez, de semm tobb nem
mondhat6 el réla.

Azutan hossz ideig az aranymetszéssel kapcsolatban semmi uj megallapitas
nem torténik, talan kicsit feledésbe is meriil. Ebben az iddszakban a matematika az
araboknal élte viragkorat, és az 6 kozvetitésiikkel jutott el az antik-goérog matematika
Europaba. Euklidész miivének, az , Elemek™- nek, harom arab forditasa jelent meg a IX.
szazadban. Sok, a matematika tudomanya szamara igen fontos eredmény fuzodik a
neviikkhdz, de az aranymetszéssel behatobban, sajnos, nem foglalkoztak.

Algirban sajatitotta el a matematikat Leonardo Pisano (1170-1240), ismertebb
nevén Fibonacci, aki nemcsak az arab nyelvet tanulta meg kitinden, hanem az arab
kultara és tudomanyos ismeretek irant is nagy érdeklodést mutatott. A hires matematikus
nagyra becsilte A/l-Hvarizmi — az els6 arab algebrakonyv irojanak, a matematika
kiemelkedd képviseldjének - maveit, amelyekbol nagyon sokat tanuit. Fibonacci tobb
arab mivet is leforditott, s igy ezek az eredmények fennmaradhattak az europai
matematika szamara. Osszegy(jtott ismereteit ,,Konyv az abakuszrol” c. miveben tette
kozze.

Fibonaccit, a legtobb matematikaval foglalkozé ember a nyulak szaporodaséaval
kapcsolatos feladatarol ismeri, amelynek megoldasaként kapott 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
34, 55, 89, ... szamsorozat a Fibonacci — sorozat nevet viseli. Ennek a sorozatnak sok
olyan tulajdonsaga van, amely felkeltette a késobbi matematikusok erdeklodését 1s, igy
példaul tobben vizsgaltak az aranymetszés és a Fibonacci — sorozat kapcsolatat is,

amelyrél dolgozatom 5. fejezetében fogok részletesebben szolni.
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Az aranymetszéssel ellentétben a pentagramnak, mint szimbolumnak ezekben a
szazadokban is folyamatosan megmaradt az alkalmazasa. A csillagotszog kozelito
szerkesztése fellelhetd a XIII. szazadi Homnecourt vazlatfuzetében is, amelybdl az 1s
kideril, hogy a pentagramot és a szabalyos oOtszoget egyaltalan nem tekintette
kiilonlegesnek, ezzel is megprobalta eloszlatni a két alakzat koril kialakult misztikus
elképzeléseket. Mindenképpen meg kell emlitenink még Campanus nevét 1s, aki egy
arab valtozat alapjan elkészitette az . Elemek™ latin forditasat.

A XV. sz végéig azonban a matematika lendilete ismét megtorpant.
Természetesen a tudoésok ekkor is tanulmanyoztak Fibonacci ¢s Campanus miveit.
Ebben az idében azonban kiilondsen a mértan iranti érdekloédés nott meg, fokeént azeért,
mert a festészet kozéppontjaba a perspektiva kertlt.

Luca Pacioli (kb. 1145 — 1517) italiai matematikus munkassagaban
fogalmazodott meg a legerdteljesebben a matematika és a festészet kapesolata. Szoros
baratsagot kotott Leonardo da Vincivel, ezt bizonyitja az is, hogy az , Isteni Aranyrol”
sz616 kéziratahoz Leonardo rajzolta az illusztraciot. E munkaja 3 részbol all. Az elso
részben az Elemek” — nek a ,sz€éIs6 és kozbulsd arany” — ra vonatkozo teteleit
magyarazza Pacioli. A masodik rész épitészeti targyl, mig a harmadik részben az ot
platoni testrol szolo forditasa olvashato. Pacioli annyira csodalta a széls6 és kozbilso
arany” szépségét, hogy megfelelonek tallta ra az isteni arany” elnevezest. Luca Paciolit
a maga koraban inkabb szovegkiadonak és humanista népszertisitdnek tartottak, mintsem
matematikusnak.

Kepler (1571- 1630) volt az els6, aki felfigyelt a Fibonacci — sorozat €s az , istent
metszet” Osszekapcsolhatosagara. Az égi testek csodalatos aranyossagarol szolo
vilagrajzi misztérium” cim@i miivében magasztalta a ,,sectio divina” — t, amit a geometria

dragakovének nevezett.
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A XVIL — XVIII. szazadtél hattérbe szorultak az aranyelméleti modszerek. Igy
aztan nagy érdeklodést keltett Zeisingnek a X1X. szazad kozepén megjelent konyve,
amelyben kifejtette, hogy az élo szervezetek novekedési aranyaiban az aranymetszes
fellelhetd. Ekkor lattak napvilagot olyan tanulmanyok is, amelyekben aranymetszes
szerinti templomtervezést mutattak ki a gorogoknél.

Gustav Fechner, egy német pszichologus végzett egy igen érdekes optikal
kisérletet 1876 — ban, amelyben azt vizsgalta, hogy a kisérletben résztvevé személyek
bizonyos téglalapok kozill melyiket talaljak a legtetszetdsebbnek. Eredményet szerint azt
a téglalapot valasztottak a legtdbben, amelyen a szélesség €s a magassag aranya 21:34 |
vagyis aranymetszéshez nagyon kozel all. Ezt tobben alatamasztottak hasonlo
kisérleteikkel, de tobben cafoltak 1s.

Az aranymetszés reneszansza a mivészetekben a XIX. sz. - ra tehetd. Ekkor
tobb tanulmany, vélemény jelent meg ezzel a témaval kapcsolatban. Valoszintleg a ma
hasznéalatos aranymetszés elnevezést a XIX. szdzadban kapta ez az aranypar. A nevét a
kozépkori ,regula aurea” és a Kepler altal hasznalt sectio divina” kifejezések
dsszeolvadasabol kapta.

Ebben az idében jelenik meg az aranymetszés a festészetelméletben is. Tobb
tanulmany jelenik meg kiilonbozd festdk miiveivel kapesolatban, amelyekben az
aranymetszés aranyait veéhk felfedezni. Tobbek kozott Seurat, Cézanne, Mondrian
képeinek egy részén talaltak ra ezekre az aranyokra.

Ugyanitt meg kell emlitenink Csontvdrynak, A maganyos cédrus c. kepét
(1.4bra). Németh Lajos szerint a képen lathato cédrusfa a kép vizszintes sikjat
aranymetszés szerint tagolja. Valoszinlleg a festd Osztonosen valasztotta ezt az
aranyozast a fesziltség kifejezésére. De Csontvarynak tobb festményén IS az

aranymetszés aranyait vélték felismerni (pl. Zarandoklas, ¢s a Tengerparti lovaglas) .



11

1. abra

drus

anyos cé

dar: A maga

Iva

Csontvary Kosztka T



Torténeti dttekintés 12

Nemcsak a festészetben, hanem egyéb miivészeti agakban is megtalalhatjuk
ezeket az aranyokat.

Az épitészetben Le Corbusier az aranymetszés klasszikusa. Az emberi test
felépitésébdl kovetkeztetett ennek az aranyozasnak a tokéletességére, amikor ugy latta,
hogy a felnydjtott kari ember alakjat a koldok felezi, a testrészek aranyat viszont
aranymetszés szerinti sorba lehet rendezni. Ezzel az aranysorral formalta meg a
szobabelsOket és a butorokat is.

Hiaba alkotta meg rendszerét Le Corbusier, az esztétak kozott is terjedoben a
kétely az aranymetszés abszolutizalasaval szemben. Ennek a , tokeletes arany” — nak a
torténetét attekintve megallapithatjuk, hogy bar sokan kételkedtek ennek az aranynak a
_természetfeletti” mivoltaban, mégis az évszazadok folyaman mindig egyfajta

misztikussag ovezte, ami még manapsag is kutatasra keszteti a matematikusokat.
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4. Az aranymeltszés esztétikdja

Mint mar az elé6zd fejezetben emlitettem, a XIX. szazadban kezdodtek el a
kiilonbozod optikai kisérletek az aranymetszéssel kapcsolatban. Ezek abbol alltak, hogy
bizonyos sikidomokat az aranymetszés aranyaiban formaltak meg, €s arra voltak
kivancsiak, hogy ezek koziil melyik az, amelyik a legtetszetdsebb a szemnek.

Az elsd ilyen jellegli kisérlet Fechner nevéhez fizoédik, amelyet a XIX. sz.
kozepén végzett el. Valasztasos modszere a kovetkezd volt: téglalapokat mutatott a
kisérleti személyeknek, hogy valasszak ki a legtetszetésebbet. Majd ezt a lapot elvette €s
addig ismételte meg a kisérletet amig csak egyetlen lap maradt. Igy megtudta azt, hogy
melyiket valasztottak legtobben az elsé menetben illetve azt is, hogy melyik téglalapot
érickelte a legmagasabb helyre a valogatok Osszessége. A kovetkezd oldalaranyd
téglalapok koziil lehetett valasztani: 1:1, 5:6, 4:5, 3.4, 20:29, 23, 21:34, 13:23, 1.2, 2:5.
Eredményei azt mutattak, hogy azt a téglalapot valasztottak a legtobben eloszor, amely
oldalainak aranya 21:34 (0.617647), vagyis a valaszthato téglalapok kozil az oldalainak
aranya a legkozelebb all az aranymetszéshez. A kisérletben résztvevo személyeknek
kozel 36%-a valasztotta ezt a téglalapot, de a tobbség mindenképpen az ehhez
legkozelebb allo, igy pl. 2:3 vagy 13:23 aranyokat tartottak a legszebbnek, mig a
legkevesebben az 5:6, 4:5 és 2:5 aranyokat valasztottak.

Fechnernek tobb kovetdje is volt a XX. szdzadban, igy pl. Lalo, Thorndike,
Tunstall vizsgalatainal is az aranymetszéses téglalap mutatkozott a legkedveltebbnek.
Azonban érdekes modon mas kutatok kisérletei cafoltak ezeket az eredményeket. Ide
sorolhatjuk Davis, Weber és Thomson eredményeit. Legerdsebben Godkewitsch biralta

ezeknek a kisérleteknek az értékét. O masképpen hajtotta végre kisérleteit. Harom
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kiillonbozd négyszogsorozatot allitott Ossze, €s igy tette a valasztok ele. Arra a
kovetkeztetésre jutott, hogy nincsen altalanosan tetszo téglalap.

1970 - ben Berlyne végzett egy érdekes kisérletet. Két kiilonboz6 kultiraju népet,
japanokat és kanadaiakat valasztott ki. Mindkét orszagban, 18 éves vidéki lanyokbol allo
csoporttal végrehajtotta a téglalapos kisérletet. Eredményei szerint, a japanok annal
tetszetdsebbnek itéltek meg egy téglalapot, minél kozelebb allt a négyzethez, szemben a
kanadaiakkal, ahol az aranymetszéshez kozeli arany téglalapokat preferaltak.

Amint latszik, a kutatok kisérleti eredményei nagyon eltéroek, nehéz barmifele
kovetkeztetést levonni beldlik. Errdl nincsenek bebizonyitott tételek, cafolhatatlan
megallapitasok.

Nagyon felkeltették az kivancsisagomat ezek a kutatasok, ezért ugy gondoltam,
hogy ¢n is elvégzek egy ilyen kisérletet. Osszesen 163 f6t vontam bele a kisérletbe,
méghozza harom kilonbozd korosztalyban. Az egyik csoportba a 11-14 évesek
tartoznak, a masodik csoport 18 évesekbol all, mig a felndttek alkotjak az utolso vizsgalt
csoportot. Természetesen dsszevonva is vizsgaltam a kiserleti eredményeket.

A kisérlet lényege a kovetkezd: egy lapra (2.abra) felrajzoltam 8 db killonbozo
oldalarany téglalapot illetve egyenld szari haromszoget ugy, hogy kozilok egy - a 8:13
oldalaranyd - az aranymetszés aranyaval majdnem megegyezo. A feladat az volt, hogy
valasszak ki a legjobban tetszd téglalapot és haromszoget, tehat egyszeri valasztast
alkalmaztam Az eredmények az alabbi grafikonokon lathatok. A grafikonokon az
oldalak aranya szerint csokkend sorrendbe vannak rendezve a téglalapok illetve a

haromszogek, ellentétben a valasztasi lapon szereplokkel, ahol keverve helyezkednek el
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1. [rjon X - eta legjobban tetszd téglalap ald !

2. Irjon X - et a legjobban tetsz6 haromszog ala |

2. abra
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4.1. A téglalapokkal végzett kisérlet elemzése

A téglalapok valasztasat elemezve elmondhatjuk, hogy elég nagy a szoras a

kulonbozd oldalaranyossagu téglalapokra leadott szavazatok alapjan.

A téglalapok valasztasanak megosziasa

30,00% +

l [ 11-14 év
18 év
} O Felndtt
BOssz. |

Valasztotta

1:1 5:6 4:5 8:11 8:13 122 2:5

Oldalak aranya

3. abra

Az osszatlagot tekintve a 8:13 oldalaranyt téglalap mintegy 23% - os tetszéssel
all az elsd helyen, ami tulajdonképpen Fechner kutatasi eredményeit latszik igazolni. Az
érdekes az, hogy az aranymetszéshez viszonylag kozeli oldalaranyu téglalapokat (8:11,
1:2) csak a megkérdezettek 20% - a valasztotta. A négyzetet, vagyis a szabalyos
téglalapot minden hatodik megkérdezett valasztotta, ami egyaltalan nem meglepd, hiszen

a négyzet valamiféle harmoniat, biztonsagot sugall a legtobb ember szamara.
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Mindenképpen érdemes azt megvizsgalni, hogy vajon miért olyan nagy az eltéres
a kozel megegyez0 oldalaranyu - 5:6 és 4:5 - téglalapok tetszése kozott, hiszen az embert
szem szamara szinte megkiillonbozhetetlenek. Véleményem szerint a téglalapok tetszését
az elrendezésiik is befolyasolja, valosziniileg ennek is ez lehet az oka. Ha megnézzik a
valasztasi rajzon valo elhelyezkedésiiket, akkor észrevehetjik, hogy a 4:5 oldalaranyu
téglalap két eléggé kilonbozé formaju, mig az 5:6 oldalaranyu téglalap az
aranymetszéshez legkozelebb allo téglalap mellett talalhato, igy az utdbbi kevésbé tiinhet
,,szépnek”.

Ha korosztalyonként vizsgaljuk az eredményt, akkor megallapithatjuk, hogy a
8:13 oldalaranyu téglalap minden korosztaly szamara a legtetszetosebb volt, felndtteknél
pedig, ez az arany elérte a 25% -ot is. Harom olyan oldalaranyu téglalap volt (4.5, 8:11,
8:13), amely nagy tetszésnek orvendett az id6sebb korosztaly korében. A pszichologusok
bizonyara érdekes kovetkeztetéseket vonhatnanak le a 18 évesek tetszési eredményeibdl,
amely mutatja, hogy a tobbiekhez képest feltinGen nagy aranyban valasztottak a
legkisebb és a legnagyobb oldalaranya téglalapokat.

A fentiek alapjan feltételezhetjik - és nem allithatjuk -, hogy az aranymetszes
aranyai esztétikailag is kellemesnek tinnek az emberi szemnek, legalabbis a téglalapok

esetében, szamomra ez deriilt ki a kisérletbol.
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4.2. A haromszogekkel végzett kisérlet elemzése

A haromszogeket tekintve egészen mas a helyzet.

A haromszégek valasztasanak megoszlasa

30,00%

25.00%-

20,00%- =
£ B11-14 év
L WIS év
N 1500%-

8 O Felnbtt
\(© i
= 1000%- | Wi |

4.3 1:1 5:6 4.5 8:11 8:13 12 2:5
Oldalak aranya

4. abra

Osszességében tekintve az elsd helyre szabalyos haromszog kerilt, mig a 8:13
oldalaranyu egyenld szarii haromszoget a masodik helyre soroltak a kisérleti személyek.
Tulajdonképpen harom olyan haromszog van, amely a szavazatoknak kozel egyforma
szazalékat kapta meg, a szabalyos haromszog, a 4:5 ¢és a 8:13 oldalaranyu haromszogek.
Megleps, hogy milyen kevesen valasztottak az aranymetszéshez viszonylag kozeli 8:11
és 1:2 oldalaranyt haromszogeket. Ennek oka az is lehetett, hogy mindkét haromszog a

sorban az els6 helyen szerepelt.
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Egyetlen kiugro eset van, a 18 éveseknél kimagasloan a legtobben valasztottak a
2:5 oldalaranyu egyenld szari haromszoget, hasonloképpen mint az ugyanilyen aranyu
teglalapot.

A két grafikont egybevetve megfigyelhetjik, hogy az 5:6 és 8:11 oldalaranyu
téglalapok és haromszogek valasztasa kozott milyen nagy a kiilonbseg. Ezeknel az
alakzatoknal kozel 10% eltérés figyelhetd meg; az 5:6 aranynal a haromszoget , mig a
8:11 aranynal a téglalapot valasztottak tobben. Ha megnézzik a lapon valo
elhelyezkedésiiket, akkor kiderill, hogy az 5:6 aranyu téglalap a sor elején talalhato, mig
az ugyanilyen aranyu haromszog éppen ellenkezéleg, a sor végén helyezkedik el. Ha a
811 aranyl téglalapot nézzilk, ez a sor végén talalhato, az ilyen aranyt haromszog
viszont a sor elején van. Ez minden esetben megfigyelhetd, vagyis a sor elejen talalhato
alakzatokat joval kevesebben valasztottak, mint a sor végén elhelyezkeddket. Meg
nagyobb az eltérés, ha a sor bels6 két alakzatat és a széls6 alakzatat hasonlitjuk Ossze a
valasztas szempontjabol. Az elsd vagy utolso haromszogek és téglalapok kozul egyik
tetszése sem ¢éri el a 7% - ot, viszont ha a belsdket vizsgaljuk meg, akkor szembetiino,
hogy ezek mindegyikére legalabb 10% - a jutott a szavazatoknak.

Mindezeket dsszevetve ugy tinik, hogy az aranymetszéshez kozeli oldalosztas, ha
nem is a legtetszetdsebb, de mindenképpen a , legszebbek” kozott van, azonban ugyanezt
elmondhatjuk a négyzetrdl €s a szabalyos haromszogrol is. Ugy tinik, hogy nem csak ez
befolyasolta a kisérleti személyeket, hanem az 1s, hogy az illeto alakzat a sor melyik
részén helyezkedik el. Ha ez a két feltétel, a belsd elhelyezkedes €s az aranymetszeshez
kozeli arany vagy a szabalyossag egy téglalapnal vagy egy haromszognél egyszerre
teljesil, akkor nagy valosziniiséggel az a téglalap vagy haromszog lesz a legtetszetdsebb,

illetve bizonyosan az elsOk kozott lesz.
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J. Aranymeltszés a szerkesztésekben

Ahogy mar a torténeti attekintésben is emlitettem, a pitagoreusok jelképe a
pentagram vagy mas néven a csillagdtszog volt. Valoszinlileg ezen fedezték fel az
aranymetszésnek elnevezett aranypart. Ugyanis a pentagram egyik oldalat az 6t metsz6
masik oldal olyan aranyban osztja, hogy a kisebbik rész ugy aranylik a nagyobbik
részhez, amint a nagyobbik rész aranylik az egész oldalhoz. Ahhoz tehat, hogy a
csillagotszoget meg tudjak szerkeszteni, elobb egy adott a szakasz aranymetszetét kellett

megszerkeszteniiik.

5.1. Egy adott a szakasz aranymetszetének megszerkesztése
( a legismertebb modszer )
Az aranypar szerint: x° = a(a — x), ebbdl pedig a’ = x(a+x) . Szerkeszteni kell

tehat az adott a szakaszhoz olyan (a + x) és x tavolsag, amelyeknek szorzata a’ és

kiillonbsége a. Tekintsiik az alabbi abran lathato rajzot:

. ; T l
o H

i P

{ T
' H

|
i
i
t
!
|

5. abra
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Az (a+x)x szorzatot két négyzet kilonbségekent allitottak el6. A fenti abran
lathato vizszintesen vonalkazott terilet akkora, mint a fiigg6legesen bevonalkazott,

hiszen a fiiggodlegesen vonalkazott téglalap terilete: (a+x)x, mig a vizszintesen
. . a a , Lo ,

vonalkazott alakzat tertilete [E+xjx+5x , ami az el6zdvel egyezik meg. A

vizszintesen vonalkazott alakzat terilletét mas formaban felirva kapjuk

2 2
(a+x)x=[%+xj —(—g} . Az eredeti aranypar értelmében az (a -+ x)x- nek a°- tel

2 2
kell egyenlének lennie, vagyis fenn kell allnia a kovetkezOnek: aZI(—az—an) *Eﬁj

2 2
vagy a’ + (g} = (g + xj . Két szam négyzetének dsszege egyenld egy harmadik szam

négyzetevel.

Ha derékszogii haromszogre vonatkoztatjuk ezt az osszefliggest, akkor ennek a

haromszognek egyik befogdja a, masik befogoja g Ezt a haromszoget megszerkesztve

. , , a . . a
megkapjuk az atfogonak az §+ x szakaszt, és ebbdl levonva az 5 szakaszt a keresett x

szakaszt nyerjik (6. abra).

6. abra
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Ma 1s ezt az eljarast hasznaljuk egy adott szakasz aranymetszetének
megszerkesztéséhez, Euklidész azonban nem teljesen igy hajtotta végre a szerkesztést.
Az Elemek c¢. mlvének IL.11. tételében irja le Eukhdész egy szakasz

aranymetszetének megszerkesztését

5.2. Egy adott a szakasz aranymetszetének megszerkesztése
( Euklidész médszere )

"Osszunk ugy ketté egy adott szakaszt, hogy a teljes és az egyik rész dltal
kozrefogott téglalap egyenld legyen a masik részre emelt négyzettel!”

Euklidész igy oldotta meg a problémat: Legyen adott az AB szakasz. Emeljiink az
AB oldalra négyzetet (ABCD)! Legyen E az AC felezopontja, €s hiizzuk meg BL - t.
Hosszabbitsuk meg AC - t az F pontig, ahol EF = EB. Szerkessziink AF oldallal
négyzetet az AB oldalra(AFGH), majd hosszabbitsuk meg GH -t K - ig.

Allitas: H gy osztja ketté AB - t, hogy AB és BH 4ltal kozrefogott téglalap

egyenld az AH oldalu négyzettel.

i

7. abra
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Az eljaras helyességét az el6zohoz hasonloan bizonyitotta. A pitagoreusok
egyébként nagyon sok algebrai egyenlet oldottak meg a teruletillesztés segitségével,

amelyet az elébbi bizonyitasnal is alkalmaztak.

5.3. Egy adott a szakasz aranymetszetének megszerkesztése
( kevésbé ismert modszer )

Egy, talan kevesek szamara ismert szerkesztés a kovetkezd -

Legyen adott az AB szakasz, melynek hossza a. Szerkessziink négyzetet az AB
szakasz folé (ABCD), majd jelolje az AB felezépontjat E, CD felezOpontjat /. Rajzoljuk
bele a négyzetbe az ABF egyenld szari haromszoget, ezutan szerkesszik meg a
haromszodgbe irhatd kort (k). A beirhato kérek az EF szakasszal alkotott metszespontjat
jeloljok H - val, a haromszoggel vett érintési pontjai pedig legyenek G és J, a kor
kozéppontjat K, sugarat r jelolje. Ekkor a kor atmérdje (d) az a oldalnak aranymetszéssel

kapott nagyobbik szelete. (8. abra)

8. abra
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Az a szakasznak az atmeérd (d) az aranymetszéssel kapott nagyobbik szelete, ha

, . , ood - .
fennall a kovetkezo egyenloség : — = add . Az egyenletet atalakitva kapjuk, hogy
a /

d>=a’ —ad,
majd az egyenlet jobb oldalat O - ra redukalva ¢€s atrendezve :
d*+ad-a’ =0
Megoldoképlettel megoldva a ¢ - ben masodfoku egyenletet, megkapjuk a

—aia\/g

lehetseges megoldasokat : d,, = 5 >

amibdl

d, = d‘/%) illetve d, = M_

A két megoldas koéziil az utdbbi negativ, mivel a > 0, ezért csak az elsé megoldas
lehetséges. Tehat az aranymetszés soran keletkezett nagyobbik szelet és a teljes szakasz
aranya

J5-1

2
A fenti abrat vizsgalva megallapithatjuk, hogy EBF ¢s FKG haromszogek

hasonlok, mert mindkettd derékszogii és van egy kozos szogik. Az EBF haromszog
a 2

atfogdja . EF’ + EB® = BF? azaz a’ {5} = BF”.

Ebbdl kapjuk az atfogora, hogy
J5

BF =a—.
2

Az EBF és FKG haromszogek hasonlosaga miatt

BF :EB=FK : KG,
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azaz

o
- =(a-r):r,

a

2

majd az egyenletet atrendezve
rNS=a-r.

Bal oldalon kifejezve r -t €s mindkét oldalt kettdvel szorozva,

2a

\/§+1’

és mivel 2r = d, ezért mindkét oldalt a - val elosztva, majd a nevezot gyoktelenitve,

2y =

kapjuk, hogy

d 2 Il
a\/§+12

Ez pedig pontosan a keresett Osszefiigges.

Amint lattuk tetszoleges szakasz aranymetszetét tobbféleképpen is meg lehet
szerkeszteni. De vajon hogyan lehet egy adott szakaszbol, mint az aranymetszés nagyobb
szeletébodl megszerkeszteni a teljes szakaszt ?

A hasonlosag alkalmazasaval barmely szakaszbol, legyen ez az aranymetszes
kisebb vagy nagyobb szelete, megszerkeszthetd az egész szakasz. Szeretnék bemutatni
egy kevésbé ismert eljarast arra, hogy hogyan lehet a nagyobb szeletb6l megszerkesztent

a teljes szakaszt, bar ezt az eljarast Eudoxos (Kr.e. 408 - 355) mar ismerte.
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5.4. A teljes szakasz szerkesztése az aranymetszés nagyobbik
szeletébol

Legyen adott az AB szakasz (b). Szerkesztendd az a szakasz tgy, hogy
(a+ b):b=b:a egyenldség fennalljon.

Emeljink az 4B oldalra az ABCD négyzetet. Jeloljuk £ - vel az AB oldal
felezbpontjat, majd hazzuk meg az FC szakaszt. Rajzoljuk meg az E kozépponti EC
sugara kort, amelynek az 4B oldalegyenessel vett metszéspontjait jelolje [ illetve G.

Ekkor a BG és AF a keresett a szakasszal egyezik meg. A megoldashoz tekintsiik a 9.

abrat.

S

9, abra

Pitagorasz - tételét az EBC derékszogl haromszogre felirva kapjuk, hogy

2
CE® = EB* + BC’ :[gj +b%,
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amibol
e
2
« bJS b bWS -
Igy BG = ‘[7: (‘Ezﬁ

Jeloljiik a BG szakaszt a - val, majd a keresett arany bal oldalat felirva

(a_'—b):b[b"_d}/g—l))lblq—ﬁl\/g'*l’
2 2

2

mig a jobb oldal
bs-1 2 J5+1
b:a=b: = = ,
2 J5-1 2
vagyis valoban teljesul, hogy (a+ b) b=b:a.

A tovabbiakban olyan alakzatok szerkesztésével szeretnek foglalkozni, amelyeket
az aranymetszeés segitségével tudunk megszerkeszteni. llyenek tobbek kozott a szabalyos
otszOg, a szabalyos tizszog, a csillagdtszog vagy a csigavonal. A szerkesztések elott
azonban tegyunk egy kis kitérot.

A pitagoreusok nevéhez flizodik az irracionalis viszony felfedezése. Valoszinileg
azt vették eloszor észre, hogy a négyzet oldala és atloja osszemerhetetlen, vagyls nincs
olyan szakasz amellyel mindketté mérhetd. Az egyik pitagoreus, Hippaszosz vette észre,
hogy a szabélyos otszog oldala ¢és atloja szintén oOsszemérhetetlenek. Ennek a
bizonyitasara most nem térnék ki, csak a ket szakasz (oldal és atlo) aranyanak

meghatarozasara, ami a szerkesztésnél kulcsfontossagu szerepet jatszik.
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Tekintsiik tehat az alabbi rajzot (10. abra). Legyen ABCDE otszog, k a
korulirhato kore és O a kor kozeppontja.
Legyen az otszog oldala @, atloja pedig b. Jeloljik az atlok metszésével

keletkezett szakaszok koziil a nagyobbikat x - szel.

sl
e N

10. abra

Valasszuk ki az ABD egyenlé szard haromszoget! Mivel o=y =0, hiszen

108 =36°. Ezért a = § =72°. BF

egyenld hirokhoz tartozo kerileti szogek, ezért y =

jelolje a B szogfelezojét. Az ABF és a BFD egyenld szara haromszogek, ezért AB -~ BF

_ FD = a. AZ ABD és AFB haromszogek hasonlosagabol kovetkezik, hogy
xa=a:(a+x),

vagyis az x - szel jelolt szakasz pontosan az 0tsz0g oldalanak nagyobbik aranymetszete,

vagy masképpen fogalmazva az otszog oldala az atlo aranymetszetének nagyobbik

szelete.
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Egy masik fontos megallapitas a szabalyos tizszoggel kapcsolatos tétel:

TETEL. A szabalyos tizszog oldala annak az aranymetszesnek a kisebbik szelete,

amelynek nagyobbik szelete a koré irhato kor sugara.

Bizonyitds. Tekintsiik az r sugara korbe irt a oldala szabalyos tizszog egy oldala
és végpontjaihoz vezetd sugarak altal hatarolt haromszoget. Ennek a haromszognek a

szogei 36°,72°,72° , mert a kozéppontnal a teljes sz0g tizede talalhato, €s a haromszog

egyenld szaru. A haromszog a oldalat hosszabbitsuk meg r hosszusaggal, ¢és az igy kapott
végpontot kossiik dssze a kor kozéppontjaval (11. abra ).

Az eredeti haromszoget egy ujabb egyenld szari haromszoggel egészitettuk ki,
aminek az alapjan 36° - os szogek fekszenek, ugyanis a szarszog kilso szoge 72° - os.

A két haromszog egyittesen egy 36°,72°,72°- os haromszoget alkot, tehat az eredetivel

hasonlo.
A hasonlosagboél az oldalak aranyat felirva
a:r=r: (a + r)

kifejezést kapjuk, ami a tétel helyesseget mondja ki.

s o

11. abra



—
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Fzek utan ratérhetiink a szabalyos 6tszog €s tizszog szerkesztésere.

5.5. Szabdlyos tizszog szerkesztése

5.5.1. Szabalyos tizszdg szerkesztése adott r sugaru korbe

Legyen adott a kor sugara. Az 4.4. fejezetben leirtak szerint és az el6zo tétel

értelmében szerkeszthetd a korbe irhato szabalyos tizszog oldala.

5.5.2. Adott a oldali szabalyos tizszog szerkesztése

Legyen adott a szabalyos tizszog oldala ( a ). Szerkesszik meg a szabalyos

tizszoget. A szerkeszt€s menete a kovetkezo:

| Szerkesztendd a kéré irhato kor sugara ( r ) az 4.4. fejezetben leirtak szerint €s a

hasonlosag alkalmazasaval

[

. Az a r, r oldali egyenld szaru haromszog szerkesztese

('S}

A koré irhato kor megrajzolasa, majd a tizszog csticsainak megszerkesztése(12. abra)

e Bl
o / >\
- ~,
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.
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12. abra
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5.6. Szabdlyos 0tszog szerkesztése

A szabalyos 6tszog, a szabalyos tizszog szerkesztésének ismeretében konnyen

szerkeszthetd az alabbi tétel alkalmazasaval .

TETEL. A kor sugaraval és a korbe irt szabalyos tizszog oldalaval mint

befogokkal szerkesztett derékszogl haromszog atfogoja a korbe irt szabalyos 6tszog

oldala.

Bizonyitas. Tekintsiink az €lozo tétel bizonyitasanal hasznalt abrat ismet

(13.abra).

13. abra

Tikrozzik az eredeti OAB haromszoget az OB oldalara, és legyen A tiikkorkepe
D pont. A tikrdzés miatt BD =a és OD =r . Mivel az OAC haromszog egyenld szaru,
OC=a+ré DC=a Az AD = b tavolsag az r sugaru korbe irt szabalyos 6tszog oldala,

mert az AOD szog 72° . Az A pontnak a D kozéppontu, a sugart korre vonatkozo

hatvanya b’ —a’ = a(a +r).
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Az eléz6 tétel alapjan viszont
bZ _aZ — r2

ami a bizonyitando allitassal azonos.



xxxxx
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5.6.1. Szabalyos 6tszog szerkesztése adott r sugara korbe

Legyen adott 7, a kor sugara. Szerkesztend6 az r sugaru korbe irhato szabalyos
tszog.

A szerkesztés menete a kovetkezo:

1. Szerkessziink r és 2r befogoju derékszogli haromszoget (OAB), ahol

OA =rés AB = 2r.

S8}

Szerkesszitk meg az O csucsanal 1évo szog szogfelezojét (f), €sf M AB = F.

. Rajzoljuk meg az O kozéppontd, r sugaru kort (& ), €s legyen k N OB = C.

(O8]

4. Jelolje M az AB szakasz felezopontjat ( 14.abra ).

14. abra
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Allitas: az OF szakasz az r sugaru korbe irhat6 szabalyos 6tszog oldala.

A bizonyitast az el6zd tétel felhasznalasaval bizonyithatjuk be. A derékszogil
haromszog OB atfogoja /5 . Mivel az OC szakasz hossza r, ezért a BC szakasz hossza
r(\/g —1)‘ Az f szogfelezd a szemkozti oldalt a szomszédos oldalak aranyaban osztja,

2r

J5+1

ezért az AB oldalt v/5 +1 részre felosztva, egy egységnek a hossza gy az AE

2 -1 " _
szakasz hossza T azaz d\/iz—), mig az EB szakasz hossza s ! .

\/§+1’

Tekintsiik az AF | AM aranyt:

_e

AE : AM =

/5 -1 o V5 -1
2 2

ami azt jelenti, hogy az AF szakasz a r sugar aranymetszetének nagyobbik szelete, vagyis

az r sugarad korbe irhato szabalyos tizszog oldala. Tekintve az ALO derékszogi

haromszoget, az AO befogé a kor sugara, az AL befogo a korbe irhato szabalyos tizsz0g

oldala, igy az elézd tétel értelmében az atfogd, vagyis az OF szakasz, a beirhato

szabalyos otszog oldala. Ezzel az éllitasunkat belattuk, €s a szabalyos otszog

megszerkeszthetd ( 15. abra )

15 .abra
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5.6.2. Adott a oldalu szabalyos 6tszog szerkesztése

Legyen adott a szabalyos otszog a oldala. Szerkesztend6 a szabalyos 6tszog.
Ahogy az elézdekben lattuk, a szabalyos otszog oldala és atloja ugy aranylik egymashoz,
mint az aranymetszés nagyobbik szelete az egész szakaszhoz. Ezt felhasznalva konnyen

szerkeszthetd a szabalyos 0tszog.

A szerkesztés menete a kovetkezo:

1. Az adott a oldalra szerkessziink egyenld szaru haromszoget, amelynek alapja ugy
aranylik a szaraihoz, mint az aranymetszés nagyobbik szelete az egész szakaszhoz. Ezt
az 4 4. fejezetben bemutatott szerkesztéssel elvégezhetjitk. Az igy kapott haromszoget
jeloljuk ABD - vel.

2. A BésalD csucsbol a tavolsaggal korivezve, a korivek metszéspontja adja a szabalyos
otszog ( csucsat.

3. Ugyanezt elvégezve az A és D csucsokbol kapjuk az £ csucsot €s egyuttal a szabalyos

otszoget 18 (16. abra ).

16. abra
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5.7. Szabidlyos csillagotszog (pentagram) szerkesztése

Ahogy a korabbiakban emlitettem, a pentagram nagyon kozkedvelt jelkép illetve
szimbolum volt mar az 6korban 1s. Nagyon sokat foglalkoztak vele a matematikusok,
mindenképpen elsé helyen kell emliteni a pitagoreusokat, akik jelképiil valasztottak a
pentagramot. A csillagotszoget a szabalyos 6tszog atloinak megrajzolasaval kapjuk.

Megszerkesztéséhez a pitagoreusok felhasznalhattak azt a korilményt, hogy az
ot szakasz mindegyike aranymetszeés szerint osztja fel azt a kettdt, amelyiket metszi.
Hogy ez miért van igy, azonnal kitinik az ADG ¢és FGJ haromszogek

hasonlosagabol(17 abra ).

17. abra

A megfelelo aranyokat felirva kapjuk, hogy

FG:GJ=DG  AG.
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Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket: AG = a, GJ =x, ekkor DG =x , FG=a - x.
Ekkor felirva az eloz6 osszefuiggest ,
(a—x):x=x:a

kifejezést kapjuk, ami pontosan az a szakasz aranymetszés szerinti felosztasanak
aranyaival egyezik meg.

A csillagotszog szerkesztésénél két tipusi feladatot killonboztethetiink meg.

a) Az egyik, amikor egy adott sugari korbe kell pentagramot szerkeszteni. Ezt
egyszeriien Gigy oldhatjuk meg, hogy megszerkesztjiik a korbe irhato szabalyos Otszoget,
majd ennek az atloit megrajzolva kapjuk a keresett csillagotszoget.

b) A masik tipus az, amikor adott ¢ oldalii pentagramot kell szerkeszteni.

Ennek megszerkesztése a kovetkezo 1épésekbdl all:

1. Vegyiik fel az adott a szakaszt, melynek végpontjait jelolje 4 és D).

[§8)

. Valamelyik modszerrel szerkessziik meg az a szakasz aranymetszetének nagyobbik

szeletét. Jeloljiik ezt a szakaszt x - szel.

3. Szerkesszilk meg azt az egyenlészaru haromszoget, melynek oldalai g, x, x. Legyen ez
AFD haromszog.

4. Hizzuk meg az AF és BF félegyeneseket, majd meérjiik fel az a tavolsagot az 4
pontbol kiindulva az AF félegyenesre, igy megkapjuk a C pontot. Ugyanigy mérjiik fel
az a tavolsagot a D pontbol kiindulva a DF félegyenesre megkapva a 5 pontot.

5. A D é a C pontokbol a tavolsaggal korivezve az AD szakasz iranyaba, a korivek
metszéspontjakent kapjuk az £ pontot.

6. Az A, B, C, D, E pontok koziil a nem szomszédosakat osszekotve kapjuk meg a

keresett csillagotszoget ( 18. abra ).



~
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18. abra
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5.8. Csigavonal szerkesztése

Ez a szerkesztés annyiban killonbozik az elézd fejezetekben megismert
szerkesztésektdl, hogy ezt a problémat bonyolultsaga miatt csak az Gjkori geometriaban

tudtak megoldani.

A feladat tulajdonképpen az, hogy hogyan szerkessziink olyan csigavonalat,

amelynek a szelvényei mindig

aranyban nonek.

Az eliaras a kovetkezo:

Induljunk ki egy négyzetbol, majd az aranymetszés alkalmazasaval illesszink

5
hozza egy téglalapot, amelynek az oldalaranya V5 -

- 1. Az eredeti négyzet és ez a kis

téglalap egyutt egy nagyobb teglalapot képez, amelynek oldalai szintén az aranymetszes
aranyal szerint tagoltak. Valasszuk most ennek a téglalapnak a hosszabb oldalat egy
ujabb négyzet oldalanak, majd szerkessziik meg ezt a négyzetet. Ezt az eljarast folytatva

négyzetek és téglalapok halozatat nyerjitk, ahol minden teglalap oldalanak aranya

J5+1 L :
5 -1 , azaz az aranymetszés aranyaival egyezik meg.

Kossik ossze az egyre nagyobbodo négyzetek ket - két szemkozti csucsat
folyamatos korivvel, amely korivnek sugara az adott negyzet oldalaval egyezik meg.

Ezaltal megkapjuk a kivant csigavonalat és azt a szabalyos terebélyesedd spiralt,

amelynek minden szelvénye _ sz6r lesz szélesebb az elézonél (19. abra)
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19. abra



A Fibonacci - sorozat és az amnymetszés 41

6. A Fibonacci - sorozat és az aranymeciszcs

Fibonacci - sorozatnak nevezzik a 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ..
szamsorozatot. Altalanossagban a képzési szabalya: az n - edik tag az (n-1) - edik €s az
(n-2) - edik tag Osszege, vagyis f, = f,1+ .2

A Fibonacci - sorozat tagjai meglepd modon nagyon sok helyen eléfordulnak.
Talalkozhatunk vele a természetben is, a novények novekedésével kapcsolatban vagy az
allatvilagban, az allatok felépitésénél. Emlithetném Rudolf Engel - Hardt nevét, aki 60
kiilonbozd tolgyfa 500 levelét vizsgalta meg. Arra az eredményre jutott, hogy a
megvizsgalt levelek szamanak a felénél a szélesség és a hosszusag aranya 5:8, illetve a
levél legszélesebb metszete a levél hosszat 3:5 aranyban tagolja. Az dsszes t6bbi levélnél
az eltérés nem éri el a 4 mm - t.

A mivészetek tobb teriiletén is eléfordul, igy Bartok szamos mivénél
talalkozhatunk a Fibonacci - sorozat szerinti komponalassal.

Példaul a , Zene huros-, iitGhangszerekre s celesztara” ¢. mil 1. tétele 89 titembdl
all. Csucspontja egy 55 iitemes elso €s egy 34 ttemes masodik részre osztja a zenemuvet.
Az elsé rész szintén felbomlik egy 34 és egy 21 iitemes részre, mig a masodik rész egy 13
és egy 21 iitemes részre tagolodik.

De ennél sokkal fontosabb a Fibonacci - sorozat matematikai tulajdonsagait
megvizsgalni. Mindjart az elején tisztazni kell egy fogalmat, a Fibonacci - tipusi sorozat
fogalmat. Akkor mondjuk egy sorozatrol, hogy Fibonacci - tipusu, ha a képzést
szabalya f, = f.1 + .2, de az els6 ket tagjat megvaltoztatjuk.

Vizsgaljuk meg, hogy egy Fibonacci - tipusu sorozat lehet - e szamtani vagy

mértani sorozat.



A Fibonacci - sorozat és az aranymetszés

42

Ha egy szamtani sorozat elso eleme ¢, , kiillonbsége d =

a,, =a,+(n-2)d
a, =a +n-0d
a,, =a, +nd

Ha ez egyuttal Fibonacci - tipusi is, akkor teljesul az is, hogy

a,,=a,+a,, =2a +(2n-3)d

Tehat teljesiilnie kell az
a, +nd =2a, + (2n—-3)d
osszefliggésnek minden n - re. Ezt atalakitva kapjuk, hogy
B3-md=a,.

Ez csak akkor lehet, ha a, =0 és d = 0, vagyis ez egy csupa 0 - bol allé sorozat, ami

erdemtelen.

n-2
anr— 1 aq
n—1
a, =daq
_ n
a,, =aq

és teljesiilnie kell az

aq” =aq”' +aq"’ Osszefuiggésnek is.
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Ekkor ag”” - vel osztva mindkét oldalt, kapjuk

q =q+1
g —q—1=0.

Ezt megoldva

Tehat tetszdleges a illetve b esetén létezik olyan Fibonacci - tipusu sorozat, amely

egyben mértani sorozat 1s.

1 5 5 1 5
Ha ¢ = +;F - a a(1+zf); a(—+—2£)2,,..és

-5 1-+5 1-+/5

ha g = = b; b(——) b(——5~—)2,... akkor mindketté sorozat Fibonacci -

tipusti és mértani sorozat is egyben.

Allitsuk elé a Fibonacci - sorozatot két ilyen sorozat dsszegekent, vagyis ugy,

1+\/§ 1—\5

hogy az (1) a+b =0 é a (2) a 5 +b 5 =1 egyenletek egyszerre

teljesiiljenek.

(1)-b8l a=-b, eztbeirvaa(2)- be, kapjuk hogy

bﬁl#‘Eerl—\E
2 2

_b—~J5b+b 5B

=1

=1

(15 1 (1=35Y 1 () (145
ley £, - 4ﬁ > sl 2 ) 5L 2 2
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Vizsgaljuk meg az {f’ﬁ” } sorozat hatarértékét, han — oo |

SN ”

Az eldzdek szerint

ER G ST D I SRR R AERCA
7 5 es n+1“\/§ n - B >

1(][])71
f[l'i—\/g} 1++/5

g
1445

< 1.

1-+/5
1+\/§

1_\/§ — (0, mert
1+4/5

Ha 1 — oo, akkor (

Ezért {f’”l} — 1+2\/§ ,han— oo

n

Ez a szam pedig egy olyan aranymetszésnek a teljes szakasza, amelynek a

nagyobbik szelete az 1 egység hosszusagl szakasz. Ha kiindulunk a - bél, mint az

V5 -1
2

1 egységnyi szakasz nagyobbik aranymetszetébol, akkor ha a; = és a, =1,

\/§+1

teljesiil, hogy a, +a, = a,q , ahol g = — Tetszoleges n - re pedig igaz, hogy a

_ n
an + an—e—] - alq '

Az aranymetszések sorozata tehat, egy specialis sorozat, mert egyszerre

Fibonacci - tipusi és mértani sorozat is.
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Az aranymetszés ¢és a Fibonacci - sorozat kapcsolatdhoz azonban mas uton is
eljuthatunk. Ehhez vezessiink be néhany uj fogalmat.

A legfontosabb a lanctort meghatarozasa. Kiindulasképpen valasszuk az >

tortet, ahol a és b relativ primszamok. Ha a > b, akkor az osztast elvégezve kapjuk, hogy

a " ) s sramok ¢ b
o g, +— , ahol ¢, ésr, pozitiv egesz szamok €s #; < 0.

Ha most az El tort szamlalojat és nevezojét r, - gyel osztjuk, akkor :

b r . » . , .
Ha —=g,+-2,ahola ¢, ¢és r, pozitiv egész szamok és r» < ry, akkor:
h h
a_ .. 1
b 4 r
q, +
rl

Az 22 tort szamlalojat és nevez6jét r» - vel osztva, €s tekintve, hogy
n

¥, r . » . . . . .
L~ g, +-,ahol g; és r; pozitiv egesz szamok, és 73 < 12, kapjuk, hogy :
rZ \ rl

a N 1

]) - Q1 1

q, + ]
3
q; +

Ha ezt az eljarast tovabb folytatjuk, nyerjitk az 3 tort lanctort alakjat. Ha ez az eljaras
véget ér, akkor véges lanctortet kapunk. Racionalis szamok atalakitasa esetén, mindig

ilyen lanctorthoz jutunk.
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A a irracionalis szam is atalakithato lanctortté. Legyen Ja értéke a

b és b + 1 természetes szamok kozott.

Legyen Ja=b+x,ahol 0 < x < 1, xirracionalis.

a=B+x) =b> +2bx +x°

a-b* = x(2b+ x)

Jeloljuk a—b” - et d - vel, ekkor

d = x(2b+x)

es
d
X = .
2b+x
v . d
Az eldzoek szerint \/5 =b+x=b+ )
2b+x

Helyettesitsiik x helyébe ismételten az x = kifejezést, ekkor a

b+x

\/—:b+ d

2b +

2b +

végtelen lanctortet kapjuk. A d - vel valo egyszeriisitések utan a lanctort a kovetkezo

alakot veszi fel:
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Ez a lanctort alkalmas arra, hogy a Ja kozelits tortjeit meghatarozhassuk.
Vizsgaljuk meg a NG lanctortjét!
Mivel 2 < /5 <3, ezért d=5-4=1, ¢é 2b=4

Igy tehat:

ezért /5 kozelitd tortjei

9 38 1ol 682
4> 177 727 3057

>

Az egymast kovetd kozelitd tortek felvaltva kisebbek vagy nagyobbak a teljes

tortnél, a /5 - nél ezért V5 értéke mindig két szomszédos kozelitd tort kozott van, pl.

682 1
082 _ 5 1ol
305 72

A kozelitd érték hibaja kisebb lesz a két tort kilonbségénél, vagyis

lel 682 1 1 1

= < = - nél.
72 305 72305 70.300 21 000

A /5 lanctortjének segitségével hatarozzuk meg a - nek, vagyis az

o

aranymetszés aranyszamanak lanctortét.
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Az eldzoekben leirtak szerint

4+ ]
4+ — 1
4_*_4.,17
4+——
4+
Ebbol
Jso1 1 1 1 1
—_— =—+
2 2 2 2 1
R4 — — 1T 8+~
44— — 44— T
4+——1— 8+——1
44+ ——o 44—
4+ 8+...

Tehat ennek a végtelen lanctortnek a kozelitd tortjer:

21 89 377

5
87 347 1447 6107

1
2)
A kézelitd tortek ezen sorozata a Fibonacci - féle hanyadossorozat egyik

részsorozata, mégpedig az
2 35 8 13 213455 80 142 233 377
© 3757 87 137217 34755789 1447 23473777 6107

sorozatnak a masodik, otodik, nyolcadik, altalaban (2 + 3k) - adik elemei alkotjak a

reészsorozatot.

Ha pedig egy sorozat konvergens, akkor a hatarértéke megegyezik minden egyes

részsorozatanak a hatarértékével, Tehat ebben az esetben:

_f. 51
m = ——.
e fnﬂ 2
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Végiil vessiink egy pillantast a hanyadossorozat elemeinek lanctort alakjara:

/. ! 1 _ _
+ - 1 1
‘fn,] ﬁfn,,,ikf:{z.il 1+ ,‘fn iy l+ ? % - 1+ _ 7 - 1+ 1 o
/n " n-1 Jn=2 1_|_ n—2 1+ s
,fn,] fn 1 1 +
L
A
S
Tehat:
fa _ 1
- 1
Afnﬂ 1+
l+——F
1+
b
1

I1+-— f

1+

2

Az Lo lanctortjének kozelitd tortjei rendre a sorozat elemeit szolgaltatjak.

J ot

Az aranymetszésnek ezek a tulajdonsagai meg misztikusabba teszik ezt az aranyt

a kutatok szamara.
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7. Belejezés

Ugy érzem, dolgozatommal sikeriilt elérnem azt a célt, hogy az aranymetszesrol
és alkalmazasanak terileteirdl rovid, lényegre tor6 Osszefoglalast adjak.

Bar ez a téma szinte kimerithetetlen, és rengeteg példat emlithettem volna a
festészet, a zene, az épitészet és a tobbi milvészeti ag korébdl, de a szakdolgozat kerete
erre nem ad lehetoséget. Ezért igyekeztem a legérdekesebb és a legismertebb alkotasokat
kiemelni és az aranymetszéssel vald kapesolatat bemutatni.

Talan bemutathattam volna a dolgozatomban az aranymetszéssel kapcsolatos
szembenallo allaspontokat: azokat, amelyek szerint valoban isteni, Oorok ez az arany, €s
mindenben felfedezhetd; és azokat a véleményeket, amelyek szerint mindez eréltetett es
mondvacsinalt. Azért nem emlitetiem ezeket az ellentétes nézeteket, mert nem tudok
olyan bizonyitékot vagy ismérvet felmutatni, amely eldonthetné ezt a régota fennallo
vitat.

Ugy gondolom, hogy ebben a kérdésben senki sem hivatott a vita eldontésére.
Mindenki csak sajat, szubjektiv gondolatait tolmacsolhatja.

A szakdolgozat elkészitésének ideje alatt, a szakirodalom tanulmanyozasa €s az
emlitett kiserlet elemezése utan az aranymetszéssel kapcsolatos allasfoglalasom a
kovetkezo:

Ugy vélem, hogy az aranymetszés a természetben is létez6, harmomniat €s
szépséget sugarzo arany. Azok a festészeti, zenei, irodalmi alkotasok és szerkesztések,
amelyekben - akar tudatosan, akér tudatlanul, de megérzessel - megtalalhato ez az isteni
arany, szebbé, harmonikusabba valnak, és kozelebb keriilnek azoknak az embereknek a

lelkéhez, akik csodaljak oket.
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