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Tartalmi osszefoglald

A dolgozatban egyparaméteres egyenessereg buroloégorbéivel foglalkozunk. A vizs-
galt alapprobléma a kovetkezs: adott egy sikgorbe érintGinek egyparaméteres serege.

Hatarozzuk meg a sikgorbe nyomat!

A dolgozat bevezetd fejezete utan a masodikban osszefoglaljuk a sziikséges elméleti

alapokat, valamint megvizsgaljuk az affinitasok viszonyat az eredeti problémahoz.

A harmadik fejezetben bevezetjiik a burkolégoérbe fogalmat, majd analitikus sziik-
séges és elegendd feltételt adunk arra, hogy egy gorbe mikor burkologorbéje egy egypa-
raméteres egyenesseregnek. Ezzel a problémat egy egyenletrendszer megoldéaséara lehet
visszavezetni, ami altalaban meglehet&sen bonyolult is lehet. Egy més szempontbdl is
érdekes példat adunk burkologorbére, ami mutatja egy meglehetésen egyszeri egye-
nessereg burokol6ja is lehet példaul 6natmetszd, és hogy a burkoldégérbe nem feltétlen

differencialhato.

A negyedik fejezet tartalmazza a dolgozat {6 eredményét. Megmutatjuk, hogy erds
differencialhatoséagi feltételek mellett a burkologorbe direkt modon (egyenletrendszer
megoldasa nélkiil) is kiszamithato. Az alkalmazott eljaras Steven Butlertdl szarmazik
2002-bdl. Az eljarast, helyességének elméleti igazolésan til, részletesen kidolgozott pél-
dakon keresztiil is bemutatjuk. Megvizsgaljuk tovabba, hogy a transzformacié milyen

modositasok mellett hasznalhato az eredeti probléma megoldaséra.
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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozat kdzponti probléméaja a kdvetkezs: adott egy sikgorbe érintGinek egypara-
méteres serege a sikban. Hatarozzuk meg a sikgérbe nyomat!

A dolgozat elsG, bevezetd része utan a masodik fejezetben a hasznalt fogalmakat defi-
nialjuk. Bevezetjiik az egyparaméteres egyenessereg fogalmat, késébbi vizsgalodasaink
mind egyparaméteres egyenessergekkel kapcsolatosak. A definicioban kulcsfontossag,
hogy a paraméterezés differencialhato.

A harmadik fejezetben tehat feltételezziik, hogy adott egyenesek egy egyparaméteres
serege. Olyan sikgdrbét keresiink, amelynek éppen ez az egyenessereg az érintGserege.
Igy tulajdonképpen eljutunk a burkologérbe fogalméahoz abban a speciélis esetben, ami-
kor a gorbesereget egyenesek alkotjak. Megfelel6en erds differencialhatoséagi feltételek
mellett megadjuk az altalanos megoldést; differenciadlas segitségével a problémat egy
egyenletrendszer megoldasara vezetjiik vissza. A fejezet végén egy elméleti és torténeti
szempontbol is érdekes példat szamitunk ki.

A negyedik fejezet tartalmazza a dolgozat f6 eredményeit. Ebben a részben megoldjuk
kétszer folytonosan differencialhaté gorbék esetén az eredeti rekonstrukcios problémaét.
Feltessziik, hogy adott a gorbe érintSinek egyparaméteres serege, és megadunk egy S.
Butlertsl szarmazoé eljarast, amivel ebbdl rekonstrualhatéd az eredeti gorbe. Az eljaras
technikailag egyszertibben kivitelezhets, mint a burkologoérbe kiszémitasa (nem kell
egyeneleteket megoldanunk). Tovabbi elméleti elénye, hogy végrehajtashoz valojaban
nincs sziikség semmiféle tovabbi struktirdra az érintdk halmazdn, amilyen példaul a
paraméterezés volt burkologorbék esetén, igy lehetGséget teremt a probléma joval al-
talanosabb megoldasara. Ez a kutatéasi irdny azonban ezen dolgozat keretein tilmutat,

igy az eljarast csak egyparaméteres egyenesseregekre dolgozzuk ki.



A vizsgalt problémak elhelyezése az elméletben

Egyparaméteres egyenessereg burkologorbéjének meghatarozasa a geometria egyik régi
feladata, a modern rekonstrukciés problémak egyik elsé valtozata. A harmadik feje-
zetben bizonyitott tételek az elméletben igazolt els6, mara mar klasszikussa valt ered-
ményeknek szamitanak, kapcsolatuk az analizissel nyilvanval6. Bizonyos értelemben
meglepd, hogy az érintGseregbhdl a gorbét differencidlassal kapjuk vissza, a természetes
analitikus intuicié inkabb integrélast sug.

Az 1950-es években H. Steinhaus [9] tiizte ki hires problémajat, amelyet réviden
ugy fogalmazhatunk meg, hogy rekonstruéljuk a gorbét a Crofton-transzformaltjabol.
Egy sikgorbe Crofton-transzformaltja egy a sik egyenesein értelmezett fiiggvény, amely
minden egyeneshez hozzérendeli, hogy az egyenes az adott gorbét hany pontban metszi
(b6vebben lasd pl. [7]). Ez az eredeti problémankhoz szorosan kapcsolodik, ugyanis
differencialhatd gérbék esetén a Crofton-transzformaltbol az érint6k meghatarozhatok.
A Steinhaus-problémat H. Fast 1993-as [2] cikkében igen altalanos feltételek mellett
megoldotta.

Egy masik természetes vizsgalodési irdny, amelyet méar a bevezetSben is emlitet-
tiink, amikor az érint6k halmaza adott, de paraméterezés ("sorrend") nélkiil. Célunk
ismét a gorbe meghatéarozasa. (Jegyezziik meg, hogy az el6z6 bekezdésben leirtak sze-
rint megfelelGen sima gorbék esetén ez a feladat "nehezebb" a Steinhaus-problémanal,
hiszen megoldasabol automatikusan kovetkezik a Steinhaus-probléma megoldésa is.)
Az els6 eredményt 1989-ben A. Horwitz publikalta [3|. Ebben a problémat megoldot-
ta viszonylag erés analitikus feltételek mellett. Bizonyitédsa meglehetésen technikai, f6
Otlete, hogy az érintési pontot megkereshetjiik egy rogzitett érintén, ha érinték egy
hozzé konvergéld sorozatéaval messiik, és tekintjiik a metszéspontok limeszét. S. Butler
2002-ben [1] cikkében Horwitz eredményeire egy frappans, meglepd bizonyitast adott.
Részletesebb torténeti attekintést talalhatunk pl. [6] cikkben. Dolgozatunk 6 célja

Butler modszerének ismertetése, illetve annak tovabbgondolésa.



2. fejezet
Felhasznalt fogalmak

Ebben a fejezetben Osszefoglaljuk a késébbi eredmények megértéséhez sziikséges alap-

fogalmakat.

2.1. Differencidlhat6 sikgorbék

Ebben a szakaszban sikgorbékre vonatkozo alapvetd fogalmakat és tételeket mutatunk
be azok bizonyitasa nélkiil. A tételek bizonyitasat az olvasé megtalalhatja példaul Ku-
rusa Arpad [4] kényvében.

Az r: (a,b)(C R) — R? differencialhato fiiggvényt képhalmazaval egyiitt egyszert
gorbeivnek nevezziik, ha r injektiv, inverze folytonos, és derivéltja seholsem tiinik
el, vagyis minden t € (a,b) esetén 7(t) # 0. Az r fliggvény a hozza tartozo egyszeri
gorbeiv egy paraméterezésének hivjuk, a képhalmazra a gorbe nyomaként hivatkozunk.
Egyszertd gorbeiv t; és t, paramétert pontjai kozti ivhosszan az fttf |7(t)|dt értéket
értjik, ahol r a paraméterezo fliggvény. Altalaban egy gorbe nyoménak t6bb kiilonb6zé
paraméterezése létezik. A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy az ivhossz valoban csak a

gorbe nyomatol fligg, attol nem, hogy melyik paraméterézésével adjuk meg.
Tétel. Az whossz fiiggetlen a paraméterezéstdl.

Sok szamolast egyszertsit, illetve a definiciok kimondésanal is hasznos, ha egy gor-
bét az un. természetes vagy ivhossz szerinti paraméterezésével tekintjiik. Legyen a gorbe

teljes fvhossza ¢. Ekkor az r: (0,¢) — R? paraméterezés {vhossz szerinti, ha minden

s = /0 17 (t) | dt.

A fenti Osszefiiggést s szerint derivalva adddik a kovetkezd tétel.

s € (0,¢) esetén



Tétel. Ha az egyszeri gorbeiv r paraméterezése ivhossz szerinti, akkor |7(s)| = 1, ahol

s iwhossz szerinti paraméter.

Altalaban megegyeziink abban, hogy s az ivhossz szerinti paramétert jell, ha a
szovegkornyezet masképp nem rendelkezik.

Egy (térbeli) Osszefliggd ponthalmazt differencialhaté gorbének nevezziik, ha
minden pontjanak létezik olyan kornyezete, melyben a halmaz egyszert gorbeiv. Az
r természetes paraméterezési egyszerd gorbeiv s paramétert pontjaban 7(s) = ¢(s) a
gorbe egységnyi érintSje. A gorbe ivhossz szerinti r paraméterezésének 7(s) masodik
derivéltja a gorbe gorbiileti vektora, melynek hossza k(s) = |F(s)| a gérbe gorbii-
lete. Amenniyben #(s) vektor nem a nullvektor, akkor definidljuk az n(s) = #(s)/k(s)
egységnyi gorbiileti vektort, amit a gorbe normalis vektoranak is szokéis nevezni.

A kovetkez6 tétel mutatja, hogy a gorbe tetszéleges pontjaban az egységnyi értintd

és a gorbe normalis vektora ortonormalt rendszert alkot.
Tétel. A gorbiileti vektor merdleges az érintdre, vagyis n(s) L t(s).

A Frenet-formulak az érinté és normaélis vektorok derivaljait fejezik ki az érinté és
normalis vektorok altal megadott koordinatarendszerben.

Frenet-formulak sikgorbékre. A fenti jelolésekkel teljesiil, hogy

t = +kn és n = —kt.

2.2. Affinitasok

Ebben a szakaszban Gsszefoglaljuk az affinitdsokrol sziikséges tudnivalokat. Affinita-
sokrol részletesebben a [5] konyvben olvashatunk.
Az Euklideszi sik egy 6nmagéra vett ¢ leképzését (nem elfajulo) affin transzforma-

cidnak, vagy roviden affinitasnak hivjuk, ha valamely koordinatazasban

v (@y) = (2,y) A+ (u,v) (2.1)

alaki, ahol A € R?*? det A # 0 és u,v € R. (Néha nem kotik ki, hogy det A # 0,
ilyenkor elfajulé és nem elfajuld affin transzforméciokat kiillonboztnek meg.) Bar el-
vi kiilénbség van akozott, hogy egy transzforméaciot az Euklideszi sikon tekintiink,
vagy R?-n, a gyakorlatban nem zavard, ha mindkettére ugyanazzal a szimbolummal
hivatkozunk, és altaldban nem tesziink koztiik kiilonbséget. Az A matrixot az affinitas
méatrixdnak nevezziik, habar ez fiigg a koordinatazastol.

A kovetkezd tételben kimondjuk az affinitasok legfontosabb tulajdonsagait.



1. Tétel. (1) Egy affin transzformdcid minden koordinitdzasban (2.1) alakban irha-

-

to.
(2) Az affinitdasok egyenestarto bijekcick. Affinitds inverze affinitds.
(3) Az affinitdasok tartjak az osztoviszonyt.

(4) Minden affinitds egyértelmien megadhatd 3 nem kollinedris pont nem kollinedris

képével.

(5) Egy affinitas matrizdnak determindnsa nem fiigg attol, hogy a mdtrizot milyen
koordindtdzdsban irtuk fel. Igy beszélhetiink affinitds determindnsdrol, amit det -

vel jelolink.

(6) Az affinitdsok tartjik a teriletaranyt, pontosabban eqy t teriletd alakzat ¢ affini-
tas melletti képének terilete t - | det p|.

2.3. Sikbeli egyenesek egyparaméteres seregei

Egy egyparaméteres egyenessereg analitikusan a kovetkezGképpen adhatd meg. Legyen

I C R egy intervallum, az
F:R*xI—R; (2,y,¢) — F(x,y,c)

pedig olyan fiiggvény, amely harmadik valtozoja szerint folytonosan differencialhato,
valamint minden rogzitett ¢y esetén F'(z,y,co) = 0 egy egyenes egyenlete. Ekkor az

F-hez tartozo egyparaméteres egyenessereg nyomat
Er := {e| e egy egyenes, amelynek egyenlete F(x,y,c) = 0, valamilyen ¢ € I-re}

modon adhatjuk meg. Konnyt belatni, hogy F' pontosan akkor definidl egyparaméteres
egyenessereget, ha léteznek fi, fo és f3 folytonosan differencialhato I — R fiiggvények,
amelyekre F(z,y,c) = fi(c)z+ fo(c)y+ f3(c), és fZ(c)+ fa(c) > 0 minden ¢ € T esetén

teljesiil.

1. Lemma (Egyparaméteres egyenessereg affin képe). Egy egyparaméteres egyenessereg

affin képe is egyparaméteres egyenessereg.



Bizonyitds. Legyen ¢: (x,y) — (z,y)A+ (v1,v2) = (2, ) tetszbleges affinitas, inver-
zét az egyszertség kedvéért jelolje v: (2/,y') — (2/,y)B + (w1, ws) = (z,y). Legyen
adva F(z,y,c) = 0 egyparaméteres egyenessereg. Rogzitsiik ¢ értékét, és tekintsiik az
fi(e)x + fa(c)y + f3(c) = 0 egyenes képét ¢ mellett. Behelyettesitve a fenti x = by 2’ +
+ bo1y + wy és y = biox’ + baoy’ + wo Osszefliggéseket nyerjiik, hogy a kép egyenlete

(f1(c)br1 + fa(c)brz)x" + (fi(e)bar + fa(€)ba2)y' + fi(c)wr + fa(c)wa + fz(c) = 0.

Ez vilagos modon egy c-vel paraméterezett egyparaméteres egyenessereg lesz, a dif-
ferencialhatosag trivialisan teljesiil, az egyetlen dolog, ami még megfontolésra szorul,
hogy

(fr(e)bir + fa(€)br2)? + (f1(c)bar + fa(c)ba2)® > 0
minden ¢ esetén fennall. Mivel (fi(c), f2(c)) # (0,0) minden c-re teljesiil a definicio
szerint, és mivel det A # 0 és igy det B # 0, ezért (fi(c), fo(c))B # (0,0) is minden c-re

igaz. Ebbdl az allitas azonnal adodik, és a bizonyités teljes. O

Példa egyparaméteres egyenesseregre. Legyen H hegyesszogi, egységnyi te-
rilletdi haromszog. Tekintsiik azon egyenesek E(e) halmazat, amelyek H—t két olyan

darabra bontjak, amelyek teriileteinek aranya ¢ : (1 —¢) (e < 3). (Lasd 2.1. abrat.)

2. Tétel. Az E(e) egy egyparaméteres egyenessereg, amelyet az egyeneseinek az € te-

riletd részbe ,mutatéo” normdlvektordnak irdnyszoge paraméterez.

2.1. abra. Az € : (1 — €) aranyban oszt6 egyenesek



Bizonyitds. Be kell latnunk, hogy létezik a feltételeknek megfelels F' fiiggvény, amely
E(e)-t definidlja. Az allitast részletesen csak abban az esetben latjuk be, ha H egy speci-
alis derékszogi haromszog. Az affinitasrol igazolt tulajdonségokat kihasznalva vildgos,
hogy a specidlis esetb6l minden H héaromszogre kovetkezik az allitas, hiszen a speci-
alis haromszogiinknek minden nem elfajulé haromszog affin képe valamilyen alkalmas
affinitas mellett, és az affinitas megtartja a teriiletek aranyat, vagyis az "E(g)-tipust"
halmazokat egymésba viszi, és igy hivatkozhatunk az 1. lemméra.

Legyen tehat Hy az a haromszog, amelynek csicsai A(1,0), B(0,1) és C(0,0). A fen-
tiek szerint elég ebben az esetben igazolni az allitast. Legyen e(¢) az az egyenes, amely-
nek normalvektora ng = (cos ¢, sin ¢), valamint a Hy haromszognek az e(¢) egyenes n,
szerinti pozitiv Sd'f felsikjaba éppen ¢ teriilet darab esik. (S(;f az a félsik, "amelybe ngy

mutat".) Ekkor e(¢) egyenlete
cosg-r+sing -y —m(¢) =0,

valamely m(¢) értékre. Vilagos, hogy a konstrukcié szerint F(x,y,¢) = cos¢ -z +
+ sin¢ - y — m(¢) éppen egy olyan egyenessereget definial, amit ugy kapunk, hogy
tekintjiik azokat az egyeneseket, amelyek Hy-bol e-nyi darabot vagnak le. Az egyetlen

dolog, amit még bizonyitanunk kell, hogy m folytonosan differencialhato.

El6szor egy olyan egyeneshez tartozé pontban vizsgaljuk a differencidlhatosagot,
ami a haromszog AC' és BC oldalait metszi. Tegyiik fel, hogy ezek a metszéspontok P
és Q, a PQ egyenes egyenlete pedig

cos ¢x + sin ¢y = mq(¢) (2.2)

alakban frhato. Az elézetes megjegyzés szerint mq(¢) differencidlhatosagat kell igazol-
nunk. P és @ koordinataira P = (my(¢)/cos¢,0) és @ = (0,m1(¢)/sin¢) azonnal
kovetkezik. Mivel CPQA teriilete €, igy CP - CQ = 2¢, vagyis

my(p) = /2e cos ¢ sin ¢, (2.3)

adodik, amib&l m4 («) differencidlhatosaga azonnal kovetkezik.

Most gondoljuk meg, hogy val6jaban Osszesen 6-féle egyenes van. Két nagy tipust
kiilonboztethetiink meg aszerint, hogy az ¢ teriiletd rész a H haromszog egy vagy két
csucsat tartalmazza (lasd a 2.2. abrat.), és, mivel a haromszognek 3 cstcsa van, igy

adodik a 6-féle egyenes.
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2.2. abra. Két metsz6 egyenes

Eszerint vilagos, hogy az m fiiggvény viselkedését 6 intervallumon kell vizsgélni.
Kihasznalva, hogy szabadon alkalmazhatunk affinitast, a differencialhatosag a 6 inter-
vallumon mar koévetkezik a fenti szamolasbol. (Vegyiik észre, hogy a két csicsot levago
egyeneseket tekinthetjiik Gigy, mint méas paraméterhez tartozo egy cstucsot levagd egye-
neseket.) A bizonyitas befejezéséhez még igazolnunk kell azonban a differencidlhatosa-
got az intervallumok végpontjaiban. Ezek a végpontok éppen azokhoz az egyenesekhez
tartoznak, amelyek illeszkednek valamely csticsra. Ehhez elég kiszamolnunk az m(¢)
fiiggvény két féloldali derivaltjat, rogzitett koordinatarendszerben, valamely olyan ¢q
helyen, amihez tartozé egyenes atmegy a haromszog egy csiicsan. Valasszuk azt az
egynest, ami atmegy az A cstcson, és C-nél ¢ teriiletet vag le.

B
q

(cos®, sin®)

C 'A\

2.3. adbra. Kritikus egyenes

Erre egyrészt m(¢g) = cos ¢ adodik, mivel A illeszkedik az egyenesre. Masrészt,

mivel a levagott teriilet e, igy m(¢g) = 2esin ¢y. Ezeket Osszevetve tan gy = 1/(2¢)



kovetkezik. Most a

) *tanzx . +1
SN = ——————= és cosx =

V1 +tan?zx V1+tanzx

Osszefliggésekbdl, az elGjelet alkalmasan valasztva adodik, hogy
i -1 . —2¢€
sin ¢g = \/ﬁ és  cos¢g = \/ﬁ
oo egy megfelelg bal oldali kornyezetében m megegyezik mq-gyel, ezért m ¢q-beli
balderivaltjanak kiszamitasahoz differencialjuk (2.3)-t. Ebbol

VE - cos2¢
/524

amibe behelyettesitve a ¢g-ra el6bb kapott (2.4) Gsszefliggéseket nyerjiik, hogy

(2.4)

my(¢) =

4e2—1

=2 (462 — 1) 4e?2 + 1
m,1<¢0> = \/g - Ll = 2(452 + 1)
\/ 4e2+1

Ez tehat az m fiiggvény ¢o-beli balderivaltja.

Meg kell még hatéaroznunk az m fiiggvény viselkedését ¢y egy kicsi jobb oldali
kornyezetében, ezt a fliggvényt mo-vel fogjuk jeldlni. Ehhez tovabbi megfontolasokra
lesz sziikségiink. Tekintsuk a 2.3. abran a P és () pontokat. A korédbbihoz hasonlo
szamolassal adodik, hogy

p_ (meld)—sing coso—ma@)) ., (o M)}
( ) & o= (057

cos¢ —sing  cos ¢ — sin ¢ sin ¢

Itt jegyezziik meg, hogy az adatok valasztasa miatt a vizsgalt intervallumon sin ¢ <

< 0, és igy a @ masodik koordinatajara teljesiils 0 < mq(¢)/sin¢g < 1 miatt sin¢ <
< may(¢) < 0 kovetkezik.
Vilagos, hogy BQ = 1 — my(¢)/ sin ¢, valamint

BP = \/2 (M)QZ\@M

cos ¢ — sin ¢ cos¢ —sing

A szédmolasnal valoban a pozitiv gyokot vettiik, hiszen P pont koordinatai pozitivak.

Most kihasznaljuk, hogy BPQ haromszog teriilete éppen 1/2 — ¢, igy

ma (o) ma(d)—sing \ =2
(1 - si2n¢> ) \/5( cc2>s¢—sin¢> "o - 1
2 2




Innen rendezés utan kapjuk, hogy

ma(¢) = v/(1 — 2¢)(sin ¢ — cos ¢) sin ¢ + sin ¢.
Ezt ¢ szerint derivalva, majd a lehetséges egyszertsitéseket elvégezve adodik, hogy

V1 —=2¢ sin?¢ + 2sin¢cos ¢ — cos? ¢
2 V/(sin ¢ — cos ¢) sin ¢
mb (o) meghatérozasdhoz ismét hasznéalhatjuk a (2.4) formulakat. Ezeket helyette-

my(¢) =

+ cos ¢.

sitve

1 4 4e?
(o) _V 1 —2¢ 1257 tien e _ 2
2 1 2e Vae? + 1

4e241  4e241
(1+4e —4e?)VAe2+ 1 devde?+1 (4 —1)V4e2 +1

2(4e2 + 1) 2(4e2 4 1) 2(4e2 4 1)

Ezzel meghataroztuk az m fliggvény jobbderivaltjat is a ¢g pontban. Lathatjuk, hogy a
féloldali derivaltak tényleg egyeznek, amibdl a differencialhatosag a 6 "kritikus" pont-

ban is kovetkezik. Ezzel a bizonyitas teljes. O]
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3. fejezet

Burkologorbék

Egy sikbeli egyparaméteres gorbesereg burkoloja olyan gorbe, amely a kévetkezé két
tulajdonsaggal jellemezhetd:

1. feltétel minden pontja rajta van a gorbesereg egy (a ponttol fiiggd) gorbéjén és

2. feltétel minden pontjaban érinti a gorbesereg egy (megfelels) gorbéjét.

A fejezetben mi csak egyenesseregek burkologorbéivel foglalkozunk. Ezek bizonyos
szempontbol kiemelt jelent&ségtlick, amit a kovetkezs két tétel is mutat.

Az elsG tétel sziikséges és elegendd analitikus feltételt ad arra, hogy egy sikgorbe

mikor burkologorbéje egy egyenesseregnek.

3. Tétel. Az r(c) = (z(c),y(c)) paraméterezés dltal adott girbe akkor és csak akkor
burkoldja az F(x,y,c) = fi(c) - x + fa(c) -y + f3(c) egyenesseregnek, ha
F(xz(e),y(c),¢) = fule) - x(c) + fale) -y(c) + fa(c) =0 (3.1)
és
OsF(x(c),y(c),c) = fi(e) - z(c) + fi(e) - y(e) + f3(c) = 0. (3-2)
Bizonyitds. Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy a gorbe az F(x,y, ¢) egyenessereg burko-
16ja.
Az F(z(c),y(c),c) = fi(c) - x(c) + fa(c) - y(c) + f3(c) = 0 azonossag az 1. feltétellel
ekvivalens. Ezt az Osszefliggést ¢ szerint derivalva:
fi(e) - 2'(c) + fa(e) - /() + file) - 2(c) + fi(c) - y(e) + f3(c) =0 (3.3)
adodik. Az egyenessereg barmely rogzitett c-hez tartozo egyenesének egy norméalvektora

(fi(c), fa(c)). A 2. kikétés szerint ez a normalvektor merdleges a burkologorbe 7(c) =

= (2/(c),y/(c)) érintGjére, vagyis

z'(c) fi(e) + 9/ () f2(c) = 0.

11



Emiatt (3.3) adja, hogy

file) - x(c) + fa(c) - y(c) + f4(c) = 0.

Ezzel a sziikségességet igazoltuk.

Elégségesség. Meg kell mutatni, hogy ar r gorbe 1. és 2. tulajdonsagi, ha teljesiti
a (3.1) és (3.2) feltételeket. Az 1. tulajdonsag ekvivalens a (3.1) feltétellel. Ezt ¢ szerint
differencialva adodik, hogy

fi(e) - 2'(e) + fale) - y'(0) + fi(e) - z(c) + fa(c) - y(e) + f3(c) =0,

amibdl (3.2) felhasznalasaval kapjuk, hogy

fi(c) - 2'(c) + fa(c) -4/ (c) = 0.

Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy az 7(c) = (2'(c),y'(c)) érintévektor merdleges a ¢
paraméterhez tartoz6 egyenes normalvektorara. Ebbdl az elégségesség azonnal kévet-

kezik és igy a bizonyitas teljes. O]

4. Tétel. Minden kétszer folytonosan differencidlhato gorbe a sajdt érintdseregének

egyetlen burkologorbéje.

Bizonyitds. Ha a gorbe egy szakasz, akkor az allitas nyilvanvalo, ezért feltessziik, hogy
a gorbe gorbiilete -szeparalt pontoktol eltekintve- sehol sem nulla.

Tekintsiik tehat az r(s) = (z,(s), y,(s)) gorbét. Ennek érintGserege

F(z,y,s) = yr(s) - @ — @n(s) -y — (G (8)r(s) — @ (s)yr(s))-
Megmutatjuk, hogy a 3. tétel feltételei teljesiilnek. A (3.1) egyenlet trividlisan fennall.
A (3.2) ellen6rzéséhez szamitsuk ki az F' fiiggvény s-szerinti derivaltjat:
BF(x,y,s) =3:(s) - x —Tp(8) -y — Ur(8)xr(8) — U (8) T (8) + T (8)yr(S) + T (8) Y ().
Ebbdl a

a?)F(xr(S)v yr<s)7 S) =0

azonossig azonnal kovetkezik. Ezzel az allitas elsé részét belattuk, mar csak az unicitas
igazolasa van hatra.

Tegytiik fel, hogy p(t) = (x,(t),y,(t)) szintén burkoldja az érintéseregnek. A 3. tételt
alkalmazva kapjuk, hogy F'(z,(s),y,(s),s) =0 és O3F (z,(s),yp(s),s) = 0, vagyis

, (3.4)
(3.5)

) - 'gr(s)xr<3) + i‘r(s)yr(s)
) - QT(S)ZL‘T<S) + jr(s)yr(s)

<
S
—~
»
~—r
8
kS
—~
V)
~—
8
<
~—~
»
~—
<
kS
—~
»

0
0

<
S
—~
»
~—r
8
kS
—~
V2)
~—
8
<
—~
»
~—
<
kS
—~
V2)
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Most el@szor vonjuk ki a (3.4) egyenlet Z,.(s)-szeresébdl a (3.5) egyenlet &,.(s)-szeresét.

Rendezés utan kapjuk, hogy

rp(5) - i (5)i2(5) — (5} ) =
= & (8)(Yr(s)zr(8) — B (8)yr(s)) — L0 (8) (G (s)zr(5) — Er(8)yr(s)) =
= 2,(5) - (9r(8)Tr(8) — Ur(8)ir(5))-

Vegyiik észre, hogy

(G0 ()0 (5) = G (), ()| = |K(s){n, t7)| = |ri(s)],

igy, mivel k = 0 csak szeparalt pontokban allhat fenn, a folytonossag miatt x,(s) =
= z,(s) kovetkezik. Az y koordinatara a szamolas analog modon torténik. Ezzel az

unicitast is belattuk, és a tétel bizonyitasaval készen vagyunk.

]

3.1. Konstans teriiletet levago6 egyenesek seregének bur-
kolbja

Ebben a szakaszban kiszamitjuk a 2. tételben latott nevezetes E(e) egyenessereg bur-
kologorbéjét.

A megoldas soran igyeksziink elkeriilni a bonyolult szamitasokat, helyettiik geomet-
riai megfontolasokat alkalmazunk.

Els6 1épésként igazoljuk a kovetkezs lemmét, amely a hiperbola azon nevezetes
tulajdonsagat igazolja, hogy az aszimptotakkal minden érint6 ugyanakkora teriileti

haromszoget hatéarol, ahogy azt a 3.1. abra is szemlélteti.
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3.1. abra. Hiperbola aszimptotai minden érintével ugyanakkora teriiletd haromszoget
alkotnak

2. Lemma. a, Az vy = 1/2 hiperbola 1. siknegyedbe esd dga érintdinek serege az
F(z,y,a) =cosa-x +sina -y — Vsin2a = 0 egyenlettel adott eqyenessereg, ahol 0 <
<a<m/2

b, Ezen egyenessereqg minden eleme az x és y tengelyekkel eqyiitt eqységnyi teriletd
hdromszdget hatdrol.

¢, Az egyenesseregiink burkoldja az xy = 1/2 egyenletd hiperbola I. stknegyedbe esd dga.

Bizonyitds. a, Két dolgot kell megmutatnunk. Egyrészt, hogy minden nevezett érintd
benne van az egyenessereghen. Masrészt, hogy minden egyenes az adott sereghdl érinti
a hiperbolaagat.

Az y = 1/(2z) fiiggvény derivaltja 3’ = —1/(22%). Ebbdl kovetkezik, hogy egy
egyenes akkor és csak akkor érintGje az xy = 1/2 hiperbola 1. siknegyedbe es6 aganak,
ha egyenlete

1 —1
TR

alakban irhato valamilyen alkalmas ¢t > 0 szammal. Ezt rendezve, és elosztva /1 + 1/(4t4)-

y_

nel kapjuk, hogy
1

1 1
2T ) AT, /I )

Mivel a /1 + 1/(4t*) fiiggvény a (0, 00) intervallumon szigortian monoton nd, folyto-
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nos, és hatarértéke O-ban 1, ezért egyértelmten létezik egy 0 < o < /2 sz6g, hogy
1
V14 1/(4th)
A sin? o + cos? a = 1 Osszefiiggésbél azonnal adédik, hogy
1
2t2\/1+ 1/(4t%)

(0 < o < /2 miatt a pozitiv gyokot vettiik), ekkor pedig

sino =

CcCos =

i = n = ! - 1
Vsin 2a = V2sina cos o \/2. 1+ 1/(4t%) - 22 /1 + 1/(41%) t\/1+17/(4t4)’

amibdl latszik, hogy valéban minden érinté benne van az egyenessereghen.
A masik irdny hasonloan lathato be, felhasznalva azt, hogy minden 0 < o < 7/2
szO0ghoz egyértelmiien létezik egy ¢ > 0 szam ugy, hogy
1

1+ 1/(4t%)

b, Rogzitsiink egy tetszdleges 0 < o < 7/2-t. Az egyenletet tengelymetszetes alak-

sino =

ban irhatjuk
o Y

+ =1
Vsin 2« Vsin 2«
cos a sin «

Ebbdl a levagott derékszogii haromszog teriiletére

Vsin2a | V/sin 2«

T — COos & SN o — 1

2
adodik.

¢, Az allitas az a, pont és a 4. tétel azonnali kdvetkezménye. ]

Megjegyzés. Mivel nem elfajulé affin transzformécio tartja a teriiletek aranyat és
hiperbola affin képe hiperbola, igy a fenti szamolas azt is igazolja, hogy ha két tet-
sz6leges egyenest rogzitiink, és tekintjiik azon egyenesek seregét, amelyek egységnyi
teriiletd haromszoget hataroznak meg a két rogzitett egyenessel, akkor ezen egyenesse-
reg burkolégorbéje is egy hiperbola lesz, amelynek aszimptotai a rogzitett egyenesek.
Ehhez elég arra gondolni, hogy megfelels affinitassal a két rogzitett egyenes atvihets a

koordinatatengelyekbe. (Roviden azt irhattuk volna, hogy a probléma affin invarians.)

Az el6bbiek alapjan lathatjuk, hogy egy héromszoget adott ardanyban kettévago
egyenesek burkolégdérbéjének hiperbola ivekbdl kell allnia. Hat tipust egyenest kiilon-

boztetiink meg aszerint, hogy melyik csticsot valasztja el a masik kett6tél és, hogy a
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"csticsnal" vagy az "oldalnal" van e—nyi teriilet, ahogy azt mér a 2. tétel bizonyitasa-
ban is lattuk.
Ez alapjan lathatjuk, hogy a burkologorbe hat hiperbola iwbdl dll 6ssze az adbra sze-

rint:

3.2. dbra. Konstans tertiletet levago egyenesek burkoloja

A hiperboladgak aszimptotai mindig a haromszog oldalegyenesei, a kritkus pontok-
ban folytonosan, de nem differencialhaté modon csatlakoznak ("cusp"), a csatlakozasi
pontokban éppen azok az egyenesek lesznek az érinték, amelyek a haromszog csticsaira
illeszkednek. Szemléletesen a kovetkezs torténik. Kezdjiink el képzeletben forgatni egy
egyenest pozitiv irdnyban, tigyelve arra, hogy a "jobb" oldalara a haromszégnek e-nyi
teriilete essen. Tegyiik fel, hogy a kezdgallapotban ebben az e-nyi teriiletd részben egy
csucs van, és az egyenesre nem esik a haromszog egyik csiicsa sem. A fenti szamolas
igazolja, hogy egészen addig, mig a egyenes bele nem iitkozik egy cstcsba, az egye-
nesek egy hiperbola érintGseregén "mozognak". A cstics utan egy masik cstcshoz és
levagott tertilethez tartozo hiperboladgra "kertiliink". Az is vilagos, hogy a két hiper-
boladg simén csatlakozik, hiszen a "kritikus" egyenes (ami atmegy a cstcson) nyilvan

mindkettének érintGje. A 3.2. abran a folytonos vonallal huzott hiperboladgak tartoz-
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nak azokhoz az esetekhez, amikor a cstucsnal vagnak le az egyenesek ¢ teriiletet, mig a
szaggatottal jelolt hiperbola aga azokhoz az esetekhez, amikor az oldal felett vagnak le
e-t (és a cstesnal (1 — e)-t).

Meglepd, de a burkoldégérbe tébbszorosen dnatmetszs, raadasul bar a 6 iv folyto-
nosan csatlakozik, de nem differencialhaté moédon. Ez a meglepd jelenség egy konvex
lemezbdl konstans teriiletet levagd egyenesek burkoldjaval nagyon altaldnos feltételek
mellett nem fordulhat el§, a hdromszog az egyik kivétel.

Megjegyzés. A példa érdekességét és fontossagat mutatja az alabbi tény is. Az E(e)
halmaz tetszéleges konvex lemezre definialhaté analog modon. Képzeljiik el, hogy el-
hagyjuk az Osszes ¢ teriileti kis darabot a lemezbdl, amit az E(e) halmazbeli egyenesek
lemetszenek. Az igy kapott "maradék lemez" vilagos modon konvex. A szakirodalom
altalaban 1sz6 testnek nevezi, a konvexitas elméletében nagyon hasznos és fontos fo-
galomnak bizonyult. A fenti példa azt is mutatja, hogy az Gsz6 test hatara altalaban
nem kezelheté burkologorbeként, hiszen a burkolégérbénk 6natmetszs, nem lehet egy

konvex lemez hatara. Az sz6 testrél bévebben olvashatunk példaul [8] munkaban.
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4. fejezet

Altalanos egyenessereg burkoldja

4.1. Butler-transzformaci6

Mar az elsGéves egyetemi hallgatok is megtanuljak kalkulusbol, hogy ha adott egy gor-

be, akkor hogyan hatarozzuk meg annak érintéit. Most forditsuk meg ezt a problémat.

Meghatarozhatjuk-e az eredeti gorbét, ha ismerjiik érintGinek egyparaméteres seregét ?
Steven K. Butler fogalkozik ezzel a problémaval egyik munkajaban, és egy szép és

meglepé eredmény produkal. A Butler féle transzformacioval visszakaphatjuk az eredeti

gorbe y-tengelyre valo tiikorképét. A kovetkezGkben ismertetjiik S. Butler eredményét.
Adott az (z(t),y(t)) gorbe megfelels pontjaban az e érint6 egyenlete:

e a'(t) - ly —y®)] =y (t) - [z — 2(t)] =0,
melyet y—ra rendezve, ha x(t) # 0:

_y
/()

Jelolje me(t) az e egyenes meredekségét, valamint c.(f) az egyenenes y tengellyel

vett metszetét.

A Butler-transzformécio a gorbét gorbébe vivg

gt = (2(t),y(0))] = [t = (me(t), ce(t))]

leképezés, ahol

az érinté meredekségét,




az y tengellyel vett metszetét jeloli.
Egy r(t) = (z(t),y(t)) gorbe B(r) Butler-transzformaltja legyen (z°(t),y’(t)), és
definialjuk a

y'(t)

B (a(0h) = 00" 0) = (S0 - L0 eat0) ()

pont-transzforméciot. A 3 tobbszori alkalmazéasat a § el6tt megadott szammal jelezziik,

vagyis 2% = 27 = (2%)° péeldaul.

Tétel. Adott egy r(t) = (z(t),y(t)) dltal paraméterezett gorbe, ahol t eleme eqy nyilt
intervallumnak, x,y € C?, 2'(t) # 0 valamint k(t)|7(t)]* = 2/(t)y” (t) — v/ (¢)2” (¢) # 0.
Ekkor

(@®(8), (1)) = (=a(t), y(1)),

vagyis B(B(r)) az r girbe y-tengelyre vett tikiorkeépe.

Bizonyitds. A tétel feltétele szerint nyilt intervallumon z/(t) # 0 és x,y € C?, akkor
barmely t-re, amely eleme ennek az intervallumnak 2° és ¢y léteznek. Masrészt, mivel
2% és y” differencialhato fiiggvényekbdl allnak, ezért maguk is diffenerencialhatoak.

Végiil a tétel masodik feltétele miatt igaz, hogy

o (YO _ 00 =y (a0
) (f@> WD)

gy 229 és y?? is létezik az intervallum minden pontjéra, ezért alkalmazhatjuk a transz-

£0.

formaciot kétszer.

Hasznaljuk fel a (4.1) formulat.

2505 — Y@ Y (YN
0= (w033 =)+ (55
(- KA 0
@y
y' ()2’ (t) —y'(t)z"(t)
Ly () — () ()

('(1))?

valamint

yP(t) = y(t) —a(t) -

Ebbél kapjuk, hogy
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B2 ((2(t), (1) — (=), (1)) , (4.2)
ahogy a tétel allitja. O

Ha tehat adott egy egyparaméteres egyenessereg, akkor a Butler-transzforméacio
megadja a burkoldjat anélkiil, hogy az 1. tételben megadott egyenletrendszert kellene
megoldanunk, vagy derivalnunk kellene: elég a meredekséghdl és a tengelymetszetbdl

Osszeallitanunk a gorbét!

4.1.1. Néhany gorbe Butler-transzformaltja

1. Példa. Tekintsiik az r = (x(t),y(t)) = (t,t* — 2t> + 1) negyedfokt gorbét, ahol

t € (—o0,00). Hajtsuk végre egyszer Butler (4.1) transzformaciojat:

Br(t) = («°(1), 4" (1) = (wt -2 1t (M))

t t/
= (4% — 4t t" = 2% + 1 — (4% — 4t)) = (4> — 4t, =3t + 26* + 1).

Lathatjuk, hogy a transzformalt polinomialis goérbe, altalaban mér nem is diffe-
rencialhato. A 4.1 dbra mutatja a transzformécié eredményét, amin jol latszik, hogy
két pontban a transzforméaltnak ,csicsa” (cusp) lesz. A példa altalanositasabol vilagos,

hogy polinomfiiggvény képe altalaban is polinomialis gorbe.

Br 154

4.1. abra. t* — 2t2 + 1 gorbe [B-transzformaltja
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2. Példa. Tekintsiik az r = (z(t),y(t)) = (¢,2t> — 3t + 2) parabolat, ahol

t € (—00,00). Hajtsuk végre egyszer Butler (4.1) transzformaciojat :

t t
= (4t — 3,2t* = 3t + 2 — t(4t — 3)) = (4t — 3, —2t* + 2).

Br(t) = (@ (t),y°(1)) = (M 22 — 3t +2—t (M))

Allitas. Az r parabola fr képe eqy parabola.

Bizonyitds. Legyen z = 4t — 3, azaz t = 213 az 1j paraméteriink. Helyettesitsiik ezt a

(2P(t),y°(t)) kifejezésbe.

(27(1), (1)) = ( 2 ( u 3)2 i 2) _ ( L (%} i 2)

B 2—22—62—9+16 B z—lzz—ﬁz—l—z
S \7 8 S\ 8 87 8

Ezzel az éllitasunkat igazoltuk. ]

A 4.2 dbra mutatja a transzformacié eredményét.

J
N\

4.2. abra. Parabola (-transzformaltja

3. Peélda. Tekintsiik az r = (2(t),y(t)) = (t,£4/1 — £¢?) ellipszist, ahol
t € [—V/5,V5]. Hajtsuk végre egyszer Butler (4.1) transzformaciojat:
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fri) = (@), (1)) = (im),i@—t. W)

t

t 1
— F— 1 -t [ F——
5y/1— 12 g 5y/1— b2

t 1
T , £
5\/1—§t2 \/1—§t2
Allitas. Az r ellipszis Br transzformdltja egy hiperbola.

Bizonyitds. Legyenek

t 1
T =F—F—, y==
5y/1— £ 1— 12
Ekkor
2 5
2 _ 2 _
T T Y T e
amibdl
5 12 5— t2
y? — 5r? = — = =1

b—t2 5—t2 5—¢2

Ez egy hiperbola egyenlete, ami igazolja allitasunkat.

A 4.3 abra mutatja a transzformaci6 eredményét.

4.3. abra. Ellipszis g-transzformaltja
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4. Példa. Tekintsiik az r = (z(t),y(t)) = (¢, +4/t*> — 3) hiperbolat, ahol

t € (—oo, —‘/75] U[‘/Ti, o0). Hajtsuk végre egyszer Butler (4.1) transzformaciojat:

Br(t) = (2°(t),y" (1)) = M,iﬂﬁ _ % _¢. M

t t

N[

t / 1 +t t 1
:i:—7 + t2 - 5 —1- T — = + , T
1 1 1
NI N N AN
Allitas. Az r hiperbola Br képe egy hiperbola.

Bizonyitds. Legyenek

t 1
T =% ’ Y=+
1 1
21 2,/t2 1
Ekkor
t? 1
2 _ 2 _
tTeoD YV Ty
amibdl
t? 2 212 — 1
2 2
S R B S V2 RV
Ez egy hiperbola egyenlete, ami igazolja allitasunkat. O]

A 4.4 abra mutatja a transzformacioé eredményét. Jegyezziikk meg, hogy az eredeti
hiperboldnak vannak fiiggéleges érintdi, ezeket a transzformécié nem kezeli, ezért a
képgorbének két megsziintethetd szakadéasa van. Altalaban ha csak véges sok pontban

fordul els fiiggbleges érintd, akkor a rekonstrukecio elvégezhets, a szakadasok megsziin-

L

tetése helyes eredményt ad.

4.4. abra. Hiperbola [-transzformaltja
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4.2. A p—transzforméacié

Ebben a fejezetben megismeriink egy a szerzé altal talalt, az el6zéekben megismert
Butler-transzformaciohoz hasonlé leképezést. Fontos emliteni, hogy mig Butler transz-
formaciojanak négyszeri alkalmazéasa adja visza az eredeti gorbét, addig a p transzfor-
méacié hatodik hatvanyaval kapjuk vissza az eredeti gorbét.

Egy egyenest ezuttal a meredekségének reciprokival és az = tengelymetszetével
adunk meg.

Adott az r(t) = (z(t),y(t)) gorbe megfelels pontjaban az e érintd egyenlete:

e:'(t) - [y—y®)] —y'(t) - [w —x(t)] = 0.
Rendezziik ezt az egyenletet z-re, ha x'(t) # 0:

(1)

0

Jelolje m(t) az e egyenes meredekségének reciprokat, valamint ¢¢(t) az egyenenes

cy+a(t) —

x tengellyel vett metszetét. Defindljuk a gorbét gorbébe képezd o traszformaciot a

kvetkezbképpen:
e [t (2(t),y(@)] = [t — (me(t), (1))],
alol
me(t) = ”y”g; 6 () = a(t) — 58 y(8).

A p altal kapott gorbe paraméterezését (x#(t), y*(t)) jeloléssel megadva a

s ({0, y(0) — ((0), (1)) = (

pont-pont transzformaciohoz jutunk.

Tétel. Adott eqy r(t) = (x(t),y(t)) gorbe, aholt eleme egqy nyilt intervallumnak, és x,y
e C2y(t) #0 ésa”(L)y'(t) —y” ()2 (t) # 0. Ekkor

(@™ (1), y™ (1)) = (x(t), y(t)),
ahol 641 a p transzformdcio hatszori alkalmazdsdt jeloli.

Bizonyitds. A tétel feltétele szerint nyilt intervallumon y/(t) # 0 és z,y € C?, ezért

barmely t-re, amely eleme ennek az intervallumnak, x# és y* léteznek. Masrészt, mivel

24



xt és y* differencialhato fliggvényekbdl dllnak, ezért maguk is differencidlhatoak. Végiil

a tétel masodik feltétele miatt igaz, hogy
/ t / W t / t 2" t / t
i = (20) - £y st
y'(t) (v (1))
Igy 2% és y?* is léteznek az intervallum minden pontjara, tehat alkalmazhatjuk a

transzformaciot kétszer :

£0.

"0 "0 TI0);
) - )
Gt) TIOIE u(®) yﬁ)y@>
RO RO (v(1))?
POk @050 — 20 7 0) 900
1
L

valamint

y'(t) y(t) y
_ a'(t) (_m(t) x’(t)) (1)
y'(t) y(&) vt/ )

Az eredeti gorbe masodik traszformaltja a kévetkezd:

n%@mw@»e(mi—ﬂﬁ) (1.4)

y(t) y(t)
Legyen & = ji2. Szamitsuk ki ennek a harmadik hatvanyat, vagyis alkalmazzuk a &

transzformaciot egymas utan haromszor. Igy megkapjuk a fi® hatvanyt.

A0 (a(t), y(t) = & (x(t), y(t) = E(E(E(x(t), y(1)))) = € (5 <_it) %))

Tehat a 12 = £ transzformécié haromszori alkalmazésaval, vagyis a p transzforméacio

hatodik hatvanyaként visszakaphatjuk az eredeti gorbénket.
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& = (2(t),y(t) — ((t), y(t)). (4.5)

4.2.1. Néhany gorbe p-transzformacioja

1. Példa. A Butler transzformécional latott negyedfoki gorbére alkalmazzuk most a
u transzformaciot. Tekintsiik tehat a r(t) = (z(t),y(t)) = (¢, t* — 2t* + 1) negyedfoku
gorbét, ahol ¢ € (—o0, 00). Alkalmazzuk egyszer a (4.1) altal adott p transzforméaciot

a gorbére.

(z(t),y(t)) = (t,t* — 26> + 1)
I H — t 4 2 v
(a(t), " (t) = (m,t—(t — 2t +1)m>
1

1
= ——t—(t* =2+ 1
( (=2 1) )

4¢3 — 4t
_ 1 3" —22 -1\ 1 37 +1
Co\4B — 4t 43 — 4t Co\4t(r—-1) 4 )

Allitas. Az r gorbe ur képének egyenlete 4y?(y?> — 4wy + 32%) = 4y* + 922 — 62y.

Bizonyitds. Legyenek

1 ) 3t2+1
x = m és y=—
Ekkor
y_ 341 _3°-3+2 . 2
r  t2-1 2 -1 2—1’
ebbdl
2 2
%_3+1:t
és
<3 ( 2 1)+ 1>2 (44 Sz )2 (bridry 9
2 = e _ y=3z/ _ \ y-3z _ (2y — 3x)
16 (25 +1) 1635 e Aoy -3
amibdl

4o (y? — day + 32%) = 4y + 927 — 6ay.
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A 4.5 dbra mutatja a transzformacié eredményét.

IN

w

VAN,

S & % J;

ur
4.5. dbra. t* — 2t? + 1 gorbe p-transzformaltja

2. Példa.Tekintsiik az r = (z(t),y(t)) = (¢,2t> — 3t + 2) parabolat, ahol

t € (—00,00). Hajtsuk végre egyszer a p transzformaciot:

) = @0 00) = (g rgrt— @7 =3+ (g7 ))

1 1 1 22—2
=—— t—(2*=-3t+2)—— | = .
(4t—3’ ( + )4t—3> (4t—3’4t—3>

Allitas. Az r parabola pr képe egy hiperbola.

Bizonyitas. Legyenek

1 2t — 2
xr = _—
4t — 3’ Y= =3
Ekkor
Yy 2
Z=2(t"—-1
b—a 1),
amelybdl
Y
+y/=+1=t
217+ ’
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ebbdl pedig

1
St 3=44) L 413
T 2x

14 3z\° Y
== +1
( 4z ) 2x+

1+ 92° 4 62 = Szy + 1622

T2 4+ 8xy — 6z —1=0
146z —72*  1—2®+6(x—2?)

y 81 a 8z
(1—2)(1+72) 6 7:[
N 8 8 87

Ennek aszimptotai az x = 0 és a 8y + 7x = 6 egyenesek. Mivel a gorbe egyenlete

masodfokt, nem elfajuld és két aszimptotédja is van, ebbdl kévetkezik, hogy hiperbola.
]

Igy az allitasunkat igazoltuk.

A 4.6 dbra mutatja a transzformaci6é eredményét.

N

Mr

4.6. abra. Parabola u-transzformaltja

3. Példa. Tekintsiik az r = (z(t), y(t)) = (¢, £4/1 — £t2) ellipszist, ahol
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t € [=v/5,V5]. Hajtsuk végre egyszer a u transzformaciot:

t I t
()
1 1
(£/1- 1) (£/1- 1)
5y/1— 3t2 1 T5y/1 — £t2 5y/1—3it? 5
_5,t_<i /1__t2>._ ViTs VTt s
5 t 't

t t

pr(t) = (2(1),y"(t)) =

= |7

Allitas. Az r ellipszisnek a pr transzformdltja eqy hiperbola.

1
5y/1— L2

Bizonyitds. Legyenek

TRy YT
Azaz
, 25— 52 5 25
2= = V=0
Ebbél
y_e 5 5=t
5 5 t? 12

hiperbola egyenletet kaptuk. Ezzel igazoltuk allitasunkat.

A 4.7 dbra mutatja a transzformaci6é eredményét.

u

AW
/U A

4.7. abra. Ellipszis p-transzformaltja



4. Példa. Tekintsiik az r(t) = (z(t),y(t)) = (t,+,/t*> — 3) hiperbolat, ahol

t € (—oo, —‘/75] U[‘/TE, o0). Hajtsuk végre egyszer a u transzformaciot:

pr(t) = (2"(t), (1))

t 1
ey )
N ()
2
2 —2 1\ £/t
(2 (e >._v

]
\/

o

t 2 /

v

Allitas. Az r hiperbola pr transzformdltja eqy ellipszis.

Bizonyitds. Legyenek

r == - % y = 1
t ’ 2t
Ebbdél . .
2 2
rr=1- 52 Y = el
amiért
22 + 2% = — ! +1-— ! =1.
212 212
Ez egy ellipszis egyenlete, amellyel az allitasunkat igazoltuk. O]

A 4.8 dbra mutatja a transzformécié eredményét. A fiiggéleges érintk, hasonldéan

a korabbiakhoz, itt is megsziintetheté szakadést okoznak.

Hr -0.51

4.8. abra. Hiperbola p-transzformaltja
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4.3. A (- és u-transzformacidk kombinacioi

Az el6z6 fejezetekben két érdekes transzformacioval taldlkoztunk. Felvetédik a kérdés,
hogy vajon mit eredményez, ha ezen transzforméciokat egymas utan alkalmazzuk, és
kiilonb6zd sorrendben alkalmazzuk. Van-e esetleg kommutativitas?

Vizsgéljuk elGszor a korabban mér emlitett két transzformécio szorzatat!

Tétel. A 3o p szorzat az eredeti gorbét ora jardsdval szemben 90°-kal elforgatva adja

VISSZA.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy

pr [t = (@(8), y()] = [t = (m(1), (1))

és

Legyen a szorzatuk

Bop: (w(t),y(t) = (@ (t),y™" (1))

Ekkor
xﬁou(t> _ |:$/<t) l’”(t) y,((ti;,(t)f;(t) 'y”(t) y(t) + g:g; y/<t)>:|
27 (t) - y'(t) — (1) -y (t)
(y'(1))?
_ @)y () -y (@) y(t) (y'(1)?
(y'())? a(t) -y (t) — /() - Y7 (¢)
= —y(1),
oy _ z'(t) z'(t) _
) = 2(0) = S yl0) = (—u(0) - S = ()

vagyis a két transzformacio szorzatéara

Bop: (w(t),y(t) = (@™ (t),y™" (1)) = (—y(t), x(t)) (4.6)

adodik, ahogy a tételiink allitja.
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Tétel. A 1o szorzat négyzete a gorbét az x-tengelyre tikrézve adja vissza.

Bizonyitds. Legyen

po B (x(t),y(t) = (@ (1), y"*"(t))

a:“oﬁ(t)
(2/(1))?
- (S )
Y2 -y 2" () (z'(t))? 1
1 (2/(t))? y'(t) -2 (t) — y'(t) - 2" (t) a(t)
0]
valamint
oy _ Y@ 1\ v ) - v
v =5~ () (0~ By +0) =
Ebbdl

amiért

ahogy a tétel allitja.

Lathato, hogy a transzformaciok szorzata nem kommutativ, azonban

ﬁQ(Hﬁ)Q = TyTe = TaTy = (Nﬁ)2ﬁ2a

ahol 7, az x—tengelyre, 7, az y—tengelyre vett tiikrozést jeloli, mégis mutat egyfajta

kommutativitast.
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