Euklidészi geometria
Vizsgalap A.

Az elsé, “elméleti” részben a teendé:
e a megadott elméleti tertilet definiciéinak és tételeinek pontos kimondésa az egymaésra épiilésiik sorrendjében, és
e a ddlt betiivel kiemelt tétel bizonyitasa.

A mésodik, “gyakorlati” részben a teendd a feladatok megolddsa indokldssal.

A munkédhoz rendelkezésre all6 id6 55 perc, kizarélag a nyomtatott feladatlapon, vagy a vizsgaztaté altal adott papiron
végezhet6. Masmilyen papiron beadott munka érvénytelen.

Az értékelés a vizsgaztatd szubjektiv, de legjobb tudésa szerinti dontés eredményeként %-ban megadott szdm.

Elmélet:

(al) Forgdsok és csoportjaik, az azonos kézépponti forgdsok szorzdsdinak kommutativitdsa.

Gyakorlat:
(a2) Az illeszkedési axiémék alapjan mutassuk meg, hogy az affin sikon minden egyenesen ugyanannyi pont van.

(a3) Hatérozzuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely a 3z + 2y = 2 egyenesnek a ( 0 g) matrixu dilatacié
szerinti képe!

(ad) Az a + 3b vektor meréleges a 7Ta — 5b vektorra, az a — 4b vektor pedig meréleges a 7a — 2b vektorra. Mekkora az a
és b vektorok hajldsszoge?

(ab) Egy pozitiv koriljarasit ABC haromszog A, B és C cstcsa koril rendre 2«, 283, 2 sz6gli negativ irdnyu forgatast
végzink. Mi lesz e harom forgatas szorzata?
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Euklidészi geometria
Vizsgalap B.

Az elsé, “elméleti” részben a teendé:
e a megadott elméleti tertilet definiciéinak és tételeinek pontos kimondésa az egymaésra épiilésiik sorrendjében, és
e a ddlt betiivel kiemelt tétel bizonyitasa.

A mésodik, “gyakorlati” részben a teendd a feladatok megolddsa indokldssal.

A munkédhoz rendelkezésre all6 id6 55 perc, kizarélag a nyomtatott feladatlapon, vagy a vizsgaztaté altal adott papiron
végezhet6. Masmilyen papiron beadott munka érvénytelen.

Az értékelés a vizsgaztatd szubjektiv, de legjobb tudésa szerinti dontés eredményeként %-ban megadott szdm.

Elmélet:

(b1) Eltoldsok és csoportjaik, az eltoldsok szorzdsdnak kommutativitdsa

Gyakorlat:
(b2) Az illeszkedési axiémak alapjén mutassuk meg, hogy az affin sikon minden ponton ugyanannyi egyenes megy &t!
2 0
(b3) Hatdrozzuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely az x + 3y = 3 egyenesnek a < 0 2) méatrixu dilatacié

szerinti képe!

(b4) Az 2a+ 5b vektor merdleges a 4a — 3b vektorra, az a — 4b vektor pedig meréleges a 7a — 2b vektorra. Mekkora az a
és b vektorok hajldsszoge?

(b5) Milyen egyszer(ibb transzforméciéval helyettesitheté a (—1,0), (0,—1), (1,0) és (0,1) csicsokkal megadott négyzet
négy oldalegyenesére valé tengelyes tiikrozések szorzata, ha az elsé sitknegyedbe es6 oldala egyenesével kezdve az éra
jarasaval ellentétes sorrendben hajtjuk végre a tiikrozéseket?
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Euklidészi geometria
Vizsgalap C.

Az elsé, “elméleti” részben a teendd:
e a megadott elméleti teriilet definicidinak és tételeinek pontos kimondasa az egymasra épiilésiik sorrendjében, és
e a ddlt betiivel kiemelt tétel bizonyitasa.

A mésodik, “gyakorlati” részben a teendd a feladatok megolddsa indokldssal.

A munkédhoz rendelkezésre all6 id6 55 perc, kizarélag a nyomtatott feladatlapon, vagy a vizsgaztaté altal adott papiron
végezhet6. Masmilyen papiron beadott munka érvénytelen.

Az értékelés a vizsgaztatd szubjektiv, de legjobb tudésa szerinti dontés eredményeként %-ban megadott szdm.

Elmélet:
(cl) Izometridk és egybevagdsiagok, fizpont-tétel kettd fixpont esetén.

Gyakorlat:

(c2) Legyen az affin sikban az ABC héromszog esetén (ABP) = (ACQ) = 1.
(a) Mutassuk meg, hogy a BQ és C'P szakaszok metszik egymaést egy M pontban!
(b) Hatdrozzuk meg a (BQM) és (CPM) osztéviszonyok értékét!
(c3) Bontsuk fel a (4,1, —8) vektort a (0,1, 2) vektorral parhuzamos és arra merdleges Osszetevikre.
(c4) Egy koordindtdzasban az a és 8 nyfrdsok métrixai rendre ((1) 1) és (_1 1 (1]>
(a) Mi a § fix egyenesének egyenlete ezen koordindtdzdsban?
(b) Mi a métrixa, és milyen tipusu transzformdcié a af szorzatleképezés?
(b)) A A = (1,-2) pontot elészor az x —y = —3, utdna az x + y = 0 egyenletli egyenesre tiikrozzik. Mik lesznek az
eredménytil kapott pont koordinatai?
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Euklidészi geometria
Vizsgalap D.

Az elsd, “elméleti” részben a teendé:
e a megadott elméleti teriilet definicidinak és tételeinek pontos kimondasa az egymasra épiilésiik sorrendjében, és
e a ddlt betiivel kiemelt tétel bizonyitasa.

A misodik, “gyakorlati” részben a teendd a feladatok megolddsa indokldssal.

A munkédhoz rendelkezésre all6 id6 55 perc, kizarélag a nyomtatott feladatlapon, vagy a vizsgaztaté altal adott papiron
végezhetd. Masmilyen papiron beadott munka érvénytelen.

Az értékelés a vizsgaztato szubjektiv, de legjobb tudésa szerinti dontés eredményeként %-ban megadott szdm.

Elmélet:

(d1) Homotécidk és hasonldsdg, a nem izometrikus homotécidk fixpontja.

Gyakorlat:

(d2) Legyen az affin sikban az ABC haromszog esetén (ABP) = (ACQ) = —3.
(a) Mutassuk meg, hogy a BQ és C'P szakaszok metszik egymast egy M pontban!
(b) Hatdrozzuk meg a (BQM) és (CPM) osztéviszonyok értékét!
(d3) Bontsuk fel a (9,1, —7) vektort a (1,2, —1) vektorral parhuzamos és arra merdleges dsszetevikre.

1 -1 1 0
(d4) Egy koordinatdzésban az « és § nyirdsok métrixai rendre ( 0 1 ) és ( 11 )

(a) Mi az « fix egyenesének egyenlete ezen koordindtdzasban?
(b) Mi a métrixa, és milyen tipusu transzformdcié a B szorzatleképezés?
(d5) A A = (—2,3) pontot elészor az x —y = 0, utdna az x + y = 2 egyenletil egyenesre tiikrozziik. Mik lesznek az
eredménytiil kapott pont koordinatai?
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tovdbbi gyakorlo feladatok

Euklidészi geometria
Tovabbi gyakorlé feladatok

Az illeszkedési axiémak alapjan mutassuk meg, hogy az affin sikon minden egyenesen ugyanannyi pont van.
Igaz-e, hogy az affin sik minden egyenesén végtelen sok pont van? Miért?

Az illeszkedési axiémék alapjan mutassuk meg, hogy az affin sikon minden ponton ugyanannyi egyenes megy &t!
Igaz-e, hogy az affin sik minden pontjan ugyannyi egyenes megy at?

Az illeszkedési axiémék alapjan mutassuk meg, hogy egy ponton at ugyanannyi egyenes megy at, ahdny pont egy
egyenesre illeszkedik!

Mutassuk meg, hogy az affin stkon az egyenesek parhuzamossiga ekvivalenciareldcid!

Mutassuk meg, hogy az affin sikon egy a egyenest metsz6 [ egyenes metszi az a-val parhuzamos b egyenest is!

Miért igaz, hogy az affin sikon minden egyenesen kiviil is van pont?

Fogalmazzuk meg a nyitott konyv tételének tagadédsat!

Adott a kiillonb6z6 A és B pont. Hatarozzuk meg az AB egyenes A, illetve B kezdOpontu félegyeneseinek metszeteit!
Adott a kiilonbozo A és B pont. Hatdrozzuk meg az affin sik A, illetve B kezd&pontu félegyeneseinek metszeteit!
Mutassuk meg, hogy egy affin szabdlyos hatszdg atellenes csiicsait 6sszekoté at16i egy ponton mennek keresztiil!
Mutassuk meg, hogy egy affin szabdlyos nyolcszog atellenes cstcsait 6sszekotd 46161 egy ponton mennek keresztiil!
Mutassuk meg, hogy egy affin szabdlyos 2n-szdg atellenes csiicsait 6sszekoto dt16i egy ponton mennek keresztiil!

Ha az « sik a v sikot az a egyenesben metszi, a G sik a =y sikot a b egyenesben metszi, akkor lehet-e kitér6 az a és a b
egyenes?

Ha harom kiilénbo6z6 sitknak van egy kozos egyenese, akkor mit nondhatunk a mindharom sikot metszé negyedik siknak
az el6z6 harom sikkal valé metszésvonalair6l?

Ha harom kiilénb6z6 siknak van egy kozos pontja, akkor mit nondhatunk a mindhdrom sikot metsz6 negyedik siknak
az el6z6 harom sikkal valé metszésvonalairdl?

tovabbi gyakorl6 feladatok
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tovdbbi gyakorlo feladatok

Ha héarom kiilonboz6 siknak egyetlen kozos pontja van, akkor mit nondhatunk a mindharom sikot metsz6 negyedik
siknak az el6z6 hdarom sikkal valé metszésvonalairél?

Ha harom kiilénbo6z6, paronként nem parhuzamos siknak van egy kozos egyenese, akkor mit mondhatunk a mindharom
sikot metsz6 negyedik siknak az eléz6 harom sikkal valé metszésvonalairél?

Ha harom kiilonb6z06, paronként nem parhuzamos siknak nincsen kozos pontja, akkor mit mondhatunk a mindharom
sikot metsz6 negyedik siknak az elézd harom sikkal valé metszésvonalairél?

Ha harom kiilonb6z6, paronként nem parhuzamos siknak nincsen k6zos egyenese, akkor mit mondhatunk a mindharom
sikot metsz6 negyedik siknak az el6z6 harom sikkal valé metszésvonalairdl?

Lehet-e két kitér6 egyenesre parhuzamos sikpart illeszteni?
Egy sikban vannak-e ugyanazon egyenest metsz0, egyméssal parhuzamos egyenesek?

Melyik igaz a kovetkezd allitasok kozil?
(a) Tetszleges hdrom paronként kitérd egyenesre illeszthetd egy-egy sik gy, hogy azok parhuzamosak.
(b) Van hérom olyan péronként kitérd egyenes, amelyekre illesztheté egy-egy sik gy, hogy azok parhuzamosak.

Legyenek az affin sikban az ABCD paralelogramma oldalain P és ) olyan pontok, amelyekre (ABP) = (ADQ) = 1.
Legyen AC és PQ metszéspontja M. Mennyi lesz a (PQM) osztéviszony?

Legyenek az affin sikban az ABCD paralelogramma oldalain P és @ olyan pontok, amelyekre (ABP) = (ADQ) = «.
Legyen AC és P(Q metszéspontja M. Mennyi lesz a (PQM ) osztéviszony?

Legyenek az affin sfkban az ABC'D paralelogramma oldalain P és @ olyan pontok, amelyekre (ABP) = «, (ADQ) = (.
Legyen AC és PQ metszéspontja M. Mennyi lesz a (PQM ) osztéviszony?

Legyenek az affin sikban az ABC D paralelogramma oldalain P és @ olyan pontok, amelyekre (ABP) = (ADQ) = 1.
Legyen AC és PQ metszéspontja M. Mennyi lesz az (ACM) osztéviszony?

Legyenek az affin sikban az ABCD paralelogramma oldalain P és () olyan pontok, amelyekre (ABP) = (ADQ) = «.
Legyen AC és PQ metszéspontja M. Mennyi lesz az (ACM) osztéviszony?

Legyenek az affin stkban az ABC' D paralelogramma oldalain P és ) olyan pontok, amelyekre (ABP) = a, (ADQ) = .
Legyen AC és PQ metszéspontja M. Mennyi lesz az (AC M) osztéviszony?

Legyen az affin sfkban az ABC haromszog esetén (ABP) = 2, (ACQ) = 2.
(a) Mutassuk meg, hogy a BQ és C'P szakaszok metszik egymaést egy M pontban!
(b) Hatarozzuk meg a (BQM) és (CPM) osztéviszonyok értékét!

Legyen az affin sikban az ABC héaromszog esetén (ABP) = A > 0, (ACQ) = pu > 0.

(a) Mutassuk meg, hogy a BQ és C'P szakaszok metszik egymdst egy M pontban!
(b) Hatdrozzuk meg a (BQM) és (CPM) osztéviszonyok értékét!

tovabbi gyakorl6 feladatok
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tovdbbi gyakorlo feladatok

(¢) Adjunk megoldast arra az esetre, amikor a = f!

frjuk fel annak az koordindtaegyenesnek az egyenletét, amely dtmegy a (3, —3) ponton, és padrhuzamos a 4x + 4y =7
egyenletli koordindtaegyenessel!

frjuk fel annak az koordindtaegyenesnek az egyenletét, amely dtmegy a (3,3) ponton, és parhuzamos a 2z — 2y = 7
egyenletli koordindtaegyenessel!

frjuk fel annak az koordindtaegyenesnek az egyenletét, amely dtmegy a (—2,4) ponton, és parhuzamos a 6z — 2y = 4
egyenletli koordindtaegyenessel!

Izomorf-e az affin sikon a P kezd&pontu helyvektorok tere és a ( kezddépontu helyvektorok tere?

Megadhato6-e izomorfizmus a az affin sikon a P kezd&pontu helyvektorok tere és a @ kezd6pontu helyvektorok tere
kozott?

Van-e kozos pontja a kovetkezd egyenletekkel rendelkezd harom koordinataegyenesnek:
r4+y=12y—y=3, —x+ 3y = —27

Van-e kozos pontja a kovetkezd egyenletekkel rendelkezd harom koordinataegyenesnek:
—r+y=12r—-3y=3, —x+ 3y =—-27

Van-e kozos pontja a kovetkezd egyenletekkel rendelkezé harom koordindtaegyenesnek:
2 +y=1,2x+3y=3, —x +3y =17

Izomorf-e az S affin sik Sy helyvektor tere és az R? vektortér?
Izomorf-e az S affin sik Sy helyvektor tere és az R? vektortér?
Tiikrozziik a 4o — 3y = 10 egyenletii egyenesre a (2;2) pontot!
Egy téglalap alaku orszag kirdlya az orszag belsejében 1év6 f6varosabdl elindulva a szomszédos orszagok kiralyaival

hatartaldlkozén térgyal, egyiktél a szomszédos masikhoz haladva, majd hazatér. Hova kell megszervezni a a
talalkozokat, hogy a kiralynak a legkevesebbet kelljen utazni?

1 1
Két nyirds matrixa <5 (1)) és ( 9 (1)> Mi lesz a két nyiras szorzata?
Izomorf-e az S affin sik Sy helyvektor tere és az R? vektortér?
Tiikrozziik a 4z — 3y = 10 egyenletii egyenesre a (3;3) pontot!

Tiikrozziik a 3x + 4y = 5 egyenletil egyenesre a (3;3) pontot!

Tikrozzik az x = 5 egyenletii egyenesre az x — 3y = 2 egyenest!

tovabbi gyakorl6 feladatok
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Tiikrozziik az y = —2 egyenletli egyenesre a 2z — 3y = 4 egyenest!
Egy téglalap alakd orszag kirdlya az orszag belsejében 1év6 f6varosdbdl elindulva a szomszédos orszagok kirdlyaival
hatartaldlkozén targyal, egyiktdl a szomszédos masikhoz haladva, majd hazatér. Hovd kell megszervezni a a
talalkozokat, hogy a kiralynak a legkevesebbet kelljen utazni?
Egy téglalap alaku bilidrdasztalon van egy fehér és egy piros golyo.
(a) A feladat az, hogy az asztal négy szomszédos oldaldn egymds utdn visszaverddve végiil eltaldljuk a piros golydt.
Milyen irdanyban kell ellokni a fehér goly6t?
(b) Ha a piros goly6 helyzete rogzitett, hatdrozzuk meg azokat a pontjait az asztalnak, ahonnan a fehér golyét el-
inditva a feladat megoldhatd!
Egy téglalp alaku biliardasztalon van egy fehér és egy piros golyé.
(a) A feladat az, hogy el8szor az asztal két hosszabb, majd a két révidebb oldaldn egymds utdn visszaverddve végtil
eltalaljuk a piros golyét. Milyen iranyban kell ellokni a fehér goly6t?

(b) Ha a fehér goly6 helyzete rogzitett, hatarozzuk meg azokat a pontjait az asztalnak, ahova a piros golydt letéve a
feladat megoldhatd!

10 1 0
Két nyirds matrixa <5 1) és (_ 9 1 > Mi lesz a két nyiras szorzata?

. 1 0Y\, 1 0 . , .oz
Két nyirds matrixa <_ 9 1) és ( 41 ) Mi lesz a két nyiras szorzata?

10 10
Két nyirds matrixa <a 1) és (b 1 ) Mi lesz a két nyiras szorzata?

Két nyirds matrixa <(1) ?) és ((1) l1)> Mi lesz a két nyirds szorzata?
Van-e invaridns egyenese egy nyirasnak?

Van-e invaridns egyenese egy origot fixen hagyé nyirdsnak?

Adjuk meg az Osszes olyan nyirdst, amelynek van invarians egyenese!

Mi lesz egy dilatécié és egy kozéppontos tiikrozés szorzata?

Konjugaljunk egy dilatéciét egy kozéppontos tiikrozéssel! Mi lesz az eredmény?
Konjugéljunk egy kozéppontos tiikkrozést egy dilatacidévall Mi lesz az eredmény?
Mit neveziink involicionak?

Mit neveziink involutorikus leképezésnek?

Igaz-e, hogy az affin sikon az involicidk csoportot alkotnak?

tovabbi gyakorl6 feladatok
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Mutassuk meg, hogy ha két involicié szorzata fliiggetlen a sorrendjiiktol, akkor a szorzat is involucid!

Legyen A az a egyenes pontja. Milyen leképezés lesz a 7,74 szorzat?

Adottak egy e egyenes és rajta a C pont. Mi lesz a 7¢ és 7, tikrozések 7.7¢szorzata?

Adottak az affin sikon egy a egyenes és egy A pont. Mi lesz a rdjuk vonatkozd tiikkrozések 747, szorzata?
Adottak az affin sikon egy a egyenes és egy A pont. Mi lesz a rdjuk vonatkozd tiikkrozések 7,74 szorzata?
Adottak az affin sikon egy a egyenes és egy A pont. Mikor lesz a rdjuk vonatkozé tiikrozésekre 747, = 74747

Tiikrozziik az O(0,0) és A(1,1) pontokon atmend egyenest az = + y = 3 egyenletli e egyenesre, és adjuk meg az
egyenletét!

Tiikrozziik az A(—1,1) és B(1,—1) pontokon dtmend egyenest az z — y = 2 egyenletii e egyenesre, és adjuk meg az
egyenletét!

Az A(2,3) pontot elszor az x —y = 2, utdna a 2z + 2y = 8 egyenletli egyenesre tiikrozziik. Adjuk meg a végiil kapott
pontot!

Az A(—1,3) pontot elészor az —x — 2y = 4, utdna a 4o — 2y = 8 egyenletli egyenesre tiikkrozziikk. Adjuk meg a végiil
kapott pontot!

Az A(1,3) pontot elészor az x —y = 0, utdna az © — y = 8 egyenletii egyenesre titkrozziik. Adjuk meg a végil kapott
pontot!

Az A(3,0) pontot elészor az x +y = 0, utdna az = + y = 6 egyenletii egyenesre titkrozziik. Adjuk meg a végil kapott
pontot!

Az 5z + 2y = 4 egyenletii egyenest el6szor az 2z — by = 0, utdna az 2x — 5y = 8 egyenletli egyenesre tiikkrozziik. Adjuk
meg a végiil kapott egyenest!

Az x + 4y = 4 egyenletil egyenest el0szor az 4x — y = 0, utdna az 4o — y = 5 egyenletli egyenesre tiikrozziik. Adjuk
meg a végiil kapott egyenest!

Legyen a és b két egyenes az euklidészi sikon, C rajtuk kivil egy pont. Hatarozzuk meg az e egyenest, melynek az
a-val és b-vel valé metszéspontjai altal meghatarozott szakaszt C felezi!

Legyen ki és ko két kor az euklidészi sikon, C' rajtuk kiviil egy pont. Hatdrozzuk meg az e egyenest, melynek az
ki-gyel és ko-vel valé metszéspontjai altal meghatdrozott szakaszt C' felezi!

tovabbi gyakorl6 feladatok



tovdbbi elméleti kérdések

Euklidészi geometria
Tovabbi elméleti kérdések

(Tel) Affin sik axiémadi, nyitott konyv tétele Desargues-sikon.

(Te2) Kotott és szabad vektorok, a pdrhuzamos szeldk tétele.

(Te3) Helyvektorok és koordindtdzds, az egyenesek egyenlete.

(Ted) Minkowski-metrikdk, norma és Euklidészi metrika, Pitagorasz tétele.

(Teb) Izometridk és egybevagdsigok, fizpont-tétel kettd fixpont esetén.

Te6) Forgasok és csoportjaik, az azonos kézépponti forgdsok szorzdsinak kommutativitdsa.

( g portjaik, PP 9

(Te7) Eltolasok és csoportjaik, az eltoldsok szorzdsdnak kommutativitdsa

(Te8) Homotécidk és hasonlésag, a nem izometrikus homotécidk fizpontja.

(Te9) Kotott és szabad szogek, forgds-szdg.
(Tel0) Mé&sodrendii gorbék és a kip szeletei, dllandd tdvolsdgisszegii pontok halmaza ellipszis.
(Tell) Tertilet- és térfogat, Bolyai Farkas tétele.

(Tel2) Teriilet- és térfogatformdk, vektoridlis szorzat, kifejtési tétel.

tovabbi elméleti kérdések



