Feladatok mindenhonnan

1. Feladat. Legyenek eqy S szabdlyos 13-sz6q csicsai Ay, Ag, ..., A13, és N
pedig az A1, Asg, As, A7 négyszog. Vizsgdaljuk meg, hogy a kévetkezd struktira
az affin sik illeszkedési axiomdi kozil melyeket teljesiti.

e Pontok: S azon pontjai, melyek nem tartoznak N-hez,

o cqyenesek: N elforgatottjai S kozéppontja koril i - 2w /13 szdggel, ahol
1=1,...,12,

o illeszkedés: halmazelméleti tartalmazds.

2. Feladat. Legyen P az s gombfeliilet régzitett pontja. Vizsgdljuk meg, a
kévetkezd struktira az affin sik illeszkedési axiomadi kézil melyeket teljesiti.

e Pontok: S\{P},
e egyenesek: S gombfeliilet azon korei, melyek dtmennek P ponton
o illeszkedés: halmazelméleti tartalmazds.

3. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha 3 sik paronként metszd és a metszésvon-
alak kozil kettonek van metszéspontja, akkor a harmadik metszésvonal is
illeszkedik erre a pontra. (Csak az affin tér illeszkedési axiomdit haszndljuk.)

Bizonyitds. A két egyenes kozos pontja rajta van mindharom sikon. O

4. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha eqy egyenes két metszd sik mindegyikével
pdrhuzamos, akkor a metszésvonalukkal is parhuzamos. (Csak az affin tér
illeszkedési aziomdit haszndljuk.)

Bizonyitds. A két egyenesnek nincs kozos pontja. Vegyiink a metszet egye-
nesrdl egy pontot, és ezen keresztiil hizzunk parhuzamost az adott egye-
nessel. Masrészt tekintsiik az adott egyenes és ezen pont altal feszitett
sikot, és messiik le valamelyik adott sikkal. A kapott metszet egyenes sz-
intén parhuzamos lesz az eredeti egyenessel, igy az egyértelmiiség miatt egy-
beesnek. Ebbdl kévetkezik, hogy a hiizott parhuzamos mindkét adott stkban
benne van, vagyis éppen a metszésvonaluk. O

5. Feladat. Adott 3 pdronként metszd sik. A hdrom metszésvonuk kozil kettd
parhuzamos. Mutassuk meg, hogy ekkor barmely két metszésvonal pdrhuzamos.
(Csak az affin tér illeszkedési aziomdit haszndljuk.)



Bizonyitds. Legyen S; N S; = e;; és eq2||e13. Elég megmutatni, hogy eq2||ess.
Egy sikban vannak: €12, €93 € SQ. Tth. P € e N €93 — Sl N SQ N SQ N 53 =
S1 N SyNSs, igy P € egpNeys, ellentmondés. (Vesd dssze 3. feladattal.) O

6. Feladat. Adottak e,f és g pdronként kitérd egqyenesek. Hdany olyan e-
vel pdrhuzamos egyenes van, amely f-t és g-t is metszi? (Csak az affin tér
illeszkedési axiomdit haszndljuk.)

Bizonyitds. A keresett egyenes benne van abban a sikban, ami e-vel parhuzamos,
és tartalmazza f-t, illetve abban is, ami szintén parhuzamos e-vel, és g-t tar-
talmazza. Ezen sikok metszete vagy iires, vagy a keresett egyenes. O

7. Feladat. Adott négy sik, melyek kozil bdrmely kettd metszi egymdst.
Lehet-e a sikok 6 metszésvonala kéziil

a, pontosan 3

b, pontosan 4

pdrhuzamos?

Bizonyitds. a, Igen.
b, Hasznaljuk fel 5. feladatot. A valasz nemleges. O]

8. Feladat. Lehet-e eqy kocka sikmetszete
a, szabdlyos otszog?
b, szabdlyos hatszog?

Bizonyitds. Vazlat: a, Nem, mert a metszetnek lesznek parhuzamos oldalai.
b, Igen. O]

9. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az R? térre épitett Euklideszi sikon teljesiil
a Desargues-tétel.

10. Feladat. Jeldljik a klasszikus Euklideszi sikon az Ay AsAsAyAs Otszog
A;-vel szemkozti oldalegyenesét a;-vel. Legyen By az ay tetszdleges pontja,
ma]d Bg = A5B1 N Ay, Bg = AgBQ N ag, B4 = AlBg N as, B5 = A4B4 N as és
Bs = AyBs Nay. Mutassuk meg, hogy By és Bg egybeesnek. (Minden pontrdl
feltessziik, hogy létezik.)

Bizonyitds. Vézlat: Elég belatni, hogy By, Ay és Bj pontok kollinearisak.
Ehhez vegyiik észre, hogy A;BsAs/A\ és A3ByA4/\ perspektivek Bs pontra,
és alkalmazzuk a Desargues-tételt. ]

11. Feladat. Adott az Fuklideszi sikon OXY hdromszog, és az XY szakaszon
az E pont. Az OF szakasz belsd pontjain x miveletet definidlunk. Ha A és
B az OF szakasz belsd pontjai, akkor legyen OY N XA =C; CENYB =D
és DXNOFE = A x B.Mutassuk meg, hogy tetszdleges A és B esetén Ax B =
B x A.



Bizonyitds. Vazlat: Legyen C = XBNYO, D=CENnYA, P=CEnN
AY, Q = CENYB. Elég belatni, hogy X, D és D kollinearis. Ehhez
el6szor vegyiik észre, hogy BDEN és YCDA X-re nézve perspektiv, igy a
Desargues-tétel miatt O, P és @ kollinearis. Igy viszont EY QA és APCA
O-ra nézve perspektiv, vagyis X, D és D kollinearis. O

12. Feladat. Az aldbbi kérdések a wvalos affin sikra vonatkoznak. FEgyen-
estarto: egyenes képe (teljes) egyenes. Egyenességtarto: kollinedris pon-
tok képe kollinearis. a, Igaz-e, hogy minden egyenestarto bijekcio tartja a
pdrhuzamossdgot?

b, Igaz-e, hogy minden egyenességtarto bijekcio egyenestarto?

¢, Igaz-e, hogy minden olyan egyenestarto leképezés szirjektiv, amelynek
létezik hdrom nem kollinedris képpontja?

d, Igaz-e, hogy minden egyenestarto leképezés sziirjektiv?

e, Igaz-e, hogy minden olyan egyenestarto leképezés bijektiv, amelynek létezik
hdrom nem kollinedris képpontja?

Bizonyitds. a, I; b, I;
¢, utmutatés: Eszrevétel: ha van két képpontunk, akkor az ket Gsszekots
egyenes minden pontja képpont. (Miért?) Tth. van harom nem kollinearis
képpont: A" B’,C’, és legyen X' tetszoleges pont a képsikon. Az A'B’, A'C’
és B'C’ egyenesek minden pontja képpont. Ekkor Y’ = A’ X' N B'C" képpont
(ha létezik), mivel rajta van B'C’-n. Igy X' képpont, mert rajta van az A’
és Y’ képpontokat 6sszekots egyenesen.
d, (z,y) =z +y+ (v -y)?
e, utmutatas: A sziirjektivitdst mar lattuk. Tth. létezik O; és Oy pont,
amelyeket a leképezés ugyanbba az O’ pontba visz. Legyen A olyan, amire
A" # O'. Ekkor AO; és AO, egyenesek képe ugyanaz az A'O’ egyenes. Egy
tetszdleges olyan egyenes képe, ami AO; és AO, egyeneseket két kiilonb6z6
pontban metszi sziikségképpen az A'O’ egyenes, mivel a két metszéspont
képei rajta vannak. Barmely ponton keresztiil huzhaté ilyen egyenes, igy
minden pont képe A'O’ egyenesre esik, ellentmondas. Tehat bijektiv.

O

13. Feladat. Az Euklideszi sik eqy bijektiv transzformdcidjarol tudjuk, hogy
barmely hdrom nem kollinedris pont képe nem kollinedris. Mutassuk meg,
hogy ez transzformdcio kollinedcio.

Bizonyitds. Mivel bijektiv, ezért létezik inverze. Az inverz transzformaciod
kollineacio6 a feltétel szerint. Kollinedci6 inverze pedig kollineacio. O]

14. Feladat. Igazoljuk, hogy minden paralelogramma dtlor metszik eqymdst.
(A valds affin sik ariomdit haszndlhatjuk. )
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Bizonyitds. utm.: Legyen ABCD paralelogramma, és vegyiik fel Z pontot
ugy, hogy A rajta legyen a DZ szakaszon. Alkalmazzuk a Pasch-axiomat a
DZ B/\ haromszogre. m

15. Feladat. Igazoljuk, hogy ha az Euklideszi sikon vdlasztott véges sok pon-
tra igaz, hogy a sik semmelyik eqyenesére nem pontosan kettd pont illeszkedik,
akkor az osszes pont illeszkedik eqy egyenesre. (Sylvester feladata)

Bizonyitds. Azt mondjuk, hogy a P ponthalmaz meghatarozza az e egyenest,
ha legalabb két pontja illeszkedik e-re. Legyen P az adott ponthalmazunk, és
legyen az altalan meghatarozott egyenesek halmaza L. Vegyiik észre, hogy a
feltevés szerint £ minden elemére legaldbb 3 P-beli pont illeszkedik. Tegyiik
fel indirekt, hogy létezik P € P és e € L, ugy hogy P ¢ e. Tekintsiik
az Osszes ilyen (P, e) rendezett part, amire P € P, e € L és P ¢ e. Legyen
(Py, €0) az (egyik) olyan, amire d(P, e) tavolsag minimalis. Legyen a ponthal-
mazunk eg-ra esé pontjai koziil harom Py, P, és P3, amik ebben a sorrendben
helyezkednek el eg-n (P, € P Ps). Konnyt latni, hogy a P, pont a PyP, vagy
Py P; egyeneshez kozelebb van, mint Fy eg-hoz. O

16. Feladat. Az ABCA hdromszég AB ill. BC oldaldt 1 : X ardanyban osztja
a P ill. Q pont (AP/PB =1/) és BQ/QC =1/)). Legyen AQNCP = X
AC ﬂ BX =Y, S az ABCA sulypontja, M pedig a magassag@tju BA
€s a BC vektorok, valamint a \ szdm segitségével fejezziik ki a BS, BM, BX
és BY wektorokat.

Bizonyitds. Utmutatasok:
. . . (1 & _ BA+BC
1, Az osztépontra vonatkozo formulat hasznéljuk: BS = 2522+

—_ —_— —
2, Ceva-tételt alkalmazva: BY = ’\2?3‘:—;%
3, Huzzunk parhuzamost B-n keresztiill AC-vel, és messiik ezt AX és CX

egyenesekkel. Keressiink hasonlé haromszogeket.
BY - 214 By

TSI R
4, Legyen a = BA, ¢ = BC és m = BM. Vegytik észre, hogy (m, c) = (a, c)
és (m,a) = (a,c). Keressik m-t m = aa + yc alakban. Ezt beirva az

el6zGekbe, és az egyenletrendszert a-ra és y-ra megoldva kapjuk, hogy

e (a,c){c,c) — (a,c)? A (a,c)(a,a) — (a,c)? e
(a,a)(c,c) — (a,c)? (a,a)(c,c) — (a,c)?

[]

17. Feladat. Mutassuk meg, hogy bdrmely néqyszog oldalfelezd pontjai par-
alelogrammdat hatdroznak meg.



Bizonyitds. Vazlat: Legyenek egy tetszéleges O (vonatkoztatasi) pontbdl a
csticsokba mutatd vektorok a, b, ¢ és d. Az oldalfelez6 pontokba mutato
vektorok (a + b)/2, stb. Ezek megfelels kiillonbségei egyenlGek. ]

18. Feladat. A 17. feladat szerint eqy négyszog oldalfelezd pontjai paralelo-
grammadt alkotnak. Vegyiink eqy konvex négysziget, és tekintsik ezt a paralel-
ogrammdt. Mutassuk meg, hogy a paralelogramma feldarabolhato 4 hdrom-
szogre ugy, hogy ezek rendre egybevdagoak a négyszogbdl a paralelogramma el-
hagydsa utdn megmarado 4 hdromszéggel.

Bizonyitds. Az eredeti négyszog valamelyik atlojanak felezéspontjat kossiik
Ossze a paralelogramma cstcsaival. O

19. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy sikban vagy térben az A pontra és B pontra
—
valo tikrozések szorzata 2AB wvektorral valo eltolds.

20. Feladat. Milyen egybevdgosdg a sikban eqy pontra vald tikrozés és eqy
eltolds szorzata?

21. Feladat. Milyen egybevigdsig a sikban hdrom egymdssal pdarhuzamos
eqyenesre vald tikrozés szorzata?

22. Feladat. Milyen egybevdgdsdg a sikban hdarom pontra valo tikrézés szorza-
ta?

23. Feladat. Tegyiik fel, a sikban az | egyenesre vett tikrozés az e egyenest
onmagaba viszi. Milyen lehet | és e eqgymdshoz viszonyitott helyzete?

24. Feladat. Tegyiik fel, hogy a stk valamely izometridja minden egyenest
vele pdrhuzamos egyenesbe visz. Mi lehet ez az izometria?

25. Feladat. Igazoljuk, hogy hdrom tengelyes tiikrozés szorzata pontosan
akkor tengelyes tikrézés, ha a hdrom tengely pdarhuzamos, vagy eqy kozos
ponton megy dt!

26. Feladat. Milyen traszformdcio lesz a térben a hdrom koordindtasikra
vett tikrozések szorzata?

27. Feladat. Legyen A, B és O hdrom nem kollinedris pont. Eqy O pdlusi
inverzio az A és B pontokat rendre az A’ és B’ pontokba viszi.

a, Igazoljuk, hogy ABA'B" hirnégyszog!

b, Igazoljuk, hogy ABA'B' hiurnégyszog korilirt kore merdlegesen metszi az
inverzio alapkérét!



28. Feladat. Vegyiink eqy hegyesszogii ABC' hdromszdget, a szokdsos jelolésekkel:

a, b, c jeloli az oldalakat, o, B, v a szogeket, r a beirt, R a korilirt, rq, 1
€s r. a megfeleld hozzdirt korék sugarai. Jeldlje tovabba m,, my és m. a
magassagokat, T a teriletet és s a félkeriiletet. A beirt és korilirt kérok
kozéppontjanak tavolsdaga legyen d.

lgazoljuk, hogy
4+ Ly 1y

1
Mq my, me ”

b, T = /11, 1y 1!

¢, sing - sing - sin

1 _
CL,;—

T (s—a)(s—b)(s—c) /
2 abc :

__ abc
d, T = e/

e, T =+/s(s—a)(s—b)(s—c)!

1,1 4,1 __ 1y
ﬁra+rb+rc_'

T

M .ain B .ainY = 7/
g, SlIl2 SlIl2 Sln2—4R.

h, d* = R? — 2Ry!

(s=b)(s—c) /

. o«
1, tan 5 = Soma)

J, ha a hdromszog nem derékszdégi, akkor tan a+tan S+tany = tan a tan G tan~y/

Bizonyitds. Lasd Kiss Gyorgy Amit jo tudni a haromszogekrdl cimi cikkét
a KoMaLban. O]

29. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a parabola érintdje rendelkezik a kévetkezd
tulajdonsdgokkal:

a, a fokuszbol az érintdre hizott merdleges talppontja a tengelyponthoz hizott
érintore illeszkedik.

b, a fokusznak az érintdre vett tikorképe a vezéregyenesre illeszkedik.

¢, azy? = 2px parabola barmelyik a tengelyponthoz hizott érintétdl kiilonbozo
érintdje az y tengelybdl feleakkora szakaszt vag le, mint amekkora az érintési
pont ordindtdja.

d, azy? = 2px parabola barmelyik érintdje az x tengelyt olyan pontban metszi,
amelynek az origotol vett tavolsdga eqyenld az érintési pont abszcisszdajaval.

30. Feladat. Bizonyitsuk, hogy eqy ellipszis eqyik fokuszpontjanak tikorképe
egy érintdre illeszkedik a mdsik fokuszponthoz tartozo vezérkorre.



31. Feladat. Két ellipszis eqyik fokusza kézds. Mutassuk meg, hogy legfeljebb
2 kozds kiilsd érintdyik van!

32. Feladat. Igazoljuk, hogy eqy merdleges szdari hiperbola bdrmely érintdje
ugyanakkora teriletd hdromszdget hatdrol az aszimptotdkkal!

33. Feladat. Igazoljuk, hogy egqy merdleges szdri hiperbola barmely érin-
tdjének az aszimptotik kézé esd szakaszdt felezi az érintési pont!

34. Feladat. Tegyiik fel, hogy @ + b +7¢ = 0. Igazoljuk, hogy @ x b =
iy
b x ¢!

35. Feladat. Adjunk példdt olyan politopra, amelynek 11 csiucsa, 25 éle és
16 lapja van!

Szamolasi feladatok

36. Feladat. Az A(0,1,0), B(2,0,0), C(3,1,1) és D pontok konvex burkdnak
térfogata 4! Irja fel D mértani helyének egyenletét!

37. Feladat. Szdmitsuk ki az A(0,1,0), B(2,1,0), C(3,2,1), D(1,2,1) és
E(2,0,3) pontok konvexr burkdnak térfogatdt!

Bizonyitds. ABC'D paralelogramma. m

38. Feladat. Vilasszuk ki az eqységkocka hdarom kitérd élét. Mekkora teriiletd
az ezen €lek felezépontjai dltal meghatdrozott hdromszog?

39. Feladat. Mekkora szdg alatt ldtszik az AB szakasz a C pontbdl, ha
A(1,2,4), B(11,3,7) és C(—1,10,11)¢

40. Feladat. Szdmitsuk ki az x —2y+4z = 10 és v — 2y + 4z = 31 egyenleti
stkok tdvolsdgat!

41. Feladat. Adjuk meg annak az eqyenesnek egy paraméterezését, amelyikre
illeszkedik a P(2,—1,3) pont és merdleges a (2t — 3, —t + 1,5t — 7) és (3t +
1,t,2t) paraméterzési eqyenesek mindegyikére!

42. Feladat. Szdmitsuk ki a (2t—3, —t+1,5t—7) és (3t+1,t, 2t) paraméterzési
egyenesek tdvolsdagat!

43. Feladat. Szamitsuk ki a P(10,11,12) pontnak az x+2y+z = 7 egyenletd
stkra vonatkozo merdleges vetiiletét!

44. Feladat. Adjuk meg az (u — 2v + 1,v,3u — 3) és (u,u + v,2u — 1)
paraméterezési sikok metszésvonaldnak eqy egyenletét.



45. Feladat. Szdamitsuk ki a (3t — 1,2t 4 2,t) paraméterezési egyenes és az
x — 2y + z = 17 egyenleti sik metszéspontjanak koordindtdit!

46. Feladat. Irjuk fel annak a siknak az eqyenletét, ami illeszkedik a (t, —3t+
1,7) egyenesre és parhuzamos a (—t, —t, 3t + 2) egyenessel!

47. Feladat. Szamitsuk ki a v = (1,2,3) és W = (1,4—1) vektorok skaldris
és vektoridlis szorzatdt!

48. Feladat. Legyenek @ és b merdleges vektorok a térben. Mivel egyenld
— — — — 7
az @ x (@ x (@ x (a x b))) szorzat?

49. Feladat. Irjuk fel a (t,3t, —2t+1) egyenes x —y+ 2z = 1 sikra vonatkozo
tiikorképének eqy paraméterezését!

50. Feladat. A P(v/3,2,3) és Q(1,v/6,3) pontok az 2* + 3> + 2> = 16
egyenletd gombon vannak. Milyen hosszi az ket dsszekdtd rovidebb fékoriv?

51. Feladat. Egy hdromszogben a hdrom oldal a = 7, b = 10 és ¢ = 12.
Milyen hosszi az a oldalhoz tartozo siulyvonal?

52. Feladat. Egy hdromszogben a hdrom oldal a = 7, b = 10 és ¢ = 12.
Mekkora a kérilirt kér sugara?

53. Feladat. Egy hdromszogben a hdrom oldal a = 7, b = 10 és ¢ = 12.
Mekkora a beirt kor sugara?

54. Feladat. Egy tetraéder csicsai A(0,1,0), B(2,1,0), C(3,0,0) és D(0,1, —4).
Mekkora a sulypontjdt az A csiccsal 6sszekiotd szakasz hossza?

55. Feladat. Egy tetraéder csicsai A(0,1,0), B(2,1,0), C(3,0,0) és D(0,1,—4).

Hatdrozzuk meg a kérilirt gombjének a kézéppontjdt!

56. Feladat. Legyen O az ABC' hegyesszogi haromszog korulzrt korenek
kozéppontja. Az M pontot %sszuk gy, hogy OM = OA + OB + OC tel-

jestljon. Szamitsuk ki az (AM, BC') belsdszorzatot, ha az ABC' hdromszig
terilete 1/

57. Feladat. Tekintsiik eqy 3 eqység élhosszisdgu kocka élharmadolo pon-
tjait. Minden csiucsdndl levagunk eqy-eqy derékszogd tetraédert a csucshoz
legkdzelebbi hdarom élharmadolon keresztil. Szamitsuk ki a megmarado test
felszinét!

58. Feladat. Szdmitsa ki sin(arctan 2) pontos értékét!

59. Feladat. Szdmitsa ki cot(arcsin 1) pontos értékét!
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60. Feladat. Irja fel az (v — 2)* + (y + 1)% + 2% = 25 egyenleti gombit a
P(11,8,1/7) pontjdban érintd sik egyenletét!

61. Feladat. Tekintsik a

eitan =@ ( Ty )+ 6D

koordindta-transzformdciot.

a, Mi a képe a (3,2) pontnak?

b, Adjuk meg a fenti analitikus alakban ¢ inverzét!

¢, Irjuk fel a 3x — 2y = 1 egyenes ¢ melletti képének egqyenletét!

62. Feladat. a, Adjuk meg azt a ¢ koordindta-transzformdciot a sikon, ami
az A1(0,0), As(1,1) és As(0,—1) pontokat rendre a By(1,0), Bs(0,1) és
Bs(2,2) pontokba viszi!

b, Mi a képe eqy eqységnégyzetnek?

¢, Adjuk meg ¢ inverzét!

d, Irjuk fel a 3z — 2y = 1 egyenes p melletti képének egyenletét!

e, Irjuk fel koordindtds alakban is a transzformdcict! f, Szamitsuk ki az
22 +y? = r? kér képének egyenletét!

63. Feladat. Tekintsik a
vitan = ))

transzformdciot, ahol A € R.
a, Milyen X\ esetén kapunk affinitdst? (Neviik: merdleges (tengelyes) affinitds.)
b, Hogyan irhatjuk le ,,geometriai nyelven” ezt a transzformdciot?

¢, Legyenek Ay, Ay és As nemkollinedris pontok, képeik By, By és Bs. Hatdroz-
zuk meg a

—_—
A1As
—
A1 Az
e
BBy
—_—
B B3

det

det

ardnyt!
d, Szamitsuk ki az x* + y? = r? kor képénck egyenletét!

64. Feladat. Tekintsik az

wt(-’L’,y)H(x,y)(i ?)
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transzformdciot, ahol A € R.

a, Milyen X\ esetén kapunk affinitdst? (Nevik: nyirds.)

b, Hogyan hat a fenti transzformdcio az x-tengellyel pdrhuzamos egyene-
seken?

¢, Hogyan hat a fenti transzformdcio az x-tengellyel nem pdrhuzamos egye-
neseken?

d, Hogyan vdltozik a hdromszogek terilete?

65. Feladat. Mennyi annak az ellipszisnek a teriilete, ami az x> +y* = 1
eqységkornek az (x,y) — (3y + 2,12z + 1) affinitds melletti képe?

66. Feladat. Irjuk fel az origd kozépponti, o sz6qi forgatdshoz tartozd koordindta-
transzformdciot. Mennyi a determindnsa?

67. Feladat. Irjuk fel az x—2y+52 = 7 sikra tikrézéshez tartozo koordindta-
transzformdciot és adjuk meg koordindtds alakban is. Szdmitsuk ki a deter-
mindnsdt!

68. Feladat. Igaz-e, hogy minden 1 determindnsi affinitdas izometria?

69. Feladat. Irjuk fel az (x — 1)> + (y — 1)? = 2 egyenleti kor z* +y*> = 1
egyenleti korre vonatkozo inverzét.

Bizonyitdas. Tipp: El6szor dontsiik el milyen alakzat lesz a kép. Keressiink
rajta specialis ponto(ka)t. O

70. Feladat. [rjuk fel a 2z —y — 1 =0 egyenes 2> +y> — 4x — 6y + 12 =0
korre vonatkozo inverzének egyenletét.

Bizonyitds. Tipp: El6szor dontsiik el milyen alakzat lesz a kép. Keressiink
rajta speciélis ponto(ka)t. O

71. Feladat. [rjuk fel a sikbeli, origon dthaladd, (3,4) irdnyvektori egyenesre
vett tik- rézés mdtrixzdt. Szamoljuk ki a determindnsat!

72. Feladat. Tekintsiik két origon dtmend,

a, /3

b, w/2

szoget bezdrd egyenesekre vonatkozd tengelyes tikrozések szorzatat. Irjuk fel
a szorzattranszformdcio mdtrizat!

73. Feladat. a, Mutassuk meg, hogy a sikban eqy forgatds és eqy eltolds
szorzata forgatds. Mekkora a forgatds szdge?

b, Tekintsiik az origd korili w/3 szogd forgatds és az (1,—2) vektorral torténd
eltoldsok szorzatdt. Az a, rész szerint ez eqy forgatds. Mi a kozéppontja?
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74. Feladat. Mutassuk meg, hogy a sikban az origé korili w/6 szogd , és a
Q(1,0) pont korili —m /6 szdgt elforgatds szorzata eqy eltolds.

75. Feladat. Irjuk fel a P(6,3) pontbsl a k : 2*> + 9> +2r —4y +5 =0
korhoz hiuzott érintd egyenletét! Milyen hosszu az érintdszakasz?

76. Feladat. Hatdarozzuk meg m értékét ugy, hogy az y = mx — 2 egyenletd
eqyenes érintse az y = x*/4 paraboldt.

77. Feladat. Milyen messze van a 3z + 4y + 46 = 0 egyenes az y = x°/64
paraboldtol?

78. Feladat. Hatdrozzuk meg az y?> = 16z parabola azon pontjait, amelyek a
fokuszponttol 13 eqységnyi tdvolsdgra vannak.

79. Feladat. Egy parabola tengelye az x tengely, tengelypontja a (—5,0)
pont, és azy tengelybdl 12 eqység hosszisagu hurt metsz ki. Irjuk fel a parabo-
la egyenletét!

80. Feladat. Hatdarozzuk meg azon hiperbola egyenletét, amelynek aszimp-
totdi y = £x/2 és eqy érintdje b — 6y — 8 = 0.

81. Feladat. A P(1,—10 pontbdl érintéket hizunk a 4x* — y*> = 32 hiper-
boldhoz. Irjuk fel az érintési pontokon dtmend eqyenes egyenletét!

82. Feladat. Irjuk fel a (3/5,14/5) pontbol a 4z* + 9y> = 36 ellipszishez
hizott érintd(k) egyenletét.

83. Feladat. Irjuk fel azy = 22 /4 parabola (1,1) pontra vonatkozo tikirképének
az egyenletét.

84. Feladat. Mekkora térfogati paralelepipedont feszitenek az @ = (1,2,0),
-
b =(0,1,-2) és ¢ = (1,1,1) vektorok?

85. Feladat. Egy téglatest éleinek ardnya 1: 3 : 5. Felszinének és térfogatd-
nak mérészama megeqyezik. Mekkordk az élei?

86. Feladat. Fqgy paralelpipedon lapjai eqybevdgo rombuszok, amelyek oldala
11, hegyesszdge 52,3°. Mekkora a paralelpipedon térfogata?

87. Feladat. A kocka lapkézéppontjainak konvexr burka egy szabdlyos ok-
taéder. Mennyi ennek a térfogata, ha a kockdé 17

88. Feladat. Mekkora az eqgyenes korkip felszine és térfogata, ha alapkiorének
sugara 1, alkotojdnak hossza 27

11



89. Feladat. Egy politépnak 20 hdromszdglapja van (mds lapja nincs). Hdny
€le €s hdany csucsa van? Adjunk példdt ilyen testre.

Nevezetes elemi tételek, feladatok
Az itt 1évé feladatok nehezebbek, de 6ran mindnek elhangzottak a f6bb
gondolatai.

90. Feladat (Négy kor tétel). Hdrom egységnyi sugari kor eqy kézos ponton
meqy dt. Igazoljuk, hogy a hdrom darab, paronkénti mdsodik metszésponjuk
daltal meghatdrozott kor sugara is eqységnyi!

91. Feladat (Euler-egyenes). Igazoljuk, hogy eqy hegyesszogi hdaromszigben
a sulypont a magassagpontot és a korilirt kor kézéppontyjat 0sszekdtd szakasz
utdbbihoz kézelebbi harmadoldpontja!

92. Feladat (Feuerbach-kor). Legyen az ABC' hegyesszdgi hdromszdg mag-
assdagpontja M, korilirt korének kozéppontja O, oldalainak felezdpontjai F7,
Fy és Fs, a magassagok talppontjai Ty, Ty €s Tz, valamint az MA, MB és
MC' szakaszok felezdpontjai QQ1, Q2 €s Q3. Mutassuk meg, hogy az Fy, Fy
és Fs; Th, Ty és Ts; valamint QQ1, Q2 és Q3 pontok mind illeszkednek olyan
korre, amelynek kézéppontja az MO szakasz felezdpontja.

93. Feladat (Simson-egyenes, aka. Wallace-egyenes). Mutassuk meg, hogy
eqy P pont ABC' hegyesszogii haromszog oldalegyeneseire vett vetiiletei pon-
tosan akkor kollinedrisak, ha P illeszkedik az ABC' kériilirt kérére!

94. Feladat (Salmon-tétel). Adott egy c kir és rajta négy pont: A, B, C és
P. Szerkessziik meg a PA, PB és PC' atmérdjd koroket: ci-et, co-t és c3-at.
A korok paronkénti mdsodik (P-n kiviili) metszéspontjai legyenek X, Y és Z.
igazoljuk, hogy az X, Y és Z pontok eqy egyenesen vannak!

Bizonyitds. Tipp: Invertaljunk P poélussal és keressiink Simson-egyenest. [

95. Feladat (Feuerbach-tétel). Igazoljuk, hogy a Feuerbach-kor érinti a beirt
kort és a hozzdirt kéroket!

Bizonyitds. Lasd Fiiredi Zoltan cikkét a KéMaL 2004. méjusi szaméban. []

96. Feladat (Ceva-tétel). Legyen az ABC' hdromszég BC' oldaldn az A’,
AC oldaldn a B' és AB oldaldn a C' pont. Igazoljuk, hogy AA", BB' és CC’
egyenesek pontosan akkor meqy dt eqy kozos P ponton, ha

AC' BA CB'
C'B AC BA
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Bizonyitds. Pontosan = akkor és csak akkor!!! (két irany) O

97. Feladat (Menelaosz-tétel). Legyen az ABC hdromszog BC' oldalegye-
nesén az A', AC oldalegyenesén a B' és AB oldalegyenesén a C' pont. Iga-
zoljuk, hogy A', B" és C' pontok pontosan akkor kollinedrisak, ha
AC'" BA" CB
C'B AC BA
ahol a szakaszok eldjeles ardnydt vesszik, vagyis XY /Y Z pozitiv, ha Y az
X7 szakasz belsd pontja, eqyébként negativ.

—1

Y

Bizonyitds. Pontosan = akkor és csak akkor!!! (két irany) O

98. Feladat (Zarodéasi-tétel, 0. verzio). Legyen az ABC' hdromszdg korilirt
kore ki, beirt kore ko. Vidlasszunk eqy tetszdleges P pontot a ki koron, és
hizzuk meqg az érintdket P-bol a ko korhoz. Ezek az érintdk ki kort X és'Y
pontokban metszik. Mutassuk meg, hogy XY egyenes érinti ko-t!

Bizonyitds. Tipp: Invertaljunk ks-re és hasznaljuk (t6bbszor) a négy kor
tételt. Nézziik meg, milesz a képe ABC oldalegyeneseinek és ebbdl kivetkeztessiink
k1 képére. O]

99. Feladat (Napoleon-tétel). Egy hegyesszigd hdromszog minden oldaldra
kifele szabdlyos hdaromszioget rajzolunk. Mutassuk meg, hogy ezen szabdlyos
hdromszégek kézéppontjai szintén szabdlyos hdromszdget alkotnak!

100. Feladat (Apolloniusz szerkesztések). Szerkesszink kort, amely érint
(kor és egyenes esetén) / tartalmaz (pont esetén)

e hdrom adott pontot.

e két adott pontot, és eqy adott egyenest.

e cqy adott pontot és két adott eqyenest.

e hdrom adott egyenest.

e két adott pontot és eqy adott kort.

e cqy adott pontot, eqy adott eqyenest és eqy adott kort.
e két adott egyenest és eqy adott kort.

e cqy adott pontot és két adott kort.

e cqy adott eqyenest és két adott kort.

e hdrom adott kort.

Bizonyitds. Lasd Méri Karoly cikkét. m
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