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Eloszé

Ez a konyv a 2009-ben ugyancsak ,Nemeuklidészi geometridk” cimmel a Poly-
gon Kiadé Jegyzettar sorozatdban megjelent konyv 4j kivitelll verzidja.

Az 14j kivitel tobb szempontbdl is jelentds elérelépés, hiszen a korabbi TEX-
rendszer felvaltasa a TEX-rendszerre tobbek kozott lehet6vé teszi, hogy a tartalom
fejlesztése joval konnyebb legyen, és ennek kovetése is konnyebbé valik az igen pontos
verzidszamozas megjelenése miatt.

Az id6 elérehaladtaval remélhetdleg a tartalom is fejlédést fog mutatni, amely
tekintetben az elsé 1épés rengeteg ismert hiba korrigdlasa volt, néhany ponton pedig
javult a prezentacid és a logikai felépités is.

A 2021. augusztus 10-ei verzid létrejottében alapvetd szerepet jatszott a SARS-
CoV-2 virus miatt 2021-ben is tarté COVID-19 vildgjarvany elfojtdsara alkalmazott
kozosségi tavolsagtartés.

Szeged, 2021. oktdber 15.
dr. Kurusa Arpad
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ii EL6sz0

Eredeti eloszo

Habar az euklidészi geometridt mar t6bb mint kétezer éve ismerik a matemati-
kusok, és Euklidész axiémai ,kidlltak az id6 préobédjat”, nem volt még egy olyan
fontos és nehéz kérdése a matematikanak azdéta sem, mint amit éppen Euklidész
parhuzamossagi axiémaja indukalt.

A parhuzamossagi axiémat rogtén azutan sokan vitattak, ahogy Euklidész
beemelte axiomarendszerébe. A kételkedOk arra hivatkoztak, hogy ez az axi6oma
tapasztalatilag még kozelitoleg sem ellenérizhetd, hiszen ehhez a metszéspont hid-
nydnak végtelen hosszan valo ellendrzésére lenne sziikség, de voltak olyanok is, akik
ugy vélték, hogy ez az axidéma bizonyithaté kell legyen Euklidész t6bbi axiémajabol
kiindulva.

Majd’ kétezer év bizonyitasi kisérletei utan a XIX. szazadban Bolyai Janos
(1802-1860), majd N. I. Lobacsevszkij (1792-1856) és részben F. Gauss (1777-1855)
is igazolta, hogy a parhuzamossigi axiéma fiiggetlen a tobbi euklidészi axiématol.
Vizsgalataik kézben mind a harom ,felfedez6” a hiperbolikus geometriat taldlta.

E kényv célja, hogy a maga természetes modjan vezesse be a legegyszeriibb
nemeuklidészi geometridkat az affin illetve euklidészi geometriat mér ismero egye-
temi hallgatok szaméara. Az euklidészi geometridban elébb a gémbot vizsgdlva
fedeziink fel nemeuklidészi jelenségeket, aztan annak absztrakciojan térképezziik
fel a projektiv geometridt (valéjdban csak a projektiv sikot vizsgdlva), majd en-
nek a haromszog-egyenlttlenséget kielégité metrizalasait vizsgdlva, a tobbi kozott
megtalaljuk a hiperbolikus geometria realitdsat is.

Mindharom nemeuklidészi geometriaban részletesen megvizsgaljuk a harom-
szog szogeinek és oldalainak mértékei kozotti trigonometriai dsszefiiggéseket. Ilyen
Osszefliggés a metrizalas feltételeként szabott haromszog-egyenlStlenség mellett a
koszinusz- és a szinusztétel, valamint az euklidészi esetben kiemelked6en fontos 6ssze-
fiiggés a haromszog szogeinek Osszegérbl. A trigonometriai Osszefliggések lényegi
ismérve, hogy fliggetlenek a haromszog helyétdl és helyzetétol, igy egy trigonometriai
Osszefiiggés akkor és csak akkor érvényes valamely haromszogre, ha minden ugyan-
olyan oldalhosszakkal és szogmértékekkel rendelkezd haromszogre is teljesiil. Mivel
koszinusz- és szinusztétel mindegyik klasszikus (euklidészi, elliptikus, hiperbolikus)
geometriaban van, minden ilyen geometriaban értelmes dolog egybevagdsagrol, egy-
bevagosagi transzformécidékrol beszélni, melyek mindig az izometridkkal egyeznek
meg. Ugyanakkor a koszinusztétel konkrét alakja azt mutatja, hogy a hasonldsig
kizardlag az euklidészi geometridban hasznalhaté fogalom, hiszen a masik két geo-
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El6sz6 iii

metridban egy haromszog szogeinek mértékei meghatarozzak az oldalak hosszait
is.

A trigonometriai osszefliggéseket hasznalva a klasszikus nemeuklidészi geomet-
ridkban — megkezdett utunkat mintegy visszafelé jarva — megtalaljuk az euklidészi
geometriat a ,,végtelen sugart” gémbfeliilleten és Bolyai-sikon is. Ebbd&l egyrészt
kovetkezik, hogy hétkdznapi tapasztalatainknak egyik geometria sem mond ellent,
hiszen tapasztalasi méreteinkhez képest a vilag mérete gyakorlatilag végtelen, mas-
részt logikai értelemben bebizonyosodik, hogy az euklidészi, az elliptikus vagy akar
a hiperbolikus geometria ellentmondasmentességének elfogaddsa a tobbi klasszikus
geometria ellentmondasmentességét is implikdlja, vagyis nincs logikai sorrend ezen
geometridk kozott.

E kOényv nem maés, mint a cimével megegyezé egyetemi eldaddsaim egyfajta
rendezettebb lejegyzetelése idénként joval részletesebben, a végén pedig jelentésen
kibovitve, mégis a tobbi bevezetd egyetemi targytol vald viszonylagos fliggetlenség
tantervi igényének kiszolgalasara, és a minél szélesebb olvasdékdzonség elérése érde-
kében, a magasabb matematikai ismeretek felhasznélasa helyett gyakran konkrét
szamolasokkal, vagy akar kisebb keriil6utak alkalmazasaval. Voltaképpen ugyanezen
indokok vezettek arra is, hogy a konyv csak a kétdimenzids nem euklidészi geomet-
ridkat vizsgalja, de gy gondolom ez nagyon is kifizet6d6 abban a tekintetben, hogy
emiatt minden nemeuklidészi jelenség konkrét, jol ismert geometriai objektumokon
mutatkozik meg.

E jegyzet elkésziiltéhez nagyban hozzdjarult 2007 6szének néhiny szorgalmas
és tiirelmes matematika tanari szakirdnyos BSc hallgatéja, akiknek jegyzet iranti
olthatatlan viagya komoly motivaciét biztositott szamomra. Koszéném Horvath
Erika segitségét az anyag egy részének gépelésében, Levente fiam segitdkészségét
néhany itt szereplé abra megrajzolasaban, valamint feleségem és lanyom tamogatd
tiirelmét.

Szeged, 2009. marcius 10.
dr. Kurusa Arpad
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GOombi geometria

A gombfeliileten két pont kozott a legrovidebb it éppen a fékorok mentén vezet,
igy a gobmbi geometridban a f6korok jatsszak azt a szerepet, amit az egyenesek
az euklidészi geometridban. Jelent6s eltérést okoz azonban, hogy a gémbfeliileten
barmely két kiilonbo6z6 f6kor pontosan ketté pontban metszi egymast.

Tekintsiink egy r sugari gombfeliiletet az origé koriil. Ennek minden pontjat
egyértelmiien meghatdrozza az origébdl oda mutat6 r norméju (hely) vektor, ezért a
tovabbiakban a gombfeliilet minden pontjat a felé mutaté r normaja helyvektorral
reprezentaljuk.

Minden irdnyitott f6kort az origén atmené sikja metsz ki a gémbfelilletbél,
igy egyértelmiien megadhat6 az origéban a sikjara &llitott, a fokor iranyaval po-
zitiv irdanyitast adod, vagyis a jobbkézszabalynak megfelelé r hossztisagti normalis
(hely)vektorral (a sikra merdleges r hosszi vektorok), ezért a tovabbiakban minden
irdnyitott f6kort az origéban a sikjara allitott r hosszisagu, a f6kor irdnyaval pozitiv
irdnyitast adé mer6leges helyvektorral reprezentalunk.

Reprezentacionk alapjan egy A pont akkor és csak akkor esik egy e fékorre,

ha (e, A) = 0. Az A és B pontokra illeszkedd f8kor ir%, az e és [ f6korok
f

két metszéspontja pedig +r ‘zi ik Egymaéssal szemkoztes vagy atellenes pontoknak

hivjuk azon pontokat, melyeket 6sszekoto hur atmérd, vagyis atmegy az origdn. Az
A pont szemkoztes pontja tehat a —A pont.

A gombfeliilet két pontjanak gémbi tavolsagan az egyetlen kettejiikre illeszkedd
fokor két korive kozil a rovidebbik ivhosszat értjik, vagyis az r sugari gémbfeliilet
A és B pontjanak gombi tavolsagat a az A és B pontokat atellenes pontjaikkal
Osszekotd egyenesek a szogének r-szerese adja, melyre ezért teljesiil a d(A, B) =
ra = r - arccos({A, B) /r?) formula. A szemkoztes pontok gémbi tavolsdga gy 7,
a gombon mérhetd legnagyobb gémbi tdavolsag.

Két f6kor (metszés)szogén valamely metszéspontjukban vett érintéik &dltal
bezart szoget értjik. Ez nyilvan ugyanaz, mint a fokoroket a gémbfeliiletbol kimetszé
sfkok szdge, ami az e és f fokérokre nyilvan arccos({e, f)/r?).

Ha két fél fokor végpontjai egybeesnek, akkor azt mondjuk, hogy az A, B
végpontjaik és az a, b fél f0korok kétszoget alkotnak. Az A és B pontokat a kétszog
csucsanak, az a és b fél {6koroket a kétszog oldalainak, végiil a két f6kor metszésszogét
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2 1. Gémbi geometria

a kétszog nyilaszogének nevezziik. A kétszog belsejéhez tartozénak mondunk minden
olyan pontot, amelyen athaladé barmely f6kor a kétszog oldalait gy metszi, hogy
a pont a két metszéspont fokorének révidebbik ivére illeszkedik.

A
>

O
B

1. abra
Tekintsiink egy ABC' haromszoget. Ennek a, b és ¢ oldalai a csicsparokra illesz-
kedd, rendre az A, B, C csticsokat nem tartalmazé f6korok révidebb ivei. Az ABC
haromszog «, 8 valamint ~y szbgei rendre az A, B, C' csicsokat kimetsz6 oldalparok
(f8korparok) altal bezért szog, vagy 0, ha egy oldalpar elemei egybeesnek.

Az a oldal fékore sikjanak normadlisa %, hossza pedig a = 7r -

2. abra

arccos (B, C)/r?. (Ahogy 4ltaldban elfogadott, az oldal és hossza jelélésében mi
sem sem tesziink kiilénbséget. )

Az ABC haromszog oldalaihoz tartozé f6koroket reprezentdlé vektorok dltal
a gombfeliileten kiszuirt

BxC CxA , | Ax B
r— =r és C=r——m—

|B x C| |C x Al |A x B|
pontok altal meghatarozott haromszoget az ABC' hdromszdg poldrisanak vagy pol-
drhdaromszogének vagy poldris hdromszogének nevezzik.

>

d:

Tétel. A poldrhdromszég poldrhdromszége az eredeti hdromszog. A poldrhdromszog
minden oldaldnak hossza az eredeti hdromszdg megfeleld szdgét kiegészité szdg r-
szerese.

Bizonyitas. A definiciét és a kifejtési tételt alkalmazva a polarharomszog bés ¢
csticséhoz tartozé A oldaldra
A bxe (C x A) x (Ax B) (Cx A,BYA—(C x A, A)B

— ~ e — :A,
"Bxe  NCxA) x(AxB)]  [CxABA—(CxA AB

ivhosszara pedig

db.e)y (b)) sCxA AxB\  ,AxC AxB\
COS( r )_ 72 _<|C’><A|’|A><B|>__<|A><C’|’|A><B|>__Cosa
adodik, ami bizonyitja a tételt. -
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1.1 Metrika 3

A tétel allitasait szamoléds nélkiil is igazolhatjuk. Az els6 allitds abbdl kovet-
kezik, hogy a poldrharomszog cstcsait az eredeti haromszog oldalaira meroleges
egyenesek szurjak ki, ezért a polarhdromszog minden oldalanak sikja merdleges
az eredeti haromszog azon csicsanak megfelel6 egyenesre, mely a poldrharomszog
oldalan a polarharomszog két cstcsat kiszird mindkét oldalon rajta van. A masodik
allitas beldtasadhoz el6szor vegyiik észre, hogy a polarhdromszog csicsai kijelolik a
rajuk meréleges origon atmend sikok és ezekben 1év6 f6korok pozitiv iranyitdsat,
amelyek viszont meghatdrozzak az ABC haromszog egy koriiljarasit. Eszerint az
A, C és B, A vektorparok a ¢ és b oldalak sikjaban pozitiv irdnyitast bazisok.

1. abra 2. abra

Ez alapjan elegendé a sikok irdnyitatlan szogét és a sikokra merdleges egyenesek
iranyitatlan szogeit Osszefiiggésbe hoznunk. Ha a b, ¢ oldalak sikjainak iranyitatlan
metszésszoge a, akkor 0 < o < /2, igy az ezekre merdleges egyenesek § + 5 o =
7+ irdnyitatlan szoget zdrnak be. Mivel m —a < /2 < m+q, a két sik irdnyitatlan
metszésszoge ™ — «, ami a tétel masodik allitasa.

Jegyezzik meg, hogy tételiink mésodik allitdsa miatt sin(d(é,b)/r) = sina is
teljesiil.

1.1. Metrika

A gdmbi tavolsag metrikdt ad a gdmbon, hiszen nem negativ, pontosan akkor 0, ha
a két pont egybeesik, és az aldbbiak szerint a haromszog-egyenlotlenség is teljesiil.

Tétel. Egyenlésziri gombhdromszog alapon fekvd szégei egyenldek. Altaldnos hd-
romszogben nagyobb oldallal szemben nagyobb szég taldlhato.

Bizonyitas. Tekintsiikk az a és b oldalt az ABC haromszogben. Vegyiik az AB
euklidészi szakasz felez6 mer6Sleges S sikjat. Ez az S sik nyilvan atmegy a gémb
kozéppontjan és A tiikkorképe S-re a B.

Mivel a gémbi tavolsag szigoriian monoton névekvé a két ponthoz tartozd hur
euklidészi hosszanak fliggvényében, a gombfeliileten pontosan az S pontjai azok,
melyek egyenl6 gémbi tdvolsdgra vannak az A és B pontoktél. Ha a C pont az S
sikra esik, akkor a gombfeliilet S sikra vonatkozd szimmetridja igazolja a tétel els§
allitasat.

NEM EUKLIDESZI GEOMETRIAK
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4 1. Gémbi geometria

Ha a C pont nincs az S sikon, akkor a b vagy az a oldal egyike, mondjuk az a
metszeni fogja az S sikot valamely D pontban, mikézben a masik, a b szakasz nem
metszi azt. Ebbél kévetkezik, hogy az AC hur révidebb mint a BC' har.

6. abra

Mivel az ivhossz és htrhossz szigoriian monoton névé kapcsolatban van, ebbol b < a
adédik. Masfeldl az ADB egyenlOszart haromszog, amiért az elsd allitds szerint a
DAB goémbi szog megegyezik a (§ szoggel. Mivel a DA f6koriv kettévigja az «
szoget, ez éppen a [ < a egyenlétlenségre vezet. -
Elfajulénak neveziink egy gémbi haromszoget, ha csicsai ugyanazon fékorre

illeszkednek.

Haromszog-egyenlotlenség. Nem elfajulé gombi hdromszdg oldalainak gombi
hosszdra a + b > c.

Bizonyitas. Mivel egy oldal gombi hossza legfeljebb rm lehet, az allitas nyilvan
teljestl, ha a + b > rm.

Legyen tehat a + b < rm és a BC fokorivet hosszabitsuk meg a C ponton til
addig, hogy a D végpontja éppen b gombi tavolsigra legyen a C ponttol.

7. abra

Ekkor d(B, D) < rm és a DC A hdromszog egyenlszart, {gy ebben a D és A
pontnal ugyanaz a ¢ szog taldlhatéd. El6bbi tételiink szerint § < 6+« miatt ¢ < a+0b
kovetkezik, ahol egyenl6ség esetén § = § + a miatt a = 0 teljesiil, ami a bizonyitast

teljessé teszi. -
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1.2 Izometrikus transzforméciok 5

1.2. l1zometrikus transzformaciok

A gombfelilet egy gombfeliiletre val6 leképezését (gombi) izometridanak hivjuk, ha
tartja a gémbi tavolsagot. Az alabbiakban tobbszor is felhazsnaljuk azt a tételt
[Kurusa: Euklidészi geometria], mely szerint egybevigd térbeli ponthalmazokhoz
létezik olyan térizometria, mely egyiket a mdésikba viszi, és ez egyértelmii, ha az
egyik ponthalmaz tartalmaz négy altalanos helyzetii pontot.

Lemma. Minden gombi izometria eqy olyan térizometria megszoritisa a gombfelii-
letre, mely fixen hagyja a gomb kozéppontjdt.

Bizonyitas. Mivel a gombfeliilet minden pontparjanak euklidészi és gdmbi tavolsaga
bijektiven meghatarozza egymast, egy gémbi ¢ izometriat tekinthetiink a gémbfeliilet
egybevigosaganak az euklidészi térben.

Minthogy a gombfeliileten van négy altalanos helyzetli pont, a gémbfeliilet
egybevagdsigahoz egyértelmiien létezik olyan [ térizometria, melynek megszoritdsa
a g gombfeliiletre megegyezik annak egybevagosigaval, vagyis ¢ = 7|g.

Tekintve, hogy a gomb kézéppontja az egyetlen olyan pont, mely a gombfeliilet
minden ponjatél azonos tavolsdgra van, és ezt a tavolsagot az ¢ térizometria nem
valtoztatja meg, az ¢ térizometria a géomb koézéppontjat a gémb kozéppontjaba
viszi. -

Tétel. Minden gombi izometridnak van fixpontja.

Bizonyitas. Tekintsiik az O kozéppontu G gémbfeliilet tetszéleges ¢ gombi izomet-
ridjat. Elobbi lemmank szerint egyértelmiien létezik olyan i térizometria, melyre
t=1|g, és t(0) = 0.

Az euklidészi térizometridk fixpont-tétele [Kurusa: Euklidészi geometria] alap-
jan ¢ az identitas, vagy az O ponton atmené valamely sikra, vagy két ilyen sikra,
vagy hdrom ilyen sfkra vonatkozé tikrozés szorzata. Mind a négy esetben (identi-
tds, tliikrozés, forgatds illetve forgatva tiikrozés) van legaldbb egy olyan egyenes, a ¢
térizometria tengelye, melynek minden pontja fix. Ennek az egyenesnek a metszete

a G gombfeliilettel az ¢ gombi izometridnak fixpontja. -

Fixpont-tétel. Legyen 1 egy izometria az O kézépponti G gombfelileten.
(1) Ha ¢ hdrom nem egy fékirre esé pontot fixren hagy, akkor identitds.
(2) Ha ¢ fixen hagyja o gombfelilet Py # Py pontjait, akkor v = id, vagy + = 75|g,
az OP) Py pontok S sikjdra vonatkozo tikrozés.
(3) Ha ¢ fizen hagyja a gombfelilet P pontjdt, akkor v = id, vagy v = 7s,, ahol
a tikrézés So sikja tartalmazza az O és P pontokat, vagy v = Ts,Ts,, ahol
S1 # Sy és mindkét sik tartalmazza az O és P pontokat.
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6 1. Gémbi geometria

Bizonyitas. Lemmank szerint egyértelmiien létezik olyan 7 térizometria, melyre
L=1lg, és i(0) = 0.

Az (1) esetben  négy, a (2) esetben harom, a (3) esetben pedig kettd alta-
lanos helyzet{i fixponttal rendelkezik. A térbeli izometridk fixpont-tétele [Kurusa:
Euklidészi geometria] alapjan mindhdrom esetben kovetkezik az allitds. A részletes

kovetkeztetés az olvaséra marad. -

Vegytik észre, hogy a bizonyitas kozben az is kideriilt, hogy a gémbfeliilet
izometridi az identitas, f6korre tiikkrozés, atmérd korili forgatéas és forgatva tiikkrozés
tipusaiba sorolhatok.

A gombfeliilet valamely A részhalmazanak egy gombfeliilet valamely B rész-
halmazara val6 leképezését (gombi) egybevdigdsdgnak hivjuk, ha bijektiv és az A
részhalmaz pontjai kozotti gombi tavolsagokat tartja.

Tétel. Az O kozépponti G gombfelileten adott A és B halmazok akkor és csak akkor
gombi egybevdgdk, ha létezik a gombfelilet olyan v izometridja, melyre 1(A) = B.

Bizonyitas. Ha 1(A) = B, akkor az | 4 egybevigdsig az A és B halmazok kozott.
Ha ¢: A — B bijektiv gébmbi tavolsidgot tarté leképezés, akkor € az euklidé-

szi térben is az A és B halmazok egybevigésdga, hiszen a gombfeliilet minden

pontparjanak euklidészi és gombi tavolsaga bijektiven meghatarozza egymast.

A gémb O kézéppontja a G gombfeliilet minden pontjatél azonos tavolsagra
van, {gy az A" = AU {0} és B’ = BU {0} halmazok is egybevagdak az euklidészi
térben az ¢’: A — B’ egybevigdsdggal, melyre £'(0O) = O az A’ tobbi, P € A
pontjadban pedig &’'(P) = ¢(P).

Eszerint van olyan 7 térizometria, melyre £| 4+ = ¢’. Ekkor i| 4/ (0) = ¢'(0) = O,
vagyis O az [ térizometria fixpontja, és igy az ¢ = [|g gdmbi izometria bizonyitja
az &llitdst, hiszen minden P € A pontban ((P) = i|g(P) = |4 (P) = €'(P) =

e(P). |

1.3. Trigonometria

Koszinusztétel oldalra. Ha egy gombi hdromszog oldalait és szdgeit a szokdsos
modon a,b,c és a, B,y jeléli, akkor

c a b oa . b
COS — = COS — €O0S — + sin — sin — cos 7y,
r r r r r

ahol r a gomb sugara.
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1.3 Trigonometria 7

Bizonyitas. A vegyesszorzat és a kifejtési tétel felhasznalasaval a

CxA CxB>_ (C,A,C x B) (C,Ax (C x B))

7 = (e A1 [Cx B]) = 1O Al [ B~ rosm HCA] 2 g UCE)

_(C{AB)C—(AC)B) _ A BI(C0) = (A, 0)(3C 1 B)
r2sin(b/r)r? sin(a/r) sin(b/r) sin(a/r)
_ cos(c/r) — cos(b/r) cos(a/r)
sin(b/r) sin(a/r)

levezetés igazolja az allitast.

]
Szinusztétel. Ha egy gombi hdromszog oldalait és szdgeit a szokdsos modon a, b, ¢
és a, B8, jeloli, akkor
.a . b ¢ . . .
sin — :sin— : sin — = sina : sin 5 : sin-y,
r r r
ahol v a gomb sugara.
Bizonyitas. Ismét a vegyesszorzat és a kifejtési tétel miatt

CxA C’xB‘_ (Cx A B)C—(CxAC)B|l  (+C,+A LB)
|C x Al |C’ x B r*sin(b/r) sin(a/r) ~ sin(b/r) sin(a/r)’
ad6dik, amib6l

siny =

b 1 1.1 b
sinvsingsinf = ( C, A B) = ( A, fB,fC’) — sinasin - sin ©
rooor r rooor

Il
—~

| =
sy
—_ 3

c a

,—C, 7A> = sin fsin — sin —

ror r T
igazolja az allitast.

]
A szinusztételt a polarharomszogekre alkalmazva nem adédik 4j eredmény,

azonban a koszinusztétel alkalmazasa a poldrharomszogre j Osszefliggéshez vezet.

Koszinusztétel szogre. Ha egy gombi hdromszog oldalait és szogeit a szokdsos mo-
don a,b,c és «, B, jeloli, akkor

. . C
cosy = — cos a cos 3 + sin asin 3 cos —,
r
ahol r a gomb sugara.

Bizonyitas. Elég arra gondolni, hogy a polarharomszog oldalainak hossza az eredeti

haromszog megfeleld kiegészits szogeivel és a sugarral ardnyos. -

Kovetkezmény. Az azonos szogekkel rendelkezé hdromsziogek oldalainak hossza is
megegyezik.
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8 1. Gémbi geometria

Fontos felfigyelni ra, hogy e kovetkezmény gombfeliileten kizarja a homotécidk,
illetve hasonlésagok 1étezését.

Tétel. A C csucsdndl derékszogl haromszogben érvényesek a kévetkezok.

. , C a
Pitagorasz-tétel: cos — = cos — cos —;
r r r

b
Befogd tétel: tg — = tg ¢ cosa.
r r

Bizonyitas. A Pitagorasz-tétel a koszinusztétel egyszerli alkalmazasa.

A befogététel azonnal kovetkezik, ha a gomb kézéppontjabdl a haromszoget
a haromszog A csticsdban a gémbot érinté sikba vetitjik, ugyanis a kivetitett
héromszog derékszogll lesz, aminek az dtfogdja rtg =, mellette 1év6 befogdja rtg %

és ezek kozotti szoge a. -

1.4. Felszinmérés

A tertilet, vagyis a gombfeliilet felszine mérésének bevezetéséhez az euklidészi sik
esetében bevalt eljarast alkalmazzuk, azzal az eltéréssel, hogy most elore tudjuk,
hogy az egész ponthalmaz teriilete a gomb teljes felszinmértékével egyenlé.

Egy goémbi sokszoget konvexnek neveziink, ha a minden pontjat a kézéppont-
tal 6sszekotd zart szakaszok unidja a térben konvex halmazt ad. A gémbi konvex
sokszog szamunkra legfontosabb tulajdonsaga az, hogy barmely két pontjaval egytitt
az azokat Osszekotd f6kor révidebbik ivét is tartalmazza.

Definicié. Az r sugaru G gombfeliilet konvex sokszogei ¥ halmazanak valamely
f:B — R leképezését felszinmérésnek nevezzilk, ha

(1) >0,

(2) f(P) =0 akkor és csak akkor, ha a P sokszog iires,

(3) f(P1)+ f(P2) = f(P12), ha a P15 gombi sokszoget egy {6kor a P és P2 gombi

sokszogre vagja,
(4) fot= f minden ¢ gombi izometridra, és
(5) f(G) = ® := 4r?T.
A

Tétel. Létezik felszinmérés, ez egyértelmi és az «, B,y szégekkel rendelkezd hdrom-

s26ghéz az (a+ B+ — ) értéket rendeli.

Bizonyitas. Unicitds. Nyilvin minden gémbi soksz6g gémbi haromszogekre vaghatd
fokorokkel, igy az unicitdshoz elegend6 igazolni a tétel formulajat a haromszogekre.

Legyen @, az a nyilasszogli gombi kétszog felszine. Az (1) és (3) miatt @,
szigortian monoton noévekvé a [0, 27) intervallumon. A (3), (4) és (5) miatt pedig
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1.4 Felszinmérés 9

nyilvin @9/, = 21/ $ minden n € N esetén. Ezért a (3) és (4) miatt Pmyr =10,

2
ahol m,n € N.

Ezek szerint tetszoleges raciondlis r;, < o < r; sorozatokra r, ® = P, <
P, < (I)’“Zr = r,‘:q), amiért r,; Mo/ r,j esetben @, = 5-®. ’

Legyenek A’, B’ és C' az A, B és C pontok 4tellenes pontjai, vagyis amelyek
rendre az A, B és C pontokkal 4tmér6t alkotnak.

Egy ABC haromszog oldalai a hdromszog minden csticsaban pontosan négy
kétszoget alkotnak. Ezek koziil kettd olyan, amely sem az ABC, se az A'B'C’
haromszoget nem tartalmazza, pontosan egy olyan, mely az ABC haromszoget
tartalmazza, a negyedik pedig olyan, hogy az az A’ B’C’ hdromszoget tartalmazza.
Ez a négy kétszog egyiitt éppen lefedi a gombfeliiletet.

A héaromszog altal meghatdrozott haromszor négy kétszog koziil azok, amelyek
legalabb az egyik haromszoget tartalmazzak, egyiitt lefedik a gémbfeliiletet, az ABC
és az A’ B'C" hdromszoget pedig hdrom-héromszor is. Figyelembevéve, hogy A’B'C’
az ABC origéra vett titkkorképe, ebbél

® =20, + 2By + 20, — 4f(ABCA)

adodik, amibdl éppen az allitasban szereplé formula kévetkezik.

Egzisztencia. A felszinmérés 1étezésének igazolasdhoz definidljuk az f fiiggvényt
egy goémbi n-szogre azzal, hogy az n-szog egy C' csicsat a tobbi csticesal 6sszekotd
fékorok — ezek az ,,atlok” — mentén haromszogekre bontjuk az n-szoget, aztan
ezekre a hdromszogekre kiszdmitjuk az (o + 5+ v — W)% értékeket és képezzitk
ezen értékek Osszegét.

Mivel a felbontasban szerepl6 haromszogek csiicsai a sokszog cstucsaiba esnek,
és a C csucsban éppen eggyel tobb haromszog csicsa van, mint ahany 4tl6 indul
onnan, ezen értékek Osszege Y . a; — (n — 2)m, ahol «; az n-szog i-edik csticsdban
1év6 belso szog. Ez az érték lathatolag fiiggetlen a felbontéastol, igy elég latnunk,
hogy az

f(Ai1As. . A,) = (iai_(n_2)ﬂ>%
i—1

fliggvény eleget tesz a feliiletmérésre kirdtt 6t kovetelménynek.
Az (1), (2) és (5) feltételeket az igy definidlt f fiiggvény nyilvanvaldan teljesiti.
Ha egy f6kor kettévag egy sokszoget, akkor kettévagja a sokszognek az f konst-
rudldsidban szereplé felbontds haromszogeit is, ezért a (3) tulajdonsdgot elegendd
héromszogekre igazolni.
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10 1. Gémbi geometria

10. abra

Ha egy haromszoget a C' cstiicsan athalado6 fokor vag ketté, akkor

f(ACD) + f(CBD) = (a+m -1-51—77)2"'(»34‘72-1-(52—7T)4g

47 T

= (a+ §+7— )1 = J(ABC)

7r
Ha a haromszoget kettészeld f6kor nem illeszkedik a csticsok egyikére sem, akkor
metszi két — mondjuk az a és b — oldalat, amiért

P ®
f(ABFE)+ f(EFC)=(a+ 8+ ¢1+e1 — QW)E + (g2 + @2 +’Y—7T)E

= (a—i—ﬁ—k’y—ﬂ)% = f(ABC).

Ezek a formuldk igazoljék, hogy az f fiiggvény teljesiti a (3) kovetelményt.

A (4) tulajdonsdg beldtasahoz elég arra gondolni, hogy barmely P sokszog ¢
izometria melletti P’ képét a P felbontdsdnak ¢ melletti képe haromszogekre bontja,
és a gbmbi izometridk az oldalra vonatkozd koszinusztétel szerint nem valtoztatjik
meg a szogeket, igy nem valtoztatjak meg a haromszogek felszinét sem, amiért a

két sokszog szogei és felszine megegyezik. -

Kovetkezmény. Nem elfajuld gombi hdromszég 6 = a + B + v — w szégdefektusa
pozitiv.
A szogdefektusra, vagy ami ugyanaz, a gdbmbi haromszogek felszinére érvényes

Osszefiiggések kozil csak érdekességképpen, bizonyitas nélkil kozliink kettot.

Tétel. Ha egy gombi hdromszog oldalait és szdgeit a szokdsos modon a, b, c és o, 5,7,
szogdefektusat &, fél kertiletét pedig s jeloli, akkor

(1) tgd = tg(a/r) tg(b/r) siny
1 — tg(a/r) tg(b/r) cosy’
\/Sin £ sin 574 sin 520 gin 57

cos(a/r) cos(b/r) cos(c/r) '
ahol r a gomb sugara.

(2) tgd =
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1.5 A ,végtelen sugart” félgombfeliilet geometridja 11

Mindkét formuldt a gombi trigonometria formuldi és a szogfliggvények ismert
Osszefiiggései segitségével bizonyithatja az érdekléd6 olvasé.
A (2) formuldt szokds gdmbi Héron-képletnek is nevezni.

1.5. A ,végtelen sugara” félgombfeliilet geometriaja

A most kovetkezok jél mutatjak, hogy hétkoznapi tapasztalataink miért tamasztjik
ala az euklidészi geometria torvényeit, egyben lehetséges magyarazatul is szolgalnak
Euklidész parhuzamossagi axioméajanak megjelenésére.

Tétel. A wégtelen sugard” nyilt félgombon a fékioroket véve egyenesnek egy eukli-
dészi sikot kapunk.

Bizonyitas. Tekintsiik az R? térben a szokasos (z,y, z) koordinata-rendszert, és a
(0,0, ) kozéppontu r sugari G, géombnek a z < r féltérbe esé nyilt G, félgdmbjét.

A G félgdbmbot a gémb kézéppontjdbdl kivetitve a z = 0 sikra, egy bijektiv,
fokort egyenesbe vive W, leképezést kapunk (a részletes megfontoldsok az olvaséra
maradnak), tehdt a nyilt G, félgomb a f6korokkel affin sikot alkot.

Paraméterezziik a G~ félgémb pontjait igy, hogy egy P pontjahoz hozzarendel-
jik annak gémbi p tavolsagat a gomb (0,0, 0) koordinataja déli sarkatol, valamint
azt az irdnyitott —m < £ < m szbget, mellyel a z-tengely koriil elforgatva az y =
0,2 > 0 félsikot, a P pontot tartalmazé sikot kapunk. Vildgos, hogy a P — (§,p)g,
hozzarendelés bijektiv.

A z = 0 sikon tekintsiik azt a polarkoordinita-rendszert, melyben egy @
ponthoz hozzarendeljiik ¢ tavolsigéat a (0,0, 0) origétol, valamint azt az irdnyitott
—7m < ¥ < m szoget, mellyel az origé koriil elforgatva az x tengely pozitiv fél-
egyenesét, a @ pontot tartalmazd egyenest kapunk. Vildgos, hogy a Q — (¥, ¢)s
hozzarendelés bijektiv.

A derékszogli hdromszog befogdi kozti kapesolat adja, hogy ¥,.: (€,p)g, —
(&, rtg(p/r))s, ami azt jelenti, hogy ugyanazon (£, p)g, gombi pont ugyan mozog a
sugér valtozasaval, de mivel lim, o ¥,-((§,p)g,) = (§,p)s, minden pont a koordina-
taja altal meghatarozott ponthoz tart, vagyis a ,,végtelen sugard” nyilt G félgémb
pontjainak koordinatai egybeesnek a sik pontjainak koordinatéival.

Most igazoljuk, hogy a sugarral mozgd pontok egyeneseinek hatarhelyzete is
egyenes.

A G, félgomb minden (€, p)g, koordindtdju pontjahoz, ahol p # 0, pontosan
egy olyan f6kor van, melynek ez a pontja rendelkezik a legkisebb z-koordinataval.
A z = 0 stk minden (¢, ¢)s koordindtaji pontjahoz, ahol ¢ # 0, pontosan egy olyan
egyenes van, melynek ez az origbhoz legkozelebbi pontja. Ezekkel koordinatazva a
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12 1. Gémbi geometria

fokorok és egyenesek halmazat, azt kapjuk, hogy W,.: (&,p)g, — (&, rtg(p/T))s a
fokorok és egyenesek kozott is, amely p = 0 esetén is érvényes, ha ilyenkor az origbn
atmend, a £ irdnyara merdleges fokort illetve egyenest rendeljiik a koordinatahoz.
Mivel r 7 oo esetén r tg(p/r) \ p, ebbdl kivetkezik, hogy az egyenesekre is érvényes
alim, 00 ¥-((€,p0)g,) = (&, p)s Osszefiiggés.

Ezzel be is bizonyitottuk, hogy a ,végtelen sugard” nyilt G félgémb egy affin
sik. A tétel bizonyitasdhoz a metrikdt kell még megvizsgalni.

A G, gémbon jelolje d,. a metrikat. Ekkor két pont tavolsagdt a ¢, =
d-((§,a)g,, (£, b)g,.) szam adja, ahol max(a,b) < rm/2. Legyen v = ¢ — £. Ek-
kor a koszinusztétel szerint

Cr a b .oa . b
€c0S — = €0S — cos — + sin — sin — cos 7y,
r r T r r
amibdl
. 9 C .9 @ .9 b .a . b
1—2sin®? = = (1 — 2sin? —) (1 — 2sin? —) + sin —sin — cos 7y
2r 2r 2r r r
és igy
Lo C g G .o b Lo G .2 b a
2sin? =~ + 4sin® — sin? — = 2sin® — + 2sin? — — sin — sin — cos 7,
2r 2r r 2r r r T

kovetkezik. Mindkét oldalt elosztva az 1/(2r)? szdmmal a

(sin(c,./27")>2 . 4a2b2 (Sin(a/Qr))2<Sin(b/2T))2

202

"\ ¢ /2r 4r2 a/2r b/2r
sin(a/2r)\ 2 sin(b/2r)\ 2 sin(a/r) sin(b/r)
= 2&2(W> +2b2(b/T) 74aba7/7“b/7r cos 7y

egyenléséghez jutunk. A gdmbi haromszog-egyenlétlenség miatt ¢, < a + b, igy
r — 00 esetén a/r — 0, b/r — 0 és ¢, /r — 0, amiért
sin(a/r) sin(b/r) sin(c,. /r)

dm = T T e =t

Ezeket alkalmazva egyenletiinkben az r — oo hatarértékre azt kapjuk, hogy

2a% + 2b* — 4abcosy = 2( lim ¢,)?,

T—>00

ami a z = 0 sikban érvényes koszinusztétel.
Eszerint a ,végtelen sugari” nyilt G félgémbon mérhetd tavolsdgok egybees-

nek a z = 0 sikon mérhetd tavolsagokkal, amivel a bizonyitast befejeztiik. -
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1.5 A ,végtelen sugart” félgombfeliilet geometridja 13

Bar tételiinknek nyilvanvald kovetkezménye, hogy a ,,végtelen sugari” nyilt G
félgbmbon az euklidészi trigonometria érvényes, azért nem érdektelen megvizsgalni,
mivé alakulnak a gdémbi trigonometriai Gsszefliggéseink a ,,végtelen sugart” nyilt
félgdbmbon.

Rogzitsiik az a, b, ¢ > 0 valds szamokat agy, hogy a a legnagyobb és b+ ¢ >
a. Ekkor minden r > a/m sugari gombfeliileten szerkeszthetd a,b, ¢ oldalakkal
rendelkezé haromszog, csak fel kell venni egy a hossziségu fokoriv két végpontjaban
egy b és egy ¢ gombi sugari géombi kort, és venni ezek metszéspontjat.

Tétel. Legyenek az r sugari gombon a,b,c oldalhosszakkal biré hdaromszog szogei
a(r), B(r) és y(r). Ekkor léteznek a lim,_, oo a(r), lim, oo B(r) és lim, o0 y(7)
hatdrértékek, és rendre megegyeznek az a,b, c oldalhosszakkal rendelkezd euklidészi
hdromszog o, 8,y szdgeivel.

Bizonyitas. Tekintsiink egy a,b, ¢ oldalhosszi haromszoget az r sugarti gémbon.
Vildgos, hogy a/r — 0 amennyiben r — oo, ezért

lim sin(a/r) — lim sin(b/r) — lim sin(c/r) _ iy S
rooo  a/r r—oo  b/r r—oo  ¢/r =0 T

=1.

Az oldalakra vonatkoz6 koszinusztétel szerint

c _ a b 2¢c _ 2a 2b
cos(r) COS £ — COS 7 COS 7 cos” & — cos” & cosb p ((r//a)) (r/(bz :
in %si c a b sin(a/r) sin(b/r
COS 7 + COS 7 COS ol G

S lo

2 sin?(c/r a2 sin®(a/r 2 sin?(b/r
(1- &%) — (1= &0 - 255 (r/a)(r/h)
cos(c/r) + cos(a/r) cos(b/r) Silﬂ(f/l/?“) Sinb(/b/r)
2 sin®(c/r) + b2 sin’(b/r) + a2 sin’(a/r)  &2b2 sin®(a/r) sin®(b/r)
__r? (¢/r)? r? (b/r)? r? (a/r)? rt (a/r)*  (b/r)?
cos(e/r) + cos(a/r) cos(b/r)
(r/a)(r/b)

sin(a/r) sin(b/r)

a/r b/r
— M (’I" — OO)
2ab ’ ’

ami azt jelenti, hogy az «(r), 8(r) és v(r) fiiggvényeknek van hatarértékik, és
ezek a hatarértékek éppen az euklidészi sikon a, b és c oldalhossziisdggal megrajzolt
haromszog szogei. -
A gombi szinusztétel a ,,végtelen sugarti” gdbmbon az euklidészi szinusztételbe

alakul, mert

. . sin(a/r)
sina(r) _ sin(a/r) — “ap @ L a (r = 00)
sin3(r)  sin(b/r) Si“b(/w b b’ ’
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14 1. Gémbi geometria

a szogekre vonatkoz6 géombi koszinusztétel pedig az euklidészi haromszogek szog-

Osszegét adja, hiszen

cosy(r) + cos(a(r) + B(r)) = cosy(r) + cos a(r) cos f(r) — sin a(r) sin B(r)

= sin a(r) sinﬁ(r)(cos% - 1) — 0, (r — 00).

amiért lim, oo a(r) + lim, 00 B(r) + lim, 00 y(r) = 7.
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Projektiv sik

A gbémbi geometria legszembet{inébb szerkezeti eltérése az euklidészitol az, hogy a £6-
korok mindig két pontban metszik egymast, mikézben a sikbeli egyenesek legfeljebb
egy pontban. Eme duplikdlédés elkeriilésére alkotjuk a P? projektiv sikot.

A gombfelilet pontjainak halmazén a szemkoztesség (két pont szemkoztes, ha
0sszekotd egyenesiik illeszkedik a gomb kozéppontjéra) ekvivalencia-relacié. Ennek
osztalyai alkotjak a P? projektiv sik pontjait, vagyis a P2 projektiv sik minden
pontja a gombfeliilet két atellenes pontjanak halmaza, mely természetes médon
megadhatd a gomb egy atmérdjével, vagy egy origon atmend egyenessel, vagy egy
ilyen egyenes barmely irdnyvektoraval. Ez utébbi megadasi médokat a projektiv
pont reprezentaciéinak fogjuk nevezni, és eme reprezentaciokat nagy szabadsaggal
akkor és gy fogjuk alkalmazni, ahogy éppen természetesebb kifejezni a mondandot.

A P? projektiv sik egyeneseit olyan projektiv pontok halmazaként értelmez-
ziik, melyek uniéja egy fokor a gombfelilleten. Ez azt jelenti, hogy a projektiv
egyenesek természetes médon megadhatok a gombfeliilet egy fékorével, vagy egy
origdn atmeno sikkal, vagy egy ilyen sik barmely normalis vektoraval. Ez utébbi
megadasi médokat a projektiv egyenes reprezentaciéinak fogjuk nevezni, és akkor
és ugy fogjuk alkalmazni Oket, ahogy éppen természetesebb kifejezni a mondandot.

Amennyiben egy origéra nem illeszked6 S sik minden pontjahoz hozzarendel-
jik a pontot az origbval 6sszekotd egyenes altal reprezentalt projektiv pontot, az S
sik ponthalmazinak a P? projektiv sik ponthalmaziba valé injektiv beleképezését
nyerjiik, mely rdadasul a sik minden egyenesét abba a projektiv egyenesbe képezi,
melynek fokorét az egyenes és az origd kozos sikja metszi ki a gémbfeliiletbol.

1. abra 2. abra

Figyeljiik meg, hogy az S sik parhuzamos e és g egyenese olyan é és § f6korokbe kép-
z6dik, melyek metszéspontjaira illeszkedd egyenes parhuzamos az e és g egyenesekkel.

15
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16 2. Projektiv sik

Eszerint az S affin siknak a projektiv sikba valé iménti leképezése a parhuzamossagi
osztélyokat (ezeket az affin sik végtelen tavoli pontjainak is hivjuk) az S sikkal
parhuzamos s f6kor altal reprezentalt projektiv egyenes pontjaiba viszi, vagyis az
affin sik végtelen tavoli egyenessel vald kiegészitése (mely az affin stk esetében a
Desargues-tulajdonsig vizsgalatandl jatszott fontos szerepet) projektiv sikka teszi
az affin sikot.

A projektiv sik barmely két egyenese pontosan egy pontban metszi egymast,
hiszen a hozzajuk tartozé fokorok két, egymdéssal szemkozti pontban metszik egy-
maést.

Két projektiv pontra pontosan egy projektiv egyenes illeszkedik, mert pontosan
egy origon atmend S sik illeszkedik e két projektiv pontot reprezentdld, egymast az
origbban metsz6 egyenesre, és az S sik altal reprezentélt projektiv egyenes illeszkedik
a két projektiv pontra.

Rogzitsik egy O kozépponti gomb G feluletét, egy S sikot, a G ezzel parhu-
zamos s f6korét, az O ponton dtmend egyenesek £o halmazét és jeldlje végiil S°
a parhuzamosséigi osztilyokkal (idedlis pontokkal) kiegészitett S sikot. Az aldbbi
leképezéseket emlitettiik eddig:

v: G — P? ahol y(P) = {—P, P};

7. P?2 — Ep, ahol m({—P, P}) a PO egyenes;

o: 8 — P? ahol o(X) = 7 1(0X), ha X € S nem ideélis pont, ha pe-
dig X idedlis pont (vagyis S egy parhuzamossigi osztlya), akkor az a
o(X) = {—P, P} € P? projektiv pont, melyre a —PP egyenes parhuzamos X
egyeneseivel;

e: S — &o, ahol €(X) az XO egyenes, ha X € S nem idedlis pont, ha pedig
X idedlis pont (vagyis S egy parhuzamossigi osztilya), akkor az O origon
atmend azon egyenes, mely X egyeneseivel parhuzamos.

A fentiek alapjan
~ nem injektiv, viszont sziirjektiv és v(P) = v(Q) akkor és csak akkor, ha P és
Q 4tellenes pontok,
7 bijektiv,
o egyenestarté és bijektiv, ugyanakkor o|s nem sziirjektiv, de injektiv és egye-
nestarto,
€ bijektiv, ugyanakkor ¢|s nem sziirjektiv, de injektiv, és e = g o 7.

Tekintsiink az S sikon egy ¢ affinitast. Legyen ¢ az idealis elemekkel ki-
egészitett S' sfkon az a leképezés, mely a kozonséges pontokon megegyezik a ¢
affinitassal, az idealis pontokat viszont abba az idealis pontba viszi, amely parhuza-
mosséagi osztdlyba viszi ¢ a neki megfelel6 pairhuzamossagi osztély egyeneseit (mivel
az affinitasok tartjdk a parhuzamossigot, ez egyértelmfi). Definidljuk a ¢: P? — P2

KUuRrusa ARPAD

Ver.: 2021:10:15:23:46:40 © Kurusa Arpad (2021 — 2021)



2.1 Homogén koordinatak, kettésviszony és dualitas 17

leképezést 1igy, hogy ¢ = 0 o ¢ o 0~ L. Ez egy bijektiv egyenestart6 leképezés a P?
projektiv sikon, mert o és @ is bijektiv és egyenestarto.

Hérom pontra azt mondjuk, hogy kollinedrisak, ha egy egyenesre esnek. A
projektiv sik azon leképezéseit, melyek kollinearis pontokat kollinearis pontokba
visznek, egyenestartéonak neveziink. Azon leképezéseket, melyek pontosan akkor
visznek harom pontot kollinedris pontharmasba, ha a pontok kollinearisak, egyenes-
ségtartonak nevezzik. A bijektiv egyenességet tartd leképezéseket kollinedcionak,
azon kollineacidkat pedig, melyeknek van invarians egyenese affin kollinedcionak
nevezzik.

A fentebb definialt ¢ leképezés affin kollineacié, mert az S sikkal parhuzamos
fékor altal reprezentalt projektiv egyenes projektiv pontjait ugyanezen egyenesen
hagyja, hiszen ¢ az S* idedlis elemeit idedlis elemekbe viszi.

Minden 1[) affin kollineacié az invaridns egyenesiik f6korének sikjaval parhuza-
mos sikon az ¢ =01 o 1[) o 0‘3 affinitast hatarozza meg.

Felmeriil a kérdés, hogy van-e a projektiv siknak olyan kollineaciéja, mely nem
affinitasbdl szarmazik.

2.1. Homogén koordinatak, kettdsviszony és dualitas

Tekintve, hogy P? kanonikus bijektiv kapcsolatban van az origén 4tmend egyene-
sekkel, kézenfekv6, hogy P? elemeit a pontjaihoz tartozé egyenesek irdnyvektoraival
paraméterezziik. Egy egyenesnek végtelen sok, egymassal ardnyos iranyvektora van,
a nullvektor viszont egyetlen egyenesnek sem iranyvektora.

Az u és v vektorokra azt mondjuk, hogy ardnyosak, ha 1étezik A # 0, mely-
re \u = v, és ekkor az u ~ v jelolést hasznaljuk. Nyilvanvals, hogy az ~ relacié
ekvivalencia-reldcié. Ennek osztalyai az [u] = {\u : A # 0} vektorhalmazok. Nyil-
van [00] = {00}, vagyis ez az egyetlen egyelemii ekvivalencia-osztaly. Az u # 0
esetben az [u] osztalyokat homogén koordindtdknak nevezziik, halmazukat [R?] jeloli.

Rogzitve egy {w,,wy, w,} bazist az R? vektortérben, az arra végzett ba-
zisbontéds egyiitthat6i is meghatdrozzdk a vektort, és [u] = [v] akkor és csak
akkor, ha (Tu,Yu, 2u) ~ (Lo, Yu, 2), ahol u = z,w, + YuWy + 24w, és v =
TyWy + YWy + 2w, ezért, ha adott egy bazis, és abban az u egyiitthatéi x,y és
z, akkor élni fogunk az [(z,y, 2)] := [u] és [z,y, z] ;= [u] jelolésekkel.

A nyilvan bijektiv x: P? — [R3] leképezést, ahol x({—P, P}) = [O?] homogén-
koordinatazasnak nevezziik. Az fras egyszeriisitése érdekében gyakran fogjuk alkal-
mazni a [P] := [OP] és [{— P, P}] := [OP] jelsléscket is.

Ha adottak az k6z0s projektiv egyenesre illeszkedd, vagyis kollineéaris A, B, C €
P? pontok, akkor az ezeket reprezentals egyeneseket nem az origéban metsz6 barmely
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18 2. Projektiv sik

S sik esetén a kimetszett A’, B, O’ € S pontok kollinedrisak és meghatdroznak egy
we = (A'B'C") osztéviszonyt, ami fiigg S valasztasatol.
Az alabbi lemma csak a kovetkezd definiciot késziti el6, de jegyezziik meg, hogy

s

ez valdjaban a kés6bb bemutatasra keriillé Papposz-tétel euklidészi megfelelGje.

Lemma. Legyenek a kiilonbézé A, B,C,D € P? pontok kollinedrisak, és vdlasszunk
eqy tetszéleges S nem origén dtmend sikot, mely rendre az A',B’,C',D’ € S
pontokban metszi az OA,OB,0C és OD egyeneseket. Legyen wc = (A'B'C") és
wp = (A'B'D’). Ekkor az we : wp ardny nem figg az S sik vdlasztdsdtdl.

Bizonyitas. Elészor vegyiik észre, hogy barmely kollinearis A, B, C, D € P? pontok
valasztasa esetén vannak e pontokat reprezentalé mindegyik egyenest metsz6 sikok,
ugyanis az OA és OB egyeneseken valasztva egy-egy X és Y pontot, majd tekintve
az Osszes, ezek egyenesére illeszkedd sikot, azt latjuk, hogy ezek koziil legfeljebb
ketté parhuzamos az OC' és OD egyenesekkel.

30. abra

Legyenek tehat az OA, OB, OC és OD egyenesekbél valamely az origéra nem
illeszkedd sik altal kimetszett pontok rendre A’, B',C’, D’ és ezek osztdviszonyai
we = (A'B'C") és wp = (A’B’D’), tovdbbé egy origén nem dtmend sik messe ezen
egyeneseket rendre az A”, B”,C"”, D" pontokban, és ezek osztéviszonyai legyenek
wlcv — (A//B//C//) éS (JJID — (A//BI/D//).

Mivel kozos origdn dtmené egyenesekre illeszkednek, vannak olyan 74, 75, T
) ‘s ) oA OR! SR ) 7
és @_I%em nulla_\;alos szamok, hogy OA” = 140A’, OB" = 150B’, OC" = 7¢OC
és OD" = TDOD/.

Mivel az OA, OB, OC és OD egyenesek egyetlen koz0s pontja az origd és a

N

metsz6 sikok egyike sem megy at az origén, egyik osztéviszony sem 0, amiért

— — — — —

(we +1)0C" = (we + 1)1c0C" = 16(0OA' + wecOB') = :—COA g Tiﬂ()B "
A B

— — — — — —

(wh +1)OD" = (W}, + 1)7pOD’ = 1p(0OA" + wpOB') = 20A" + T2XLoph,
TA B

Eszerint
ﬁ:(w.z)/(ww.@)_ﬂ

n : :
Wp B TA B TA wp

9

ami igazolja allitasunkat.
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2.1 Homogén koordinatak, kettésviszony és dualitas 19

S
Legyenek az A, B,C, D € P? pontok kollinedrisak és A # B. Ekkor az OA’ €
[A] és OB’ € [B] vektorok%getlenek, ezért léteznek olyan A¢, uc, Ap,up € R

— —
valds szamok, melyekre A\cOA’ + pcOB’ € [C] és A\pOA’ + upOB' € [D] teljestil.

Definicié. Kettdsviszonynak nevezziik a projektiv egyenesek rendezett, nem csupa
egybeesd pontbdl 4116 pontnégyeseinek halmazén értelmezett (ABCD) — Ry :=
R U {oo} leképezést, melyre

(1) A # B esetén

=
Q

:%7 ha)‘CvADalu‘Cle“D¢Oa

o
1, ha A\p = Ac =0, vagy up = uc =0
ABCD) =
( ) 0, ha A\c # 0= Ap, vagy pup #0=pc =0
00 ha A\c = 0# Ap vagy up =0 # pc,

— — —
ahol a A, i, Ap, up € R valds szamokra AcOA’ + pcOB' € [C] és \pOA’ +
upOB’ € [D] teljestil valamely 04/? € [4] és OB’ € [B] nem nullvektorokra,;
(2) A= B és C # D esetén (ABCD) := (CDAB);
(3) A= B és C =D esetén (ABCD) :=1—- (ACBD).
Egy leképezést projektivitdsnak, vagy projektiv leképezésnek hivunk, ha tartja a
kettésviszonyt. A

Haszndlni fogjuk az ([A][B][C][D]) := (ABCD) és (0—1210?0?0?) =
([A] [B][C] [D]) jeloléseket is.

Az (1) definidlé formuldbdl kovetkezik, hogy a kett8sviszony fiigg a benne
szereplo projektiv pontok sorrendjétol, tovabba A # B esetén

=

¢ . kD ha A B,C,D kiilsnbozoek,

Ac T Ap?
1 ha D=C

ABCD) := ’

(ABCD) 0, ha C#B=D,vagy D#A=C
00 ha C=B# D,vagy D=A#C.

Eszerint definiciénkb6l kovetkezik, hogy (ABCD) = 1 akkor és csak akkor, ha
A#£Bé C=D,vagy A=B és C # D, (ABCD) = 0 kizdrdlag A # C és B =D,
vagy A = C és B # D esetén, valamint (ABCD) = oo pontosan A # D és B = C,
vagy A =D és B # C esetén teljestil.

Az R, halmaz bijektiv kapcsolatba hozhaté a korrel a koévetkez6 modon:
reprezentaljuk a valés szdmokat a sikon az y = 2 egyenes pontjaival, és vegyiik ezen
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20 2. Projektiv sik

pontokon &t az origéra illeszkedd egyenesek metszetét az 2 + (y — 1)? = 1 korrel.

36. abra

A kapott x — (z,2) — P(z) = (x24fi4, 2Jr4) leképezés nyilvan bijektiv a valds
szamok és a (0, 0) ponttol megfosztott korvonal kozott, ugyanakkor lim, 4o P(x) =
(0,0) miatt a P(oco) = (0,0) kiegészitéssel bijektiv a kérvonal és az R, halmaz
kozott.

Ez lehetévé teszi a d(z,y) = <((0,1)P(z), (0,1)P(y)) metrika megadasit az
R halmazon, melyet a tovabbiakban mindig ezzel a metrikaval ellatva vizsgdlunk.

Tétel. Ha A, B és C kiilonbozd rogzitett pontjai eqy e projektiv eqyenesnek, akkor
az X — (ABCX) leképezés egy folytonos e — Roo bijekcid.

33. abra 34. abra

Bizonyita ABOX) — e ; bx 04 + 4ucOF o
izonyitas. Legyen (ABCX) = £ : £5 ahol A\cOA’ + ucOB' € [C], AxOA" +

— —

uxOB’ € [X], és OA" € [A], OB’ € [B], valamint A¢, pco, Ax, px € R.

Az injektivitds igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy (ABCX) = (ABCY). Ekkor

— - e o = —
’/{—)Y, = f\% és \xOA" + uXOB = kxOX’, valamint \yOA" + uy OB’ = kyOY’
—

valamely OX' € [X], OY’ Ky € R\ {0} esetén.

Ha k = Z—)‘; = ;Y akkor fmeé = IiyOY adodik, amiért O—Xk ]

A sziirjektivitas igazoldsdhoz legyen k € R U {oco}, amelyhez olyan X pontot
keresiink az AB projektiv egyenesen, melyre k = (ABCX). Ha k ¢ {c0,0}, akkor
[%0—35 + AcOA] ilyen. Ha k = 0, akkor [B] ilyen, ha k = oo, akkor [A] ilyen.

A leképezés folytonossdga nyilvanvald, hiszen (ABCX) = % 1 K5 folytonosan

valtozik az X projektiv pontot meghatdrozé ux /Ax osztdviszony fiiggvényében. -
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2.1 Homogén koordindtéak, kettésviszony és dualitas 21

Tételiink értelmében a projektiv egyenes homotép (folytonosan bijektiv) képe
Ry, melyrol a tétel elétt lattuk, hogy a kor homotdp képe. Tehat a projektiv egyenes
homotép a korrel.

Terjessziik ki a valds szdmok Gsszeaddsat és szorzasat az R U {oo} halmazra
olyan médon, hogy minden z € R U {oo} esetén

1 hax=0,

rtoo:=00 ¢és x-oo::{oo ha £ 0,

legyen. Ez a kiterjesztés nyilvan folytonos a 0 - oo = 1 szorzat esetét kivéve. A
tovabbiakban a kettdsviszonyokkal végzett miivelet esetén mindig e kiterjesztés
értelmében szdmolunk.

Tétel. A kettdsviszony teljesiti az

(1) (ABCD)(ABDC) =1,

(2) (ABCD) = (CDAB),

(3) (ABCD) + (ACBD) =1, és

(4) D ¢ {A, B} esetén (ABCD)(ABDE) = (ABCE),
azonossdgokat.

Bizonyitas. A kettOsviszony és szorzasdnak valamint osszeadasanak folytonossaga
miatt az (1) és (4) formuldkban esetleg el6forduls 0 - co = 1 szorzat esetét kivéve
elegendd formuldinkat kiillonb6z6 A, B,C, D és E projektiv pontokra bizonyitani,
hiszen egyezbség esetén a pontokat ,kicsit” elmozditva, majd tartva veliik az ere-
deti pontokba, a folytonossidg miatt az eredeti pontokra is teljesiilnie kell az adott
formulanak.

Az (1) és (4) formuldban a 0-00 és 000 szorzat lehetségét kell megvizsgalnunk.

Az (1) formuléval kezdjik. Ha (ABCD) = 0, akkor C # B = D, vagy D #
A = C, amiért (ABDC) = oo, igy teljesiil az allitds. Ha (ABCD) = oo, akkor
C =B+# D, vagy D = A # C, amiért (ABDC) = 0, vagyis teljesiil az allitas.

A (4) formuldval folytatjuk. Ha (ABCD) = 0, akkor C # B = D, vagy
D # A = C, tovabbd (ABDE) = oo miatt D = B # F, vagy E = A # D. Igy a
D ¢ {A, B} feltétel miatt a 0- oo szorzat kizardlag a D # A = C' = E esetben johet
létre, amikor viszont (ABCE) = 1, vagyis teljesiil az dllitds. Ha (ABCD) = oo,
akkor C' = B # D, vagy D = A # C, tovdbbd (ABDE) = 0 miatt D # B = E,
vagy E # A = D. Igy a D ¢ {A, B} feltétel miatt a oo - 0 szorzat kizarélag a
D # B = C = E esetben johet létre, amikor viszont (ABCE) = 1, vagyis teljesiil
az allitas.

Innentél feltételezziik, hogy a kollinearis A, B,C, D és E projektiv pontok
kiilonbozéek. Emiatt nyilvan 1éteznek olyan Ac, pc, Ap, ip és Ag, pg nem nulla
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—
valds szdmok, melyekre A\cOA’ + pc

AOA" + upOB' = OF', ahol OA’ € [A], OB’ € [B], OC"

—
OFE'’ € [E]. Ekkor persze a

2. Projektiv sik

! ! !
(Actip — Appc)OA = ppOC" — pcOD,
(*) s

egyenlGségek is teljesiilnek.
A (4) azonossagot az

(ABCD)(ABDE) = (“—C : ”D) : (“D “E) = (“—C : ’A‘—E) — (ABCE)

A Ap

egyenlet igazolja.

Ap g Ao AE

A (4) azonossig E = C esete éppen az (1) azonossdgot szolgaltatja.
A (2) formuldhoz vegyiik észre, hogy (*) szerint

(CDpAB) = _F< .

A
—
ucOD’ egyenléséghdl az

(ABCD) + (ACBD) = (’LC :

Ac

Wy

Ac

levezetés igazolja.

—Ao _ ke kD
pp  Ap Ao Ap

ke

= (ABCD).

— —

—
(3) azonossdgot a (x) alapjan vildgos ucApOA’ + up(OC" — A\cOA") =

%) N <—i\c : Mc)\Dlu—D)\CMD)
Q) - (ucAD — Ackp @)

AD Ao 1
Se) - (M5er ) rae

Tétel. Barmely I € {(—o0,—1),(—1,0),(0,1), (1,00)} intervallumhoz és barmely
négy kilonbozd kollinedris Py, Pa, P3 és Py ponthoz létezik az {1,2,3,4} halmaz

olyan o permutdcidja, hogy (Py1 PsoPy3Pyy) € I.

Bizonyitas. Legyen I_ = (—o00,—1), I_g = (—=1,0), I1o = (0,1) és I11 = (1,00).
Lépésenként igazoljuk, hogy barmelyik intervallumbdél egy megfelel6en valaszott

permutacié a kovetkezo intervallumba viszi a kettOsviszony értékét.
I+1 = I+0' Hal< (P1P2P3P4), akkor 0 < (P1P2P4P3) = 1/(P1P2P3P4) < 1.
I+0 =1 3. Ha0< (P1P2P3P4) < 1, akkor (P1P4P2P3) =1- (P1P2P4P3) =
1—1/(P1P2P3P4) < 0,amiért —1 < (P1P4P2P3) < 0 vagy (P1P4P2P3) < —1. Elobbi
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2.1 Homogén koordinatak, kettésviszony és dualitas 23

esetben készen vagyunk, utébbi esetben pedig —1 < (Py Py PsPo)=1/(P1 P4 P> P3) <0
igazolja ezt a 1épést.

I_o=141.Ha—-1< (P P,P3sP;) < 0,akkor (PyPaPyP3)=1/(PiPaPyP3)<—1
bizonyitja allitisunk.

I_1 = 1y. Ha (PIPyPsPy) < —1, akkor (PyP3sPyPy) = 1 — (P1PyPsPy) > 2
igazolja az allitast. -
A projektiv geometria egyik kulcsfontossagu Osszefiiggése Papposz tétele, me-

lyet euklidészi esetben mar igazoltunk.

Papposz tétele. Legyen adott egy P pont és egy rd nem illeszkedd e egyenes a
projektiv sikban. Ha a P pontra illeszkedd, nem mind megegyezd a,b, c,d projektiv
egyenesek az Ac =anNe, B =bNe, C. =cNe és D, =dNe pontokban metszik az
e egyenest, akkor az (A.B.C.D.) kettdsviszony figgetlen az e egyenes vdlasztdstol.

65. abra

Bizonyitas. Az a,b,c,d, e egyenesekhez tartozé f6korok sikjainak normaélisai legye-
nek az n,, np, n., ng és n. egységvektorok. Mivel az a, b, ¢, d egyenesek mind illesz-
kednek a P pontra, az n,, ny, n. és ng vektorok mind merélegesek a OP vektorra,
amiért egy ugyanerre meroleges S sikba esnek.

Ha, mondjuk n, # mny, akkor ezek bazist alkotnak a S vektorai kozott, amiért
vannak olyan A, t. és Ag, ptg valés szamok, hogy Acng+penpy = ne és Agng+pany =
ng, amibol pedig

Ac(Ma X M) + pe(np X ne) = ne X N,

Aa(ng X ne) + pa(ny X ne) = ng X ne

kovetkezik, amiért ([ng X ne] [ny X ne] [ne X ne] [ng X ne)) = ([na [ne] [ne] [na])-
Miésfeldl n, x n. € [Ae], np X ne € [Be], ne X ne € [Ce] és ng X ne € [D],
amiért (AeB.CeDe) = ([ng X ne] [np X 1e] [e X 1] [g X e]) = ([n4] [05] [10e] [24]),
ami nem fiigg az e egyenes valasztasatol. -
A ko6z06s pontra illeszked6 egyenesek halmazat sugdrsornak nevezziik, melyet
egy P pont esetében P= {e: P € e} jelol. Hasonl6 elnevezés a pontsor, melyen a

kozos egyenesre es6 pontok halmazat értjiik.
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24 2. Projektiv sik

Definicié. Egy sugarsor a, b, ¢, d egyenesnégyeséhez a Papposz-tétel szerint egyér-

telmiien rendelhetd valds szdmot az egyenesek (abed) kettdsviszonydnak hivjuk. A

Jegyezziik meg, hogy Papposz tétele szerint a projektiv stk minden projektiv
leképezése tartja az egyenesek kettdsviszonyat is.

Az e projektiv egyenesre illeszkedé E pontokra felirhatjuk az ([E],n.) = 0
egyenletet, ahol n. a projektiv egyeneshez tartozé fékor sikjanak normalisa. Ez
az egyenlet pontosan akkor teljesiil, ha ([E], [n.]) = 0, ami lehet6vé teszi, hogy az
egyenesekhez is homogén koordinatdkat rendeljiink.

Definicié. Az e projektiv egyenes [e] homogén koordinatdjan az [n.] homogén

koordinatat értjiik, ahol n. az e f6kore sikjanak normalisa. A

Tétel. Az E, F,G, H pontokra és e, f, g, h egyenesekre
(0) Ece < ([E][e]) =0;
[EF] = [E] x [F];

A bizonyitashoz elegend6 ara gondolni, hogy az egyenes homogén koordinata-
janak definicigjabdl kovetkezd (0) &llitas alapjan ([EF), [E]) = ((EF],[F]) = 0 és
(len f1,[e]) = (fen f], [f]) = 0, ami az (1) és (3) &llitasokat igazolja, mig a (2) és
(4) allitds a definici6 és Papposz-tételének kovetkezménye (konkrétan a bizonyitas
utolsé formuldjabol adodik).

Jegyezziik meg, hogy (4) kovetkeztében az egyenesek kett8sviszonya is folyto-
nosan fiigg a valtozditol.

Figyeljiik meg, hogy tételiinkben a pont és egyenes illeszkedése és a pontok
ko6z0s egyenesre, az egyenesek kozos pontra illeszkedése, valamint a pont- és egye-
nesnégyesek kettOsviszonya teljes szimmetriat mutat az egyenes és pont fogalmak
cseréjével szemben, vagyis teljesiil a kovetkezo allitas.

Dualitasi tétel. A projektiv sik minden, csak a pont, egyenes, illeszkedés és kettds-
viszony fogalmakat haszndlé dllitdsa pontosan akkor teljesil, ha ugyanaz teljesil a
pont €s egyenes szavak felcserélésével is.

Definicié. A projektiv siknak a tételben megfogalmazott tulajdonsagat, dualitdsnak
nevezzik. A

A dualitds az affin sitkon nem teljesiil, hiszen ott két egyenes nem feltétlen
metszi egymast, de két pontnak mindig van kozos egyenese. A gdombon sem teljesiil
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2.2 Elvalasztés 25

a dualitds, hiszen ott meg két kiillonbozé f6kor mindig két pontban metszi egymast,
de két kiilonb6z6, nem atellenes pontra mindig pontosan egy fékor illeszkedik.

A dualitas lehet6vé teszi, hogy egy érvényes allitast ,dualizalva”, vagyis a pont
és egyenes szavakat kovetkezetesen felcserélve benne, Gijabb érvényes allitast nyer-
jink. Ha a dualizélassal kapott eredmény megegyezik az eredetivel, akkor 6ndudlis
allitasrdl beszéliink. Erre Papposz tétele is példa, amit aldbbi megfogalmazasa jol
mutat.

Papposz tétele. Legyen adott egy sugdrsor és egy rd nem illeszkedd pontsor a
projektiv sikban. A sugdrsor minden eleméhez a pontsornak arra illeszkedd elemét
rendeld hozzdrendelés a sugdrsor és a pontsor kozdtti bijektiv leképezés, mely tartja
a kettdsviszonyt.

A dualizalas kozben nagyon hasznos az egyenes helyett a pontsorra, az egye-
nesek metszete helyett a kozos pontra valé illeszkedésre, a pontok egyenese helyett
a kozos egyenesre valé illeszkedésre atfogalmazni a tételt.

2.2. Elvalasztas

Kollinearis rendezett pontnégyest elvdlasztonak mondunk, ha a kett&sviszonyuk nega-
tiv. Az elvélasztds nyilvan nem fliggetlen a pontok sorrendjétél, hiszen (ABCD) < 0
esetén (ACBD) > 1. Azt mondjuk, hogy az A, B pontok elvilasztjék a C, D pon-
tokat, ha (ABCD) < 0.

Harmonikusnak mondunk egy kollinedris rendezett pontnégyest, ha kett&sviszo-
nyuk —1. Ugyanezt néha harmonikus elvdlasztdasként emlitjik, vagy azt is mondjuk,
hogy az A, B pontok harmonikusan vélasztjik el a C, D pontokat, (ABCD) = —1
esetén.

Jegyezziik meg, hogy a kettOsviszony argumentumaitol valé bijektiv fliggése
azt is jelenti, hogy barmely kiilonb6z6 pontokbdl allé A, B, X kollinearis ponthar-
mashoz pontosan egy olyan Y pont van, melyet az A, B pontpar harmonikusan
valaszt el az X ponttdl, vagyis amelyre (ABXY) = —1 teljesiil.

A projektiv sik pontjainak egy halmazat dltaldnos helyzetiinek nevezzik, ha
nincs a halmazban harom kozos egyenesre illeszkedd pont. A projektiv sik egyene-
seinek egy halmazat dltaldnos helyzetinek nevezziik, ha nincs a halmazban harom
kozos pontra illeszked6 egyenes.

Négy altalanos helyzetli egyenes rendezett halmazat négyoldalnak, négy Aal-
taldnos helyzetii pont rendezett halmazat pedig négyszognek hivunk. A négyoldal
egyeneseit oldalaknak, a négyszog pontjait csticsoknak nevezziik. Négyszognél az
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26 2. Projektiv sik

egymas mellé rendezett pontokat és az elsét az utolséval 6sszekoto egyeneseket olda-
laknak, a négyoldal egyméas mellé rendezett egyenseinek és az elsének az utolséval
vett metszéspontjait csicsoknak nevezziik.

Négy pont, és ugyanigy négy egyenes eszerint éppen hat kiilénb6z6 négyszoget
illetve négyoldalt hataroz meg.

Definicié. Egy négyoldal illetve négyszog altal meghatarozott teljes négyoldalrdl,
illetve teljes négyszogrél beszéliink, ha a mar adott csicsok és oldalak halmazat
kibovitjiik az oldalak paronkénti metszeteivel, melyeket ilyenkor csticsoknak nevez-
ziik, a k6z0s oldalra nem illeszkedd cstuicsokat szemkoztes csticsoknak, a szemkoztes
csucsokra illeszkedd egyeneseket atloknak, ezek metszeteit pedig atlés pontoknak
mondjuk. A

Definiciénk értelmében egy teljes négyszog illetve teljes négyoldal csticshalma-
za illetve egyeneshalmaza nem fiigg az adott négyszog illetve négyoldal elemeinek
rendezésétol, azonban a metszéspontok illetve egyenesek ,atléspont” vagy ,.csics”
kategodridba sorolasa, valamint a csticsokat 6sszekoto egyenesek ,atlé” vagy ,oldal”
kategéridba sorolasa kozvetleniil fiigg a négyszogben vagy négyoldalban megadott
sorrendtol.

Tétel. A teljes négyoldal
(1) dtlés pontjai nem esnek egy egyenesre,
(2) az dtldkon a csicsok harmonikusan vdlasztjdk el az dtlds pontokat.

Bizonyitas. Az els6 éllitdssal kezdjiik. Legyenek a teljes négyszog csicsai A, B, C,
D, F és F, atlés pontjai X = BDNEF, Y = FEFNAC és Z=ACNBD.

105. abra

Vegyiik ennek azon affin sikbeli képét, mely parhuzamos az EF 4tlénak megfeleld
fokor sikjaval. Ekkor az E'F' egyenes ebben az affin sikban a végtelen tavoli egyenes
lesz, vagyis BC || AD és BA || CD teljesiil, tehdt ABCD paralelogramma. E
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2.2 Elvalasztés 27

paralelogramma 4tl6i természetesen metszik egymast, vagyis a Z pont nincs az EF
végtelen tavoli egyenesen, mely megegyezik az XY egyenessel.

A masodik éllitashoz elég igazolni, hogy (EFXY) = —1. Ehhez csak azt kell
észrevenni, hogy Papposz tételét a B pontra alkalmazva (EFXY) = (CAZY), a
D pontra alkalmazva pedig (EFXY) = (ACZY) adédik, amiért (EFXY)? =
(CAZY)(ACZY) = 1. Minthogy E # F és X # Y, (EFXY) # 1, amiért

(EFXY) = —1. Ezzel a bizonyitdst befejeztiik. -

Tétel. Ha egy kézdos B ponton dtmend négy egyenes harmonikusan vdlasztja el
eqgymdst, akkor barmelyiken kivdlasztva egy Y # B pontot és azon dt mind a négy
adottol kilonbozo két egyenest, pontosan eqy olyan teljes négyoldal van, melynek
mind a két 1uj egyenes dtldja, a B pont csucsa, az'Y dtlos pontja, a kozos B pontra
illeszkedd négy adott eqyenes kiozil pedig kettd oldal, egqy dtlo, a negyedik pedig BY .

Bizonyitas. Legyen (uwvy) = —1 a B pontra illeszkedd u, v, w és y egyenesekre,
és valasszuk az Y # B pontot az y egyenesen, azon at pedig az f és ¢ egyeneseket.

110. abra

Legyen F=unNf, A=unNc, X =vNf, Z=vNe, E=wN f és C =wNec. Ekkor
Papposz tétele és (vwvy) = —1 miatt (EFXY) = —1és (ACZY) = —1.

Azt kell igazolnunk, hogy az F'C, EA és v = X Z egyenesek egy kozos pontra
illeszkednek. Legyen D = EAN FC.

Papposz tétele szerint az X D egyenes olyan Z' pontban metszi az ¢ egyenest,
melyre (ACZ'Y) = (EFXY) = —1. A kettésviszony bijektivitdsabdél Z = Z’

adddik, ami éppen a bizonyitandé. -

Ko6zos harmonikus elvalaszté tétele. Legyen C, D és E, I az e egyenes két kilon-
boz6 pontokbdl dllo pontpdria.

A C,D és E, F pontpdrokhoz akkor és csak akkor létezik mindkettdt egyszerre
harmonikusan elvdlaszté A, B pontpdr, ha (CDEF) > 0.
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28 2. Projektiv sik

Ha van o C,D és E, F pontpdrokat egyszerre harmonikusan elvdlaszté A, B
pontpdr, akkor

(CDEF) = (ADEF)?> ¢és /(CDEF) = |tanhIn+/|(ABDF)||.

Bizonyitas. Ha az A, B pontpar harmonikusan valasztja el a C, D és E, F' pontpa-
rokat is, akkor az A, B,C, D, E és F pontokra (ABCD) = —1 és (ABEF) = —1,
amibdl

(CDEF) = (CAEF)(ADEF) = (CAEB)(CABF) - (ADEB)(ADBF)
1 1
1—(CFAB) 1— (ABDE))<
_ 1+ (ABDC)(CEAB) 1—(ABDF) 1+ (ABDE) 1- (ABDF)
" 14+ (DCAB)(CFAB) 1— (ABDE) 1+ (ABDF) 1- (ABDE)

(1 (CEAB)) 1 — (ABDF))

— (ABEF)(ABDE) 1—(ABDF)  ,1—(ABDF).»
1+ (ABDF) 1+ (ABEF)(ABDE) (15 (ABDF))
(ADBF) (ADBF)

2
N (1 + (ABDE)(ABEF)) B ((ADBE)
ami bizonyitja az elsé allitas ,,akkor” részét és az els6 formulat. A masodik formulat a

levezetés utolsé sordban taldlhaté (CDEF) = (%)2 Gsszefliggéshbol kapjuk.

(CDEF) = L= ABDE)l |V(ABDF) ' — \/(ABDF)|/2
T+(ABDF) ~ | JABDF) "+ \(ABDF) 2

|sinh1ln\/(ABDF)|
= = |tanhln+/(ABDF)|.
|coshln \/(ABDF)| | ( )

Az elsd allitds ,csak akkor” &llitdsahoz a fentiek szerint elég (CDEF) >
0 esetén megfelel6 A, B pontpart taldlni. Legyen A € e az a pont, melyre
(CDAF) = /(CDEF). Ekkor létezik egy olyan B pont, és ez egyértelmii, melyre
(CDAB) = —1. Legyen F’ az a pont, melyre (ABEF’) = —1. Iménti formuldnk alap-
jan ekkor (CDEF') = (CDEA)?, mikézben feltételeinkbsl (CDEA)/(CDEF) =
(CDEA)(CDAF) = (CDEF) miatt (CDEA)? = (CDEF) adédik. Eszerint
(CDEF) = (CDEA)? = (CDEF'), vagyis F = F', ami azt jelenti, hogy A, B
az F, F pontpart is harmonikusan valasztja el.

)> = (ADEF)? > 0,

Tekintstink egy e egyenest és rogzitsitk két kiilonb6z6 A és B pontjat. Az
X,Y € e\ {A, B} pontokat szomszédosnak mondjuk, ha (ABXY) > 0, és ezt

X 22y jeloli.
Tétel. A szomszédossdg ekvivalencia-relacié pontosan kettd ekvivalencia-osztdllyal.

Bizonyitas. A szomszédossag
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2.3 Egyenesek kozti projektivitasok 29

o reflexiv, mert (F1FoXX) =1,

o szimmetrikus, mert (Fy Fo XY)(F1FRY X) =1, és

° tranzitiv, mert (FlFQXZ) = (FlFQXY)(FlFQYZ>,
tehdt ekvivalencia-relacio.

Rogzitsiink egy tetszbleges Py € e\ {A, B} pontot és legyen Ny € e olyan,
hogy (ABPyNy) = —1, valamint e}, = {P: P& Py} és e, = {N: N % Ny}
Ha X € e}z Neyp, akkor (ABPyX) > 0 és (ABXNy) > 0 miatt (ABPyNy) =
(ABPyX)(ABX Ny) > 0 ellentmonddshoz jutnank, ezért e}y 5 Ne,z = 0. Ha lenne
olyan X € e pont, melyre X & e}z Ue, g, akkor (ABPyX) < 0 és (ABXNy) < 0

miatt (ABPyNy) = (ABPyX)(ABX Np) > 0 ellentmondésra vezetne. -

Az e = AB egynes ekvivalencia-osztalyait a tovabbiakban ez g ¢s ey jeloli.
A dualitds miatt ugyanigy vezetjiik be az ugyanazon P sugarsorhoz tartozé x,y

egyenesek e, f € P egyenesekre vonatkoz6 szomszédossagat, melyet x 4 y jelol. A

P egyeneseinek szomszédossag szerinti ekvivalencia-osztalyait a tovabbiakban Pg}
és Pe_f jeloli. Ez egyben azt is jelenti, hogy az e és f egyenesek két részre osztjak
a projektiv sikot aszerint, hogy egy adott X pontra XP € P:} vagy XP € f’e_f
teljesiil. Ezeket a halmazokat IP’:f ¢s Py jeloli, és projektiv félsikoknak nevezzik
Oket. Papposz tétele értelmében két kiillonb6z6 pont akkor és csak akkor tartozik

ugyanazon félsikhoz, ha (XYEF) > 0,ahol E=XY Neés F=XY N f.

2.3. Egyenesek kozti projektivitasok

Papposz tétele szerint egy P sugarsor két projektiv leképezést is 1étrehoz két nem
a sugarsorhoz tartozé e és f egyenes kozott, melyek

(1) moef: e = f, ahol moef(E) = EON f = E', illetve

(2) mofe: f — e, ahol mos(F) =FON f=F'.
Ezek egymaés inverzei és egyenesek (pontsorok) kozti perspektivitdsnak hivjuk Sket.

70. abra
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Projektivitasok alaptétele. Legyenek az A, B, C pontok az e egyenesen, az fl, E, C
pontok az f egyenesen. Ekkor pontosan egy olyan w: e — [ projektivitds létezik,
melyre A =m(A), B=mn(B) és C =x(C).

Bizonyitas. Az unicitds a kettésviszony bijektivitasabol kovetkezik.

Ha e = f, akkor vegyiink egy tetsz6leges ) pontot ezen egyenesen kiviil, és
valasszunk egy tetszéleges h egyenest, mely nem esik egybe az f egyenessel és nem
illeszkedik a @ pontra sem. Legyen A’ = ﬂ'th(A), B = wah(E) és C' = wah(C').

Ha e # f, akkor legyen A' = A, B' = B és ¢’ = C, h = f és Q ezen kiviili
tetszoleges pont.

Vegyiink most egy g egyenest az A ponton keresztiil és legyen valamely O &
eUhUg pontra A” = mopg(A’) = A; B” = mong(B') és C" = mong(C’). Legyen
P=BB"nCc”.

12. abra

Ekkor a mpge perspektivitisra A = mpge(A”), B = mpge(B”) és C = mpge(C”),

ez€rt a T = TQnf © TOgh © Tpeg €ppen a kivant tulajdonsidgl projektivités. -

Tétel. Az e és e egyenesek kizti m: e — €' projektivitds akkor és csak akkor pers-
pektivitds, ha az e N e’ metszéspont fix, vagyis T(eNe’) =ene’.

Bizonyitas. Ha 7 perspektivitas, akkor az e N ¢’ metszéspont nyilvan fix.

Ha az Ey = eNe’ = Ej pont fix, vagyis m(Ey) = Ey, és az ettd] és egymdstol
kiilonbo6z6 Eq, Es € e pontokra m(Er) = Ef és n(E2) = E), tovdbbd P = E1E{ N
EsE), akkor a mpeer perspektivitdsra mpeer (Eo) = 7(Ep), Tpeer (B1) = 7(E1) és
Tpee’ (E2) = m(E3). Mivel mpeer és 7 is projektivitds az e és €’ egyenesek kozott, a

projektivitasok alaptétele igazolja az allitast. -

Tétel. Az e és ¢ egyenesek kozti minden m: e — €' projektivitds esetén a t =
{X7(Y)Nn(X)Y : X,Y € e} halmaz egy egyenes.

Bizonyitas. Legyenek X, X7 és X5 kiilonb6z6 pontok az e egyenesen, és legyen
Xy =7(Xo), X] =m(Xy) és X5 = m(X3), valamint ¢y az X X1 N X[ X1 és XoX5N
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2.3 Egyenesek kozti projektivitasok 31

X} X2 pontokra illeszkedd egyenes.

Xy

XXX
8. abra

A Tx,tper €S T X eto perspektivitasokbol Osszetett mx,tyer © X ety projektivitas az
Xo, X1 és X5 pontokat nyilvdn rendre az X|, X{ és X} pontokba viszi. Ebbél a
projektivitdsok alaptétele miatt m(Y') = mxotoer (Txget, (Y)) adédik, amiért

X()TF(Y) N t() = ﬂ-;(itoe’(ﬂ-(y)) = WXéeto (Y) = X(/)Y N to,

vagyis to = {Xom(Y)NX{Y : Y € e} = ¢, ahogy &llitottuk. -

A t egyenes akkor és csak akkor megy at az e N e’ ponton, ha e Ne’ fixpontja
a m projektivitdsnak, vagyis m perspektivitas a két egyenes kozt. A t egyenest a
projektivitds tengelyének nevezik.

Eredménytiink értelmében két kiilonb6z6 egyenes kozti projektivitas legfeljebb
kett6 perspektivitas szorzata, egy egyenes dnmagara vett projektivitdsa pedig leg-
feljebb harom perspektivitas szorzata, hiszen egy perpektivitas kell ahhoz, hogy a
képpontokat masik egyenesre vigyiik.

Papposz—Pascal-tétel. Legyenek az Ay ByAsBsAsBs hatszog Ay, As, As csticsai
kollinedrisak. FEkkor az AiByAsBsAsBs hatszog szemkiztes oldalainak metszés-
pontjai akkor és csak akkor kollinedrisak, ha a By, Bs, By ponthdrmas kollinedris.

Bizonyitas. Az jakkor” éllitds bizonyitasdhoz a By, Ba, Bs pontharmas kollinearisat
iménti tételiinkkel hasznaljuk. Definidljuk a 7: e — f projektivitast azzal, hogy
w(Ay) = Bg, w(Ay) = B3 és m(As) = By, és legyen t ezen projektivitds tengelye.

90. abra

Elébbi tételiink szerint ekor A; By ﬂB2A3 = A17T(A3)QTI'(A1)A3 ct, Bi1 A, ﬂAgB:; =
’/T(Ag)AQ N A37T(A2) €tés Ay BaN BgAl = AQ’/T(Al) N '/T(AZ)A:[ € t, ami igazolja az
wakkor” allitast.
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A ,csak akkor” allitas bizonyitasahoz tegylk fel, hogy a szemkoztes oldalak
A1B1NBs A3 = P, B1AsNA3Bs = Q és A; BoN B3 A1 = R metszéspontjai valamely
t egyenesre esnek. Ekkor az A1 PA3Q As R hatszogre alkalmazva az ,akkor” allitast,
kapjuk, hOgy a B1 = A1P n QA27 BQ = RA2 n A3P és B3 = AgQ n RA1 pODtOk
kollinearisak.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. -

Egy egyenest 6nmagara képezd 7 projektivitast n-ed rendlinek neveziink, ha
" = id, de i < n esetén 7' # id. Példaul a kollinedris A, B,C' ponthirmason
am:A— B, B+~ C,C — A feltétellel megadott projektivitdas rendje harom,
am: A~ B, B~ A, C — C projektivitds pedig méasodrendii. A mésodrendii
projektivitasokat involutiv projektivitisnak vagy egyszeriien involiciénak hivjuk.

Tétel. (1) Ha egy egyenes onmagdra vett nem identikus m projektivitdsdra
72(E) = E # n(E) teljesiil valamely E € e pontban, akkor © involutiv.
(2) Ha egy egyenes involutiv projektivitdsinak létezik fixpontja, akkor pontosan
egy tovdbbi fixpontja is van.
(3) Ha egy egyenes involutiv projektivitdsinak két firpontja van, akkor azok minden
pontot harmonikusan vdlasztanak el a képétél.

Bizonyitas. (1) Minden X € e pont esetén
(En(E)X(X)) = (n(E)r*(E)r(X)7*(X)) = (r(E)En(X)n*(X))
= (En(B)r*(X)m(X)),

amiért minden X € e pontra X = 72(X), vagyis 7 involutiv.

(2) Legyen F} am: e — e projektivitds fixpontja. Vegytlink egy tetszéleges Fy #
Fy pontot az e egyenesen. Ha w(F;) = E1, akkor készen vagyunk. Ha 7(E,) # Ey,
akkor legyen Fy € e az a pont, melyre (FyFoE17w(E7)) = —1. Erre alkalmazva a =
involutiv projektivitast a —1 = (7 (F})7(Fy)m(Ey)72(Ey)) = (Fim(Fy)w(E)Ey) =
(m(FR)FLEvm(Ey)) = (Fin(Fy)Eim(EY)) egyenldség adédik. EbbSl w(Fy) = F
kovetkezik, mikozben Fy # Fy, hiszen (FyFyEyw(Ep)) = —1. Tobb fixpont nem
fordulhat el6, mert m nem identikus, viszont a projektivitasok alaptétele szerint
harom fixpontja csak az identikus projektivitdsnak van.

(3) Tekintsiik most az Fy # F» fixpontokat és egy tetszbleges E pontot az e
egyenesen. Ekkor

(Fy P, En(E)) = (n(Fy)m(F)m(E)n(E)) = (F\For(E)E) = 1/(F, F En(E)),

amiért (Fy Fo En(E))? = 1. Mivel 7 nem identikus és (igy) pontosan ketté fixpontja
van, F # 7(FE), amibdl (Fy FyEn(E)) = —1 adddik. -

Egy e egyenes involutiv projektivitasiat rendre elliptikusnak, parabolikusnak
illetve hiperbolikusnak hivjuk, ha 0, 1 vagy 2 fixpontja van.
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2.3 Egyenesek kozti projektivitdsok 33

Tétel. Egy e egyenes involutiv projektivitasa nem lehet parabolikus, €s

(a) pontosan akkor elliptikus, ha
(a.0) nincs fixpontja, vagy
(a.1) léteznek olyan Ey # Eo € e pontok, hogy (E1m(E1)Ean(Es)) < 0;
(a.2) minden Ey # E3 € e pontpdrra (Evm(Er)Eam(Es)) < 0;

(b) pontosan akkor hiperbolikus, ha
(b.0) wvan fixpontja, vagy
(b.1) léteznek olyan Ey # E5 € e pontok, hogy (E1m(E1)Ean(Es)) > 0;
(b.2) minden Ey # Es € e pontpdrra (Eymw(Ey)Eam(E2)) > 0.

Bizonyitas. Az elsé allitds el6bbi tételiink (2) 4llitdsdnak megfogalmazéisa, az (a.0)
allitds maga a definici6, (b.0) pedig ezek nyilvanvald kévetkezménye.

A (b) feltételezése esetén 7 hiperbolikus, tehat van két fixpontja: Fy és Fy. Ek-
kor minden E; és Ey pontra (FyFoEym(Ey)) = —1 és (F1FoEan(Es)) = —1, amibél
a harmonikus elvélasztésok kett&sviszonyara mar lattuk, hogy (F1m(Eq)Eam(Es)) =
(Fym(E1)Eam(E))? > 0 kovetkezik, ha Ey # Fy. Eszerint (b.2), és gy (b.1) is tel-
jesil.

Tegyiik most fel, hogy (b.1) teljesiil, vagyis 1éteznek olyan E; # F5 € e pontok,
hogy (E1Eam(E1)m(E2)) > 0. Legyen X € e az a pont, melyre (E1m(Ey) X7 (E2)) =
V/(E17(Ey)Eam(E2)). Ekkor

(Elﬂ'(El)EQX)\/(El’IT(El)EQ’IT(EQ)) = (Elﬂ'(El)EQX)(El’lT(El)XTF(EQ))
= (E17T(E1)E27T(E2))

miatt

(Erm(E1) B2 X) = \/(Exm(E) Ear(E2)) = (Eim(Ey) Xw(Es))
= (n(B)m (B)m(X)n?(B2)) = (7(E1) En(X)E»)
(

= E17T(E1)E27T(X))7

vagyis X = m(X) egy fix pont, tehat 7 hiperbolikus, vagyis (b) teljesil, és igy (b.2)
is.

Az (a) feltételezése esetén = elliptikus, {gy nem hiperbolikus, amiért (b.1) és
(b.2) sem teljesiil, tehédt rendre (a.2) és (a.1) kovetkezik.

Tegyiik most fel, hogy (a.1) teljesiil, vagyis 1éteznek olyan E; # F5 € e pontok,
hogy (E1 Eom(E1)m(E2)) < 0. Eszerint (b.2) nem teljesiil, amiért 7 nem hiperbolikus,
tehét elliptikus, amibél (a.2) is kovetkezik.

A hiperbolikus esetben a (b.1) bizonyitdsa kézben meghatarozott X ﬁxpont
mellett a mésik fixpont is lényegében ugyantigy meghatdrozhatd, mert az az Y € e
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34 2. Projektiv sik

pont, melyre (E17(E1)Yw(Es)) = —/(E17(E1)Ean(E2)) szintén fixpont, hiszen

— (El’lT(El)EQY)\/(Elﬂ'(El)EQﬂ'(EQ)) = (El’IT(El)EQY)(El’/T(El)Y’]T(EQ))
= (E17T(E1)E27T(E2))

miatt

— (Exw(B1)EsY) = \/(E1m(Er) Eam(Bs)) = —(Erm(E1)Y w(Es))
m(BE) (B (Y)n?(E)) = —(n(E1)Ein(Y) E»)

—(
= —(Ein(E) Barn(Y)),

és X #Y, mert X =Y esetén a
(E17T(E1)E27T(E2)) = (Elﬂ'(El)EQY)(ENT(E]_)Xﬂ'(EQ)) = —(B:’l’]'l'(ﬁj]_)ng’ﬂ'(ﬁjg))7

vagyis az (Eym(E1)Eem(Ey)) = 0 ellentmondas adédna.

Jegyezziik meg azt is, hogy az e egyenes 7 hiperbolikus projektivitasanak
Fy és Fy fixpontjai altal kijelolt két szomszédsagi ekvivalencia-osztdlyt a 7 bi-
jektiven egymdsba képezi, mert ha Ny € ep j,, akkor a Py := m(No) pontra
(F1FyNoPy) = (F1FoNom(Ng)) = —1, vagyis Py € e;ng teljesiil, amiért tetszleges
N € 6}1F2 esetén 0 < (FlFQN()N) = (7T(F1)7T(F2)7T(N0)7T(N)) = (FlFQP()ﬂ'(N)),
vagyis m(N) € e}l F,+ tovabba ugyanigy bizonyithatoan tetszileges P € e}l F, €setén
m(P) € ep -

2.4. A sik projektivitasai és kollineacioi

Amennyiben négy kollinearis projektiv pontnak valamely S sikon k6zonséges pontok
felelnek meg, akkor kettOsviszonyuk a megfelel6 sikbeli ponjaik osztéviszonyainak
aranyaval egyenld, ami azt sejteti, hogy az affin kollineaciok tartjak a kettGsviszonyt
(azon pontok kett8sviszonyardl, melyek a sikkal parhuzamos f6korre esnek, ez a
gondolat nem ad kézvetlen informaciot).

Tétel. A projektiv sik minden 7 projektiv transzformdcidja projektiv kollinedcid.

Bizonyitas. A 7: P? — P2 projektivitds egyenestarté is, hiszen a kettésviszony csak
a kollinedris pontnégyesek halmazan definialt, ezért elég latnunk, hogy bijektiv.

Eszerint m barmely e egyenesre vett m, megszoritasa bijektiv, hiszen véve az
e egyenesen az A, B, C kiilonboz8 pontokat, azt latjuk, hogy k(X) = (ABCX) =
(r(A)m(B)m(C)n(X)) bijektiv médon fiigg az X ponttdl, és w(X) is bijektiv mddon
fiigg a 7(e) egyenesen adott k(X) kett&sviszonytol.
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2.4 A sik projektivitasai és kollineaciéi 35

Papposz tétele értelmében ez azt is jelenti, hogy 7 a k6z6s P pontra illeszked6
egyenesek sugdrsorat is bijektiv médon rendeli a 7(P) pontra illeszkedé egyenesek
sugarsorahoz.

A 7 egyenestart6 projektivitas injektiv, hiszen rogzitve egy P pontot, valamely
A és B pontok 7(A) és m(B) képeinek egybeesésébdl kovetkezik, hogy 7(P), w(A) és
7(B) kollineéris, amiért a sugarsorokon igazolt bijektivitds miatt a P, A és B pontok
is kollinedrisak, amibdl viszont a barmely egyenesen igazolt bijektivitas miatt A és
B egybeesése kovetkezik.

A 7 egyenestartd projektivitas sziirjektiv, hiszen rogzitve egy P pontot, bar-
mely X’ pont rajta van az &’ = X'n(P) egyenesen, amiért a sugérsorokon igazolt
bijektivitds miatt van olyan z egyenes a P ponton 4t, melyre 7(z) = 2/, ami-
bél viszont a barmely egyenesen igazolt bijektivitds miatt van olyan X pont az x
egyenesen, melynek képe éppen X'.

Tehéat 7 bijektiv. -

Jegyezzik meg, hogy a projektiv sik projektiv transzformacioi folytonosak is,
mert a kozos pontra illeszkedd egyenesek halmaza kompakt (zért és korlatos), és
éppugy folytonos ezen, mint magukon az egyeneseken.

Tétel. Ha a projektiv sik k transzformdcidja egyenestarto és tartja a kettésviszonyt
valamely e egyenes és annak €' = k(e) képe kozott, akkor k projektiv kollinedcid.

Bizonyitas. Tekintsiink egy tetszéleges f # e egyenest és egy P pontot, ami az e, f
egyenesek egyikén sincs rajta.

67. abra

A feltétel szerint a k(P) pont nem esik az ¢/ = k(e) és f' = k(f) egyenesek
egyikére se, és f' # f. A k egyenestartdsa miatt az F' = mp.s(E) pont képe a
k(EP) N k(f) pont, vagyis k(F) = 7. pye s (K(E)).

Mivel a k|, projektiv, bijektiv is, amiért az e’ egyenes minden pontja x(FE)
alaki valamely egyértelmii ' € e pontra, igy iménti formuldnkbol k|f = m.(pyer s ©
n‘e o Tl';,elf kévetkezik. Mivel n‘e és a T (p)e f/, valamint mp.y perspektivitasok is
projektivek, kapjuk, hogy x| is projektiv.

Tehét k egy projektivitas, amibdl elobbi tételiink adja a bizonyitandot. -
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Mivel a kollinedcidk a teljes négyoldalakat teljes négyoldalakba viszik, Orzik
a harmonikus elvalasztast is, vagyis tartjak a —1 értéki kettOsviszonyt. A ket-
tOsviszonyra érvényes algebrai azonossagok alapjan ebbdl mar kovetkezik, hogy a
kollineaciok minden r raciondlis kett6sviszonyt pontnégyest ugyanezen r kettosvi-
szonyban 1év6 pontnégyesbe visznek. Ha a kollineacié folytonos, akkor ebb6l méar
kovetkezik, hogy tartja a kettésviszonyt, vagyis projektiv.

Staudt tétele. A projektiv sik kollinedcioi projektivek.

Bizonyitas. Legyen k egy kollineacié a projektiv sikon. Ez a gombon egy f6kort
fékorbe vivé, bijektiv, szemkoztességet tartd & leképezésként jelenik meg.

Legyen f egy f6kor és az m egyenes a R(f) és f f6korok sikjainak metszete.
Ezen sikok altal bezart szog legyen a. Ekkor 1[3 = Qm,—a Ok — ahol g, _o az M
tengely koriili —a szogli forgatds — olyan a fékoroket és a szemkoztességet tartod
bijektiv transzformacidja a gdmbnek, melyre 1;( f) = f, vagyis az f {6kor invaridns.

Legyen 1 a projektiv sik azon transzforméciéja, melynek a gémbon 1[1 felel
meg, és legyen S a gdmbot érinté, az f f6kor sikjaval parhuzamos sik.

Definialjuk ezen a

B _ A/ T+ W 1
Esos w0 =) ey

transzformaciét, ahol w a gémb koézéppontjabdl az S érintési pontjaba mutatd
vektor, x pedig az érintési pontbdl az S sik X pontjaba mutatéd vektor.
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2.5 Kollineacidk 37

Ekkor ¢ affinités az S sikon, hiszen bijektiv és egyenestart6, amiért tartja az
osztoviszonyt. Eszerint i tartja a kettdsviszonyt olyan pontnégyeseken, amelyek
nem tartalmaznak pontot az f f6korrol.

Eredményiinket Paposz tételével kombindlva azt kapjuk, hogy v minden su-
garsoron tartja a kettOsviszonyt, hiszen barmely kozos pontra illeszked6 négy egye-
neshez van olyan egyenes, mely mind a négyet az f fokorre nem illeszkedd pontban
metszi. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy 1 tartja a kettdsviszonyt minden egyene-
sen, hiszen minden e egyenes pontsora és barmely, az e egyenesen kiviili ' pont

sugarsora kozott bijektiv és kettOsviszonytartd kapcsolat van. -

E szakasz els6 eredménye és Staudt tétele alapjan teljesiil a kévetkezd.

Projektiv geometria alaptétele. A projektiv sik kollinedcioi és projektivitdsai meg-
egyeznek.

2.5. Kollineacidk

Kollineaciék matrix-reprezentacios tétele. Minden k kollinedcichoz létezik olyan
konstans szorzo erejéig egyértelmi L nem elfajuld linedris transzformdcid, melynek
M mdtrizdra [k(P)] = [L(P)] = [P]M minden P pont esetén.

Bizonyitas. Legyen k egy kollinedcié a projektiv sikon és a Staudt-féle jelolést
kévetve legyen k = ¢y, o 01, ahol ¥ egy projektivitas, ¢ affinités és a )= ©m,a Ok
goémbi leképezés rendelkezik egy f invaridans fékorrel.

Legyen v egységnyi vektor az m tengelyen, u egységnyi vektor erre meré-
leges az f kor sikjaban, w pedig egészitse ki e két vektort ortonormalt bézissa.
Koordinatézzuk az {u, v, w} ortonormdlt bézis szerint.

Minthogy v egy affinitds az S sikon, az {u, v} bézishoz rendelt koordinatazés-
ban

- _ Y11 Y12
¢($ay) - (ﬂj,y) (le ¢22> + (anyO)

teljesiil valamely v;; (4,7 = 1,2) és xq, yo valés szdmokra, ahol det (Z“ 512) £ 0.
21 22

Vilagos, hogy 1 a z = 1, vagyis az S sikra vett megszoritasa a tér

B Y 2 0
U(@,y,2) = (2,y,2) | Y21 22 O

o Yo 1

c sz
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38 2. Projektiv sik

Ha 22 + 3% + 22 = 1 és z # 0, akkor nyilvan

PN COLN T VR AT
Yy ) = e eyfo ) 1y

Minthogy 1 projektivitas, 1& folytonos, igy utébbi egyenléség minden z2 + 32 +
z? = 1 koordinata mellett érvényes. Eszerint & = ¢y, o 0% miatt ilyen koordindtéra

. Y11 P12z 0 1 0 0
[W(z,y, 2)| - k(2. y,2) = (2,9,2) | 21 a2 O 0 cosa sina
o Yo 1 0 —sina cosa
Y11 P12 cos Y12 sin
= (2,9,2) | Y a2 COS (v 1o Sin v
Ty Yocosa —sina  ygsina + cosa
= (z,y,2)M,

ami homogén koordinatadkban azt jelenti, hogy

o (@y,2) :
A,y 2]) = [#( m)} = [(@.y,2)M)(= [z,y, 2| M).
Vildgos, hogy M nem elfajulé matrix, mert a x kollinedcié nem nulla vektorokhoz
nem nulla vektorokat rendel, ezért az M matrix altal meghatarozott L linearis
leképezés az, aminek 1étét a tétel allitja.

Ha az M’ métrix altal reprezentalt L’ linearis leképezésre is x([z,vy,2]) =
[(z,y,2)M'] teljesiil, akkor a homogén koordindtéak egybeesése miatt minden w
vektorhoz 1étezik olyan A\, # 0 valés szdm, melyre uL’ = A\yuL. Ekkor az Ly =
L'L7! linedris leképezésre és tetszbleges u, v vektorokra

Autvl + Autv® = Augv(u+v) = (u+v)Lg = uLg +vLy = Ayu + Ao

teljesiil, igy ha wu és v fiiggetlenek, akkor A\, = Ayyv = Ay adddik. Minthogy a
térben (persze sikon is) barmely w és v vektorhoz van olyan harmadik w vektor,
mely mindkett&tol fiiggetlen, ebbdl Ay = Ay = Ay adddik. Tehat a Ay valos szam
nem fiigg az indexétél, vagyis konstans A, ami azt jelenti, hogy L' = AL. Ez igazolja

a tétel masodik Allitasat. -

A tovabbi formuldinkban hacsak kiilonos jelent6sége nincsen, nem kiilénboz-
tetjik meg a linearis leképezést és az 6t valamely bazisban reprezentdlé matrixot.
Azt mondjuk, hogy egy adott bazisban az M matrix reprezentalja a x kolli-
neaciét, ha [k(P)] = [P]M. A k kollinedcié transzpondltjdin azt a k' kollineaciot
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értjiik, melyet reprezentalé matrix a k kollinedciét reprezentalé matrix transzpo-
néltja, vagyis homogén koordinatakban

wiue WM & &7 ue ML

Szimmetrikus kollinedcionak nevezziik azon kollinedcidkat, melyekhez tartozé matrix

szimmetrikus. Ilyenkor k = k7.

Tétel. A projektiv sik kollinedcidinak van fizpontja és invaridns egyenese.

Bizonyitas. Tekintsiik a k([z,y, z]) = [(x,y, z) M| kollinedciét. Mivel M egy 3 x
3-as matrix, a hozzd tartozé linedris leképezésnek létezik egy wg = (xo, Yo, 20)
sajatvektora, és invaridns altere, vagyis két olyan figgetlen u; = (z1,y1,21) és
us = (z2,y2,22) vektor, hogy ezek Osszes linedris kombindciéjdnak M meletti
képe ugyanezen vektorok linedris kombinécidja. (Ennek a linedris algebrai ténynek
egyszeril szamolassal val6 igazoldsa megtaldlhat6 a Fliggelékben.)

Ez egyfeldl azt jelenti, hogy [ug] = [ug] M, tehat a x kollinedciénak van fix-
pontja, masfeldl azt, hogy az u; és us altal linedris kombinacidkkal generalt, és ezért
az origbn atmeno6 U sik minden u vektorara uM € U, vagyis az U sikra illeszkedd
fokorhoz tartozo projektiv egyenes invarians a & kollinedciora nézve.

Tételiink véalaszt ad egyik régebbi kérdésiinkre: a projektiv sik minden kolh—
neacidja affin. Jegyezziik azért meg, hogy arrél nem szél az allitas, hogy a fixpont
illeszkedik-e az invaridns egyenesre.

Kollineaciék alaptétele. Legyenek A, B,C,D és A',B',C’, D’ kiilon-kiilon dltald-
nos helyzeti pontokbdl allo pontnégyesek. Ekkor pontosan egy olyan rk kollinedcio
létezik, melyre A’ = k(A), B' = k(B), C' = k(C) és D' = k(D).

Bizonyitas. Legyen az ABCD teljes négyszog tovabbi két csicsa E = ADNCB
és F = ABNCD, az A'B'C'D’ teljes négyszog tovabbi két csicsa pedig E' =
AD'NC'B és F' =AB' NnC'D'.

Unicitds. Ha a kg és k1 kollinedcié is olyan, hogy A’ = koA = k14,
D' = kgD = k1D, akkor persze az illeszkedés tartdsa miatt B’ = koFE = k1 F és
F' = koF = k1 F is teljestl.

Ekkor k = mal o K1, olyan kollineaci6, melynek A, B,C, D, E, F' is fixpontja.

A

13. abra
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Ezek koziil minden oldalra pontosan harom kiilonb6z6 esik, igy a projektivitasok
alaptételébdl (hiszen Staudt tétele szerint a kollinedcidk projektivek) kovetkezik,
hogy az ABCDEF teljes négyoldal minden oldalegyenesének minden pontja fix.

Tekintsiink egy tetszbleges X pontot, és vegyiink rajta at egy olyan x egyenest,
mely nem megy at az ABCDEF teljes négyoldal egyetlen cstcsdn sem, vagyis
0 =xn{A,B,C,D, E, F}. Mivel x és az oldalak metsze fixpont, és ebbdl pontosan
4 van, a projektivitasok alaptétele szerint x minden pontja, igy az X pont is fix.
Tehat minden pont fix, vagyis k az identités.

Egzisztencia. A k leképezést pontrél pontra definialjuk. Az A, B,C, D, E, F
pontokra legyen x(A) := A’, ..., k(F):=F'.

Ha X rajta van az a = AB, illetve ¢ = CD oldalon, akkor legyen X’ az a
pont az o’ = A’'B’, illetve ¢/ = C'D’ oldalon, melyre (ABXF) = (A’B'X'F’) illetve
(CDXF)=(C'D'X'F"), és legyen k(X) := X'.

Ha X nincs rajta az a és c oldalak egyikén se, akkor vegyiik az X kdzéppontu
Txac perspektivitdst. Ez projektiv kapcsolatba hozza az a és c egyenest, igy a
Kle 0 Txac 0 k1o is egy projektivitds az a’ és ¢’ egyenesek kézt, ami az F’ pontot
fixen hagyja. Ez azt jelenti, hogy valamely X’ pontra |, 0 Txec 0 ko = Txrarer
Legyen tehat az ilyen X pontokra x(X) := X'.

135. abra

Ekkor k egyenestartd, hiszen ha XY Z kollinearis és k6z0s e egyenesiikk a G # H
pontokban metszi az a és ¢ egyeneseket, akkor Txqc(G) = Ty ac(G) = 724c(G) = H
miatt 7xrq7e(G') = Ty (G') = 7ziae(G') = H' is teljesiil, amiért X'Y'Z" a
G'H’ egyenesre esik.

A k injektiv is, mert ha X’ =Y’, akkor kK 0 Txec 0 K = Txrgrer = Tyrqrer =
KOTy qe0k !t miatt Txqee = Tyqc adédik és két egyenes kozti perspektivitas pontosan
akkor egyenld, ha kozéppontjuk megegyezik, vagyis X =Y.

A k szurjektiv is, hiszen ha X’ egy tetsz6leges pont, akkor a 7x4/ perspektivi-
tds a K 1Ty b projektivitdst hatdrozza meg az a és ¢ egyenesek kozott, melynek
F fixpontja, tehat perspektivitds, vagyis valamely X pontra mxq.. = &~ '7x/k, ami
azt mutatja, hogy X' = x(X).

Eszerint k bijektiv és egyenestartd, tehat kollineacio.
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2.6 Perspektiv kollineaciék 41

2.6. Perspektiv kollineaciok

Tekintsiik az Sy J| So stkokat a térben, és ezeken kiviil egy tetszéleges P pontot.
Legyen a P ponton at az Sy sikkal parhuzamos sik metszete az Sy sikkal az e; C Sy
egyenes, valamint a P ponton at az S; sikkal parhuzamos sik metszete az Sy sikkal
az eo C Sy egyenes.
A P pont, a rajta atmené
o egyik sikkal sem parhuzamos p egyenesekkel az Sy \ e1 és Sy \ ea pontjait hozza
a bijektiv pN (S1 \e1) ¢ pN(Sz )\ e2) kapcsolatba,
e p || 81 egyenesekkel az es egyenes és az Sy sik parhuzamossigi osztalyait hozza
a bijektiv eaNp < {g C S1: g || p} kapcsolatba,
e p || Sy egyenesekkel az e; egyenes és az Sy sik parhuzamosséagi osztélyait hozza
a bijektiv es Np <> {h C Sy : h || p} kapcsolatba.

Mei,S1,8z

140. abra 150. abra

Ha &; || S2, akkor a P pont a rajta dtmend
e egyik stkkal sem parhuzamos p egyenesekkel az S; és Sy pontjait hozza a
bijektiv pN &1 < pN Sy kapcsolatba,
e a p || S1 egyenesekkel pedig az S; sik és az Sy sik parhuzamossagi osztélyait
hozza a bijektiv {g C S1 : ¢ || p} < {h C S1: h || p} kapcsolatba.
Eszerint a P pont és az S1,S» sikok rendszere a projektiv sik egy mp s, s, bijektiv
minden A # 0 valés szdmra 7p.s, s, = TAPAS; Sy, a0l AS; = {AQ : Q € S;}.
Tekintsiik most egy olyan e térbeli egyenes ¢! = {f : f || e} parhuzamossagi
osztalyat, mely nem parhuzamos az S és Sy sikok egyikével sem. Az e parhuzamos-
sagi osztaly, az f € ' egyeneseivel az S; és Sp pontjait a bijektiv fNS; <+ NSy
kapcsolatba hozza. Az &1 és Se parhuzamossigi osztalyait ugyanigy a bijektiv
{g g H (fl ﬂSl)(fg ﬁSl)} Ad {h :h || (f1 N SQ)(fg OSQ)} kapcsolatba hozza.
Eszerint az e! parhuzamossagi osztaly és az S, Sy sikok rendszere a projekt-
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c sz

feltétleniil kiilonbozéek, hiszen minden A # 0 valds szdmra 7ei 5, 5, = Tei A8, ASs-

A projektiv sik imént leirt mp s, s, €5 Tei g, 5, transzformdcidit a projektiv sik
perspektivitisanak nevezziik. Ezek nem csak bijektivek, de egyenestartdak is, hiszen
egy © C S egyenes képe minden esetben az Sy siknak azzal a sikkal valé metszete,
mely az x egyenesre és a P pontra vagy e’ ideélis pontra illeszkedik, ezért perspektiv
kollinedcionak is szokéas nevezni Oket.

Tétel. Minden mpey perspektivitdshoz létezik olyan mgss: perspektiv kollinedcid,
melynek az e egyenesre vett mQss'|e megszoritdsa a wpey perspektivitdssal egyenld,
VAGYLS Tpef = TQSS' |e-

Bizonyitas. Legyen t az eN f ponton keresztiil egy az e és f egyenesektol kiilonb6z6
egyenes. Vegyiik fel olyan egymast metszd S és S’ affin sikokat, melyek t = SN S’
metszetének az origora illeszked6 Spi sikja a t egyenes f6korét metszi ki, vagyis
Soi = Sot. Legyen € C S és f C &' rendre az e és f egyeneseknek az S illetve S’
sikokban megfelels egyenes, vagyis € = Sp. NS és f = So NS

180. abra

Mivel (e N f) €1, az € és f egyenesek egy kozos Sz sikra esnek.

Ha valamely E € e és F' € f pontokra mp.f(E) = F, akkor a p = EF projektiv
egyenes origén dtmend So, sikja olyan p = Sop N S, 5 egyenesben metszi az S, ¢
sikot, mely az € és f egyeneseket a

ﬁﬁézSopﬂséfQEZSopﬂSoeﬂséfz OEﬁSéJFZE',
ﬁﬂfZSopﬂSéfﬂfZSOpﬂSof ﬂSéfZ OFQS—JEZ F
pontokban metszi és dtmegy a @ = OP NS, ponton.

Ez azt jelenti, hogy a mgss: perspektiv kollinedcié az e egyenest az f egyenesre
képezi gy, hogy minden pontban megegyezik a mp.s perspektivitdssal. Ez igazolja
a tételt. -

A perspektiv kollinedcidk projektivek, ezért affin kollinedcidk, de példaul az
affin sikbeli forgatas nem perspektiv kollinedcio.
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2.6 Perspektiv kollineaciék 43

Tétel. A projektiv sik kollinedcioi kozil pontosan azok perspektivek, amelyekhez van
olyan egyenes, melynek minden pontja fiz.

Bizonyitas. Tekintsitk a 7p 5,5, és me 5,5, perspektiv kollinedcidkat. Ha S; = s,
akkor ezek a perspektiv kollineacidk identikusak. Ha Sy # So és Sy || Sa, akkor az
ezen sikokkal parhuzamos f6korhoz tartozd projektiv egyenes minden pontja fix. Ha
Sy # S5 és Sq || Sa, akkor a sfkok metszetéhez tartozd {{X, —X}: OXNS NSy # 0}
projektiv egyenes minden egyes pontja fix.

Ha x a projektiv sik egy olyan kollineaciéja, melynek f egy pontonként fix
egyenese, akkor az f egyeneshez tartozo fokor sikjaval parhuzamos S sikon olyan
k affinitast hoz létre, mely tartja az idealis egyenes minden egyes pontjat, vagyis
minden e C S egyenesre k(e) || e, amiért £ affin homotécia vagy parhuzamos eltolds.

Elsé eset. k egy A egylitthatds affin homotécia. Legyen k centruma C € S.
Ekkor minden P € S pontra Ck(P) = ACP.

S o4 P!
16. abra Az OCP sikkal vett sikmetszet képe.
Vegyiink egy tetszdleges S’||S sikot, mely nem esik egybe S-sel. Legyen C' = OCNS’

és 1 # 0 olyan valds szam, hogy pOC = OC". Legyen Q az a pont az OC egyenesen,
melyre A\pQC' = QC'. Ekkor 7w = m¢,s,s/, mert

O—Pz = OWQSSI(P; = (ﬁﬁ-)\u@: Oﬁ-ﬁ-/\ﬂ(@-f—ﬁ)
= @ + 642—6—3 + )\uﬁ = MO? + uCi(P) = pO&(P).

Mdsodik eset. i egy eltolds. Vegyiink egy tetszéleges S’ || S sikot, mely nem
S, legyen C az S origbhoz legkozelebbi pontja és D = 8’ N OC, valamint pu # 1,0
olyan valds szam, hogy uDC = OD.

Q 0)
Nﬁp
P
S p’

17. abra Az OPK(P) sikkal vett sikmetszet képe.
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Legyen a & eltolas vektora u, és minden P € S esetén P’ az Ok(P) egyenes metszete
az &’ sikkal. Legyen @) az a pont, melyre @ = - u. Ekkor k = mQssr, mert

O’/TQSS/(P; = @ + Q’]TQSS/(P; = pu + /LWQSS/(P)P = ﬂ(ﬂst/(P)P + u)

= i~ (rqss/(P)P + Pi(P)) = umqss (P)R(P).

A k perspektiv kollinedciot eldcionak nevezzik, ha & eltolds, és homoldgidnak
hivjuk, ha k homotécia. Eredményiink alapjan minden perspektiv kollineacié elacio,
vagy homolodgia, és e két kollinedcié-halmaznak kizardlag az identikus leképezés a
kozos eleme.

Tétel. A projektiv sik minden kollinedcidja legfeljebb két perspektiv kollinedcid szor-
zata.

Bizonyitas. Staudt tétele szerint minden k kollineici6é projektiv és azt is igazoltuk
mar, hogy a kollinedcioknak van fixpontja és invarians egyenese.

Legyen F' a k kollineacié fixpontja, e pedig egy erre illeszked6 egyenes. Ekkor
K|e egy perspektivitds az e és r(e) egyenesek kozott, hiszen projektiv és a két egyenes
F = en k(e) metszépontja fix.

El6bbi tételiink szerint 1étezik olyan k pss’ perspektiv kollineacio, melyre k|, =
kpss'le, 1y az e egyenes minden pontja a k' := mps/s o k kollinedcié fixpontja.
Ebbdl kovetkezik, hogy k' perspektiv kollinedcio, igy k = mpss: o k', ami igazolja
az allitast. -

A projektiv sik egy pontjat egy kollinedciéra nézve erdsen firnek nevezzik, ha
fix és minden rajta 4&tmené egyenes invarians.

pontja, ha perspektiv kollinedcio.

Bizonyitas. Legyen k egy perspektiv kollineicid, vagyis valamely P, S, S’ rendszerre
k =mps,s . Ekkor az OP egyenesre illeszkedd minden U siknak az S és S’ sikokkal
vett metszeteit a P pontbeli vetités egymasba viszi, vagyis az U sikhoz tartozo
projektiv egyenes invarians a k perspektiv kollinedciéra nézve. Mivel a P ponthoz
tartozo projektiv ponton atmen6 minden projektiv egyenes ilyen U sikhoz tartozik,
eszerint a P ponthoz tartoz6 projektiv pont a k perspektiv kollineacié erdsen fix
pontja.

A forditott irany igazoldsdhoz tekintsiink egy k kollinedciét, melyre nézve
valamely F' pont erésen fix.

Ha az e Z F egyenes invaridns, akkor minden pontja fix, ugyanis barmely
G € e pontra k(G) = K(FGNe) = kK(FG)Nk(e) = FGNe = G. Ha e a &k fix
egyenese, akkor k perspektiv kollinedcié, ami a bizonyitando.
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Ha az e # F egyenes nem invaridns, akkor az F = e N k(e) pont fix, mert
k(E)=k(FENe)=kr(FE)Nk(e)= FENk(e) = E.

19. abra

Legyen a d F F is nem invaridns egyenes, mely nem illeszkedik az F fixpontra. Ekkor
a D = dnk(d) fixpont kiilonbozik az E fixponttdl, igy tekinthetjik az f = DFE
egyenest.

Az f egyenes invaridns, hiszen «(f) = k(DE) = k(D)k(E) = DE = f, amibél
a fentebb mar eldadott érvek alapjan kovetkezik, hogy f fix egyenes, és ezért k

perspektiv kollineacié. Ez volt bizonyitando. -

Jegyezziik meg, hogy homoldgia esetén az erdsen fix pont nincs a fix egyenesen,
elacional pedig rajta van a fix egyenesen.

Perspektiv kollineacidk alaptétele. Bdrmely kilonbozdé kollinedris pontokbdl dl-
16 C, P, P ponthdrmashoz, és ezek eqyenesétdl kilonbozé t egyeneshez, ahol P #
P, P,P" ¢ t, pontosan egy olyan mgss perspektiv kollinedcid létezik, melyre
ngss' (P) = P’ és amelynek C' erésen fix pontja, t pedig pontonként fix egyene-
se.

Bizonyitas. Legyenek az Fy # F5 pontok a t egyenesen olyanok, amelyek nincsenek
rajta az e = PP’ egyenesen, és legyen Q = F1 P’ N FoP valamint Q' = CQ N FyP'.

20. dbra 21. abra

Ha a 7 perspektiv kollineacié eleget tesz a tétel feltételeinek, akkor 7: C' — C,
P P, F — Fj,és eszerint Q — Q' is, mert 7(Q) € n(Fp)w(P) = FoP’ és
Q' € CQ miatt Q' = 7(Q).

Minthogy C, P, Q, F} négy altalanos helyzet{i pont, a kollinedcidk alaptétele sze-
rint pontosan egy olyan x kollinedcié 1étezik, melyre ezek képe rendre C, P/, Q’, F}.
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Mar csak azt kell megmutatni, hogy k perspektiv, amihez elég latni, hogy F' a
k erdsen fix pontja. Minthogy Staudt tétele szerint x projektivitas, ennek érdekében
mindossze harom, az F' egyenesre illeszked6 invarians egyenest kell mutatni.

Vildgos, hogy «(C) = C, k(Fy) = Fy, amiért a ¢ = FF| egyenes invaridns,
k(Q) = @', amiért az h = FQ egyenes invaridns, végiil x(P) = P’, amiért az e
egyenes invarians.

Ezzel a tételt belattuk. -

Ez az eredmény lehetové teszi, hogy a projektiv sik perspektiv kollineacidit a
moepp formaban adjuk meg, ahol C,t, P és P’ is a projektiv sikban van. Ahogy
mér lattuk a morppr perspektiv kollinedcié elacd, ha C € t és homoldgia, ha C ¢ t.

Definicié. A perspektiv kollineacié erésen fix pontjat a centrumdnak, fix egyenesét

pedig a tengelyének nevezziik. A

Erdemes felfigyelni t4, hogy az elacié dudlis fogalma ugyancsak elécié, a ho-
mologia dudlis fogalma pedig homoldgia, és dualitaskor a centrum és tengely felcse-
rélédik.

- 2 . Y —1 _
Tetel. Tetszileges moyppr €5 K kollinedciora koMo ppr O K™ = T (t) w(P)r(P1)"

Bizonyitas. Legyen n' = kmoypp/ti L.

Ha Q € t, akkor 7'(k(Q)) = k(moupp (Q)) = £(Q), tehat 7’ fixen hagyja a
k(t) pontjait, amiért a ' egy perspektiv kollinedcid.

Ha F € g, akkor minden @ € ¢ pontra m'(k(Q)) = k(ropp (Q)) = K(Q'),
ahol Q' € ¢, hiszen ¢ invaridns a 7, pp, perspektiv kollinedciéra nézve, tehdt a 7’
perspektiv kollineaciénak «(C') a centruma.

Végiil n'(k(P)) = k(meypp (P)) = k(P') igazolja az éllitast. -

Tétel. Két nem identikus perspektiv kollinedcio akkor és csak akkor egyezik meg,
ha ugyanaz a centrumuk és tengelyiik, és valamely ezekre nem illeszkedd pontot
ugyanabba a pontba képeznek.

Bizonyitas. Az nyilvanval6, hogy két perspektiv kollineacié megegyezik, ha centru-
muk és tengelyiik egybeesik, és valamely ezekre nem illeszkedd pontot ugyanabba
a pontba képeznek.

Tegytik most fel, hogy Tr ;00 = Torpp-

Ekkor 7 oo (P) = moypp (P) = P', tehdt mp o0 = Trippr-

HaT € t, akkor mp pp/(T') = moypp (1) =T, ezért mppp fixélja a t minden
pontjat. Ha f # ¢, akkor az fUt halmazban léteznek altaldnos helyzetii pontnégyesek,
igy a kollinedciok alaptétele értelmében 7 pp, csak az identikus kollineacio lehet.
Ez ellentmond a feltételeknek, tehdt f =1, vagyis mp pp/ = Tpppr-
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Ha F # C, akkor van olyan ¢ # t egyenes a C ponton at, mely elkeriili az F'
pontot. Emiatt minden X € ¢ > C pontra

Tpipp (X)) = Tppp (FX Ne) = pp (FX)N7Tppp(c) = FX N7eypp(c)
—FXNe= X,

vagyis c fix egyenese az 7y, pp, Perspektiv kollinedcionak, amibdl az elébbi indoklas
értelmében ¢ = t kovetkezik. Ez ellentmondas, igy F' = C, ahogy a tétel allitotta.

Az ABC és A’ B'C’ haromszogeket a projektiv sikban a D pontra nézve cent-
rdlisan perspektivnek mondjuk, ha AA'N BB’ NCC' =D ¢ {AJA",B,B',C,C"}.
A d egyenesre nézve tengelyesen perspektivnek nevezzik a két haromszoget, ha
ABNA'B € d, BCnNBC € dé CAnNCA € d egyszerre teljesiil és
d¢{AB,A'B',BC,B'C',CA,C"A"}.

Desargues-tétel. Két haromszdg akkor és csak akkor centrdlisan perspektiv, ha ten-
gelyesen is perspektiv.

Bizonyitas. Ha az ABC és A'B’C’ haromszogek a D pontra nézve centralisan
perpektivek, akkor pontosan egy olyan x kollineaci6 létezik, melyre x(D) = D,
k(A) = A, k(B) = B és k(C) = C’. Ennek D erfsen fix pontja, hiszen a DA, DB
és DC' egyenesek invariansak, tehat k perspektiv és D a centruma. Legyen d a s
tengelye. Ekkor az X = d N AB fix pontra X = dNAB = k(X) = k(dN AB) =
dNA'B’,amiért az X = ABNA'B’,és ugyanigy azY = BONB'C' és Z = CANC'A’
pontok is a d egyenesre esnek, vagyis az ABC és A’ B'C’ haromszogek tengelyesen
perspektivek a d tengelyre nézve.

D

B/

21. abra
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Ha az ABC és A’B’'C’ haromszogek a d egyenesre nézve tengelyesen per-
pektivek, akkor pontosan egy olyan x kollinedcié 1étezik, mely a d egyenesen 1év6
X = ABNA'B' ésY = BCNB'C’ pontokat helyben hagyja, és k(A) = A’, valamint
k(C) = C'. A k kollinedci6 az X ésY tartdsa miatt invaridnsan hagyja a d egyenest,
és a B pontot a B’ pontba viszi, hiszen k(B) = k(XANYC) = k(XA)Nk(YC) =
XA'NYC'=B'.AkaZ=CANC'A pontot is helyben hagyja, mert

K(Z)=kr(CANC'A") =k(dNCANC'A") =k(dNCA) =k(d)NC'A’
=dnC'A' = Z,

amiért (1é6vén projektivitds) a d egyenes minden pontjit fixen hagyja, vagyis
perspektiv és d a tengelye. Legyen D a x centruma. Ekkor k(DA) = DA’, k(DB) =
DB’ és k(DC) = DC' miatt az ABC és A’ B'C’ haromszogek a D pontra centrédlisan
perspektivek. -

Vegyiik észre, hogy a Desargues-tétel 6ndudlis allitds, vagyis nem valtozik, ha
az egyenes (pontsor) és a pont (sugarsor) fogalmakat kovetkezetesen felcseréljiik
benne.

Az affin sik eltolasai kommutativ csoportot alkotnak, igy az aldbbi tétel ennek
kovetkezménye, de mi most ,,beliilrél”, a projektiv geometriai ismereteink birtokaban
bizonyitunk.

Tétel. Két eldcio szorzata akkor és csak akkor eldcid, ha tengelyeik vagy centrumaik
egybeesnek.

Bizonyitas. Tekintsiik a m = moy ¢, ppr €5 o = Ty, prp Nem identikus elacidkat,
és tegyiik fel, hogy t; # tg és Cq # Cs.

Legyen k = my o mp és tételezziik fel, hogy k eldcid, melynek C a centruma és
t a tengelye.

A k elaciénak az F' = t; Nty pont fixpontja, az f = C1C5 pedig invaridns
egyenese, és a k eldcié nem identikus, mert ellenkez§ esetben C; = k(Cy) = m2(Ch) €
to és Cy = 7r2_1(02) = 7T2_1(/<;(C’2)) =71(Cs) € t1, vagyis C; = Cy = F lenne.

Mivel x nem identikus, minden fixpontja a t tengelyére esik, amiért F' € t.

Ha t = f, akkor Cy,Cs € t is teljesiil, és

(1) o #F7t:t1, F=0C, € t1, vagy

(2) C2#F7t:t2,F:C:[€t2
legalabb egyike teljesiil, mert C; # Cs. Ha (1) teljestil, akkor ¢ a 7 perspektivitdsnak
is tengelye, igy ma = Ko m ! miatt a m, perspektivitdsnak is tengelye, ami a
t1 = to ellentmonddsra vezet. Ha (2) teljesiil, akkor m = my 1o k miatt kapunk
ellentmondast. Tehdt t # f, t # t1 és t # to.
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2.6 Perspektiv kollineaciék 49

Mivel t # f,a C =tN f pont a k fixpontja az f invaridns egyenesen, amiért
C a Kk centruma.

Az el6bbi bekezdés dualizdlasaval nyerjiik, hogy C = F' ellentmondasra vezet,
amiért C # F, C # C; és C # Cy. Mivel C' # F, a k két fixpontja meghatarozza a
tengelyét, vagyis t = C'F.

Ha C = Cj lenne, akkor my = 75 1o k miatt C' a m perspektivitdsnak is
centruma, ami a C; = Cs ellentmondésra vezet. Tehat C' #£ Cs.

Mivel C' # (5, minden, az F' és Cy ponttdl kiilonb6zé X € t; pontra XC' >
K(X) = m(X) € XCy adddik, amibdl X # x(X) miatt C,Cy € Xk(X), vagyis
f = Xkr(X) kovetkezik, ami ellentmondds, hiszen fNt; = C; # X.

To6bb eset nem 1évén, az ellentmodast okozd feltételek hamisak, vagyis ha x
elaci6, akkor t1 =ty vagy C1 = Cs legalabb egyike teljesiil.

A forditott allitds bizonyitasdhoz el6bb megallapitjuk, hogy k perspektiv, ha
t1 = to vagy C1 = Cy barmelyike teljestil, hiszen t; = t5 esetén t1 a x fix egyenese,
C1 = C5 esetén pedig C a k erbsen fix pontja. Tehat valamely C pont és ¢ egyenes
parosara kK = moyppr. Innentél feltessziik, hogy k nem identikus. A dualitds miatt
elegend6 abban az esetben bizonyitani, amikor C7 = C5, mert ennek dudlisa a
t1 = tg eset.

Ha C; = (s, akkor C = C; = Cy = t; Nty. Ha t; = to, akkor nyilvan
t =t1 =ty is teljesill és igy k elaci6. Ha t; # to, akkor legyen Q1 = t Nt;. Ekkor
Q1 = k(Q1) = m(Q1) miatt Q1 € to is teljesill, vagyis t, ¢ és t2 ugyanazon ponton
mennek at, amiért C € t; Nty € t, tehat k elacio.

Ezzel az allitast belattuk. -

Tétel. A kizos tengellyel rendelkezd elacick halmaza a leképezések szorzdsa miivele-
tével kommutativ csoportot alkot.

Bizonyitas. Minthogy a kollineaciék a leképezések szorzdsa miveletével nyilvan-
valéan csoportot alkotnak, elegend6 belatni, hogy az elacidk adott halmazabdl a
leképezések szorzdsa és az inverzképzés sem vezet ki (zartség), és nem fiigg az elaciok
sorrendjétél (kommutativitds).

A szorzasra vett zartsagot el6bbi tételink igazolja, az inverz-képzésre vald
zartsag pedig trividlisan kévetkezik abbdl, hogy 71'575113 pr = TCtP'P-

A kommutativitas igazoladsdhoz tekintsiik a m = mc,ep @, €5 T2 = TCyLtP,Q,
nem identikus elacidkat, és legyen

_ -1 _ _
k1 =Ty 0T OTy = Try(Cr)ma(t) w2 (Pr)w2(Q1) — TC1tPQ})

_ -1 _ _
K2 =T OMa OTy = Ta ) (Co)mi (t)m1 (P2)m1(Q2) — T C2tPLQYL)
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50 2. Projektiv sik

amibdl minden X pontra

7T1(7T2(X)) = KZQ(’]Tl(X)) S CQ7I'1(X) = CQT('Q(’/Tl(X)) és
7T2(7T1(X)) = /61(7T2(X)) S 017T2(X) = 017T1(7T2(X))
kovetkezik.

Ha C1 7é 027 akkor 7T1(7T2(X)) S CQ’/TQ(ﬂ'l(X)) N 01’771(7T2(X)) = 7T2(7T1(X))
miatt 7 (72(X)) = ma(m1 (X)) adddik, vagyis 71 o ma = mo 0 1 és megdllapithatjuk,
hogy a w07y eldcid centruma egyik Cy és Cs centrummal sem esik egybe (kiilonben
mind a hirom a centrum egybeesne, holott Cy # Cs).

Cy C ¢ Co

225. abra

Ha Cy = Cs, akkor vegyiink egy ezektdl kiilonb6z6 Cs € t pontot, és legyen
T3 = TC,tPsQ, nNem identikus eldcid. Ekkor iménti eredményiink alapjan

(momg)omg = mo(meoms) = (maomg)om = (mw3ome)om; = mzo(meomy) = (w07 )oms

adddik, ami 73 bijektivitdsa miatt igazolja a kommutativitast.
Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Eredménytnk dualizdlasdval azonnal kapjuk a kovetkezot.

Tétel. A kozés centrummal rendelkezd eldciok halmaza a leképezések szorzdsa
miwveletével kommutativ csoportot alkot.

A £k kollinedciét n-ed rendfiinek nevezziik, ha k™ = id, de i < n esetén s’ # id.
Példdula k: A— B, B+— C, C+— D, D — A kollineédci6 rendje négy, a k: A — C,
B+— D,C— A, D — B pedig masodrendii. A masodrendii kollineacidkat involutiv
kollinedcionak.

Ha a szimmetrikus  kollineéci6 involutiv, akkor a k kollinedciét reprezentald
M métrixra M = M7 és alkalmas 0 # A € R valos szamra M2 = X1 is teljesiil,
ahol I az egységmatrix. Ekkor

ulveuw! =0 uM? v’ =0 uMM v =0 uM@wM)? =0,

vagyis az M matrix ortogondlis.
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2.6 Perspektiv kollineaciék 51

Tétel. Egy m = moippr homologidra ekvivalensek a
(1) 7 involutiv,
(2) valamely X pontra (X7(X)CTx) = —1 teljesiil,
(3) minden X pontra (Xm(X)CTx) = —1 teljesiil,
feltételek, ahol Tx =t N CX minden X pontra.
Ha a moippr perspektiv kollinedcio involutiv, akkor homoldgia.

Bizonyitas. Ha 7 involutiv, akkor minden X pontra
(CTx X7(X))? = (CTx Xm(X))(m(C)m(Tx )m(X)7* (X))
— (CTx Xm(X))(CTxm(X)X) = (CTxXn(X)) = 1,

amiért (CTx X7 (X)) = —1, tehédt (1) = (3) = (2).

Ha valamely X pontra (CTx X7 (X)) = —1, akkor (CTxn(X)m?(X)) = —1 is
teljesiil, amiért (CTx7?(X)m(X)) = —1 is igaz, igy a kettsviszony bijektivitdsa
miatt 72(X) = X, vagyis mosx x involutiv. A perspektiv kollinedciok megadasédnak
egyértelmiisége miatt morppr = Teorxx/, tehdt morpp involutiv, vagyis (2) = (1).

Ha a m = meeppr perspektiv kollinedci6 involutiv, akkor (3) alapjan minden X
pontra (X7 (X)CTx) = —1, vagyis a C' centrumra illeszkedd minden e egyenesen
7| involutiv hiperbolikus projektivitas. Mivel ¢ minden pontja fix, ebbdl kdvetkezik,
hogy C' ¢ t, vagyis morppr homolégia. -

Az involutiv homoldgia az affin sik tengelyes tiikkrozésének felel meg ha a tengely
a végesben, a centruma pedig a végtelenben van. Ha a tengely a végtelenben és a
centrum a végesben van, akkor az involutiv homolégia koézéppontos tikrozésként
jelenik meg az affin geometridban. A kovetkezo tétel j6l mutatja ezt az analdgiat.

Tétel. Két involutiv homoldgia szorzata akkor és csak akkor homoldgia, ha mind-
két homoldgia centruma a mdsik homoldgia tengelyére esik. Ezesetben a szorzat is
involutiv homoldgia.

Bizonyitas. Tekintsik a m1 = 7o, ¢, P,Q, €S T2 = TCyt,P,Q, iNVolutiv homoldgidkat,
és legyen Kk = 7y o 7.

Ha k homolégia, vagyis & = mcipg valamely alkalmas C, P, @ kollineéris
ponthérmasra, ahol C' ¢ t, akkor esetvizsgdlattal bizonyitjuk, hogy C; € to és
Csy € ty.

Ha C7 = C5 és t1 = to, akkor k az identités.

Ha Cy # C5 és t; = to, akkor t = t1 a k tengelye. Minthogy az f = C1C5
egyenest a  invaridnsan hagyja, C' € f vagy f = t. Ut6bbi nem lehet, mert C; ¢ t;
és CQ ¢ t2.

Ha C € f, akkor x(C) = C és a my involutivitasa miatt m1 (C) = m2(C). Ugyan-
akkor m; és mo involutivitdsa, valamint C' # F := f Nt alapjan (C1FCm(C)) =
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—1 = (CoF Cm2(C)), amibél w1 (C) = m3(C) miatt Cy = Cy adddik. Ez ellentmon-
das, igy C' = F kovetkezik, amiért k elacié. Ez is ellentmondas.

Ha C; = C5 és t1 # to, akkor iménti meggondoldsunk dudalisabdl kapjuk, hogy
K elacid, ami ellentmondas.

Ha Cy # Cs és t1 # to, akkor a k homolégia fixen hagyja az F' = t; Nty pontot,
és invaridnsan az f = C1C5 egyenest.

Minthogy t a k tengelye, ennek minden T € ¢ pontjara CoT = Cax(T) =
Coma(m(T)) = Comy(T), amiért m1(T) € CoT, vagyis Tm(T) = CoT, amibdl
C1 € C5T, vagyis T € f kovetkezik, tehat ¢t = f.

Minthogy t = f, a Cy és (s is a k fixpontja, amiért mindkettd a m; és mo
perspektivitdsoknak is fixpontja, vagyis Cy € to U {Cs} és Cy € t; U {C4}. Mivel
C1 # Cs, ez azt jelenti, hogy C € ty és Cy € 1.

A most igazoltak forditottjanak megmutatasihoz legyen Cy € t1 és Cs € to.

Az vildgos, hogy x fixen hagyja a C; és Cy pontokat, valamint invaridnsan
hagyja a t; és to egyeneseket, amiért k az F' = t; Nty pontot is fixen hagyja. Az
f = C1C5 egyenes nem megy 4t az F ponton, és a x invaridnsan hagyja, hiszen két
fixpont is van rajta, {gy ennek barmely P pontjira

(C1CaPK(P)) = (m2(C1)ma(Co)m2(P)m2(k(P))) = (C1C2m2 (P)m1(P))
= (Clcng(P)P)(C’ngPm(P)) = (—1)(—1) = 1,

vagyis a k az f egyenes minden pontjat fixen hagyja, amibél k = mr¢pg kévetkezik
alkalmas P,Q ¢ f U{F} pontokra.
A k homoldgia involutiv is, hiszen az F' ponton atmend ¢1 egyenesen megegyezik

a o involutiv homolégiaval. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. -

2.7. Korrelaciok és polaritasok

A projektiv sik dualitdsa veti fel a gondolatot, hogy az egyenesek és pontok halma-
za kozti hozzarendeléseket alaposabb vizsgdlat ald vessiik. Jelolje a projektiv sik
egyeneseinek halmazat E2.

Egy bijektiv leképezésekbdl all6 p = (p|pz, p|g2) leképezéspart dltaldnos kor-
reldcionak hivunk, ha p|ps: P? — E2 és p|g2: E2 — P? is bijektiv és p|p> a pontso-
rokhoz sugarsorokat, p|gz pedig a sugarsorokhoz pontsorokat rendel.

Egy p = (p‘pz,p‘Ez) altaldnos korreldcié esetén a (pEzl, p@l) leképezéspar is
altalanos korrelacié. Ezt az dltalanos korrelacié inverzének mondjuk, amit p=! jeldl.
Jegyezziik meg, hogy p~t|p2 = p|gs és p7 e = plps-

Egy p = (p|p2, p|g2) altaldnos korrelacié és egy k kollinedcié balszorzatén
a kp = (Rp|p2, kp|g2), jobbszorzatdn a pk = (p|p2k, p|r2k) dltaldnos korreldciot
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2.7 Korrelacidk és polaritdsok 53

értjiik, ahol &: e € E2 — k(e) = {k(E) : E € e} € E2. A tovabbiakban a  ezen
természetes & hatdsdt az egyeneseken egyszertien x jeloli, vagyis x(e) = R(e).

Egy altalanos korrelaciot projektivnek neveziink, ha mindkét leképezése tartja
a kett6sviszonyt. Igazolni fogjuk, hogy ez minden altalanos korrelaciéra érvényes.

A tovdbbiakban a p|pz és p|gz leképezéseket a jelolésben nem kiilonboztetjik
meg, ha a szovegkornyezetbdl vildgos, hogy a p altaldnos korrelacié mely leképezése
szerepel, vagyis az E ponthoz rendelt egyenest p(E), az e egyeneshez rendelt pontot
p(e) jeloli. Az dltalanos korreldcié feltételei ezekkel a jelolésekkel azt jelentik, hogy a
kollinedris pontok p szerinti képei egy sugarsorban vannak, az egy pontra illeszkedd
egyenesek p szerinti képei egy pontsorhoz tartoznak.

Lemma. Az dltaldanos korreldciok bijektiven rendelik hozzd
e barmely egyenes pontjaihoz egy megfeleld sugdrsor egyeneseit, és
e bdrmely sugdrsor egyeneseihez eqy megfelelé egyenes pontjait.

Bizonyitas. Az altalanos korrelaci6 bijektivitdsa miatt p|p2 megszoritasa barmely
egyenesre és p|gz megszoritdsa barmely sugarsorra injektiv.

Tekintsiink most egy e egyenest és ennek pontjait képezze a p|p2 leképezés az
FE pont E sugarsordaba. Azt kell igazolnunk, hogy p‘e: e E sziirjektiv.

Y

f=p(F)

z=p(X)

23. abra

Indirekt médon tegyiik fel, hogy van egy olyan f egyenes az E sugarsorban,
mely nem képe az e egyetlen pontjanak sem.

A pl|pz sziirjektivitdsa miatt van olyan F' ¢ e pont, melyre p(F) = f. Vegyiink
egy tetszlleges g egyenest az F' ponton at, legyen ennek metszete az e egyenessel
X.

A g egyenes X pontjanak z = p(X ) képe az E pontban metszi az f egyenest,
igy phpz a g egyenes minden pontjat az E sugéarsorba viszi. Minthogy ¢ tetszéleges
volt, ez azt jelenti, hogy P? minden Y pontjara p(Y) € E, ami ellentmondds, hiszen
plp2 szirjektiv, amiért az E pontra nem illeszkedé egyenesek is benne vannak a
plp2 képterében.

Ez az ellentmondés bizonyitja allitasunk elsé részét.

Minthogy a mésodik allitds az els6 dudlisa, ezzel a tételt bebizonyitottuk.
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A homogén koordinatak segitségével egymashoz rendelhetiink egy e egyenest
és egy F pontot az [e] = [E] egyenlet alapjan. Ez nyilvdn bijektiv, és teljesiti az
altalanos korrelacié feltételeit, s6t a kettGsviszonyok megtartdsa miatt projektiv is.
Ezt az altalanos korrelaciét természetes korreldacidnak nevezzik. A természetes kor-
relaciot a tovabbiakban w jeloli. A természetes korreldcié megegyezik az inverzével,
hiszen w és w™' is a megegyezé homogén koordindtaji pontokat és egyeneseket

rendeli egymashoz.

Tétel. Minden p dltaldnos korreldcié egyértelmiien dll el p = (w|p2 o K1, ko 0 w|g2)
alakban, ahol k1 €s ko kollinedciok.
Az altaldnos korreldciok tartjik a kettésviszonyt.

Bizonyitas. Tekintsiik a p és 7 korreliacidkat. Ekkor a k1 = 7|g2 0 plp2 és a kg =
p‘]Ez o T‘]p? leképezés is kollineacio, ezért T‘]E; oKl = p‘]_pﬂ és ko 0 T@l = p‘Ez, ami
a 7 = w valasztas mellett — figyelembevéve, hogy wE& = w‘]pz —, igazolja az els6
allitast.

Mivel a k1 és ko kollinedcidk Staudt tétele szerint projektivek is, az w termé-
szetes korrelaciénak pedig nyilvan mindkét leképezése projektiv, kdvetkezik, hogy

a p korrelacié tartja a kettésviszonyt. -

Definicié. Korreldcionak neveziink egy altalanos korrelaciét, ha egy egyenes képe
egybeesik a pontjaihoz rendelt egyenesek metszéspontjaval, vagyis (pc, p(P) = p(e)

minden e egyenes esetében. A

Y=p(y)

22. abra

Mésként fogalmazva, egy korreldciora P € e akkor és csak akkor, ha p(P) 3 p(e).
Ezt a tulajdonsagot az altalanos korrelacié illeszkedéstartdisinak nevezziik.

Tétel. Minden p korreldcié egyértelmiien dll elé p = (w|p2 o kT, kL ow|g2) alakban,
ahol k eqy alkalmas kollinedcio.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy a p korrelacid el6all p|pz = wlp2 0 k1 €S p|g2z = Ko o W|g2
alakban, ahol k1 és ko kollineacid. Legyen M és M 5 rendre a k1 és ko kollineaciéhoz
homogén koordinatdkban rendelt matrix.
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Korrelacié esetén a pontsorhoz rendelt sugarsor éppen a pontsor egyenesének
képére esik, ezért p|gz(e) = p|p2(A) N plp2(B), ahol e az A és B pontok kozos
egyenese. Eszerint ko o w|g2(e) = w|p2(k1(A)) Nwlp2(k1(B)). Ha az A és B pontok
homogén koordinatdja rendre u és v, akkor azonossagunk az

[(u x v)M3] = [uM;] x [vM,4]

format olti, hiszen az e egyenes homogén koordindtja [u x v].
Figyeljiikk meg, hogy a most kapott azonossag szerint ha w | v, akkor

[uMs] = [(v X (u X v))Ms] = [vM1] x [(u x v)M;] L [vM],
vagyis az u L v = Msu 1 M v implikacié teljesiil. Eszerint
('U/Mz')l D) {’UMg_Z‘ v L u} = 'U,J_Mg_i (Z = 1,2)

Ugyanakkor a nem elfajulé M; és My matrixok az ut = {v : v L u} kétdimen-
zi6s alteret kétdimenzios altérbe viszik, vagyis dim(uM;)* = 2 = dim(utM3_;),
amiért (uM;)t =utM3_; (i = 1,2), vagy ami ugyanaz, u L v < uM, | vM;.
Ez azt jelenti, hogy

w =0 ulveuM, L vM, @O:uMngT'vT :u(leMg)T7

vagyis minden v vektorra v~ = (vM M)+ amiért alkalmas nem nulla A, €
igazoltuk, hogy ekkor A, nem fligg a v vektortol, vagyis A\ = M1 M 2T Ez igazolja
a tételt. .

A k kollinedcié matrixat a korreldcié mdtrizdnak nevezzik. Vilagos, hogy ez a
matrix meghatarozza a korrelaciot, és a kollineaciok bijektivitdsa miatt nem elfajulo.

Korrelacidk alaptétele. Legyen A, B,C és D négy dltaldnos helyzetd pont, a,b,c
és d pedig négy dltalanos helyzetii egyenes. Ekkor pontosan egy olyan p korreldcio
létezik, melyre p(A) = a, p(B) = b, p(C) = ¢ és p(D) =d.

Bizonyitas. Legyen A’ = w(a), B’ = w(b),C’ = w(c) és D' = w(d). Ekkor A’B'C'D’
egy teljes négyszog, igy a kollineacidk alaptétele szerint 1étezik pontosan egy olyan
7 kollinedci6, melyre w(A) = A', n(B) = B', n(C) = C' és w(D) = D'. Eszerint a
71 ow korrelaci6 megfelel a tétel kovetelményének, és nincs is mésik, hiszen minden

korrelacio el6all w és egy kollineacié Gsszetételeként. -

Tétel. Egy p korreldcio akkor és csak akkor involutiv, ha
e van olyan szimmetrikus k = k7 kollinedcid, hogy p = (UJ‘PQ ok,k Lo (JJ‘]EQ);

vagy
o minden A, B pontpdrra B € p(A) < p(B) 3 A;
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56 2. Projektiv sik

Bizonyitas. Vizsgéljuk a korreldciét a p = (wo r®, k71

kollineécio.

o w) alakban, ahol x egy

El6szor az elso6 allitassal foglalkozunk. A p korrelacié pontosan akkor involutiv,
ha minden P pontra P = p(p(P)) = k= (kT(P)), vagyis k = T, ahogy az els§
allitasban szerepel. Ha pedig a p korreldciéban a  kollineacié szimmertikus, akkor
p(p(P)) = k1 (k(P)) = P igazolja, hogy involutiv.

A mésodik allitdshoz elészor tegyiik fel, hogy B € p(A) < p(B) 3> A
érvényes minden A és B pontra. A korrelaci6 illeszkedéstartasa miatt ebbdl
p(B) 3 p(p(A)) & B € p(A) & p(B) > A minden A és B pont esetén. Mint-
hogy p bijektiv, minden e egyeneshez van olyan B pont, melyre e = p(B), ezért
ebbdl p(p(A)) = A kévetkezik, tehat p involicié.

Most azt tegyiik fel a méasodik allitdsban, hogy p involutiv. Ekkor az involuti-
vitds, majd az illeszkedés tartdsa miatt p(B) 3 A < p(B) 3 p(p(A)) < B € p(A)
igazolja az allitast. -

Az involutiv korrelaciékat, polaritdsnak nevezziik. Az w nyilvanvaléan polaritas,
és minden A, B pontparra B € w(A) < w(B) 3 A.

Definicio. Egy p korrelicié esetén a P pontot a p(P) egyenes pdlusinak, a p(P)
egyenest a P pont poldrisdinak mondjuk.

Egy p polaritds esetén egy P pont p(P) polarisin 1évé pontokat a P pont
konjugaltjainak, az e egyenes p(e) pélusan dtmend egyeneseket pedig az e egyenes
konjugdltjainak neveziink. A P pontot illetve az e egyenest a p polaritasra nézve
onkonjugdltnak hivjuk, ha P € p(P) illetve p(e) € e.

Egy polaritast elliptikusnak illetve hiperbolikusnak neveziink, ha nincs illetve

ha van 6nkonjugélt pontja. A

Vilagos, hogy az w polaritas nem rendelkezik 6nkonjugalt pontokkal, vagyis
elliptikus.

Tétel. Egy polaritds akkor és csak akkor elliptikus illetve hiperbolikus, ha a mdtriza
is elliptikus illetve hiperbolikus.

Bizonyitas. Ha a polaritds métrixa M, akkor az [u] homogén koordindtdji pdlus
polarisdnak homogén koordinatéja [u]M. A pdlus és a poldris ezért pontosan akkor
illeszkedik egymadsra ha (u, uM) = 0, tehit a polarités elliptikus vagy hiperbolikus,
aszerint, hogy az (u, uM) = 0 egyenletnek nincs vagy van megoldésa az u vektorra.

Mivel M szimmetrikus, 1étezik sajatvektorainak ortonorméalt {w;, us, w3} rend-
szere, mely bazist alkot. Legyenek a megfelel6 valds sajatértékek rendre A1, Ag, A3,
és v = Zle v;u; tetszéleges vektor. Ekkor 0 = (v, v M) = Zle A\;ivZ, ahol a \;
egyltthaték nem nulldk, igy ennek akkor és csak akkor van megoldédsa, ha a );

sajatértékek nem mind egyforma el6jeliiek. -
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2.7 Korrelacidk és polaritdsok 57

Tétel. Hiperbolikus polaritds énkonjugdlt pontjai kozott nincs hdrom kollinedris.

Bizonyitas. Indirekt feltevésként induljunk kia abbdl, hogy az e egyenes R, @ és
X kiilonb6z6 pontjai 6nkonjugéltak.

Legyen pontjaink polarisa rendre r, ¢ és x. Ekkor minden Y € e pontra a p
projektivitdsa és Papposz tétele miatt (RQXY') = (rqxy) = (rNegNexNeyne) =
(RQX yne)alapjan Y =yNe € e, ahol y = p(Y') az Y pont polarisa, vagyis az e
egyenes minden pontja énkonjugdlt.

Vegyiik fel az R ponton it az f # e egyenest, ami nem megy it az e egyenes
E = p(e) polarisan. Legyen T' = f N ¢, ahol ¢ = p(Q).

E=p(e)

TT=p(t)

q=p(Q)
25. abra

A T pont t = p(T') polarisa atmegy az f egyenes F' = p(f) p6lusdn, mely illeszkedik
a R pont r = p(R) polérisira. A t egyenes a () ponton is atmegy, mert T € ¢ = p(Q).
Legyen S = f Nt. Ezek alapjan az S pont s = p(S) poldrisa dtmegy az F és T
pontokon, és dtmegy a P = eNSE énkonjugalt ponton is, hiszen a P pont p = p(P)
poldrisa éppen az SE egyenes, amiért S € p(P), vagyis s 3 P.

Egy teljes négyoldal atlos pontjai azonban sosem esnek egy egyenesre, igy az
FEFQP pontnégyes nem alkothat teljes négyoldalt, vagyis legalabb hdrom eleme
kollinedris. Mivel a P, @ és R pontok kiilonboz6ek, és igy a p, g és r egyenesek
kizarélag az E pontban metszik egymast, kovetkezik, hogy F = F vagy F' = R.
Csakhogy e # f és f # r (mivel E ¢ f), vagyis az indirekt feltétel hamis, ami
igazolja tételiinket. -

A mésodrendii gorbék definici6ja [Kurusa: Euklidészi geometria] alapjan utéb-
bi két tételiink az aldbbit eredményezi.

Tétel. Hiperbolikus polaritas énkonjugdlt pontjai mdsodrendi gorbét alkotnak.
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58 2. Projektiv sik

Konkrétan ha az énkonjugalt pontok gérbéjét az egységgéombon akarjuk meg-
nézni, és a hiperbolikus polaritas szimmetrikus matrixa sajatvektorainak orton-
orméalt rendszere {u;,us,us}, melyekhez tartozé sajatértékei rendre Ay > 0 és
A2, A3 < 0, akkor a v vektor {w;,us,us3} bazisban vett koordinataira érvényes
1= 23 v2 egyenletbdl helyettesitéssel a gorbére nyert

i=1 "1
3 3
0=> Ay = (1= )+ D Aivf = A+ (A — A)vs + (As — A1)v3

=1 =2 =2

formula egy ellipszis egyenlete, ami pontosan akkor kor, ha Ay = A3. F6koér azonban
nem lehet az 6nkonjugalt pontok halmaza, hiszen akkor A\; =1, Ao — Ay = —1 és
A3 — A1 = —1 lenne, amibd&l Ay = A3 = 0 kovetkezik, holott ez lehetetlen, mert M
nem elfajulé.

Tétel. Legyen p egy polaritds, e egy nem donkonjugdlt egyenes, E = p(e) pedig
ennek polusa. Ekkor az a pg: e — e leképezés, melyre pr(Q) := p(Q) Ne, involutiv
projektivitds.

Bizonyitas. A pp leképezés nem identikus, sot legfeljebb 2 fixpontja lehet, hiszen
ellenkez6 esetben az e egyenes minden pontja énkonjugalt lenne.
A pg definicidja miatt az Fpg(Q) egyenes éppen a @ pont ¢ = p(Q) polérisa.

25. abra

A pp(Q) ponton dtmend e és g egyenesek pdlusai E és Q, amiért p(pr(Q)) éppen
az EQ egyenes, igy pr(pp(Q)) = EQ Ne = @, amiért pp mésodrendii és nem
identikus, tehat involucio.

Mivel a korrelaciok tartjak a kett&sviszonyt, a Papposz-tétel felhasznaldsaval
minden e egyenesen 1évé P, Q, R, S pontnégyesre

(PQRS) = (p(P)p(Q)p(R)p(S)) = (pr(P)pr(Q)pr(R)pr(S))

kovetkezik, vagyis pp tartja a kettésviszonyt. -

Az egyenesek 6nmagukra vett involutiv projektivitasairol tudjuk, hogy csak
elliptikusak vagy hiperbolikusak lehetnek.
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2.8 Hiperbolikus polaritdsok hatdrhalmazai 59

Ha a p polarités elliptikus, akkor egyetlen pont sem 6nkonjugalt, igy egyetlen
FE pontra sem lehet a pg leképezésnek fix pontja, ezért pp minden pontra elliptikus.
Ha a p polaritas hiperbolikus, akkor vannak énkonjugalt pontjai, ezért a pg
pontosan azon pontokra lesz hiperbolikus, amelyek polédrisain van 6nkonjugalt pont.

2.8. Hiperbolikus polaritasok hatarhalmazai

Egy E pontot a p (hiperbolikus) polaritdsra nézve hatdrpontnak neveziink, ha F
onkonjugdlt. Az E pontot rendre belsd illetve kiilsé pontnak mondjuk, ha pg el-
liptikus illetve hiperbolikus. A hatdrpontok halmazéat a (hiperbolikus) polarités
hatdrhalmazdnak nevezzik.

Tétel. A H hatdrpont h poldrisinak minden X # H pontja kilsd pont. A H
hatdrponton dtmend minden x # h egyenes pontosan kettd hatdrpontot tartalmaz.

Bizonyitas. Tekintsiink egy X € h \ {H} pontot. Ekkor H rajta van az X pont
x = p(X) polarisdn, ahol énkonjugdltsdga miatt px (H) = H teljesiil. Eszerint px
hiperbolikus, tehat X kiilsé pont.

h=p(H)

26. abra

Amennyiben az x # h egyenes athalad a H hatarponton, akkor H € x miatt
h=p(H) 3 p(z) = X, vagyis az x egyenes X pélusa a h egyenesre esik. Eszerint X
kiilsé pont (hatarpont nem lehet, mert akkor x = h lenne), amiért px hiperbolikus,
vagyis pontosan két fix pontja van, amelyek koziil az egyik a H. -

A hatarpontot nem tartalmazé egyeneseket elkeriiléknek, a pontosan egy ha-
tarpontot tartalmazo6 egyeneseket, vagyis a hatarpontok polérisait, érintéknek, a

két hatarpontot tartalmazé egyeneseket pedig metsz6 egyeneseknek nevezziik.
Tétel. Minden kiilsé pontra pontosan kettd érintd illeszkedik.

Bizonyitas. Az X kiils6 pont 2 = p(X) polarisdn a px projektivitds hiperbolikus,
tehat pontosan kett6 fixpontja van. Lévén px fixpontjai, ezek dnkonjugéltak, vagyis
hatarpontok, amiért az ezeket az X ponttal 6sszekoto egyenesek érinték. Tovabbi
érinté az X pontra nem illeszkedhet, mert minden érinté onkonjugdlt, igy az x

egyenessel vett metszete a px fixpontja, de abbdl pontosan kettd van. -
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Az eddigieket Osszefoglalva allithatjuk, hogy hiperbolikus polaritas esetén 1é-
teznek kiilsé pontok, és ezek éppen az érinték metszetei. Minden egyenes metszi
az Osszes érintét, igy minden egyenesen vannak kiilsé pontok, melyek pontosan az
egyenesnek az érintékkel vett metszetei. Egy kiils6é pont polarisa a rajta atmend két
érinté hatarpontjait 6sszekoté egyenes.

Tétel. Legyen K egy kiilsé pont a p hiperbolikus polaritdsndl, t1 és to a K =
p(k) pontra illeszkedd két érintd, Ty és Ty rendre ezek érintési pontjai, £ pedig egy
tetszdleges eqyenes a K ponton dt, mely tartalmazza az A # B hatdrpontokat. Ekkor
a @ =/¢Nk pontra (ABQK) = —1.

28. abra

Bizonyitas. Nyilvian k = p(K). Legyen a = p(A) és b = p(B) az A illetve B pontban
érinté polarisok. Ezek metszetét jelolje L. Nyilvan L = p(¢), hiszen A, B € £.

A Q = kN feltétel miatt K, L € ¢ = p(Q), amibél pr(Q) = K és pr,(K) = Q
kovetkezik, igy a pr, hiperbolikus involiciéra (ABQK) = —1, ahogy allitottuk.

Figyeljik meg, hogy az LK(@Q hiromszog minden oldala éppen az oldallal
szemkozti cstcs polérisa, és az L, K cstcsok kiilsé pontok, de a () pont belsé pontnak
tlinik. Most igazolni fogjuk, hogy @ valéban belsé pont.

Egy nem elfajulé ABC haromszoget a p polaritds poldris hdromszdgének vagy
poldrhdaromszdgének neveziink, ha csicsaival szemkozti oldalai rendre a szemben
16v§ csicsok poldrisai, vagyis a = p(A), b = p(B) és ¢ = p(C).

Iménti tételiinkbdl kévetkezoleg polarharomszogek 1éteznek, az alabbi alapjan
emiatt bels6 pontok is 1éteznek.

Tétel. Hiperbolikus polaritds nem elfajuld poldrhdromszogének csicsai kozil ponto-
san egy pont belsd.

Bizonyitas. Vegyiink egy tetszoleges T' hatarpontot, ennek polarisa, amely a T
pontban érintd, legyen t = p(7T'). Mivel a polarhdromszog egyetlen oldala sem lehet
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2.8 Hiperbolikus polaritdsok hatdrhalmazai 61

onkonjugalt, t # a,b,c és T # A, B, C.

27. abra

Messe az ABC polarharomszog harom oldalét ez a t egyenes a P, () és R pontokban,
és tegyiik fel, hogy olyan sorrendben betliztiik ezen pontokat, hogy (RTPQ) > 1.
Betlizziik most gy a polarharomszog oldalait, hogy P € a, Q € b és R € c legyen.

Allitjuk, hogy ekkor a C' = p(c) cstics belsé pont, az A = p(a) és B = p(b)
pontok viszont kiilsok.

Az R pont r = p(R) polarisa atmegy a T' ponton, mert R rajta van a T pont
t polarisan, de ugyancsak illeszkedik a C' pontra is, hiszen illeszkedik a C' pont ¢
poldrisdra, ezért pc(R) =tNc=T.

Legyen d a C és R pontokra illeszkedd egyenes. Ennek D pélusa a ¢ és r
metszetében van, amiért D = pc(R).

Vegytk észre, hogy Papposz tételét is alkalmazva (Dpc(D)Bpc(B)) =
(DRBA) = (drba) = (RTQP) > 0 adédik, amibél pc involutivitdsa miatt pc
hiperbolikussaga is kovetkezik, vagyis C' bels§ pont.

A Q pont ¢ = p(Q) poldrisa dtmegy a T és a B ponton, hiszen Q = tNb. Legyen
E = pp(Q) = bNq. Papposz tételét is alkalmazva (App(A)Qpp(Q)) = (ACQE) =
(caeq) = (RPQT) =1/(1 — (RTPQ)) < 0 adédik, amibél pp involutivitdsa miatt
pp hiperbolikussiaga kovetkezik, vagyis B kiils6 pont.

A P pont p = p(P) polédrisa dtmegy a T és az A ponton, hiszen P = ¢t N a.
Legyen F' = pa(P) = a N p. Papposz tételét is alkalmazva (Bpa(B)Ppa(P)) =
(BCPF) = (¢bfp) = (RQPT) =1/(1 — (RTQP)) > 0 adddik, amibél p4 involuti-

vitdsa miatt p4 elliptikussiaga kovetkezik, vagyis A belsé pont. -
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Tétel. Hiperbolikus polaritisndl az aldbbiak ekvivalensek:
(0) a C pont belsd;
(1) a C pont poldrisinak minden pontja kilsd;
(2) a C pontra illeszkedd minden egyenes pontosan kettd hatdrpontot tartalmaz.

Bizonyitas. Legyen ¢ = p(C).

(0) = (1) Barmely A € ¢ pontra B = pc(A) # A, mert (0) szerint pc
elliptikus, vagyis nincs fixpontja. Eszerint ABC nem elfajulé polarharomszog, és
csucsai koziil (0) szerint C' bels§ pont, amiért A és B kiilsé pont, vagyis (1) teljesiil.

(1) = (2) Ha a d egyenes a C pontra illeszkedik, akkor ennek D = p(d) pélusa
a ¢ egyenesen van, és igy (1) miatt kiilsé pont, amiért az 6 d = p(D) polarisan pp
hiperbolikus projektivitas, melynek pontosan ketté fixpontja van. Ezek a fixpontok
p hatdrpontjai, vagyis (2) teljesiil.

(2) = (1) Ha P € c akkor a p = p(P) polérisa a C pontra illeszkedik, igy (2)
szerint azon pontosan kett6 hatarpont van, amiért pp hiperbolikus, vagyis P kiils6,
tehéat (1) teljesiil.

(1) = (0) Barmely A € cpontraa B = pc(A) # A, hiszen A nem 6nkonjugdlt
pont. Ugyankkor (1) szerint B is kiilsé pont, amiért az ABC polarhdromszogben a
C pont a belsé pont, tehdt (0) teljestil.

A tovabbiakban jelélje H, a p hiperbolikus polaritas hatarpontjainak halmazat
vagyis H, = {P € P?: P € p(P)} a p hatdrhalmaza.

Tétel. Hatdrhalmaz projektiv képe hatdrhalmaz, és barmely két hatdrhalmazhoz
létezik olyan kollinedcio, mely bijektiven képezi az egyiket a mdsikra.

Bizonyitas. Legyen p = (womr, 7~ low) egy polarités, ahol emiatt 7 egy szimmetrikus
kollineacio.
Tetszoleges « kollineacié esetén
K(Hy) = w({P: P € p(P)}) = {r(P): P€p(P)} ={Q: x1(Q) € p(x~(Q))}
={Q:+x Q) eworor M (Q)} = {[u] : [uM"] L [uM ' M]}
= {[u] : uM N (uM M )" =0} = {[u] s uM M7 (M) u" =0}
={[u] - uM "M (M) u” =0},
ahol M, és M, rendre a k és w kollinedciéhoz tartozé nem elfajuld linearis leképe-
zés.
Mar lattuk, hogy p akkor és csak akkor hiperbolikus, ha a 7 kollineaci6 M
matrixa is hiperbolikus.

A tétel els6 allitasanak feltétele alapjan tehdt M, nem csak szimmetrikus,
de hiperbolikus is, amiért az M, = M, "M (M ;)T maétrix is szimmetrikus és
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2.8 Hiperbolikus polaritdsok hatdrhalmazai 63

hiperbolikus, hiszen a konjugalas sem a sajatértékeket, sem a szimmetriat nem
valtoztatja meg. Az M, altal definidlt v kollinedciéval meghatdrozott 7 = (w o

1

v, vt ow) korreldcié eszerint hiperbolikus polaritds, melynek hatdrhalmaza

H,={QeP?:Qe(@Q)}={QeP’:Qewor(Q)} = {[u]: [u] L [u,]}
= {[u] :u(uM ;"M (M) =0} = {[u] : uM " ME (M) u” =0},

melyre lathatélag H, = k(H,) teljesiil. Ez bizonyitja az els6 allitast.

Low)
és T = (wowv, v~ ! ow) hiperbolikus polaritasok, és ezek H, valamint H, hatarhal-
mazai. Ekkor m és v egy-egy szimmetrikus kollineacié, melyek M, és M, mat-
rixai szimmetrikusak és hiperbolikusak. Mivel ezeknek azonos a szignaturajuk, a
fétengely-transzformécié biztosit egy olyan M, nem elfajulé linearis leképezést(™)
melyre M, = MM (M7 teljesiil. A fentiek alapjan ebbsl H, = k(H,)
kovetkezik az M, altal meghatarozott x kollineaciéra.

A tétel masodik allitdsdnak igazoldsdhoz legyenek adottak a p = (wom, 7w~
1

[ ]
Eredményiink szerint minden hatarhalmaz el6all a kor projektiv képeként,

hiszen egy az origéon atmend z = 0 sikra vonatkozé tilkkrozés a gdémbon egy 7

10 0
kollineaciét ad, melynek méatrixa <0 10 ), fgy a p= (wom,m ! ow) korreldci6
00 —1
hatérhalmaza pontjainak [u] homogén koordinatdira uMZLu” = 0, vagyis u? +
u3 — u? = 0 teljesiil, marpedig ennek metszete a z = —1 sfkkal u? + u3 = 1.

A projektiv sik gombi interpretacitja esetén, a kipszeletek (vagyis a hatdrhal-
mazok) hdrom részre osztjak a gémbfeliiletet, melybdl kettd ugyanahhoz a projektiv
ponthalmazhoz tartozik és nem tartalmaz fékort. A harom tartomany koziil az felel
meg a kiils6 pontok halmazanak, amely tartalmaz egy teljes fokort, hiszen ennek
sikja a kup csiicsara illeszkedik, igy nem metszi a kiupszeletet, marpedig a bels6
pontokon dtmené minden egyenes (aminek képe a f6kor) két pontban metszi a ha-
tarhalmazt. A gdbmb most emlitett hirom tartoméanya koziil egy mindig tartalmaz
teljes f6kort, hiszen a bels6 pontok polarisai mind csupa kiilsé pontbdl allnak. Ha ve-
sziink egy ilyen csupa kiils6 pontbdl all6 egyenest, majd az annak megfelel6 f6korrel
parhuzamos sik metszetét a hatdrhalmaz pontjainak megfeleld egyenesekkel, akkor
a fentiek értelmében a metszet gorbe ellipszis. Ha olyan sikra ,vetitjik” (ezen most
az iménti megfeleltetési mddszert értjiik) a projektiv kiipszeletet, amely parhuzamos
a hatarhalmaz egy érinté egyenesét reprezentald fokorrel, akkor a kupszelet képe
parabola lesz. Ha olyan sikra ,vetitjik” a projektiv ktupszeletet, amely parhuza-
mos egy a hatarhalmazt két kiillonbo6z6 hatarpontban metszé egyenest reprezentald
fokorrel, akkor a sikbeli kép hiperbola lesz.

(")Ez a sajatvektorokbdl alkotott ortonormalt bazisokat egymésba vivé bazistranszformacié
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64 2. Projektiv sik

2.9. Kapszeletek

Mivel egy polaritds akkor és csak akkor hiperbolikus, ha matrixa hiperbolikus, egy
hiperbolikus polarit4s hatdrhalmazat mindig egy affin stkban 16v6 A\ju? +Xaus = A3
ellipszis pontjait az origdval 6sszekdto egyenesek hatéarozzak meg. Ezek az egyenesek
emiatt egy kup palastjanak alkotdi, amiért a hatarhalmazokat gyakran kupszeletnek
nevezik. A tovabbiakban a hatdrhalmazokat kipszeletnek nevezziik.

Kupszeletek alaptétele. Pontosan egy olyan kupszelet van, mely
(1) 3 nem kollinedris pontra illeszkedik, és ebbdl kettében egy-egy elbre adott egye-
nest érint, vagy
(2) 4 dltalanos helyzetd pontra illeszkedik, és az egyikben egy elbre adotl egyenest
érint, vagy
(3) 5 dltaldnos helyzetd pontra illeszkedik.

Bizonyitas. Az (1) allitdsban legyenek az adott pontok P, @ és R, a két, rendre a
P és @ pontra illeszkedd érint6 legyen p és q, ezek metszetét jelolje D = pNgq.

Most mutatunk egy olyan kupszeletet, mely illeszkedik az adott pontokra
és érinti a p és q egyeneseket. Vegylunk fel egy tetszoleges K kiupszeleten harom
kiilonboz6 P’, Q' és R’ pontot, legyen a P’ és Q' pontban rendre p’ és ¢’ az érintd,
végiil legyen D' =p' N¢'.

Ekkor a kollineacidk alaptétele szerint 1étezik pontosan egy olyan k kollineédcié,
mely a P, ), R és D pontokat rendre a P/, Q', R’ és D’ pontba viszi. Erre a kolli-
neéciéra persze k(p) = p’ és r(q) = ¢’ is teljesiil. Ezek alapjan a k=1 (K) kipszelet
illeszkedik a P, @@ és R pontokra, és érinti a p és ¢ érintéket, mert a kollineacié
onkonjugalt pontokat énkonjugalt pontokba visz, vagyis érintoket érintékbe képez.

Az unicitas belatasahoz tekintsiink egy tetszlleges h egyenest az R ponton
keresztil, ami egy C pontban metszi a d = PQ egyenest.

34. abra
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2.9 Kupszeletek 65

Ekkor a C pont polérisa az a ¢ egyenes, mely dtmegy a D = p N ¢ ponton, valamint
azon a C} ponton, melyre (PQCCq) = —1.

Legyen Co = h N c és tekintsiik a h egyenesen annak H pdélusdval megadott
pp hiperbolikus projektivitdst. Vildgos, hogy pg(R) = R és pa(C) = Cs.

Tudjuk, hogy ppy fixpontjai harmonikusan valasztjdk el a pontot a képétdl,
ezért az az S pont a h egyenesen, melyre (RSCCy) = —1 éppen a py masik fixpontja,
vagyis a kupszelet h egyenesen 1év6 pontja, ami nem R.

Eszerint a kipszelet minden h 5 R egyenesen 1év6 pontjat meg tudjuk szer-
keszteni az adatokbdl, ami igazolja az unicitast az (1) allitdsban.

A (2) bizonyitasahoz legyenek az adott pontok P, @, R és S, valamint a p érint6
a P pontban és legyen C = RS N PQ. Legyen C; az a pont a d = P(Q egyenesen,
melyre (PQCC:) = —1, és legyen Cs az a pont a h = RS egyenesen, melyre
(RSCC5) = —1. Legyen c a Cy és C3 pontok kozos egyenese, ennek metszéspontja
a p egyenessel legyen D.

A C pont poldrisa, atmegy a Cy ponton és a Cy ponton is, tehit p(C) =
c. A D pont rajta van a P és a C poldrisan, tehdt a d pélusa. Eszerint a ¢ =
DQ@Q egyenes pélusa illeszkedik a d egyenesre és a () pont polarisara. Mivel a Q a
kupszeletre esik, poldarisa illeszkedik magara a @) pontra, igy ez az egyetlen metszete
a d egyenessel, vagyis ¢ p6lusa maga a () pont. Eljardsunk eredményeképpen mar
van hdrom pontunk, kettében érintével, igy (1) szerint a kipszelet megszerkesztheté,
ami igazolja a (2) allitdsban az unicitést.

Az (1) allitas alapjdn van olyan kupszelet, mely illeszkedik a P, @ és R pon-
tokra, és érinti a p és q érintéket. Ez a kipszelet &tmegy az S ponton is, mert éppen
abban az S’ pontban metszi a h egyenest, amelyre (RS'CC3) = —1. Ezzel a (2)
allitas bizonyitasa teljes.

A (3) bizonyitasdhoz legyenek az adott pontok P, @, R, S és T. Ahogy a
(2) bizonyitdsdban, a P, Q, R és S pontok meghatarozzdk az C = RS N PQ pont
¢ = p(C) polérisat. Ugyanigy tekintve a P, Q, T és S pontokra, azok meghatérozzik
a B =TSN PQ pont b = p(B) polarisat. Mivel a kiilonbozé C és B pontok
illeszkednek a d = PQ egyenesre, polarisaik D = ¢ N b metszete a d polusa, amiért
ap= DP és g = DQ egyenesek (mint mér lattuk a (2) bizonyitdsa kozben), rendre
a P és @ pontban érintik a kupszeletet. Ez igazolja a (3) allitdsban az unicitést.

Az (2) 4llitds alapjan van olyan kipszelet, mely illeszkedik a P, @Q, R és S
pontokra, és érinti a p és ¢ érintéket. Ez a kiupszelet atmegy a T' ponton is, mert
éppen abban a T’ pontban metszi a T'B egyenest, amelyre (T'SBB;) = —1. Ez

igazolja a (3) 4llitdsban az egzisztencidt. -

Tétel. Legyenek a P; (i = 1,2,3,4) pontok a K kupszeleten, és tekintsik min-
den P € K\ {P1, P, Ps, Py} pontra az e;(P) = PP; egyeneseket. Ekkor az
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66 2. Projektiv sik

(e1(P)ea(P)es(P)es(P)) kettdsviszony konstans, nem figg a P pont vdlasztdsdtol.

Bizonyitas. Alkalmas x kollinedciét vélasztva a K kupszelet barmely masik kup-
szeletbe atviheto, és kozben a kettOsviszonyok nem valtoznak, hiszen a kollineaciok
projektivek, ezért elegendd a bizonyitast olyan kipszeletre elvégezni, melynek affin
képe kor. Papposz-tételét alkalmazve pedig eszerint elegendd a bizonyitast az affin
sikban egy kor esetben elvégezni.

Az éltalanossdg megszoritasa nélkiil felteheté — hiszen ez legfeljebb atszamo-
zast igényel —, hogy a Py, P», P3 és P, pontok ugy helyezkednek el a kéron, hogy
Py és P5 elvalasztja a Py és P, pontokat. Ekkor ezen pontok Py, Py, Py, P3, P3, Py
és Py, Py parjai rendre olyan i12, 723, 734 €8s 141 ivekre osztjédk a korvonalat, melyek
nem tartalmazzak a Py, Ps, P3 és Py pontok egyikét sem.

Tegyiik fel, hogy P az i12 iven van, és legyen az e olyan egyenes, amely nem
illeszkedik a P pontra, de minden egyes e; (i = 1,2, 3,4) egyenest rendre az F; (i =
1,2,3,4) pontokban metsz. Az e; és e; egyenesek sz6gét jeldlje oy (4,5 = 1,2,3,4),
a P pontnak az e egyenestol mért tavolsaga pedig legyen m.

70. abra

Papposz tétele szerint ekkor (ejeseseq) = (F1EaFEsEy).
Az Ez (Z = 172,3,4) pOIltOk (E1E2E3E4) kettésviszonyét az (ElEgEj) (] =
3, 4) osztéviszonyokbdl szamitjuk ki:

(B BE) = d(Ey, E;) _ t(Ey, Ej)/m _ t(EyEj)  |PE||PEj[sinay;
J d(EQ,EJ) t(Eg,E])/m t(EQ,E]) ‘PE2||PEJ|SIII042J’

amiért
(E1E2E3) o |PE1||PE3|SiHO[13 . |PE1HPE4|SiHO[14

(E1E2E4) N |PE2||PE3|sina23 ' |PE2HPE4|SiIlO(24
_ sinagz  sinagy

(E\EyE3Ey) =

sin ags ~ Sin gy
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2.10 Sugérsorok kozti projektivitdsok 67

Minthogy a latészogtétel miatt az o;; szogek minden i{ven allanddak, ebbdl az
kovetkezik, hogy az (F1 E2E3E,) kettdsviszony minden {ven 4llando.

Két iv kozott pontosan azok az ay; (i,7 = 1,2,3,4) szogek valtoznak, ame-
lyeknél az ivek a P;P; egyenesnek két kiilonb6z6 oldaldra esnek. Ezek a szogek a
kiegészit6é szogiikre valtoznak, ami szinuszuk értékét nem valtoztatja meg, vagyis
az (E1EsE3Ey) kett6sviszony minden iven megegyezik. Ez bizonyitja a tételt.

Amennyiben az egyenesekre mint elfajult kupszeletekre tekintiink, akkor az
alabbi definici6é voltaképpen a kettésviszony fogalméanak kiterjesztése.

Definicié6. Ha a P, P», P3 és P, pontok egy hatdrhalmazra illeszkednek, akkor
kettdsviszonyukon azt a (P PaP3Py) := (e1eseseq) szamot értjik, ahol e; = PP;

(i=1,2,3,4) a hatdrhalmaz valamely tetsz6leges P pontjéra. A

Tétel. Ha egy teljes négyoldal négy csiucsa eqy kupszeletre esik, akkor az ezen cstcsait
0sszekotd atlok metszetének poldrisa éppen a nem kiupszeleten lévd cstcsait 6sszekotd
atlo.

Bizonyitas. Tekintsiik a IC kipszeletbe irt ABC' D négyszoget. Ennek tovabbi csi-
csai E=CDNBAé F=DANCB.

35. abra

Az AB,BC,CD, DA teljes négyoldalb6l (ACXY) = (BDXZ) = —1 kovetkezik.
Ez azt jelenti, hogy az Y és Z pontok az X polarisdn vannak, vagyis z = p(X).
Ugyanigy y = p(Y) és z = p(Z), ami bizonyitja az 4llitast. -

2.10. Sugarsorok kozti projektivitasok

Papposz tétele szerint egy o egyenes két projektiv leképezést is létrehoz két nem ra
illeszked6 E és F' pont sugéarsora kozott, melyek

(1) mopr: E — F, ahol mopr(e) = F(eNo) = ¢, illetve

(2) ToFE: F — E7 ahol WoFE(f) = E(f ﬂO) = fl.
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Ezek egymas inverzei és sugarsorok kozti perspektivitdsnak hivjuk 6ket.

75. abra

A sugarsorok kozti perspektivitasokra és projektivitasokra az egyenesek kozti
ilyen tételek mindegyikének dudlisa — vagyis az, amelyben a pontsor és sugarsor
szavak kovetkezetesen megcseréltek — igazolhatd, azonban a kupszeletek ismerete
ijabb eredményhez is vezet, melynek dudlisdt az egyenesek kozti projektivitasokra
még ki se mondhattuk.

Tétel. Illeszkedjenek az a,b,c egyenesek az E pontra, az a, 13 ¢ egyenesek pedig az
F pontra. Ekkor létezik eqy m: E — F projektivitds, melyre a = m(a), b = m(b) és
¢ =m(c). Az ilyen tulajdonsdgi E—F projektivitds egyértelmd.

Bar a dualitas igazolja ezt a tételt, Papposz tételére is hivatkozhatunk, hiszen
e szerint mindkét sugarsor projektiv médon hozzarendelhetd egy-egy olyan egyenes
pontjaihoz, mely nem megy at az E és F' pontok egyikén sem, és ezen egyenesek
kozott a projektivitasok alaptétele éppen a bizonyitandé allitast adja.

Az egyenesek kozti perspektivitasokra vonatkozo tétel dualizdlasdval nyerjiik
a kovetkez6 tételt is, habar természetesen az ottani bizonyitasi médszerrel iménti
tételiinkre valé hivatkozassal is igazolhato.

Tétel. Az E és E' pontok kozti m: E > E projektivitds akkor és csak akkor pers-
pektivitds, ha az e = EE’ egyenes fix, vagyis m(e) = e.

Bar alabbi tételiink az egyenesek kozti projektivitdsok tengelyére vonatkozd
eredményiink dudlisa, és igy természetesen teljesiil, a szemléletbeni jelentds eltérés
miatt itt is bizonyitjuk az eredeti tétel bizonyitasanak dualizalasaval.

Tétel. Ha a sugdrsorok kozti m: E— FE leképezés projektiv, akkor minden E ponton
dtmend x,y egyenesre az (x Nm(y))(mw(xz) Ny) egyenesek eqy sugdrsor elemei.

Bizonyitas. Legyenek xq, z1 és zo kiilonb6zd egyenesek az E ponton at, és legyen
xy = w(wo), &) = w(wy) és ay, = w(wa), valamint T az e = (zo N z})(zy Nx1) és
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2.10 Sugérsorok kozti projektivitdsok 69

f = (o Nab)(zy Nas) egyenesekre illeszkedd pont.

A myorE 68 Ty ET perspektivitasokbdl Osszetett m  rg/ © Tl BT projektivitas az
xo,T1 68 xo egyeneseket nyilvan rendre az x(), z} és z, egyenesekbe viszi, ezért a
sugarsorok projektivitdsaira bizonyitott elsd, alaptételiink értelmében m = m,, 7’ ©
ey - EbDOL (20N7(y)) T = 71';01TE, (m(y)) = 7oy 27 (y) = (2Ny)T, ahogy éllitottuk.

]

A T pont akkor és csak akkor esik az EE’ egyenesre, ha EE’ fix egyenese a
7w projektivitasnak, vagyis m perspektivitds a két sugarsor kozott. A T pontot a
projektivitas kozéppontjanak nevezik.

Eredményiink értelmében két kiilonb6z6 sugarsor kozti projektivitas legfeljebb
ketto perspektivitds szorzata, egy sugdrsor 6nmagara vett projektivitasa pedig leg-
feljebb harom perspektivitas szorzata, hiszen egy perpektivitas kell ahhoz, hogy a
képegyenesek mésik sugarsorba keriiljenek.

Papposz—Pascal-tétel. Ha az ay,as,a3 az A, a by, ba, bz egyenesek pedig a B pontra
illeszkednek, akkor az a1byasbsasbs hatoldal szemkéztes csiucsait dsszekotsd egyenesek
kézos pontra illeszkednek.

A bizonyitas éppen tgy torténik, mint az eredeti Papposz—Pascal-tételnél,
vagyis elébbi tételiinket alkalmazzuk arra a m: A - B projektivitasra, melyre
7(ay) = by, m(ag) = bs valamint w(as) = by.

Steiner alabbi tételének dudlisa nem szerepelt az egyenesek kozti projektivita-
sok vizsgélatakor.

Steiner tétele. A P és Q sugdrsorok kozitti m: P — Q leképezés akkor és csak
akkor projektivitds, ha a H = {r(e)Ne:e € P} = {r(e)Ne:e e Q} halmaz
egyenes, vagy egy a P és Q pontokra illeszkedd kiupszelet.

A 7 projektivitas akkor és csak akkor perspektiv, ha H egy egyenes.
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70 2. Projektiv sik

Bizonyitas. Ha a H ponthalmaz egyenes, akkor kordbbi eredményeink alapjan m
perspektiv projektivitas. Tegyitik fel ezért, hogy H egy kupszelet, az ezen 1év6 P és
@ pontokban vett érintok pedig rendre p és g, melyek metszete D.

Rogzitsiink egy tetszéleges C pontot a PQ = d = p(D) egyenesen, legyen
a z = FC egyenesen a kupszelet masik pontja S # F, tovabbd X = PF N SQ,
Y=PSNFQ,c=XY,Ci=cNdés Co=cNz.

35. abra

A PS SQ,QF, FP teljes négyoldal, melynek C atlospontja, ¢ pedig erre nem illesz-
kedd 4tlo, ezért ¢ = p(C). A PS,SF,FQ,QP majd PF,FS, 5Q,QP oldala teljes
négyoldalbdl, rendre CY = p(X) és CX = p(Y) adddik.

Vilagos, hogy F' valtozdsaval a ‘H kipszeleten az S, az X és az Y pont ugyan
mozog, de az dbra tobbi eleme valtozatlan marad, vagyis az X és az Y pont mindig
a ¢ = p(C) egyenesen lesz, és pc(X) =Y valamint po(Y) = X mindvégig teljesiil.

Eszerint m(PF) = FQ = QY = Qpc(X) = Qpc(PF Ne¢), amiért 7 projektivi-
tas. Ugyanakkor 7 nem perpektivitds, hiszen m(PQ) = Qpc(PQNc) = Qpc(dne) =
QD =q.

Ezzel a tétel ,jakkor” részét igazoltuk, de azért jegyezziik még meg, hogy m(p) =
Qpc(pNc) = Qpc(D) = QC, = d. o

A forditott irdnyhoz tegytik fel, hogy a m: P — @ leképezés, melyre n(PF) =
QF egy projektivitas.

Ha 7 perspektiv, akkor korabbi eredményeink alapjan a H ponthalmaz egy
egyenes.

Mivel 7 nem perspektiv, 7(d) # d = PQ, tehat van olyan p és ¢ egyenes rendre
a P és @ ponton keresztiil, hogy m(p) = d és w(d) = ¢. Tekintsiik most azokat a
kupszeleteket, melyek rendre a P és ) pontban érintik a p és ¢ egyeneseket. A
kipszeletek alaptétele szerint ezen kupszeletek koziil az F' minden helyzetében
pontosan egy megy at az F' ponton. Legyen ez a kupszelet Hp.
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A bizonyitas els6 felében lattuk, hogy barmely Kr, pontjai éppen egy olyan
mo projektivititast hoznak létre az P és Q sugarsorok kozott, amely a p egyenest
a d egyenesbe, a d egyenest a ¢ egyenesbe, az x = PF{ egyenest pedig az y =
QFp egyenesbe viszi. A projektivitasok alaptétele szerint ebbdl my = 7 kovetkezik.
Marpedig a 7 projektivitds meghatarozza az F' minden helyzetét, vagyis az F' pont

pontosan a K, kipszeleten mozog. -

Steiner tétele. Az egyenesek kézti w: p — q leképezés akkor és csak akkor projektiv,
ha az egyenesek H = {Xm(X) : X € p} = {m ' (Y)Y : Y € ¢} halmazinak
minden eleme eqy pontra, vagy eqy olyan kupszeletre illeszkedik, mely érinti a p és
q egyeneseket.

A 7 projektivitas akkor és csak akkor perspektiv, ha H egy pont.

Ez az elobbi allitas dudlisa, de az érdekl6dd olvasd kozvetlen bizonyitast is
végezhet, az iménti bizonyitas dualizalasaval, melyhez segitségképpen bemutatjuk
a megfelel6 dbrat.

36. abra

Steiner tételének segitségével dltalanosithatjuk (mér amennyiben az egyenest
illetve pontot elfajult kipszeletnek fogjuk fel) az egyenesek és sugdrsorok kozti
projektivitdsokra vonatkozo tételeinket.

Pascal tétele. Altaldnos helyzeti csicsok alkotta hatszdg, szemkéztes oldalpdriainak
metszéspontjai akkor és csak akkor illeszkednek egy egyenesre, ha a hat csics egy
kupszeletre illeszkedik.

Bizonyitas. Mivel az ABC DEF hatszog cstcsai altalanos helyzetiiek, az ABCDFE
0tszog egyértelmiien kijelol egy kupszeletet, mely illeszkedik a csticsaira.
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Tekintsiik az ABC DFE 06tszoget.

33. abra

Legyen P = ABNDE, és vizsgaljuk azt a m: A= E projektivitast, melyre m: x +—
ER, ahol Q=xNCD é R= BCnN PQ.

Mivel az A, E és P pontok nem kollinedrisak, m(AFE) # AFE, vagyis m nem
perspektivitds, amiért Steiner tétele szerint az F' = x N ER pontok halmaza egy K
kupszelet.

Az A, B,C, D és E pontok a K kupszeletre esnek, hiszen

e ha R = B vagy R = C, akkor rendre F' = R vagy F = C,
e ha Q = D vagy Q = FE, akkor rendre R € DFE, tehat rendre F' = D vagy

F=EF,

e ha @) a H kupszelet A pontjiban 1év§ érintéjének és a DC' egyenesnek a

metszete, akkor F' = A.

A kupszeletek alaptétele szerint a I kipszelet tehat éppen az A, B, C, D, E pontok

altal egyértelmiien meghatarozott kupszelet, ami bizonyitja a tételt. -

Erdemes megemliteni, hogy eszerint a hatszogek szemkézti oldalai metszeteinek
kollinearitdsa pontosan akkor kovetkezik be, ha a csticsok egy egyenesparra vagy
kupszeletre illeszkednek.

Ismét a dualitas jelenik meg Brianchon alabbi tételében, hiszen az pontosan
megegyezik azzal, hogy Pascal tételében kivetkezetesen pontra cseréljiik az egyenest,
és egyenesre a pont fogalmait. Fontos megfigyelni, hogy a kipszeletet ez a csere-bere
nem érinti, és a dualizalast egy polaritassal végezziik.

Brianchon tétele. Ha egy hatszég minden oldala egy kupszelet érintdje, akkor a
hatszég szemkozti csucsparjaira illeszkedd hdrom egyenes egy pontra illeszkedik.

32. abra
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Bizonyitas. Legyen p a kipszeletet meghatarozé valamely hiperbolikus polarités.
Ez a polaritas a kupszelet koré irt hatszog
e oldalait ezek érintési pontjaiba, a ,,csticsokba” viszi,
e oldalai metszéspontjait az ezen cstucsokat Osszekotd egyenesbe, az ,élekbe”
viszi,
e a szemkoztes metszéspontokat 6sszekoto egyeneseket pedig ezen szemkoztes
élek metszéspontjaiba.
Pascal tétele szerint a cstucsok altal a kipszeletbe irt hatszog szemkoztes éleinek
metszetei egy egyenesre illeszkednek, ami azt jelenti, hogy ezek p melletti Gsei, a

szemkoztes metszéspontokat 6sszekoto egyenesek egy pontra illeszkednek. -

2.11. Kapszeleteket helyben hagyé transzformaciok

Valamely kupszeletet és belso pontjai halmazat invariansan hagyé involutiv kolline-
acidkat kupszeletinvolicionak nevezziik. Most két ilyet mutatunk be.

Tétel. Legyen a p hiperbolikus polaritas hatdrhalmaza a K kipszelet, ennek egy
kilsd pontja K, k = p(K), € olyan egyenes a K ponton dt, mely killonbozé A és B
pontokban metszi a K kipszeletet.

Ekkor a mrpap perspektivitas involutiv és a K kupszelet belsd, hatdr- és kiilsd
pontjait rendre a K kipszelet belsd, hatdr- és kiilsé pontjaiba transzformdlja.

Bizonyitas. Mivel K & k, a mxrap perspektivitds homolédgia. Legyen Ly és Lo a
k = p(K) polaris kipszeletre es6 két pontja.

361. abra

A mgrap homoldgia helyben hagyja a KLy és K Ly egyeneseket és az Ly, Ly pon-
tokat, valamint a C kdpszelet A pontjit a B pontjaba viszi, ezért a mrpap(K)
kipszeletnek hdrom pontja és ezek koziil kettd érintéje egybeesik a IC kiipszeletével,
amibdl a kipszeletek alaptétele szerint mrpap(K) = K kovetkezik.

Mivel a 7 4 p homologia fixen tartja az Ly és Lo pontokat, mikézben felcseréli
az A és B pontokat, a K = TxraB © Tkrap Kollineacid fixen tartja az LiL.AB
teljes négyszoget, amiért a kollineaciok alaptétele szerint k az identikus leképezés,
vagyis a mirap homoldgia involutiv.

NEM EUKLIDESZI GEOMETRIAK
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74 2. Projektiv sik

A Trrap involutiv homoldgia a kupszelet érintéit a kiupszelet érintdibe viszi,
igy az érint6k metszeteit érinték metszeteibe transzformalja, tehét a kiils6 pontokat
kiils6é pontokba képezi. Ez igaz az inverzére is, hiszen az 6nmaga, igy mxrap bijektiv
a kiilsé pontok halmazan.

A Tgrap involutiv homolégia a kupszelet pontjait a kipszelet pontjaiba viszi,
igy a kupszeletet metsz6 egyenesek metszeteit kipszeletet metszé egyenesek met-
szeteibe transzformalja, tehat a bels6 pontokat belsé pontokba képezi. Ez igaz az
inverzére is, igy mxrap bijektiv a bels6 pontok halmazéan.

Ezzel a tétel allitasat belattuk. -

Tétel. Legyen a p hiperbolikus polaritds hatdrhalmaza a K kipszelet, ennek egy belsd
pontja K, k = p(K), £ egqy egyenes a K ponton dt, mely az A és B pontokban metszi
a KC kipszeletet.

Ekkor a mxrap perspektivitds involutiv és a K kupszelet belsé, hatdr- és kiilso
pontjait rendre a K kupszelet belsd, hatdr- és kiilsé pontjaiba transzformdlja.

Bizonyitas. Mivel K ¢ k, a mxrap perspektivitds homoldgia. Az ¢ egyenes invari-
ans, igy a @ = €Nk pont fix. Ennek ¢ = p(Q) polarisa dtmegy a K ponton és két
pontban — mondjuk L1 és Lo — metszi a K kupszeletet. Ekkor az L = ¢ N k pontra
nyilvin L = p(¢) = po(K), amiért (L1 Lo KL) = —1.

370. abra

Emiatt a mxrap homoldgia invaridnsan tartja az {L1, Lo} ponthalmazt, mikzben
felcseréli az A és B pontokat, és igy a Kk = Txrap o TKkrApB Kollinecid fixen tartja az
L1 L2 AB teljes négyszoget. Ebbdl a kollinedciok alaptétele szerint kovetkezik, hogy
k az identikus leképezés, és eszerint a nem identikus 7x 45 homoldgia involutiv.
Ennek kovetkeztében mxrap(Li) = L.

A Tk ap involutiv homoldgia tehat a K kapszelet A, Ly, Lo pontjait a B, La, Ly
pontokba viszi, a QLq, QLo érintéit pedig a QLa, QL1 érintdibe, amiért a mxpap(K)
kipszeletnek harom pontja, és ezek koziil kettd érintéje egybeesik a I kipszeletével,
amibdl a kupszeletek alaptétele szerint mxrap(K) = K kovetkezik.

A mirap involutiv homoldgia a kipszelet érintéit a kupszelet érintSibe viszi,
igy az érint0k metszeteit érinték metszeteibe transzformalja, tehét a kiils6 pontokat
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2.11 Kipszeleteket helyben hagyé transzformaciok 75

kiils6é pontokba képezi. Ez igaz az inverzére is, igy mxrap bijektiv a kiils6 pontok
halmazan.

A Tgrap involutiv homolégia a kupszelet pontjait a kiupszelet pontjaiba viszi,
igy a kupszeletet metsz6 egyenesek metszeteit a kiupszeletet metszd egyenesek met-
szeteibe transzformalja, tehat a bels6 pontokat belsé pontokba képezi. Ez igaz az
inverzére is, igy mxrap bijektiv a bels6 pontok halmazan.

Ezzel a tétel allitasat belattuk. -

Vilagos, hogy 7,(k)kaoBs = Tp(K)kA1 B> €8 TKp(K)AoBo = TKp(K)A, B, ha az
Ag, By és A1, By pontparok is p hatarhalmazanak K pontra illeszkedd egyenesére
illeszkednek, ezért érdemes bevezetni a 7, = T,(x)ka,B, €5 TK = TKp(K)AoBo
jeloléseket.

Definicié. A most latott 7 kupszeletinvoliciot, ahol k egy metszé egyenes, hi-
perbolikus tengelyes tikrozésnek, a T kupszeletinvoliciét pedig, ahol K egy belso
pont, hiperbolikus centrdlis tikrézésnek vagy hiperbolikus kézéppontos tikrozésnek

mondjuk. A

A k egyenest a hiperbolikus tengelyes tiikrozés tengelyének, a K pontot a
hiperbolikus centralis tiikrozés kézéppontjanak hivjuk, illetve gyakran ezekre vald
tiikrozésrol beszéliink.

Tétel. Minden kiupszeletinvolicio hiperbolikus tengelyes vagy centrilis tikrézés.

Bizonyitas. Legyen k egy kipszeletinvolicid. Az érintéket nyilvan érintékbe viszi,
hiszen a hatar- és kiilsé pontokat rendre hatar- és kiils6 pontba viszi, és legfeljebb
ketté fixpontja lehet a kupszeleten, mert a kipszeletet meghatarozza harom pontja
és ezen pontokban vett érintdi, tehat ellenkezé esetben k csak identitds lehetne.

Tekintsiink két kiilonb6zb nem fix pontot a kipszeletrél, mondjuk ezek A és
B, és legyen A’ = k(A), valamint B’ = k(B).

380. abra 400. abra

Ekkor a Cyp = AB'NBA’ ésa Kap = AA’ N BB’ pont is a k egy-egy fixpontja,
hiszen k(Cap) = K(A)k(B")NKk(B)k(A") = AABN B'A és k(Kap) = k(A)k(A") N
k(B)k(B') = A’AN B'B. Ennek koszonhetéen az { = K 4pCap egyenes invaridns
a k kollineacidra.
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76 2. Projektiv sik

Mivel k involutiv és az AA’ egyenesen a K g fixpont, a k|44 projektivitas
hiperbolikus, amiért ketté fix pontja van. Legyen a masik fixpont Qap # Kap,
melyre természetesen (KapQapAA') = —1.

A kupszelet barmely X ¢ {A, B, A’, B’} pontjdra a Kax = AA' N XX’ és
Kpx = BB'N XX’ pont is a x és a k|xx fixpontja. Mivel

Kax # Kap = Kax = Qan
Kxa# Kxp= Kxa=QxsB
Kap # Kpx = Qap = Kpx
Kxa#Kxp=Qxa=Kxp

} = Qxp = Quap,
Kax # Kpx =
} = Qap = Qxa,

alapjan Qxp = Qxa, amibdl Kx 4 = Kxp, vagyis ellentmonddas kovetkezik. Tehat
kapjuk, hogy Kx4 = Kxp minden X pontra, amiért a tovabbiakban a Kxa
pontokat egyszertien K jeloli.

Vegyiik észre, hogy a k kollinedciéra invaridns ¢ egyenesen k|¢(¢ N AB) =
LN A'B’, tovdbba fNAB # (N A'B’, mert az AB’BA’ teljes négyszog 4t16s pontjai
— vagyis ABN{, A’B’'N¢ és ABN A’ B’ — nem kollinedrisak. Eszerint & |, nem iden-
tikus, tehat hiperbolikus involicié. Mivel k a kupszeletet invariansan hagyja, ebbél
kovetkezik, hogy a K és C'4p pontok harmonikusan valasztjék el az ¢ egyenesnek
a kupszelettel vett metszéspontjait, amiért a K és a C'4p pont konjugdltak, vagyis
Cap € k = p(K), és ennek kovetkeztében K pontosan akkor kiilsé vagy belsé pont,
amikor C'yp bels6 vagy kiils6 pont.

1. eset: Ha a k kupszeletinvolicionak van a kipszeleten eqy Fy fizpontja. Ekkor
a k kupszeletinvoluciénak a K F; invaridns egyenese, hiszen két fix pontra illeszkedik.
A KF) egyenesre a kupszelet méds pontja nem eshet, mert az is fixpontja lenne a
K|k (nem identikus) involutiv projektivitasnak, ezért K F; minden pontja kiils§
pont, kivéve az F} pontot. Eszerint KF} a kiapszelet érintGje, és K maga is kiils6
pont, a Cyxp pedig bels6 pont, igy az F1C4p invaridns egyenesnek pontosan még
egy kozos Fy pontja van a kupszelettel. Az Fy is a k fixpontja, hiszen a kipszelet
és az F1C4p egyenes is invarians.

Mivel az I} és Fy fixpontokban vett érintok metszete a K pont, F1Fy =k =
p(K) adédik.

390. abra
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2.11 Kipszeleteket helyben hagyé transzformaciok 77

Ha A’ = k(A) a kipszelet egy A pontjara, akkor a KA egyenes is a k kipszelet-
involucid invarians egyenese, ezért a Q4 = KA Nk pont fix. Mivel a k egyenesen
igy mar harom fix pont van, x|, csak az identikus leképezés lehet, vagyis k minden
pontja fix.

Eszerint a mxp a4/ involutiv homolégia az Fy, Fy, A és A’ pontokon ugyantgy
hat, mint a x kupszeletinvolicié, ami a kollinedciok alaptétele szerint azt jelenti,
hogy x = mrraa- Ez bizonyitja a tétel allitdsat, ha a kipszeleten van fixpont.

2. eset: Ha a k kupszeletinvolucionak a kupszeleten nincs fixrpontja. A K nem
kiils6 pont, mert a kupszelet ra illeszkedd érintéinek érintési pontjai fixpontokat
adndnak. Tehdt K bels§ pont, amiért minden AB esetén Cyp € k = p(K) kiilsd
pont.

Q K
<
I ANK
Y A/
C
400. abra

Minthogy Cap € k és a kupszelet minden A, B pontjara Cyp a k fixpontja,
adodik, hogy k£ minden pontja fix.

Ha A’ = k(A) a kupszelet egy A pontjira, akkor az AA’ egyenes invaridns a
k kupszeletinvoliciora nézve, ezért a k egyenessel vett Q4 = KA Nk metszete fix.
Az AA’ invaridns egyenesen a £ (nem identikus) kipszeletinvoliciénak pontosan a
Q4 és a K a fixpontja, ezért (KQaAA") = —1 teljesiil. Hasonléan a BB’ egyenesen
is (KQpBB’') = —1 teljesiil, igy a ka4 involutiv homolégia az A, A, B és B’
pontokon ugyanigy hat, mint a s kapszeletinvolicid, ami a kollineacidk alaptétele
szerint azt jelenti, hogy m = mxra4a’.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. -

Jegyezziik meg, hogy a bizonyitds kézben igazoltak szerint, egy kupszelet-
involiciét meghataroz két kiillonb6z6 pont-képpont par.

Tétel. Minden kupszeletet invaridnsan hagyd kollinedcio legfeljebb két kupszelet-
involicid szorzata.

Bizonyitas. Tekintsiik a I kupszeletet invaridnsan hagyé kg kollineaciot, és az A;
(i = 1,2, 3) pontokat a kiipszeleten, melyek képei az A, = ko(4;) (i = 1,2, 3) pontok
a kupszeleten. Legyen Ag = t; Nty az Ay és As pontokban huzott t; és to érintdk
metszete. Ekkor az érinték tartdsa miatt A = ko(Ag) = ko(t1) N Ko(t2) éppen az
A} és A}, pontokban hizott t) = ko(t1) és th = ko(t2) érint6k metszéspontja.
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Mivel egy kupszeletet harom pontja és ezek koziil kettoben adott érint6je
meghataroz, valamint minden kollinedciét egyértelmiien definial egy teljes négyszog
négy csucsanak képe, elegendé legfeljebb két olyan kupszeletinvoltciot mutatni,
melyek szorzata az A; pontokat az A} pontokba viszi (i = 1,2, 3).

Ha az A; Al egyenesek (i = 1,2,3) mind egy K ponton mennek at, legyen
k = p(K) a K poldrisa és vegyiik észre, hogy a mrra, 4, kipszeletinvoliciéra
ﬂ—KkAlA’l (Az) = A; teljesiﬂ (Z = 1, 2,3).

Ha az A; A} egyenesek (i = 1,2,3) nem egy pontban metszik egymédst, akkor
legyen Kl = AlA/2 n A2All, ]{31 = ,O(Kl) a Kl polérisa és K1 = TrKlklAlA,Z' NyllVé,Il
k1(A}) = Ag és k1(AL) = Ay teljesiil.

Legyen As = k1(A45), Ko = A1As N AsAs, ko = p(K3) a Ky polarisa és
R2 = TKoko Ay Ao+ Ekkor KJQ(Al) = A27 K;Q(Ag) = Al és HQ(Ag) = A3 is teljesiil.

410. abra

Ekkor a k = kg 0 k1 0 Ko kollinedcié az A;, As és Az pontokat helyben hagyja,
és a kupszeletet invaridnsan tartja, amiért a t1 és to egyenesek invariansak a
kollinedciéra nézve, tehat az Ay = t1 Nt2 pontot is helyben hagyja a k kollinedcio.
A kollineéciok alaptétele szerint tehat x az identikus leképezés, ami igazolja a tétel
allitasat. -

Bizonyitasunk a kivant eredményen til az alabbit is igazolja.
Tétel. A kupszelet barmely két rendezett ponthdrmasdhoz pontosan egy olyan kip-
szeletet invaridnsan hagyo kollinedcio létezik, mely az egyik ponthdrmast rendezés-
tartoan a mdsikba viszi.

Fontos felfigyelni rd, hogy eszerint a hiperbolikus koézéppontos tiikkrozés eléall a
kozéppontjan atmend két olyan hiperbolikus tengelyes tiikrozés szorzataként, melyek
tengelyei az adott pontban metszik egymast, és atmennek egymés polusan. Az ilyen
két egyenesre vonatkozo tiikrozések invariansan hagyjak a mésik egyenest, és az
ilyen két tiikkrozés szorzata nem fiigg a tagok sorrendjétdl, ezért ezeket hiperbolikusan
merdleges egyeneseknek nevezziik.

Definicié. Ha két kupszeletet metszo egyenes a kupszeleten metszi egymast, akkor
elpattand egyenesnek, vagy pdrhuzamos egyenesnek, vagy aszimptotikus egyenesnek
nevezzilk 6ket. Ha két kupszeletet metsz6 egyenes kiils6 pontban metszi egymaést,

akkor wltrapdrhuzamosnak mondjuk Oket. A
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2.11 Kipszeleteket helyben hagyé transzformaciok 79

Tétel. Két ultraparhuzamos egyeneshez pontosan eqy olyan egyenes létezik, amely
mind a kettore merdleges. Ez az egyértelmii kdzds merdleges egyenes mindkét ultra-
pdrhuzamos egyenest belsd pontban metszi.

Bizonyitas. Tekintsiik a K kupszeletet és az f és g ultraparhuzamos egyeneseket.

Mivel két egyenes pontosan akkor merdleges egymasra, ha mindkett6 invaridns
a masikra vett tengelyes tiikkrozésre, és pontosan azon egyenesek invaridnsak egy
egyenesre vald tiikrozésre, amelyek illeszkednek a tiikrozési tengely poélusara, két
egyenes akkor és csak akkor merdleges, ha illeszkednek egymads pélusara.

Egy egyenes pélusat éppen a hatarpontjaiban felvett érinték metszete adja, igy
a fentiek értelmében két ultraparhuzamos egyenest pontosan az az egyenes metsz
egyszerre merdlegesen, amely atmegy az ultraparhuzamos egyenesek péluséan.

Az ultraparhuzamos egyenesek polusait 0sszekoto egyenes a két ultraparhu-
zamos egyenes metszéspontjanak polarisa. Mivel a két ultraparhuzamos egyenes
metszéspontja kiilsé pont, a polarisa belsé pontban metszi a két ultraparhuzamos

egyenest. -
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Projektiv sik metrizalasai

A projektiv stk pontjai barmely részhalmazanak pontparjain értelmezett d valos
fuggvényeket metrikdnak nevezzik, ha
(M;) minden P, Q pontpdrra teljesiil, hogy
(M}) d(P,Q) > 0 (ez a pozitivitas), és
(MY) egyenléség pontosan akkor érvényes, ha P = @ (ez a definitség);
(M2) d(P,Q) = d(Q, P), vagyis a fiiggvény szimmetrikus (ez a szimmetria);
(M3) minden P, @, R ponthdrmasra teljesiil, hogy
(M%) ad(P,R) <d(P,Q)+d(Q, R) (ez a hidromszog-egyenlStlenség vagy szub-
additivités).
Ilyenkor a d(P, Q)) szamot a P, Q) pontok tdvolsdginak mondjuk. Egy ilyen metrikat
projektivnek neveziink, ha a kévetkezo is teljesiil:
(M4) d(P,R) = d(P,Q)+d(Q, R) pontosan akkor 4ll fenn, ha a pontok kollinedrisak
és d(P, R) > max{d(P,Q),d(Q,R)}.
Ezt a feltételt additivitasnak nevezziik, mely azt a hétkéznapi megfigyelést fogal-
mazza meg, hogy ,két pont kozott a legrovidebb Ut az egyenes”.

Rendkiviil sokféle projektiv metrika taldlhaté a projektiv sik kiilénféle részhal-
mazain (errdl tovabbiak a Fiiggelékben), azonban Beltrami tétele [Kurusa: Bevezetés
a differencidlgeometridbal azt bizonyitja, hogy csak harom lényegesen kiilonbozd
Riemann-féle projektiv metrika létezik, mégpedig az elliptikus, euklidészi és Bolyai-
féle.

Az alabbiakban a tobbi k6zott bemutatjuk a tiikrozéses projektiv metrikakat,
melyek éppen az elliptikus, euklidészi és Bolyai-féle geometriat adjak. Emlékezte-
tiink, hogy az affin sikon egy metrikét tikrozésesnek neveziink [Kurusa: Euklidészi
geometria], ha minden egyeneshez létezik olyan izometria, amely az egyenes minden
egyes pontjat helyben hagyja, az egyenes két félsikjanak pontjait viszont felcseréli.

3.1. Invarians metrikak egyeneseken

Az egyenes adott részhalmazdt invaridnsan hagyé projektivitdsokra invaridns metri-
zélasokat mutatjuk be. Az (ABXY)(ABY Z) = (ABX Z) formula azt sugalja, hogy
ilyen metrikat a kettésviszonybdl egy alkalmas formuldval kaphatunk.
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Tétel. (Elliptikus metrizélds.) Ha 7 az e egyenesen elliptikus projektivitds, akkor a
d: e x e— [0,7/2] figguény, ahol tg(d(X,Y)) = /—(X7(X)Y7(Y)), egy metrika.

Bizonyitas. A 7 hatdsat jeloljiik vesszével, vagyis példdul n(X) = X'.
Az M, feltételei nyilvan teljesiilnek.
Az M is teljesiil, hiszen

t8(d(X,Y)) = V=(XXVY") = /= (YY'XX') = te(d(Y, X)).

Miel6tt az additivitds MY kovetelményét igazolnank, vegyiik észre az

(YY'ZZ') = (YY'ZX)YY'XX')YY'X'Z")

= (XX'YY)YY'ZX)Y'YXZ)=(XX'YY')YY'ZX)?,
YY'XX')=(ZZ'YY"YY'XZ)? = (XX'ZZZZ'YX)*(YY'XZ)?,
YY'ZZ') = (ZZ XX (XX'YZ)* (YY'ZX)?,

és az

(XX'YZ)YY'ZX)(Z2Z'XY)
= (XY'YZ)(YV'X'YZ)1 - (YZY'X))(Z'ZX'Y")
=Y'X'YZ)((XY'YZ) - 1)(ZZ'Y'X") = —(Y'X'YZ)XYY'Z)
= (Y'XYZ)NX'Y'YZ) =1,

valamint az

YZX'Y)(ZZ'YX)YY'XZ)+ (XX'YZ)(YY'ZX))
~(YZX'Y')XX'YZ)+ (XY'YZ)(YY'ZX)
—(XY'YZ)+ (XY'YZ)(YY'ZX)

= (XY'YZ2)|(YY'ZX) - 1] = —(XY'YZ)(YZY'X) = —

azonossagokat.

Figyeljiik meg, hogy el6bbi miatt az (XX'YZ), (YY'ZX) és (ZZ'XY) ket-
tésviszonyok koziil legaldbb egyik negativ. Ha kett6 negativ lenne, akkor ugyanemi-
att mindhdrom negativ, {gy utolsé egyenletiinkbél (Y ZX'Y’) < 0 ad6dik, amibél
ciklikus permutdciéval kapjuk az (ZXY'Z') < 0 egyenlStlenséget. UtGbbi egyenlét-
lenségre a 7 projektivitdst alkalmazva (Z'X'Y Z) < 0 kovetkezik, amit az els6vel
osszeszorozva az (Z2'Y'YZ) = (YZX'Y')(Z'X'YZ) > 0 ellentmondésra jutunk,
vagyis a (XX'YZ), (YY'ZX) és (ZZ'XY) kett8sviszonyok kozott pontosan egy
negativ és ketto pozitiv van.
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3.1 Invaridns metrikdk egyeneseken 83

Tegyiik fel, hogy (XX'YZ) >0, (YY'ZX) < 0és (ZZ'XY) > 0. Ekkor

tg(d(X,Y) +d(Y, Z))
o tg(d(X,Y) +tg(d(Y, 2)) N -(XXYY')+/-(YY'ZZ')
1—tg(d(X,Y)tg(d(Y,2))  1-/(XXYY)YY'ZZ)
—(ZZYX)(YY'XZ) - (XX'YZ)(YY'ZX)
1— (XXYY)YY'ZX)
(ZZ'YX)YY'XZ)+ (XX'YZ)(YY'ZX)
—(YZY'X')

—(ZZ'XX")

= tg(d(X, 2))

= tg(d(X, 2)),

ami az additivitast igazolja.

A kovetkezd kettd metrizdlds méar nem az egész egyenesen értelmezett.

Tétel. (Parabolikus metrizalds.) Legyen E_ és E. az e egyenes két kilonbozd
pontja, O és I ezektdl kilonbozd pontok gy, hogy (E_E,.OI) = —1 és barmely
X pontra jelolje X' azt a pontot az e egyenesen, amelyre (F_E,. XX') = —1, ha
Y ¢{E_,E,} és E_ illetve E,, ha rendre Y = E_ illetve Y = E.

Ekkor a d: er x e; — Ro< figgvény, ahol d(X,Y) =16(Y) —0(X)| és 6(X) =
sign(OTE+ X)\/(OIXX"), egy metrika az e = e\ {I} halmazon.

Bizonyitas. Az M) trividlis, de az M/ feltétel is teljesiil, hiszen §(X) = §(Y)
alapjan sign(OIE;X) = sign(OIELY) és (OIXX') = —1 = (OIYY'), amibél
[(OIXE,)| = |(OIYE,)|, majd X =Y kovetkezik.
Az My is teljestil, hiszen d(X,Y) = |6(X) —d(Y)| = |0(Y) — 6(X)| = d(Y, X).
Mielétt az additivitds MY feltételét igazolnank, vegytik észre, hogy tetszileges
X és Y pontokra

5(Y) _ sign(OIE,X) |(OIY E,)|
3(X) ~ sign(OIE,Y) |(OIXE, )|

= sign(OIY X)|(OIY X)| = (OIY X),

az (XZYI), (ZY XI) és (Y X ZI) kettOsviszonyok kozott pedig van negativ, hiszen

(XZYD)(ZYXI)(YXZI) = (XZY)(ZY XI)(1 — (Y ZX]))
= (XZYD((ZYXI)-1) = —(XZY)(ZXY]) = —1.

Az additivitds bizonyitdsidhoz legyen mondjuk (X ZYT) < 0. Ekkor

(0(Y) —d(X))(0(2) = 6(Y))
=832(Y)1 - (OIXY)((0IZY) —1) = —6*(Y)(OXIY)(OZIY)
= -82(Y)(ZXIY)(OZIY)? > 0,
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84 3. Projektiv sik metrizdldsai

amiért
d(X,Y)+d(Y,2) = [6(Y) = 6(X)| +[0(Z2) = 6(Y)[ = [6(Z2) — 6(X)| = d(X, Z),

ami igazolja a tételt. -

Vegyiik észre, hogy a bizonyitasban hasznélt harom kettésviszony koziil eredmé-
nyiink alapjan pontosan egy a negativ, és azt is figyeljiik meg, hogy a most definialt
d nem metrika a teljes egyenesen, mert 6(0) = 0 és |5(I)| = |/|(OIIO)|| = o,

amiért d(O,I) = co.

Tétel. (Hiperbolikus metrizdlds.) Minden e egyenes tetszbleges A # B pontjai dltal
definidlt d: e x e — Ro< fiigguény, ahol dap(X,Y) = |In(ABXY)|, egy metrika az
AB mindkét szomszédossagi halmazdn.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy barmely szomszédossagi osztaly két X, Y elemére
(ABXY) > 0, dap j6l definidlt.
Az M; feltételei nyilvan teljesiilnek.
Az My is teljestll, hiszen d(X,Y) = |In(ABXY)| = | - In(ABY X)| = d(Y, X).
Az Mgj igazoldsiahoz tekintsiik mondjuk az ej; p szomszédossdgi osztdlyt, és
legyen X,Y,Z € e} z. Ekkor a d(X,Y), d(Y,Z) és d(Z,X) nem negativ szdmok
kozott van olyan, amely egyik masikndl sem kisebb. Mondjuk legyen d(Z, X) ilyen.
Ha In(ABXY) és In(ABY Z) kiilonb6z6 el6jeliiek lennének, akkor a

d(X,Z) = | In(ABXZ)| = | In(ABXY) + In(ABY Z))|
< max{|In(ABXY)|,|In(ABY Z)|} = max{d(X,Y),d(Y, Z)}

ellentmonddshoz jutnank, ezért In(ABXY) és In(ABY Z) azonos eléjelii.
A kettésviszonyok szorzasanak azonossaga alapjan
dX,)Y)+d(Y,Z) = |In(ABXY)| + | In(ABY Z)|
= |In(ABXY)+In(ABYZ)| = |In(ABXZ)| =d(X, Z)

igazolja a tételt. -

Figyeljiik meg, hogy a most definidlt d nem metrika a teljes egyenesen, mert
ha (ABXY) = —1, akkor egyrészt X # Y, masrészt d(X,Y) = 0, tehat sériil a
definitség feltétele.
3.2. Elliptikus metrizalas

Ha adott egy p elliptikus polaritas, akkor tudjuk, hogy minden e egyenes barmely
F # G pontjaira (Fpr(F)Gpe(G)) < 0. A formuldk réviditése és attekinthet6bbé
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3.2 Elliptikus metrizalas 85

tétele érdekében innentél egy e egyenes H € e pontja pg(H) képének magadédsdra
a H. illetve a H' jelolést hasznaljuk, ha ez nem okoz félreértést.

Elliptikus eljaras. Legyen p egy elliptikus polaritas.

Barmely X # Y pontparra legyen e az X, Y
pontok kozos egyenese, ennek pélusa pedig E. A
d: P2 — [0,r7 /2] fiiggvényt a

tg(d(X,Y)/r) = /= (XX'YY)

010. 4bra képlettel definialjuk, ahol r > 0 tetszéleges kons-

tans.
A

Tétel. Az elliptikus eljardssal definidlt d fiiggvény eqy metrika.

Bizonyitas. Minthogy a megadott metrika az egyeneseket elliptikus metrikaval latja
el, most elegendd az (Mj) haromszog-egyenlétlenséget igazolni.

020. abra

Tekintsiik a nem egy egyenesre esé X, Y és Z pontokat rendre az x, y és z po-
larisaikkal. Az X, Y és Z pontok altal meghatdrozott haromszog szemben fekvé
oldalegyenesei legyenek rendre a, b és ¢, melyek pélusai rendre az A, B és C' pontok.

Az XY, Z pontok polérisainak metszetét valamely a, b vagy ¢ oldallal jelolje
a pont betiije vesszével és alsé indexben az oldal jelével, vagyis példaul Y, =y N a,
X! = zNc stb. Barmely pont és a B pont kozos egyenesének metszetét a b egyenessel
a pont f51é hiizott vonalka jeléli, vagyis példaul Y/ = b BY/ stb.
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86 3. Projektiv sik metrizdldsai

A B pontra vett perspektivitds miatt a tg(a + ) = % azonossig
felhasznalasaval
tg(d(X’ Y)+d(Y, Z))
r

XY+ OVZZ) XYY + - (VVi2Z)

—VOXTYOOZZ) 1 Jaxrriizz)
V- XXYY ) (X XY Y0) + (VY 22)(Y, Y, 22))
- XXV ) (XX Y)YV, 223)(Y Y122
o= (XXYY) + By - (VY 22))

1 — B\ (XX[YY)(YY,22))

ahol 7;, = pp(Y), a =4/ (XX{,Y;?C’) és B =4/ (YLY,I’ZZ{)) (a négyzetgyok alatt

nem negativ szamok vannak, hiszen ezek szorzétényezéje a képletbeni négyzetgyok
alatt nem negativ).
—/
Vegyiik észre, hogy Y, =Y/, mert

Y, = p5(Y) = pp(BY Nb) = p(BY Nb)Nb = p(BY )p(b) Nb
=(p(B)Np(Y)BNb=(bNy)BNb=Y,BNb=Y,.

Az additivitasnal mar lattuk, hogy (W;XZ) > 0, (ZZ]YX) < 0 és
(XX]YZ) > 0 miatt

b (d()i, Z)) “ig (d(?,X) —d(Z,Y)

r

)

- V-(XXYY,) - \/-(YY,22))
L+ (X XYY, (VY 22))

az u = \/—(XX[YY}) és v =/ —(YY,ZZ]) jelléscket bevezetve
d(X,Y)+d(Y,Z A(X, 2
tg(( ) +d( ))%g(( ))

r r
_au+ pu u—v  (au+ )14 uv)+ (1 - afuv)(u —v)
T 1-afw  l4uv (1 — afuv)(1 + uv)

ou + Buv + auv?v + fuv? +u — v — afulv + aBuv?
(1 - afuv)(1+ uv)
(a+ Du(l + Bo?) + (B —1)v(l — au?)
(1 — afuv)(1+ uv)

adodik.
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3.2 Elliptikus metrizalas 87

Mivel o, B,u,v > 0 és 1 — afuv = % > 0 valamint 1 —

Uy = % > 0, a haromszog-egyenlétlenség pontosan akkor teljesiil, ha az

(a+ Du(l + Bv?) + (B — Do(l — au?) szamldlé pozitiv, ami

1- B2 =1—(Y,Y/22}) = (ZY,ZiY]) = (ZY} ZY]) > 0
1—out =1— (XX[Y,Y)XXYY,)? =1— (XX|YY))(XX]YY)
=1- (XXYY)(XX[YY)) >1

alapjan bizonyitott. Az egyenléség kizart, mert abban az esetben 1 = A2 miatt
Y/ =Y/ vagy Z = Z;, amibél Z € z kivetkezne, holott elliptikus polaritds esetében
nincsenek 6nkonjugalt pontok.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. -

A d metrikéval elldtott P? sikot elliptikus siknak nevezziik. A d metrikiban
rogzitett r > 0 valds szamot az elliptikus sik sugardnak mondjuk.

Az alabbi eredmény azt mutatja, hogy a kettésviszony és a metrika kolcsonosen
meghatarozza egymast.

Tétel. Ha a kollinedris A, B,C, D pontnégyesre (ABCD) > 0, akkor

sin(d(A,C)/r) sin(d(A,D)/r)
sin(d(C, B)/r) " sin(d(D, B)/r)’

(ABCD) =

Bizonyitas. Felhasznilva a sin?a =

nyitja az allitast.

tg2a = . . . . , .
TheZa Osszefiiggést az alabbi levezetés bizo-

(sm(d(AT’C)) _ sin(d(AT’D))>2

sin(id(c;’B)) . sin(id(DT’B))

tg?(d(A,C)/7) ) tg2(d(A,D)/r) ) 7(AA’CC’)) 7(AA’DD’))
T+tg2(d(A,0)/r)/  14+tg2(d(A,D)/7) 1—(AA’CC")) 1-(AA'DD’)

e2(d(C,B)/r)  °  tg2(d(D,B)/r)  —(CC'BB)) ' —(DD'BB)
T+tg2(d(C,B)/r)  I+tg2(d(D,B)/r) 1-(CC’'BB’) 1-(DD'BB)

AA'CC)(1 — (CC'BB"))(1 — (AA'DD'))(DD'BB’)
— (AA'CCT))(CC'BB')(AA'DD')(1 — (DD'BB'))

AA'D'D)(CC'B'B)(1 — (CC'"BB"))(1 — (AA'DD'"))

AA'C"C)(DD'B'B)(1 — (AA'CC)(1 — (DD'BB))

(CC'B'B) —1)((AA'D'D) —1) _ (CB'C'B)(AD'A'D)

(AAC'C) - 1)(DD'B'B)—1) _ (AC'A'C)(DB'D'B)

CB'C'B)(AD'A'D) _ (CA'C'B)(A'B'C'B) (ABA'D)(BD'A'D)

CA'C'AYBD'B'D) (CA'C'A) " (BD'B'D)

= (CA'AB)(A'B'C'B) - (ABA'D)(BD'A'B')

_
-
_(
 (
_(
(
_(
(
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88 3. Projektiv sik metrizdldsai

= (CA'ABY(ABA'D)(A'B'C'B)(BD'A'B') = (ABCD)(A'B'C'D')

_ 2
= (ABCD)~. -
A p= (wok,k ! ow) elliptikus polaritds eléallitasban a x matrix elliptikus,
K1 0 0
vagyis sajatvektorainak ortonormalt by, by, bs bazisdban | 0 k2 0 ) alaku, ahol
0 0 k3

K1Keo, k1ks > 0. Ezzel definidlhatjuk azt az euklidészi metrikat az affin téren, melyre
a belsd szorzas (u,v), = Z?:l |Ki|u;vi, ahol w = Z?zl w;b; és v = Zle v;b;. Az
igy nyert tér izometrikusan izomorf a tobbi euklidészi térrel, ezért Z; egységgombje
is izometrikusan izomorf a tobbi euklidészi tér egységgombjével. Jelolje eme metrika
egységgombjének r > 0 valds szammal vett t6bbszordsét Z,., mely persze a szokasos
(w,v) = > ., u;v; szorzasbol nyert metrikaban ellipszoid, mégis az origén atmend
sikokkal vett metszeteit fokorcknek nevezziik.

Tétel. Az 7, ellipszoid F: I, — E, leképezése, melyre F(u) = [u], pontosan az
atellenes pontokat viszi azonos pontba, szirjektiv, a fokoroket egyenesbe viszi és
izometrikus.

Bizonyitas. Tételiink egyetlen kordbban még nem bizonyitott allitdsa az, hogy F
izometrikus.

Ennek belatasahoz elOszor aZ elipszoidon vizsgédljuk a dz tavolsagot. Erre
persze dz(U,V) = rarccos||f:r Tl | érvényes, ahol [U] = [u], [V] = [v] és u,v
vektorok. Ebbél

o (dz(U, V)N _ sin®(dz(U,V)/r) _ |ulp|ol} = (u,0)2 _ |uli]v]}
te ( r ) ~ cos?(dz (U, V) /r) (u,v)?2 - {u,v)2 -1

adddik. Az elliptikus dg tavolsagra
d
tg2 ( ]E(Ua V))

r

Upw (U)V pw (V) = = ([ul[pw (U)][v][pw (V)])
—([u][r(u) x w][v][r(v) x w]) = ([u][v][x(w) x w][x(v) x w]) -1

adddik, ahol [W] = [w] és w = u x v. A kifejtési tétel alapjan ugyanakkor

]2 k(u) x w = k(u) x (uxv)=—(u,k(u))v + (v, k(u))u,

[£(v) x w] 2 K(V) X w = Kk(V) X (u x V) = —{(v,5(V))u + (u, k(v))v,

]
_ —{wn)  (w k) (usw) (v, k) (ulZv]
(v,r(w) ~ —(v k) (v Kw)(u, K@) (¥ v))?

KuRrusa ARPAD

Ver.: 2021:10:15:23:46:40 © Kurusa Arpad (2021 — 2021)



3.3 Parabolikus metrizilas 89

azt mutatja, hogy tg? (M) = tg? (M), ahogy a tétel allitotta.

Tételiinkbdl kovetkezik, hogy az elliptikus metrika tiikkrozéses.

3.3. Parabolikus metrizalas

Legyen o egy projektiv egyenes, A pedig a nem erre es6 pontok halmaza. A projektiv
sikunk létrehozasanak kovetkeztében nyilvanvald, hogy A egy Desargues-tipusu affin
sik, amiben mér van értelme az X Z nyilt szakaszrél és az egyeneseken rendezésrol
beszélni.

A projektiv sikunk és az affin (euklidészi) sik kozotti jol ismert kapcsolat
alapjan beszélhetiink az A affin stk részhalmazainak konvexitasarél. A konvexitas
Osszes tulajdonsaga jol kiolvashato6 az affin és projektiv sik kapcsolatabdl, a részletek
vizsgalata az olvaséra marad.

Papposz tétele alapjan az A affin sik részhalmazainak kozéppontos szimmet-
ridjat is meg tudjuk fogalmazni: az A affin sik egy K ponthalmazait az O pontra
nézve kozéppontosan szimmetrikus mondunk, amennyiben X € IC akkor és csak
akkor, ha Y € K, ahol (OPXY) = —1és P =0NXY. Ez a fogalom egybeesik az
affin sikon megszokott kézéppontos szimmetria fogalmaval, melynek bizonyitdsa az
olvasora marad.

Ha adott egy p hiperbolikus polaritds, melynek nincs fixpontja az o egyenesen,
akkor az dltala meghatarozott kupszelet belsé- és hatarpontjaival egyiitt korlatos
zart konvex ponthalmazt alkot, mely az o egyenes O pélusdra nézve kézéppontosan
szimmetrikus.

Parabolikus eljaras. Legyen adott egy o egyenes és ennek A affin sikjaban egy
kozéppontosan szimmetrikus, szigortian konvex K ponthalmaz, melynek szimmetria-
kozéppontja az O pont. Legyen minden e egyenesre O, = oNe, minden X € A\{O}
pontra Xo, = Oox, éslegyen {Kx, K%} = OXNIK az OX metszete a K hatdraval.

0 O,
E Yo =0y
Y
h
@) Y’\
2 @
010. abra 011. abra

Tekintsiik a tetszbleges X # O és Y pontokat az A affin sikon. Ha Y ¢ OX | legyen
Yx = XooY NOOxy. Ha Y € OX, akkor véilasszunk egy olyan f Z O egyenest,
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90 3. Projektiv sik metrizdldsai

melynek egyetlen metszéspontja az o egyenessel X, és vegyiink egy G € o pontot
Ugy, hogy G # X, majd legyen X' = XGNf, Y =YGN[fésYx =X Y NOX.
Az origén atmend e egyeneseken legyen a §: e — R, fiiggvény olyan, hogy
0(Y) = /(OOYYg), ahol Y az a pont, melyre (KyK{YYx) = —1 ha ¥ ¢
{Ky,K{} és Ky illetve K}, ha rendre Y = Ky illetve Y = K.
A d: A x A — Ry fiiggvény legyen

0(Yx) ha X # O,
dXY) = {551/)) ha X = O.
A
Vegyiik észre, hogy (00, YYx) > 0, mert a Ky, K{, pontpar egyszerre valasztja
el harmonikusan az O, O, és Y, Y pontparokat. Az is vildgos, hogy Yx nem fiigg
attdl, hogy az OX N K melyik pontja Ky, és minden Y € A esetén (Yi)c =Y.
Az o egyenest az affin sik végtelen tdvoli egyeneseként felfogva, a parabolikus
eljaras biztositja a paralelogrammak szemkoztes oldalai hosszanak egyenl6ségét, és
nyilvidn d(O, K) = 1 minden K € K pontra. Ezen anoldgidk kapcsan a szimmetrikus,
szigortian konvex K ponthalmazt a tovabbiakban indikdtriznak nevezzik.

Lemma. A parabolikus eljirasban definialt Yx pont nem fiigg az f egyenes és a G
pont megudlasztdsdtol.

Bizonyitas. Az Yx pont fiiggsége csak abban az esetben meriil fel, ha O, X és Y
kollinedris. Az Y = X esetben nyilvin Yx = O, ezért a tovabbiakban az Y # X
feltételezéssel éliink.

El6bb a G vélasztasatdl vald fiiggetlenséget igazoljuk.

Xo=0x o G G X X

012. abra

Figyeljiik meg, hogy a ™ = 7,07y, 0Ty f,: f — o projektivitdsra m(Xoo) = Xoo,
amiért m egy mp fo perspektivitas valamely P pontra.

Legyen Z = PO N f, és Z' = 7y, (Ty;,(Z)). Ekkor mp;,(Z) = m54,(Z")
miatt PZ két pontban is metszi az OZ' egyenest, amiért PZ = OZ, vagyis Z = Z'
kovetkezik. Mivel X # Y ebb6l Z = X, adddik, tehat a P pont az OX egyenesre
esik, és emiatt P = Yy, ami bizonyitja Yx fiiggetlenségét a G valasztasatol.
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3.3 Parabolikus metrizdlas 91

Most az f valasztasatél vald fiiggetlenséget igazoljuk. A GY egyenest jelolje

g, az GX egyenest pedig h, és vegyiink egy f’ egyenest az X, ponton &at, melynek
metszete a g és h egyenessel rendre Y és X",

X =0y 0 G X% XL

013. abra

Vegytik észre, hogy my , és Ty, 0 Tx oy & G,Y és Y’ pontokat rendre a G,
X és X! pontokba képezi. A projektivitdsok alaptétele szerint tehdt Tyygo =
TOho © Tx o gh» AMICTt X5 =m0, o (X") = mop, 0 mx on(Y") = 7y o(Y"), vagyis
X, Yx és Y kollinedrisak, tehdt Yx fiiggetlen az f valasztasatol. -

A kovetkez6 lemma a norma homogenitasanak és a parhuzamos szelok tételének
analog allitasa a parabolikus eljarassal definidlt d fliggvényre.

Lemma. A parabolikus eljirasban definidlt 6 fiiggvényre

(1) 8(X) =(V)|(OXo XY)|, ahol X € A, X #0 ésY € OX, és

(2) (parhuzamos szel6k tétele) %((‘Z')) = %((g)) = déé;’g;) akkor és csak akkor, ha ABN

A'B' € 0, ahol A, B € A\{O}, A’ € OA., B' € OBag, (OAs AA")(OBoBB') > 0.

Bizonyitas. Az (1) éllitast az egyenesek parabolikus metrizaldsdndl mér lattuk.

A (2) 4allitds bizonyitdsdhoz legyen a« = AA', b = BB', F = ABNA'B,
A" = FON ByA' és B” = FO N By A.

El6szor tegyiik fel, hogy I € o.

014. abra
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92 3. Projektiv sik metrizdldsai

Az (1) allitds, valamint a B, és F' pontokbdl vett perspektivitdsok alapjan
d(A',B') _6(A") _ TN - 0(4)

igazolja az allitas ,,akkor” részét.

5(B)
6(B)

=|(OB«B'B)| =

A visszafelé irdny igazolasdhoz vizsgdljuk a wp,, perspektiv projektivitast.
Erre mpap(0) = O, mrap(A) = B és mrap(A') = B is teljesiil. A 550 = S8 =

Aorhy feltételbdl |(0AAA)| = 9% = 355 = (0B B'B)| kovetkezik, ami-

b8l (OAxAA ) (OBxwBB') > 0 miatt (OAxAA") = (OBxB'B), és igy nyilvdn

Trab(Aso) = Boo adddik, mely bizonyitja, hogy F' € o.
Ezzel a bizonyitas teljes.

Tétel. A parabolikus eljardsban definidlt d fligguény szimmetrikus és additiv.

Bizonyitas. A szimmetriat elegendd az Y ¢ OX esetben megmutatni, hiszen az
Y € OX esetén is Y’ ¢ OX’ az f egyenesen, és d(X',Y’) = d(X,Y). Ilyenkor a
bizonyitandé az, hogy §(Yx) = d(Xy).

017. abra 018. abra

Az Xy XX, és YxYY, haromszogek az Oy pontra perspektivek, igy a
Desargues-tétel miatt e két haromszog egyenesre nézve is perspektiv, vagyis az
O = XXooNYY, pont az Xy Yoo NYx Xy és Xy Xoo N YxY, metszéspontok
g egyenesére esik. Eszerint az O és Oy az Xy X Yx Yo teljes négyszognek atlos
pontjai, melyek harmonikusan valasztjak el az Xy és Yy cstcspontokat, vagyis
(XyYxO0O0y) = —1, igy el6z6 lemmankbdl 6(Xy) = 6(Yx) adodik, ami bizonyitja
a d figgvény szimmetridjat.

Az additivitds bizonyitdsdhoz tekintsiik az A, B és C pontokat egy f egyenesen,
ahol (ACBOy) < 0. A By, pontbdl tekintve vilagos, hogy d(A, B) = §(Ap) = 6(4’)
és d(B,C) = 6(Cg) = 6(C"). Az Ay pontbdl tekintve pedig d(A,C) = 6(C4) =
0(C") és d(A, B) = §(Ba) = 6(B").
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3.3 Parabolikus metrizilas 93

Mivel §(A’) = d(A, B) = §(B"), el6z8 lemmank értelmében

5(0//) B 6(0//)
5(A") — 8(B”)

= (00;C"B")| = |(A0;CB)| = [(A'0;C"0)]

(=)

3(C")
(A7)

= | =14 (AC'0;0)| = | — 1+ (00;C'A)| =1 +

[«

vagyis 6(C") = §(A") + §(C"), ami igazolja az additivitast. -

Az A affin sik e egyenesét az f egyenesre merdlegesnek nevezzik, ha az f
egyenessel parhuzamos, O pontra illeszkeds f’ egyenes a K indikatrix hatdrabol
olyan F és F’ pontokat metsz ki, hogy az azokban a szigori konvexitds miatt
egyértelmil érint6k parhuzamosak az e egyenessel, vagyis illeszkednek az O, pontra.
Ezt e L f jeloli.

Tétel. A L merdlegesség szimmetrikus reldcid, ése L f L g eseténe || g. Tetszbleges
e # o egyeneshez és P ponthoz pontosan egy olyan f egyenes megy dt a P ponton,
melyre f L e.

Bizonyitas. Iménti definiciénk jeloléseit megérizve legyen e L f, és menjen az €’ || e
egyenes az O ponton 4t. Az ¢’ metszete a K indikatrix hatardval legyen E és F’,
melyekben az egyértelmi érinték rendre g és ¢'. Legyen A = O.FNg, B= O.FNg’,
C=0FNg és A=0.F'Ng.

Az ABC D négyszog altal megadott teljes négyoldal tovabbi két csticsa O, és
G = gNng'. Ebbdl kévetkezik, hogy (DAEG) = (CBE'G) = —1.

Az AFF'D négyszog altal megadott teljes négyoldal tovdbbi két csicsa O, és
Gr = gnN f'. Ebbél kovetkezik, hogy (DAEGF) = (F'FOGF) = —1.

Osszevetve az el6bbi kettdsviszonyokkal, (DAEG) = —1 = (DAEGF) alapjan
a kettésviszony egyértelmiisége miatt G = G adddik, vagyis G =gnNg' N f’.

A kozéppontos szimmetria miatt (FF'OOy) = —1, igy ismét a kettSsviszony
egyértelmiisége miatt Gp = O kovetkezik, ami azt jelenti, hogy ¢ || f || ¢, vagyis
f L g, ami a szimmetria bizonyitéka.
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94 3. Projektiv sik metrizdldsai

Ha e L f L g, akkor az e és g egyenesek is dtmennek az o és az [/ 4ltal az
indikdtrix hatardbdl kimetszett F' és F’ pontokban allitott érinték metszéspontjén,
amiért e || g.

Az e egyenesre meréleges minden f egyenes atmegy az e altal az indikatrix
hatdrabol kimetszett E és E' pontokban &llitott érint6k M metszéspontjan, {gy
pontosan a P pontot ezzel az M ponttal 6sszekoté egyenes merdleges a P ponton

at az e egyenesre. -

Egy ABC haromszoget a C' csticsnal derékszogii haromszognek neveziink, ha
AC 1 CB.

Tétel. Ha a nem elfajule ABC hdromszog a C csicsdnal derékszdgi, akkor
d(A,C) < d(A,B) és d(C,B) < d(A, B).

Bizonyitas. Tekintsiik a C' csicsanal derékszogii ABC' haromszoget. Legyen e =
CA, ¢ =00, {E,E'} =enK, f=CB, =00, {F,F'} = f'nK, g=AB,
g =00, é{G,G'}=¢nNnKk.

vied
024. abra

AC' =CANe és B' = BAx NC'Oy pontokkal alkotott OC’B’ haromszog az
A, pontra nézve perspektiv az ABC haromszoggel, igy a Desargues-tétel alapjan e
két haromszog tengelyesen is perspektiv, mégpedig az o egyenesre nézve, hiszen az
O = C'ONCA és Oy = C'B'NCB pont is az 0 egyenesen van, vagyis OB'NAB € o,
tehat OB’ || AB.

Eszerint az ABC és az OB’C’ haromszogek oldalegyenesei paronként parhuza-
mosak, amibdl kovetkezik, hogy az OC’ B’ hdromszog is derékszogii a C’ csticsdndl,
és d(O,B’') = d(A, B), d(0,C") =d(A,C) és d(C’, B') = d(C, B).

Mivel e L f, az EOy, E'Oy, FO, és F'O,. egyenesek rendre érintik a K indi-
kétrixot az F, E’, F' és F' pontokban, ezért K szigorii konvexitdsa és szimmetridja
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3.3 Parabolikus metrizilas 95

miatt a 7 := 7o, g perspektivitdst alkalmazva 0 < (0.0C'7(G)), és

(OE'O.m(G)) <0 haO¢E'C'
(OEO.w(G)) <0 haOeFEC

kovetkezik. Ezeket és az egyenesen megismert 0 fiiggvényt hasznalva

d(A,B) = 4(B') = 0(G)|(00yB'G)| = (00.C'n(G))
B {6(E’)(OOeC’E’)(OOeE’w(G)) ha O ¢ E'C"
L 6(E)(OO.C'E)(OO.En(G')) haOeEC
o J1=(OF'O.x(G)) haOeEC
=3¢ { 1 - (OEO.x(G")) ha O ¢ EC’

> 6(C") =d(A,C)

adédik. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
Tétel. A parabolikus eljardssal definialt d figgvény metrika az A affin sikon.

Bizonyitas. A definiciébdl vildgos, hogy (M}) teljestil.

Az (MY) tulajdonség igazoldsédhoz legyen d(X,Y) = 0. Ekkor a definicié szerint
0 =46Yx),ha X # 0O, és0=6(Y), ha X = O. Utébbinak (OOyYY’) = 0 a
sziikséges feltétele, amibél Y = O adédik. El6bbi esetre ebbdl kovetkezik, hogy

016. abra 011. abra

Ha O ¢ XY, akkor ebbdl XY N OO0xy = O, amiért O € XY, vagyis
Y € OX adédik, ami ellentmond az O ¢ XY feltételnek.

Ha O € XY, akkor Yx = O miatt, Y/ € X! O, vagyis Y = X', {gy Y = X
kovetkezik.

A szimmetria (Mz) és az additivitds (M) teljesiilését eldbbi tételeink igazoljak.

Az (M%) haromszog-egyenlStlenség igazoldsahoz tekintsiink egy nem elfajuld
ABC haromszoget. Vegyiik a C' ponton &t azt az m egyenest, mely meréleges az
AB egyenesre, és legyen M = m N AB. Iménti tételiink szerint d(A, M) < d(A,C)
és d(M,B) < d(C, B), igy ha d(A, B) = max{d(A, B),d(A, M),d(M, B)}, akkor
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96 3. Projektiv sik metrizdldsai

az additivitds alapjan, ha pedig d(A, B) < max{d(4, B),d(A, M),d(M, B)}, akkor
kozvetleniil iménti tételiinkbdl kapjuk a hdromszog-egyenlotlenséget. Mivel el6bbi
tételiinkben egyenléség csak elfajult haromszog esertén lehetséges, ez altalaban is
igy van, ami teljessé teszi (Mj) bizonyitdsét.

Ezzel a tételt belattuk. -

Definicié. A parabolikus eljardssal a IC indikatrix dltal meghatarozott metrikét
Minkowski-metrikdnak, a vele ellatott A Desargues-tipusu affin sikot Minkowski-

siknak nevezziik, és az My jellel hivatkozunk ra. A

Jegyezziik meg, hogy a gombot az indikatrix szimmetriakozéppontjaban érinté
sikra kivetitve az A affin sikot, a szokdsos [Kurusa: Euklidészi geometria] értelemben
vett Minkowski-sikot kapjuk.

Az alabbi eredmény Papposz tételének egy jabb atfogalmazdsa, és azt mutatja,
hogy a kettosviszony és a metrika a Minkowski-sikon is meghatarozza egymast.

Tétel. Ha a kollinedris X, Y, Z, T pontnégyesre (XY ZT) > 0, akkor

d(X,Z) d(X,T)
d(Z,Y) dT,Y)

(XY ZT) =

Bizonyitads. Ha az X,Y, Z,T pontnégyes kozos e egyenese atmegy az O ponton,
akkor tekintsiink egy olyan f Z O egyenest, amelyre Oy = O,, és vetitsiik valamely
G € 0\ {O.} pontbdl a pontjainkat az f egyenesre. A metrika definiciéja miatt
ez nem valtoztatja meg a pontok tavolsagat, ugyanakkor projektiv, tehat a pontok
kettosviszonyat sem modositja.

Elegendé tehat a bizonyitast olyan X, Y, Z,T pontnégyesre elvégezni, melyek
kozos e egyenese nem illeszkedik az O pontra.

A bizonyitast aszerint bontjuk esetekre, hogy az M = {d(X,Y), d(X, Z),
d(X,T),d(Y, 2),d(Y,T),d(Z,T)} halmazban szerepld tavolsdgok kozil melyik egye-
zik meg a halmaz m = max M maximumaéval.

Ha d(X,Y) = m, akkor a Z és T pontok nem szomszédosak az O, ponttal az
X,Y pontpéarra nézve. Vetitsiik pontjainkat a g = OY egyenes O, pontjabdl, arra
az f egyenesre, mely atmegy az O ponton és Oy = O,.. Ezzel sem véltoznak meg a
pontok tévolsdgai és kettésviszonyai, és Y képe O. A pontok képét a ' jellel jelezve,
ekkor

dX,Z) dX,T) dX'z') dX'.T) d4dX',2") dX'T)

d(Z,Y) d(T,Y) d(Z,Y'") d(T,Y') d(Z',0) " d(T’,0)

d(X',0) —d(Z',0) d(X',0)+d(T’",0)
5(2") ' 5(T")
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3.3 Parabolikus metrizalas 97
§(X")—5(Z") §(X')—68(T") (00.X'Z')—1
6(2") ' 5(T") T (00.X'T) -1

. ’ ’
_ _ng{ gi; — (0'X'T'Z') = (XY ZT),

ami igazolja az allitast ebben az esetben.

Ha d(X,T) = m, akkor az Y és Z pontok nem szomszédosak az O, ponttal az
X, T pontpérra nézve, igy (XY ZT) > 0 miatt (TO.ZY) < 1. Vetitsiik pontjainkat
a g = OT egyenes O, pontjabol, arra az f egyenesre, mely atmegy az O ponton
és Oy = O.. Ezzel sem véltoznak meg a pontok tavolsdgai és kettésviszonyai, és T
képe O. A pontok képét a ' jellel jelezve, ekkor

dX,Z) dX,T) dX',Z') d(X',T

A(z,Y) dTY) dz.,Y) dT.,Y

)—d(Z',0) &
0

_d(x',0 (X")
~|d(Z,0) —d(Y",0)] " 6(Y")
(XY -6(Z) §(X)  1-(00.2'X")

) .
T Z) =] ey (0027 1
(OZ’OX)
- (0770.Y")

NI
67077 = (02'Y'X") = (XY ZT),

ami igazolja az allitast ebben az esetben.

A tovabbi esetek ezekkel teljesen analég vizsgdlata az olvaséra marad. -

Mivel a tavolsdgot a kettésviszony hatarozza meg, barmely x kollineaciéra az
My és M, (k) Minkowski-sikok izomorfak.

Tekintve, hogy barmely két kipszelethez van (nem is egy) olyan kollinedcid,
mely az egyiket a masikba viszi, a kupszeletekkel adott Minkowski-sikok mind
izomorfak egymassal.

A tovdbbiakban csak a kipszelettel adott Minkowski-sikkal foglalkozunk: bebi-
zonyitjuk, hogy ez pontosan az euklidészi sik.

Figyeljiik meg, hogy minden kupszelet kdzéppontosan szimmetrikus barmely
Ot nem metsz6 egyenes poOlusara, ezért a tovabbiakban az eddigi jelolés O pontjat
és o egyenesét, mint a kiupszeletet hatarhalmazaként meghatarozé p hiperbolikus
polaritas polus-poldris parjat kezeljik, vagyis O = p(0).

Lemma. Egy kiupszelettel adott Minkowski-sikon tekintsik az x és z egyeneseket az
O ponton keresztil. Legyen C, B’ € z és C', B € x az O ponttdl kiilonbézd pontok,
az OCB és OC'B’ hdromszég pedig a C illetve C' csicsdndl derékszogii. Ekkor

5(C")/8(B") = 6(C)/6(B).
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98 3. Projektiv sik metrizdldsai

Bizonyitas. Legyen a kiipszelet és az x, z egyenesek metszete rendre E, E' és I,
F'. Az F pontban 1év8 f érinté messe az x egyenest a D pontban, az F pontban
érint6 e egyenesnek pedig legyen D’ a z egyenessel kozos pontja. A parhuzamos
szel6k tétele szerint ekkor §(C")/§(B’) = §(E)/6(D’) és 6(C)/6(B) = 6(F)/d(D),
igy elég belatnunk, hogy §(F)/d(D') = 6(F)/6(D), ami 6(E) = 6(F) = 1 miatt
ekvivalens a §(D') = §(D) egyenldséggel.

Az E’' pontban a kupszeletet érint6 e’ egyenesnek az e egyenessel valo X
metszete az O pont o polarisara esik, és természetesen az x egyenes polusa. Ugyanigy
a kupszeletet az F’ pontban érint6 [’ egyenes az f egyenest olyan Z pontban metszi,
mely az o egyenesre esik, és a z egyenes polusa.

022. abra

Legyen Y = EF N E'F’ és tekintsiik a my,, perspektivitast. A kipszeletek tulaj-
donségai alapjin az Es, = oNx pont olyan, hogy (E.OFE’) = —1, és ugyanigy az
F. = oNz pont olyan, hogy (FooOFF’) = —1. Minthogy 7y ,.: E+— F, O — O,
E' — F' és a perpektivitds tartja a kettésviszonyt, adédik, hogy mys:(Foo) = Foo
is teljestil. Eszerint Y € o.

Legyen G=eN f,G' = N f' ésyazY polirisa. Az y egyenes dtmegy az
O ponton, hiszen Y € o, de 4tmegy a G és G’ pontokon is, hiszen Y kollinedris
az E, F és F', F' pontparokkal is. Eszerint az E'F'G’ és DD’'G héromszogek az O
pontra nézve perspektivek, hiszen csicsaik rendre az x, z és y egyenesekre esnek.

Desargues tétele folytdn ebbél az E'F'G’ és DD’'G haromszogek egyenesre
val6 perspektivitasa kovetkezik. Mivel E'G' N D'G =e¢' Ne = X és F'G' N DG =
f'Nnf=Z,addédik, hogy az E'F' N D'D pont az o egyenesre esik. Mivel azonban
E'F'no=Y,ebbdl Y = E'F' N D'D kovetkezik.
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3.3 Parabolikus metrizilas 99

Eszerint 7y . (D) = D', amiért

0(D) = 6(E)[(ODED)| = [(OEx ED)| = |(OF FD')| = 6(F)|(OF FD')|
(D",

ami a bizonyitast teljessé teszi.

o
4]

Tétel. Egy kupszelettel adott Minkowski-sikon teljesiilnek a kévetkezdk:

(1) A C cstcsanal derékszogli ABC haromszég T € AB pontjdra ggﬁ:g; = ggg:g;

akkor és csak akkor, ha CT 1 AB (vagyis T a C ponthoz tartozé ,magassdg
talppontja”);

(2) (Pitagorasz tétele). Az euklidészi eljdrdssal definidlt d figguényre az ABC hd-
romszdgben d*(A, C) + d*(C, B) = d*(A, B) teljesiil, ha AC LBC.

Bizonyitas. El6bb (1) igazoldsa koévetkezik. Tekintsitk a C csicsdnal derékszogii
ABC héaromszoget, és az AB egyenesen azt a T pontot, melyre AB1TC'. Legyen
e=CA, e =00, {E,E'y=¢nNK, f=CB, f=00; é& {F,F'} = f'nK.

019. abra

Az ABC héiromszog az As, pontra nézve perspektiv az OC’ B’ hdromszoggel, ahol
C'=CAxnNe és B' = BA,, NC'Oy. A Desargues-tétel alapjan e két haromszog
tengelyesen is perspektiv, mégpedig az o egyenesre nézve, hiszen az O, = C'ONCA
és Oy = C'B’' N CB pont is az o egyenesen van, vagyis OB’ N AB € o, tehat
OB’ || AB.

Ugyanilyen megfontoldssal a T/ = T Ao, N OB’ pontra CT || C'T’ adédik,
amib8l C'T' L OB’ kovetkezik.

Mivel pedig AO || TT' || BB’ is fenndll, d(A,B) = d(O,B’) = §(B’) és
d(A,T) =d(0,T") = 6(T") is teljesiil. Ugyanakkor 6(C") = d(A,C) és d(C",B’) =
d(C, B) is érvényes, {gy (1) bizonyitasahoz elég belatni, hogy ZEg:g; = ggg:gg,
vagyis 6(T")/6(C") = 6(C")/6(B’), ami eléz8 lemménkbdl kovetkezik.
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A (2) allitast, vagyis Pitagorasz tételét gyorsan bizonyithatjuk (1) és az ad-
N s . d(AT) _ d(AC) .. d(B,T) _ d(B,C) iy
ditivitds alapjén, hiszen (1) szerint qAC) = dAB) S qB0) = aan) vmicrt az

additivitasbdl

d*(A,B) = d(A, B)(d(A,T) + d(T, B)) = d*(A,C) + d*(B,0).
Ezzel a tétel egészét bebizonyitottuk.
Tétel. A kupszelettel adott Minkowski-sik euklidészi sik.

Bizonyitas. Elég belatnunk, hogy kupszelettel adott Minkowski-sikon a metrika
titkrozéses, hiszen ebbél [Kurusa: Euklidészi geometria] kovetkezik, hogy a metrika
euklidészi.

Pitagorasz tételét hasznalva tetszbleges e egyeneshez olyan 7. izometriat konst-
rudlunk, mely fixen hagyja az e minden pontjat, mikdzben az egyenes két félsikjat
felcseréli: Egy P ¢ e ponthoz keressiik meg azt a P pontra illeszkedd f egyenest,
mely merSleges az e egyenesre, majd vegyiik azt a 7.(P) pontot az f egyenenesen,
melyre (OyMyPT1.(P)) = —1, ahol My =en f.

011. abra

Vilagos, hogy d(7.(P), M) = d(My, P), és nyilvanvald, hogy a 7. transzformécié
felcseréli az f egyenesnek az Oy, My pontpar altal meghatdrozott szomszédossagi
osztélyait.

A tétel igazolasdhoz mar csak azt kell beldtni, hogy 7. izometria. Tetsz6leges @
pont esetén legyen g a ré illeszkedd, az e egyenesre merdleges egyenes és My = eNg.
Ekkor eddigi eredményeink és Pitagorasz tétele szerint

d*(P,Q) = (d(P, My) — d(Q, My))* + d*(M;, M,)
= (d(re(P), My) = d(7e(Q), My))* + d*(My, My) = d*(7e(P), 7(Q)),

vagyis T, izometria, amivel a tétel bizonyitdsat befejeztiik.

Minthogy a kupszeletek kollineacidkkal egymésba vihetdk, szabadon valaszt—
hatunk kipszeletet és O pontot az euklidészi sik tanulmanyozasihoz. Vegyiink tehat
egy /4 (45°) kézépponti szogli gombsapkat és legyen annak kézéppontja az O pont.
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3.3 Parabolikus metrizdlas 101

A gdmbsapka K hatara egy kupszeletnek felel meg a projektiv geometria orign
atmend egyenesekkel vett reprezentdldsaban. Mivel a gombsapka kozéppontja az
O pont, ennek o polarisa a gdombsapka alapjaval parhuzamos f6kor. Tekintsiik
most a (0,0,0) origén dtmend egyeneseknek a gdmbsapkat a kozéppontjaban érintd,
mondjuk z = —1 egyenletii, sitkkal vett metszéspontjait. Ez egy x bijektiv leképezést
ad a projektiv sik fentebb euklidészi metrikaval ellatott és félgombnek megfeleld
részhalmaza és a gombot az O pontban érinté affin sik kozott.

040a. abra

Tétel. A projektiv sik fentebb euklidészi metrikdaval elldtott, félgombnek megfeleld
(A, d) részhalmaza olyan euklidészi sik, mely kanonikusan izomorf az O pontban a
gombot érinté R? euklidészi sikkal.

Bizonyitas. Azt fogjuk megmutatni, hogy az R? halmazon megszokott tavolsiggal
tekintve a gombot érintd sikot a tétel elétt definidlt x: (A,d) — R? leképezés
izomorfia a két euklidészi stk kozott.

A x tartja az egyeneseket, mert a projektiv pontok pontosan akkor kollinedrisak,
ha a nekik megfelel§ egyenesek kozos euklidészi sikba esnek, azok pedig egyenesben
metszik az R? euklidészi sikot. Mivel y bijektiv, ez azt jelenti, hogy a két euklidészi
sikbdl a metrikdk elhagydsa utén maradé affin sikok kozott izomorfia (affinitéds).
Specidlisan a x tartja a parhuzamosagot is, hiszen a f6kor pontjaiban egymaést
metsz6 projektiv egyeneseket az érinté euklidészi sikban egymaéssal parhuzamos
affin egyenesekbe viszi.

Most igazoljuk, hogy x izometria. Mivel x tartja a parhuzamossigot, és a
tavolsagot megadd euklidészi eljardsban éppen a parhuzamossiggal vezettilk vissza
a tavolsagot az O ponton atmend egyeneseken vett & fiiggvényre, elég belatni, hogy
0(Y) = d(O,x(Y)). Legyen Y # O, y = d(O, x(Y)) és hasznaljuk a parabolikus
eljardsnal megadott jeloléseket. Ekkor a —1 = (Ky K YYx) feltételbél Papposz
tételének és az y' = d(O, x(Yi)) jelolésnak a felhasznaldséval

By )x(Ey)x(Y)) _ y—1 oy —1
(X(Ky)x(Ky)x(Ye)) —l-y —1-y¢

1= (X(Ky)X(Kg/)X(Y)X(Y/C)) =

adddik, amiért y' = 1/y.
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102 3. Projektiv sik metrizaldsai

Eszerint

V(00yYYi) = /(x(O)x(Oy )x(Y)x(Yx))
= /(0oox(Y)x(Yk)) = v/ (x(Y)x(Yi)O)
V

amit bizonyitani kellett.

3.4. Hiperbolikus metrizalas

Legyen o egy projektiv egyenes, A pedig a nem erre esé pontok Desargues-tipusu
affin sikja, amiben H C A egy olyan konvex ponthalmaz, melynek pontjai nem mind
kollinearisak.

Hiperbolikus eljaras. Legyen K egy szigortian konvex zart ponthalmaz, és minden
a belsejét metsz6 e egyenesre legyen A, és B, az e két metszéspontja a K hataraval.

B A

020. abra

A K minden bels§ X,Y pontjara legyen d(X,Y) = o|In/(AxyBxyXY)|, ahol

0 > 0 tetszbleges konstans. A

Figyeljiik meg, hogy d(X,Y) értéke fiiggetlen attdl, hogy az e két metszés-
pontjat milyen sorrendben hasznaljuk, mert felcserélésiik csak reciprokara valtoz-
tatja a definiciéban szerepl6 kettOsviszony értékét. Ha IC egy p hiperbolikus polari-
tas hatarhalmaza, vagyis kipszelet, akkor a harmonikus elvalasztasnal bizonyitott
formula alapjdn tanh(d(X,Y)/e) = /(X X'YY’) adddik, ahol X' = p(X) N XY

Tétel. A hiperbolikus eljardssal a K szigorian konvex zdrt ponthalmaz belsején
definidalt d fiiggvény egy metrika.

Bizonyitas. Az egyenesek hiperbolikus metrizalasanal latottak alapjan most elegen-
do igazolnunk a hiromszogegyenlotlenséget.
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3.4 Hiperbolikus metrizalas 103

Tekintsiik a I konvex zart ponthalmaz X, Y és Z nem egy egyenesre es6 belsd
pontjait. Az XY, YZ és ZX egyenesek messék a K ponthalmazt rendre az A, B,
C, D, E és F pontokban.

Tekintsiik az O = CA N BD pontot és vetitsiink minden pontot az EF egyenesre.
Jeloljiik a vetitett pontokat a”jellel, vagyis C=AF=F,X=X,Y=0Yn EF,
Z=Z,D=BéE=FE AK szigorti konvexitdsa miatt ekkor F' < C'= A < X <
Y <Z<D=B<E, amiért (BXEZ) <0és (FXAZ) <.
Ezeket a pontokat felhasznalva
(BAXY)(DCYZ)/(EFXZ)
= (BAXY)(DCYZ)/(EFXZ) = (BAXY)(BAY Z)/(EFX Z)
= (BAXZ)/(EFXZ) = (BEXZ)(EFXZ)(FAXZ)/(EFXZ)
= (BEXZ)(FAXZ)=(1—- (BXEZ))(1 - (FXAZ))
>1-1=1
adédik. Eszerint (FFXZ) < (BAXY)(DCY Z), amibél a d definicidja alapjan
el X2)/e < dX,Y)/0pd(Y.2)/ 0 kivetkezik, ami igazolja a hdromszog-egyenlStlenséget
és igy a tételt. -

Definicié. A K szigorian konvex zart ponthalmaz belsé pontjainak halmazat a
hiperbolikus eljarassal definidlt metrikdval Hilbert-siknak nevezziik, és a Hy , jellel

hivatkozunk ra, ahol p a metrikdban megadott konstans. A

A kettésviszony és a metrika a Hilbert-sikon is meghatarozza egymast.

Tétel. Ha a kollinedris X, Y, Z, T pontnégyesre (XY ZT) > 0, akkor

sinh(d(X, Z)/0) sinh(d(X,T)/o)
sinh(d(Z,Y) /o) = sinh(d(T,Y)/0)

(XYZT) =
Bizonyitas. Legyen A és B az X,Y, Z,T pontnégyes kozos e egyenesének két met-

széspontja a Hilbert-sikot megadé konvex halmaz hataraval.
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104 3. Projektiv sik metrizaldsai

c sz

sinh(d(X, Z)/0) sinh(d(X,T)/0)

sinh(d(Z,Y)/g) ~ sinh(d(T,Y)/0)
_ /(ABXZ) — \/(ABZX) V/(ABXT) — /(ABTX)
- V(ABZY) - /(ABYZ) ~ /(ABTY) — \/(ABYT)

_ (ABXZ)—-1 (ABXT)- (ABZX) (ABTX)
~ (ABZY) -1 (ABTY) — (ABY Z) ~ (ABYT)
_ ((ABXZ) - 1)((ABTY) — BYT)
" ((ABZY) = 1)((ABXT) — BTX)
= (1) x V(1)

Az (1) és () kifejezésekkel tovabb dolgozva

_ ((ABXZ)—1)((ABTY) —1) _ (AXBZ)(ATBY)
() = (ABZY) —1)((ABXT)—1)  (AZBY)(AXBT)
= (AXTZ)(ZTBY) = (X AZT)(BY ZT),

(ABZX)(ABYT)

(1) = (ABYZ)(ABTX) (ABZT)(ABZT) = (ABZT)?,

amiért
(T) x /(1) = (XAZT)(BY ZT) x (ABZT) = (XY ZT)

kovetkezik, ami bizonyitja az allitast. -
Mivel a tavolsdgot a kettOsviszony hatarozza meg, barmely x kollinedciéra a
Hy,, és Hy(x),, Hilbert-sikok izomorfak. A # kollinedci6 tehdt akkor és csak akkor
izometridja a H , Hilbert-siknak, ha x(K) = K.
Tekintve, hogy barmely két kipszelethez van (nem is egy) olyan kollineécid,
mely az egyiket a mésikba viszi, a kupszeleteken adott Hilbert-sikok mind izomorfak

egymassal.

Definicié. A K kupszelet bels6 pontjainak halmazén adott Hilbert-sikot hiperboli-
kus siknak nevezzik, és a H, jellel hivatkozunk r4, ahol ¢ a metrikdban megadott
konstans, melyet a hiperbolikus sik sugardnak neveziink. A

Tétel. A hiperbolikus sikon a hiperbolikus tikrézés tartja a tdvolsdgot, vagyis izo-
metria, és felcseréli a tengelye két hiperbolikus félsikjdt.
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3.4 Hiperbolikus metrizalas 105

Bizonyitas. Az nyilvanvald, hogy a hiperbolikus tiikrozés izometria, hiszen projek-
tivitas, és a metrika éppen a kettOsviszony logaritmusa.

Mivel a hiperbolikus tiikrozés tengelye és ennek pélusa harmonikusan valasztja
el a pontokat a képiiktol, a hiperbolikus tiikrozés ezeket felcseréli. Masfelél ha a P
és @ pontok képei rendre P’ és Q’, akkor a PQ’ N P’'Q pont a hiperbolikus tiikrozés
tengelyére esik, tehat ha P és () nem ugyanazon hiperbolikus félsikban van, akkor
képeik sem, ha pedig a P és (Q pont azonos hiperbolikus félsikba esik, akkor a képeik

is azonos hiperbolikus félsikba esnek. -

Azt a geometriat, amelyben a parhuzamosségi axiéman kiviil az euklidészi sik
minden axiémaja teljesiil (a Desargues-tulajdonséig teljesiilése az euklidészi sikon
tétel), és minden nem illeszkedd pont-egyenes pdr esetén a pontra végtelen sok, az
egyenest nem metszd egyenes illeszkedik, Bolyai-siknak nevezziik.

Tétel. A hiperbolikus sik egy Bolyai-sik.

Bizonyitas. Az érdekl6dé olvaséra marad annak részeletes igazoldsa, hogy affin
sikban teljestilé axiomék alabbi része barmely H C A szigortian konvex ponthalmaz
bels6 pontjainak halmazan is teljesiil:
(Ip) Létezik legaldbb hdrom nem kollinedris pont;
) Minden egyenesre legaldbb két kiilonb6zd pont illeszkedik;
(Io) Két kulonboz6 pontra egy és csak egy egyenes illeszkedik;
) Minden egyenesen adott két teljes rendezés < és >, amelyek egymds megfor-
ditottjai;
(R2) Ha egy egyenes egy haromszog egyik csticsira sem illeszkedik, de van kozos
pontja valamely oldallal, akkor pontosan még egy masik oldalt metsz;
(F1) Minden @ € g ponthoz léteznek téle kiillonb6z6 P, R € g pontok, hogy P <

Q<R
(F2) Minden Q@ C PR C g ponthalmazhoz létezik olyan Q_ és Q. pont a PR

szakaszon, hogy minden @ € Q esetén Q_ < @ < Q4 és barmely, a Q minden

pontjat kozrefogd X,Y € g pontparra X < Q_ és Q4 <Y is igaz;

Eszerint az affin geometria axiémai a parhuzamossagi axiéméat kivéve mind
teljesiilnek a H C A szigordan konvex ponthalmaz bels6 pontjainak halmazan,
tovabba egy e egyenesen kiviili P ponton at végtelen sok olyan egyenes megy, amely
nem metszi az e egyenest a H belsejében. (Természetesen a Desargues-tulajdonsdg
sem teljesiil.)

El6bbi tételiinkben igazoltuk, hogy a hiperbolikus sik metrikaja tiikrozéses
(be lehet bizonyitani, hogy a Hilbert-sikok koziil ez kizdrdlag a hiperbolikus sikokra

teljestil), ami teljessé teszi e bizonyitast. -
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106 3. Projektiv sik metrizdldsai

A Bolyai-sikot az axiomakbdl felépitve beldthatd, hogy a Bolyai-sik izomorf a
hiperbolikus sikkal, ezért a tovabbiakban gyakran szinonimaként hasznaljuk e két
fogalmat.

Attekintve a bemutatott harom lényegileg kiilonbozé tikrozéses metrizalast,
kimondhatjuk a kévetkezot.

Tétel. Az cuklidészi sik pdrhuzamossdgi axidomdja fliggetlen a tobbi axiématol.
Amennyiben az euklidészi sik axiomdi kézé a pdrhuzamossagi axioma helyére
olyan axioma keril, hogy
(I3) a nem illeszkedd pont-egyenes pdrok esetén a pontra illeszkedd egyenesek kizil
az adott egyenest nem metszd egyenesek szdma
(h) wvégtelen,
(e) egy,
(g) nulla,
akkor rendre a (h) Bolyai- (hiperbolikus), (e) euklidészi, illetve (g) elliptikus sikgeo-
metrdt kapjuk.
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Bolyai-sik

Célunk a Bolyai-sik trigonomtridjanak és ennek felhasznalasaval a végtelen sugaru
Bolyai-sik geometridjanak meghatarozasa. Ehhez sziikségiink van a Bolyai-sik meg-
feleld szog- és szogmérték-fogalmanak definidlasara, amit az euklidészi geometridban
mar sikerrel alkalmazott eljarassal [Kurusa: Euklidészi geometria] analég médon a
Bolyai-sik izometridira alapozunk.

A Hy , Hilbert-sik Hx , Hilbert-sikra valé leképezését izometridnak hivjuk,
ha tartja a hiperbolikus tavolsagot. Minthogy egyenesek és pontok a Hilbert-sikot
tartalmazé projektiv sikban is vannak, megkiilonboztetésiik érdekében a Hilbert-sik
egyeneseit Hilbert-egyeneseknek fogjuk nevezni.

Tétel. A Hilbert-sik minden izometrikus leképezése kollinedcio.

Bizonyitas. Tekintsiik a Hi , Hilbert-sik egy ¢ izometridjat.

Mivel a P és @ pont akkor és csak akkor esik egybe, ha d(P,Q) = 0, ami
pontosan ugyanakkor érvényes, amikor d(¢(P), t(Q)) = 0, mely kizdrélag «(P) = +(Q)
esetén teljesiil, azt kapjuk, hogy ¢ injektiv.

A P, Q és R pontok, ahol d(P,R) > max{d(P,Q),d(Q,R)} akkor és csak
akkor kollinedrisak, ha d(P, R) = d(P, Q)+ d(Q, R). Ez akkor és csak akkor teljestil,
ha d(¢(P),t(R)) = d(¢(P),(Q))+d(¢(Q), t(R)), ami pontosan akkor érvényes, ha az
L(P), (Q) és t(R) pontok kollinedrisak. Ez azt jelenti, hogy az ¢ izometria tartja a
Hy , Hilbert-sik egyeneseit, sét az additivitds tulajdonsidga miatt ((PR) C t(P)(R)
is kovetkezik.

Tekintsiik a kiillonbozé P és @@ pontokat és e Hilbert-egyenesiiket. A fentiek
szerint az e egyenes t(e) képe az €' := 1(P)(Q) Hilbert-egyenes része. TetszOleges
X' € ¢ pontra legyen p = d(+(P), X') és ¢ = d(X’,¢(P)). Nyilvadn a d(.(P), (Q)) =
lp — q| és d(«(P),(Q)) = p + q egyenletek koziil, és az +(Q) € «(P)X', «(P) €
Q)X vagy X' € «(P)(Q) tartalmazdsok kozill is pontosan az egyik teljestil.
Mivel d(P, Q) = d(¢(P), 1(Q)), a fenti egyenletek koziil teljesiilé egyenlet a P és @
pontokra is érvényes ugyanazon p és ¢ nem negativ valds szamok esetén, amiért van
olyan X € e pont, melyre p = d(:(P), X) és ¢ = d(X, t(P)), és ezek koziil pontosan
egy teljesiti azt a tartalmazdst a P és ) pontokkal, amelyet X’ az «(P) és +(Q))
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108 4. Bolyai-sik

pontokkal. Eszerint az ¢ izometria sziirjektiv az egyeneseken, amiért az egyeneseken
bijektiv.

Rogzitsiik a Hilbert-sik nem kollinedris P, @ és R pontjait. Ekkor ezek képei,
rendre ¢(P), t(Q) és t(R), ugyancsak nem kollinedrisak. A Hilbert-sik tetszéleges E’
pontjin 4t vegylink egy olyan e’ Hilbert-egyenest, mely metszi az ¢(P)t(Q), t(Q)t(R)
és 1(R)¢(P) Hilbert-egyenesek mindegyikét, rendre az X', Y’ és Z’ pontokban. Mint-
hogy az egyeneseken az ¢ izometria bijektiv, vannak olyan X, Y és Z pontok rendre
a PQ, QR és RP Hilbert-egyeneseken, melyekre X' = +(X), Y’ = u(Y) és Z' = 1(Z).
Az X' Y' és Z' pontok koziil legalabb kettd kiilonbozd, hiszen az o(P), 1(Q) és
t(R) pontok nem kollineédrisak, {gy az X, Y és Z pontok koziil is legaldbb kettd
kiilonb6zo. Tekintve, hogy ¢ bijektiv az X, Y és Z pontok kozos e Hilbert-egyenesén,
melynek képe €', van egy olyan E € e pont, melyre E' = +(F). Ez azt jelenti, hogy

¢ sziirjektiv a Hilbert-sikon, amiért bijektiv is. -

Tétel. A Hy , Hilbert-sik minden izometrikus nmagdba képezése a projektiv sik egy
olyan kollinedcidjanak megszoritdsa a Hy , Hilbert-sikra, mely invaridnsan hagyja
a K konvex halmaz hatdrpontjait.

Bizonyitas. Legyen ¢: Hy , — H , izometrikus. El6bb igazoltuk, hogy ¢ a Hilbert-
stk egy kollineécidja, a hiperbolikus metrizalasnél pedig bizonyitottuk, hogy Hilbert-
sitkon a metrika és a kettOsviszony meghatarozza egymast, tehat az ¢ izometria
projektiv is a Hilbert-sik pontjainak halmazan.

Rogzitstink egy teljes négyoldalt a projektiv sikon, melynek minden csticsa a
Hilbert-sik eleme. Fentiek szerint ennek ¢ izometria melletti képe is teljes négyoldal,
ezért a kollineaciok alaptétele szerint a projektiv siknak pontosan egy olyan s
kollineaciéja van, melyre m := k o ¢ fixen hagyja a rogzitett négyoldal minden
csucsat. Vilagos, hogy ekkor 7 az atléspontokat is fixen hagyja, hiszen azok az
invaridns atlés egyenesek metszépontjai.

A 7 a Hilbert-sik pontjainak halmazin injektiv és projektiv, a Hilbert-
egyeneseket pedig a Hilbert-egyenesek részhalmazaiba viszi, ezért a rogzitett teljes
négyoldal oldalainak a Hilbert-sikba esé minden pontja fix, hiszen mindegyik ilyen
oldal Hilbert-egyenesén a harom cstcs fix, amiért a kettosviszony bijektivitasa miatt
a pont és 7 melletti képe egybeesik. Ugyancsak harom fixpont van a rogzitett teljes
négyoldal 4tléin is, ezért azoknak is fixek a Hilbert-sikba esé pontjaik.

A Hilbert-sik minden olyan X pontjira, mely nincs a teljes négyoldal oldala-
in és atloin, illeszkedik olyan x Hilbert-egyenes, mely a rogzitett teljes négyoldal
minden oldaldnak Hilbert-egyenesét metszi. A metszéspontok koziil legaldbb hérom
kiilonb6z6, hiszen X nincs rajta a teljes négyoldal oldalain és 4tléin. A metszéspon-
tok fixpontok, igy ismét a kettOsviszony bijektivitdsa miatt az X pont és a 7(X)
pont egybeesik.
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4.1 Hiperbolikus izometridk és egybevagosagok 109

Eszerint 7 a Hilbert-sik minden pontjat fixen hagyja, vagyis ¢ a k megszoritasa
a Hilbert-sikra.

A 7 bijektivitasa folytan a x kollinedcié a K konvex halmaz hatarpontjait nem
viheti bels6 pontokba. A k kollinedcié nem viheti K hatarpontjait kiilsé pontba
se, mert akkor a képponton at lenne legalabb két olyan egyenes, melynek minden
pontja kiils6, holott a hatarponton atmené egyeneseken az egyetlen érinto kivételével
mindig van belsé pont. Tehat x invaridnsan hagyja a K hatarpontjait.

]
A bizonyitasbdl kitiinik, hogy a Hilbert-sik minden izometraja egyértelmiien

e sz

4.1. Hiperbolikus izometriak és egybevagoésagok

A H, Bolyai-sik H, Bolyai-sikra valé leképezését (hiperbolikus) izometridnak hiv-
juk, ha tartja a hiperbolikus tavolsagot. El6bbi tételeink alapjan ezek pontosan a
kupszeletet invaridnsan hagyo kollineaciok. Utobbiakrél tudjuk, hogy legfeljebb két
kupszeletinvoltci6 szorzataként allnak el6, ami bizonyitja a kovetkezot.

Tétel. A Bolyai-sik minden izometridja legfeljebb két kupszeletinvolicio szorzata.

A most kévetkezo, sorban egymasra épiilé tételek az euklidészi siknal hasznalt
eljarasokkal [Kurusa: Euklidészi geometria] bizonyithatk. A teljesség kedvéért az
els6 bizonyitasat itt is megadjuk.

Tétel. Azon pontok halmaza, melyek két kiilonbozé ponttél azonos tdvolsdgra vannak,
eqy egyenes.

Bizonyitas. Legyen a két pont P és @, és jelolje F' azt az egyértelmil pontot az
e := PQ egyenesen, melyre d(P, F) + d(F,Q) = d(P,Q). Vegylk az F ponton 4t
azt az egyértelmil f egyenest, mely hiperbolikusan meréleges az e egyenesre. Az f
egyenesre vonatkozé 7y hiperbolikus tiikrézés izometria, az e egyenest invaridnsan
hagyja és felcseréli a két hiperbolikus félsikjat, ezért 7;(P) = Q. Ugyanakkor a 7
hiperbolikus tiikrézés fixen hagyja az f minden pontjat, igy ezek a pontok egyforma
tavolsagra vannak a P és ) pontoktdl.

Ha X ¢ f, akkor X az f egyenes valamelyik, mondjuk a P ponttal kozos,
félsikjaban van. Ekkor az X szakasz metszi az f egyenest valamely Y pontban,
igy a haromszog-egyenlGtlenség és az eddigiek alapjan

d(X,P) < d(X,Y) +d(Y,P) = d(X,Y) + d(Y,Q) = d(X, Q),

ami igazolja a tételt.
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A tételben allitott egyenest a bizonyitasban szerepl6 merdlegesség okan is
szakaszfelez6 merdlegesnek nevezzik, a bizonyitasbeli F' pontot pedig szakaszfelezd
pontnak.

lzometriak alaptétele. A hiperbolikus sikban akkor és csak akkor van valamely
P,Q,R és P',Q', R’ ponthdrmasokhoz olyan v izometria, melyre P' = 1(P), Q' =
Q) és R = «(R), ha d(P',Q") = d(P,Q), d(Q',R') = d(Q,R) és d(R',P') =
d(R, P). Az ilyen ¢ izometria egyértelmi, ha P,Q, R nem kollinedris ponthdrmas.

Az alaptétel azt mutatja, hogy a Bolyai-sik izometridinak csoportja ugyanolyan
gazdag, mint az euklidészi sik izometria-csoportja.

Tétel. (Konjugalas.) Tetszdleges v izometridra és T tiikrézésre Lo 1o 017! = Tu(e)-

Az izometridk fixpontok szerinti osztalyozasat bemutatd aldbbi tételben az
egyenesek hiperbolikus merolegességét a | jel mutatja és az euklidészi médon vald
bizonyitashoz sziikséges emlékezniink arra, hogy két ultraparhuzamos egyeneshez
pontosan egy olyan egyenes van, mely mindkettore merdleges.

Fixpont tétel. Legyen ¢ egy izometria a H, Bolyai-sikon.

(1) Ha ¢ hdrom nem egy egyenesre esd pontot fizen hagy, akkor identitds.

(2) Ha . fizen hagyja a Py # Py pontokat, akkor . =id, vagy ¢ = 7., ahol e a Py
és Py pontok szakaszfelezd merdlegese, T, pedig az erre vonatkozo tikrézés.

(3) Ha v fizen hagy egy P pontot, akkor ¢ = id, vagy v = 75, ahol a tengelyre
tikrozés [ egyenese tartalmazza a P pontot, vagy ¢ = TyT., ahol P € eN f
(forgatds vagy elliptikus mozgds).

(4) Bdrmely v izometria vagy identikus, vagy . = 74, vagy v = T,7¢, ahol gN f # 0,
vagy ¢ = 14Ty, ahol g és f elpattand (parabolikus mozgds), vagy ¢ = T47s, ahol
g és [ ugyanazon h egyenesre merdlegesek (eltolds vagy hiperbolikus mozgds),
vagy L = TgTfTe, ahol g L f L e (csusztatva tikrozés).

A hiperbolikus sik valamely A részhalmazanak a hiperbolikus sik valamely B
részhalmazéra valé leképezését (hiperbolikus) egybevdgdsdgnak hivjuk, ha bijektiv
és az A részhalmaz pontjai kozotti hiperbolikus tavolsdgokat tartja.

Tétel. A hiperbolikus sikon adott A és B halmazok akkor és csak akkor hiperbolikusan
egybevdgdk, ha létezik a hiperbolikus stk olyan v izometridja, melyre 1(A) = B.

Ebbdl a tételbdl azonnal adddik, hogy két haromszog egybevago, ha megfelelé
oldalaik paronként azonos hossziisdguak.
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4.2. Modellek

Minthogy a projektiv sik kupszeletei kollinedciékkal egymaésba viheték, szabadon
valaszthatunk kupszeletet a Bolyai-sik tanulmanyozasiahoz. Ez lehet6vé teszi, hogy a
Bolyai-sikot az euklidészi stkon kiilonféle médokon modellezziik, ami rendelkezésiink-
re bocsajtja az euklidészi geometria eszkoztarat a Bolyai-sik tanulmanyozasahoz.

Egy modell legfontosabb tulajdonsidga az a mennyiség, amelynek modellbeli
és euklidészi értelemben vett értéke megegyezik. Ha a tavolsag ilyen, akkor izomet-
rikus, ha a szdg ilyen, akkor konform modellr6l beszéliink. El6bbi esetben nyilvan a
Bolyai-sik egyenesei euklidészi egyenesek részei, az utobbi esetben pedig a Bolyai-
sikon eddig definidlatlan szogek és mérése és definidldsa valik lehetségessé. (Olyan
modell nem létezhet, mely egyszerre izometrikus és konform [Kurusa: Bevezetés a
differencidlgeometridbal.)

Vegyiink egy m/4 (45°) kozépponti szogli gdmbsapkat.

041. abra

Ennek hatara egy kupszeletnek felel meg a projektiv geometria origén atmend egye-
nesekkel vett reprezentalasaban, bels6 pontjai pedig éppen a kiipszelet belsé pontjai,
hiszen a gombsapkat kimetsz6 sikkal parhuzamos f6kérnek megfelelé projektiv egye-
nes nem metszi a kupszeletet, amiért teljes egészében a kiils6 pontok halmazaba
esik. (Persze az is igaz, hogy a gémbsapka barmely pontjan dtmend f6kor pontosan
ketté pontban metszi a gdbmbsapka hatarat, amiért az ilyen f6koroknek megfelel
projektiv egyenesek metszetei adjak a belsé pontokat.)

Tekintsiik most az origén atmené egyeneseknek a gombsapkat a kozéppontja-
ban érint6, mondjuk z = —1 egyenleti, sikkal vett metszéspontjait. Ez egy x bijektiv
leképezést ad a Bolyai-sik és az euklidészi sik egységkorének belseje kozott.

Cayley—Klein-modell. Legyen Kf a K euklidészi egységkor belsé pontjainak halma-
za, melyben egyeneseknek nevezziik a K kor nyilt hurjait, és az X,Y € K pontok
kozotti tavolsdgot d(X,Y) = o|In+/(ABXY)| adja, ahol A és B a K kor X és Y
pontra illeszked6 hirjanak a korvonalra esé pontjai. A
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112 4. Bolyai-sik

050. abra

Tétel. A K Cayley—Klein modell izometrikus a o sugari H, Bolyai-sikkal.

Bizonyitasképpen elegendé arra gondolni, hogy a x tartja az egyeneseket, mert
a projektiv pontok pontosan akkor kollinearisak, ha a nekik megfelel6 egyenesek
kozos euklidészi sikba esnek. A x tartja a kett&sviszonyt is, mivel a kollinedris
projektiv pontnégyesek kettdsviszonya a Papposz-tétel folytan megegyezik az Sket
reprezentdld egyenesek kettOsviszonyaval, ami a Papposz-tétel miatt megegyezik
barmely egyenesen vett metszéspontjaik kettdsviszonyaval.

A szogeket nem definidltuk a Bolyai-sikban, de a Cayley—Klein modellben
az euklidészi geometria alapjan konnyi megtenni: kotott szogén az egy pontbdl
kiindulé rendezett félegyenesparokat értjiikk. Két kotott szoget i-relacioban 1évének
modunk, ha a Bolyai-sik valamely izometridja egyméasba viszi éket. Az i-relacié
ekvivalencia-relaci6, mely pontosan ugyanugy lathaté be, mint az euklidészi esetben
[Kurusa: Euklidészi geometria]. Irdnyitatlan szabad szognek nevezziik a kotott
szogek ezen ekvivalencia-relacié szerinti ekvivalencia-osztalyait.

Amire a trigonometridhoz sziikség van, az a szabad szogek mérése. Ez azt
jelenti, hogy a kotott szogekhez olyan nem negativ szamokat kell rendelni, melyeket
a Bolyai-sik izometrai nem valtoztatnak meg.

A szdgek ilyen mérésére nem alkalmas a Cayley—Klein modell félegyenespéarja-
ihoz rendelt euklidészi szogmérték, mert nem invaridns a Bolyai-sik izometridival
szemben. Tekintsiik ugyanis az euklidészi egységkor e atmérdjét és egy ezt metszo,
de nem atméré f hurjat. Tudjuk, hogy az e hiperbolikus egyenes f hiperbolikus
egyenesre vonatkozo6 e’ hiperbolikus titkorképének hatdrpontjai, valamint az e ha-
tarpontjai és az f egyenes F' polusa kollinearisak.

80. abra
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4.2 Modellek 113

Az e és f euklidészi szoge egy vondssal, az €/ és f szoge két vonassal van jelolve az
abran, és nyilvan nem egyenlé mértékiiek, hacsak az e egyenes nem meréleges az f
hirra, vagyis (77(e), f)< # (e, f)<, ahol 7/ a hiperbolikus tiikrozés.

A hiperbolikus sik izometridi a Cayley—Klein modellben nem csak az egye-
neseket tartjak, hanem az alapkort merdlegesen metsz6 koroket is, ugyanis egy
nak megszoritdsa a modell pontjaira. Az ¢ kollineacié barmely g egyenest valamely
p egyenesbe visz, igy ezeknek a kérvonallal vett A,, B, és A,, B, metszéspontjait,
valamint az ezekbe hiizott érint6k Q = p(q) és P = p(p) metszéspontjait is egymads-
ba viszi (itt p a kipszeletet meghatdrozé valamely polaritds), teht az ¢ kollinedcié
a @ kozépponti |QA,| sugart kort a P kézépponti |PA| sugart korbe transzfor-
maélja. (Emlékeztetiink, hogy a projektiv kollinedcidk a kipszeleteket kiipszeletekbe
transzformaljak!)

100. abra

Erdemes felfigyelni rd, hogy rdadasul barmely a Cayley-Klein modell hatérat me-
rélegesen metszé Kp és Kg kor esetén, ezek kozéppontja rendre P és @), van Sket
egymasba vivo ¢ izometria, st kettd is, hiszen a korok &ltal az egységkorbol ki-
metszett A,, B, és A,, B, hatarpont-parok elvart transzformaciéja — és ebbdl
éppen kettd van, mégpedig az (A, — Ay, By — By) és (A, — By, By, — A;) —
meghatarozza a kupszeletinvoliciot.

Az alabbi tételben az egységkor belsdé pontjait az origd kozépponttal és egy
u egységvektorral megadott euklidészi polarkoordinatakkal latjuk el, vagyis a sik
pontjait azzal a (¢, ) szdmpérral adjuk meg, amelynél az origébdl az onnan r > 0
euklidészi tavolsagra 1évé pontba indulé félegyenes ¢ euklidészi mértékl szoget zar
be az u egységvektorral.

Tétel. A : K — K transzformdcio, melyre ®(p,1) = (¢, %), bijektiven képezi
a IC egységkorlapot énmagdra, 6rzi az origon dthalado egyeneseket, az eqységkirt
merdlegesen metszd minden kérivet a koriv metszéspontjait 0sszekotd hiurba visz, és
a kettosviszonyt a négyzetébe viszi.

Bizonyitas. Mivel 0 < r < 1 < 1/r esetén a szdmtani és mértani kozép kozti
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114 4. Bolyai-sik

egyenlGtlenség miatt

2r L _1_
L4722 tr 71 7
2

a @ transzformacié az egységkor belsejét valdban az egységkor belsejébe képezi.

r2
véaltozéban olyan masodfokt egyenlet, melynek 0 < p < 1 esetén egyetlen mindig
létez8 megoldédsa r = p/(1 + /1 — p?), ez pedig igazolja a bijektivitast.
Az vilagos, hogy ® Orzi az origdbn dtmend egyeneseket.

A bijektivitds igazolasdhoz figyeljiikk meg, hogy a p = % egyenl6ség az r

Most megmutatjuk, hogy a ® leképezés az egységkort merdlegesen metszo
koroknek az egységkoron beliilre es6 ivét a metszéspontjaikat 6sszekotd hirba viszi.

Vegyiink egy olyan C' kézéppontt r sugari C kort, ami merélegesen metszi az
egységkort az A és B pontokban.

130. abra

Legyen az X pont ennek a koérnek az egységkor belsejébe esé ivén, az origotol
mondjuk x tavolsagra. Az origébdl induld, az X ponton athaladd félegyenesen
vegyiik fel az X egységkorre vonatkozé X inverziv képét, ami nyilvan 1/z tédvolsagra
van az origbtél. Az X pont nyilvan az egységkoron kiviil esik, és rajta van a C koron,
hiszen az egységkort merdlegesen metszé kordk invariansak az egységkorre vett
inverziéra nézve.

Az X és az X pont szakaszdnak X' felezéje az OX egyenesen az origbtol
#(x + 1) tdvolségra van. Thalész tétele szerint ez a felez8 pont az OC &tmérdji
koron van, hiszen CX’ L X X. Eszerint az X’ pont egységkorre vett X = ®(X)
inverziv képe ezen Thalész-kor ugyanezen inverzional kapott képén van. Ez a kép
egy egyenes, mely atmegy a Thalész-kor és az egységkor metszéspontjain, amelyek
viszont az A és B pontok, hiszen OA | CA és OB 1 CB.

Még be kell latnunk, hogy a @ leképezés a kettOsviszonyt a négyzetébe viszi.

Az AXBX htrnégyszogben a haromszogek szogeinek egyezOsége miatti
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4.2 Modellek 115

AXXNA ~ XXBA és AXXA ~ XX BA hasonlésagok alapjan az

|AX| |AX| |XX| |, |AX| |AX] |XX]|
= = = — es — — — — —
|IBX| |XX| |XB| |BX| |XX| |XB|

ardanyparokat allithatjuk fel, melyekbdl

|AX|  |AX||XX| |AX||AX| |AX||AX|
IXB| |XX||XB| |BX[|BX| |XB||XB|

adodik.
Mivel OA és OB is a C kor érint6je, OAX < = OX A< és OBX < = OX B4,
amiért OAXA ~ OX AN és OBX/A ~ OXBA teljesiil. Ezek alapjan

[AX| _ |0X| _ oA, |BX| _|0X| _|0B|
|AX]  |0A]  |OX] |BX| |0B]  |OX[’

amiért a nyilvanvalé |OB| = |OA| egyenléség okan |AX|/|AX| = |BX|/|BX]|.
El6bbi egyenl6ségiinkbe ezt beirva

AX] _AX|1AX] _ (1AX) .

XB| |XB|IXB| _ \XB

kovetkezik. Figyelembe véve, hogy

sin AXX<  |AX|/2r  |AX]|

ABX) = i - ,
( ) sinXXB« |XB|/2r |XB

kapjuk, hogy (ABX)? = (ABX ), amiért a ® transzforméci6 a kettésviszonyokat a

négyzetiikre valtoztatja. Ezzel a tételt belattuk. -

Poincaré-féle kérmodell. Legyen Kb az K euklidészi egységkor belsé pontjainak
halmaza, melyben egyeneseknek nevezziik az atmérdket és a I kort merélegesen
metsz6 korok K belsejébe es6 iveit, az X, Y € KP pontok kozotti tdvolsag pedig
d(X,Y) = o|In(ABXY)|, ahol A és B az X és Y pontra illeszkeds, a K kort

merolegesen metsz6 kor két metszéspontja a I korrel. A

110. abra
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Tétel. A O: Kg — KZ kollinedcid izometria.

Bizonyitas. Elébbi tételiink szerint @ bijektiv leképezés, mely a KL Poincaré-féle
kormodell egyeneseit a Kf Cayley—Klein-modell egyeneseibe viszi, vagyis kollinedcio,
ezért elég latni, hogy ® izometria is.

Jelolje db a Poincaré-féle, df, pedig a Cayley—Klein-féle tavolsagmérést. Ekkor
ezek definicidja és el6bbi tételiink alapjan

dh(X,Y) = o|In(ABXY)| = o|In/(ABXY )?| = o/ In \/(®(A)(B)P(X)®(Y))|
= o|In\/(ABR(X)®(Y))| = dy((X), D(Y)).
Ezzel a tételt bebizonyitottuk. -

Koévetkezmény. A KI Poincaré-féle kormodell izometrikus a ¢ sugari H, Bolyai-
sikkal.

Tétel. A H, Bolyai-sik hiperbolikus tikrizéseinek a KL Poincaré-féle kormodellben
a hiperbolikus egyeneseknek megfeleld ivek koreire vonatkozo inverziok felelnek meg.

Bizonyitas. Tekintsiink egy a K egységkort merolegesen metszé C' koézéppontta C
kort. Vildgos, hogy a C korre vonatkozé inverzié
e az egységkort helyben hagyja, hiszen az merélegesen metszi,
e az egységkort merdlegesen metsz6 koroket origdn dtmené egyenesekbe, vagy
az egységkort merolegesen metsz6 korokbe viszi,
e az origdn atmenos egyeneseket az egységkort merélegesen metszé korokbe viszi,
e a C alapkort pontonként helyben hagyja,
o felcseréli az egységkorlap azon két részét, amire az inverzié C alapkore osztja,
hiszen az inverzié az alapkore belsé és kiilsé pontjait felcseréli.
Leforditva ezeket a tulajdonsagokat a Bolyai-sikra, azt latjuk, hogy az inverzi6 egy
olyan kupszelet-involiicio, mely fixen hagy egy egyenest. Ebbdl kévetkezik, hogy ez
a Bolyai-sik egy hiperbolikus tiikrozése. -
Mivel az inverzidk tartjdk a szogek euklidészi mértékét [Kurusa: Euklidészi
geometria], és iménti eredményiink alapjén ezek hiperbolikus izometridk is, kovet-
kezik, hogy a Poincaré-féle kormodellben lathat6 euklidészi szogek — vagyis két
kor metszésénél a korok érintéi altal alkotott szog —, euklidészi mérése teljesiti a
szogek hiperbolikus mérésére vonatkozé invariancia-kévetelményiinket. Minthogy
ez nyilvan forditva is igy van, a Bolyai-sikon a sz6gek mérése konstans szorzé erejéig
megegyezik a Poincaré-féle kormodellbeli euklidészi méréssel.

Definici6. A H, Bolyai-sik szabad szogét ugy mérjiik, hogy vessziik egy kétott
szO0gének a Poincaré-féle kormodellben megfelel$ kotott szoge euklidészi mértékét.

Ezt hiperbolikus szégmértéknek nevezzik. A
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4.2 Modellek 117

Definicionk tartalmét ugy is kifejezhetjiik, hogy a Poincaré-féle kormodell a
Bolyai-sik konform képe.

Tekintsiik a ®: H, — Kf izometrikus kollineaciot, legyen O € H, az a pont,
melynek O’ = ®(0) képe a K Cayley-Klein-modell origdja. Legyen X € H, az
O ponttél h hiperbolikus tévolsigra, az OX egyenes messe H, hatarat az A és B
pontokban, és hasznéljuk az

/ / A
A= B(A), B = B(B), X' = &(X) és r = § OX'| haX €04,
_|0'X’| ha X € OB

jeloléseket. Ekkor e?"/¢ = (ABOX) = (A'B'O'X’) = % : L‘r: = if:, amibdl

h/e —h/o .
e'’?—e h ;
ciTere e — tanh 7 kovetkezik.

Most vizsgdljuk a W: H, — K& izometrikus kollinedciot, és legyen O € H,
az a pont, melynek O" = ¥(0) képe a KP Poincaré-féle kérmodell origdja. Legyen
X € H, az O ponttdl h hiperbolikus tévolsagra, az OX egyenes messe H, hatarat
az A és B pontokban, és hasznaljuk az

T =

|O'X’|  ha X € OA4,

A'=V(A), B =V¥(B), X' =V(X)ésr = OB
(A), (B), (X) ésr {_|ofx/ ha X € OB

jeloléseket. Ekkor e"/¢ = (ABOX) = (A'/B'O’'X’) = }/73 : ﬁ: = £ amibél
oh/20_g—h/20

eh/2efe—h/%e = tanh QLLQ kovetkezik.
Mindegyik sikon rogzitve az origot és polar-koordinataikkal jel6lve a pontokat,

T =

a kovetkezo diagram foglalja 6ssze az eddigieket.

K;D > HQ KC
(0, h) = (¢, )

~ I ’

(¢, tanh )

(@7 T) = (SD/ 13_:«2)

(¢, tanh 2’—:}) — (p, tanh L;)
140. abra

I

A sz6g hiperbolikus mérése és a modellek kozti kapcesolat birtokdban vilagos,
hogy a Caley—Klein-modellben
e az origdn atmeno egyenesek egymaskozti, és
e az origdn atmend, valamint ezekre hiperbolikusan meréleges egyenesek
euklidészi szogmértéke megegyezik a hiperbolikus szogmértékkel.
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Fontos megjegyezni, hogy bar az origd lathatélag specialis helyzetnek érvend
a modellekben, ez csak a modellek sajatossaga, hiperbolikus értelemben az origd
nem kiilénboztetheté meg a tobbi ponttol.

Modelljeink kettésviszonyt tarto bijektiv transzformaldsaval Gjabb sikbeli mo-
dellek nyerhet6k. Példaul a Poincaré-féle kormodell olyan kérre vonatkozé inverzidja,
melynek kozéppontja a K hatarolé korén van, a Poincaré-féle félsikmodellhez vezet,
melyben az egyenesek a félsik hatarat merélegesen metszé korok. A részletekre és
a tovabbi modellekre itt most nem tériink ki, de megjegyezziik, hogy kétkdpenyti
forgashiperboloidon a Bolyai-sik olyan modellje hozhat6 létre, aminek kiilonféle
vetitéseibdl az itt targyalt két modell egyszertien nyerhetdé [Kurusa: Bevezetés a
differencidlgeometriabal.

Tekintsitk most modelljeinket a komplex szdmsik C<q = {z : |z| < 1} egy-
ségkorlapjaként. Ekkor természetesen adédnak a d,: KD — C<y és o.: K — C<y,
valamint ezekbdl a Ap: H, — C<q és A.: H, = C<; koordinatazasok.

Ismert, és a Fiiggelékben is megtaldlhaté, hogy a z1, 22, 23, 24 € C<; komplex
szamok

zZ3 — 21 zZ4 — 21
(21222324) := p— : p——

komplex kettdsviszonya akkor és csak akkor valés szam, ha a z1, 22, 23,24 € C<y
komplex szamok kozos egyenesre vagy kozos korre esnek.

A A, és A, koordinatazasokban a H, Bolyai-sik izometridi a C<; komplex
egységkorlapot bijektiven, az egyeneseket egyenesekbe, az egységkorvonalat mero-
legesen metsz6 koroket az egységkorvonalat merdlegesen metsz6é kordkbe képezik,
ami iménti észrevétellink alapjan pontosan azt jelenti, hogy tartjak a komplex ket-
tésviszony wvaldssdgdt.

A fiiggelékben kozolt eredmények alapjan pontosan a konjugalassal kiegésziilt
f(2) = k2=£ alaki (|k| = 1 és |[¢] < 1) tortlinedris leképezések tartjak a komplex

1—20
kettOsviszony valossagat. Ez alapjan konkrét formaban tudjuk megadni a Bolyai-sik

izometridit.
Tétel. A H, Bolyai-sik izometridi a A, és A. koordindtdzdsban is az

z—/ , _ z—/
@ =hi— & T =k

alakd leképezések, ahol |k| =1 és || < 1.

Az izometridk ilyen explicit forméjanak rendelkezésre alldsa lehetévé teszi,
hogy az izometridkrél igazolt allitasainkat egyszerli szamolédssal bizonyitsuk, aminek
atgondolasa az érdekl6d6 olvaséra marad.
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4.3 Trigonometria 119

4.3. Trigonometria

Tekintettel arra, hogy a ®: H,, — H,, kollineici6, melyre ®(p,h) = (¢, ho2/01),
ahol (¢, -) a polarkoordinatakat jeloli, a pontokat nem, csak a pontok tavolsdgat
valtoztatja, a ® nem valtoztatja a szogeket. Mivel & a tavolsagokat aranyosan
valtoztatja, barmely H,, Bolyai-sikon igazolt t(a,b,c, o, 5,7v) = 0 trigonometriai
Osszefliggésbol a t(ape/01,bo2/01,c02/ 01,0, B,7) = 0 Osszefliggés is kovetkezik a
H,, Bolyai-sikon.

Az oldalak és hosszuk a Cayley—Klein modellben kénnyen kezelhetdk, hiszen
minden oldal megegyezik az euklidészi geometria pontjai dltal kozrefogott szakasszal,
az oldalak hossza pedig a kettOsviszonybdl szamolhatd, mely ilyenforman nem val-
tozik az izometridk hatasara. A szogeket sem til nehéz kezelni, hiszen az origéban a
hiperbolikus és az euklidészi szogmérték megegyezik, és ugyanez igaz az origébn atme-
no és ezekre merdleges egyenesek szogére is. Ezek miatt a Bolyai-sik trigonometriai
Osszefiiggéseinek meghatdrozasira a Cayley—Klein-modellt hasznaljuk.

A haromszogeket mindvégig a szokasos, klasszikus modon betiizziik. Ha harom
hiperbolikus egyenes mindegyike metszi egymaést, vagy elpattané, akkor annyiszo-
rosan aszimptotikus hdromszdgnek nevezzik a konfiguracidjukat, ahdny egyenespar
elpattan6 a harom egyenesbdl képzett parokbdl.

Hiperbolikus szinusztétel. A H, Bolyai-sikban az ABC' hiperbolikus hdromszdgre
b
sinh 2 : sinh 2 : sinh & = sina : sin 3 : sin~y.
0 0 0

Bizonyitas. El@szor csak derékszogli haromszogekre igazoljuk az allitdst. A K¢
Cayley—Klein-modellben valé szamitashoz figyeljiikk meg, hogy a haromszog egyik
nem derékszogii csucsardl feltételezhetd, hogy az origdba esik, mert hiperbolikus
izometridaval barmely haromszoget atvihetiink ilyen helyzetbe.

Legyen tehat a derékszogii haromszog egyik nem derészogli csticsa az origo, az
ezzel szemkozti XY befogd pedig essen az AB hatdrpontokkal megadott egyenesre.
A derékszog legyen az X csticsnal, az OY atfogd hiperbolikus hossza pedig legyen c.

150. abra
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120 4. Bolyai-sik

Vildgos, hogy |XY| = tanhcsina, és |[AB|/2 = V1 — tanh? c cos? o, amiért
(|AB|/2)? — |XY|> = 1 — tanh® ¢ = 1/ cosh® ¢. Ezt kétszer is felhasznélva
$|AB| + |XY| ‘
3|AB| — |XY|

1 |BY 1
sinh d(X,Y) = sinh | In /(ABXY)|= sinh ‘5 In AY| — sinh ‘5 In

3[AB| +|XY])?
1/ cosh? ¢
1771

=3 [(§\AB| + |XY\) coshc —

:sinh‘%ln ( ‘ :sinh[ln ((%\AB|+|XY\) coshc)}

1
(|AB| + |XY]) coshc}

1171 1
= [(§\AB| + |XY\) coshe — <§|AB| - |XY|) coshc]
= | XY | cosh ¢ = sinh ¢sin «
bizonyitja az allitast derékszogli haromszogre.
Altaldnos haromszog C cstcsabol az AB egyenesrte bocsajtott meréleges messe
az AB egyenest a T pontban, és legyen m = d(C,T). Ekkor az ACT és BCT
hiaromszogek a T cstcsukndl derékszogliek, ezért sin asinhb = m = sin Ssinha,

ami bizonyitja a tételt. -

Hiperbolikus koszinusztétel. Az ABC hiperbolikus hdromszogben

b b

cosh < = cosh < cosh - — sinh = sin —cosv (oldalra),

1 h h h inh — sinh ldal
0 0 Y 0 0

(2) cosy = —cosacos 3 + sin asin § cosh ¢ (szaogre).
4

Bizonyitas. Elegend6 a K{ modellben bizonyitani, és feltehetjiik, hogy a haromszog
C csicsa az origbba esik. Az (1) allitdst visszavezetjik a szinusztételre.

A héaromszog origoval szemkozti XY oldalan legyen F az origd merdleges
vetiilete, A és B az XY egyenes két hatarpontja. Az X és Y csticsokkal szemben
1év6 oldalak hossza rendre b és a, az OF magassagvonal hiperbolikus hossza m.
A haromszog origondl 1évé szoge v, az OF magassiagvonal OX és OY oldalakkal
bezart szoge rendre ;1 és vs.

160. abra
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4.3 Trigonometria 121

Legyen x = d(F,X) és y = d(F,Y), melyekre a szinusztétel szerint sinhz =
sinh a sin vy és sinh y = sinh bsin v, teljesiil.

Az dbrén a d(X,Y) = x+y eset lathatd, de F ¢ XY esetén d(X,Y) = |x —y|,
ezért

coshd(X,Y) = cosh(z + y) = cosh z cosh y + sinh z sinh y

= \/1 + sinh? asin® v \/1 + sinh? bsin® 4, =+ sinh a sin v, sinh bsin s,

()
amiben az
1+ sinh? asin®v; = 1 4 sinh? a(1 — cos? ;) = cosh? a — sinh? a cos?
= cosh? a(1 — cos? 71 tanh? a),
1 + sinh? bsin® 45 = cosh? b(1 — cos? 7, tanh? b),
cos 1 tanh a = cos o tanh b,

azonossagokat felhasznalva

(%) = cosh a cosh b(1 — cos? ~; tanh? a)
= cosh a cosh b(1 — cosy; tanh a cos v, tanh b)
adédik, amiért
coshd(X,Y) = cosh a cosh b — sinh a sinh b(cos y; cosv2 F sin; sinys)
= cosh a cosh b — sinh a sinh b cos(y1 £ 72)
= cosh a cosh b — sinh a sinh b cos v,
és ez éppen a bizonyitandé (1) &llités.
Ahhoz, hogy a (2) formuldt bizonyitsuk, el6bb vezessiik be rendre az « és
B jelolést az OXY haromszog X és Y pontjanal 1évé hiperbolikus szogmértékre.
Vegytik észre, hogy a szinusztétel és (1) derékszogli haromszogre val6 alkalmazdsdval
sinh m = sinh a sin @ = sinh bsin 8
cosha  coshbd

coshm = = ,
coshx  coshy

tanhm  coshasinhm cosh a(sinh a sin «) .
== = — = coshzsin a,
tanha  sinhacoshm  sinha(cosha/ coshx)

coS Y1

cos y2 = cosh y sin 3,
cos a = coshm sin sy,

cos 8 = cosh m sin s,
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122 4. Bolyai-sik

ahol az utols6 harom sor a cosvy; formuldjanak analdég alkalmazéasa derékszogii
haromszogekre. Ezekbdl

sin asin B cosh ¢ = sin acsin B(cosh a cosh b — sinh a sinh b cos )

= sin asin 8 cosh? m cosh & cosh y — sinh?® m cos 5
= cosh? m cos ;1 cos v, — (cosh? m — 1) cos y

= cosh? msin 71 Sin g + cos vy

= cosacos B + cos~y
kovetkezik, ami bizonyitja a tételt.

Tétel. A C csucsdndl derékszogl haromszogben érvényesek a kévetkezdk.

o (Pitagorasz-tétel) cosh € = cosh < cosh -
o

o (Befogététel) tanh — = tanh ¢ cosa.
o o

Az oldalra vonatkozé Pitagorasz-tétel a koszinusztétel egyszerli alkalmazésa,
a befogotételt pedig a bizonyitasban mar hasznaltuk is.

Egy tetszéleges m hosszisagu szakasz egyik végpontjiban felvéve az e egyene-
sére merdleges f egyenest, majd a masik végpontjdban az f egyenessel elpattand
egyik egyenest, egy egyszeresen aszimptotikus derékszogii haromszoget kapunk. Két
ilyen egyszeresen aszimptotikus derékszogii haromszog pontosan akkor egybevagd,
ha a véges befogdik hossza egyenld, ezért beszélhetiink szakasz pdrhuzamossdagi szo-
gérdl, mely az m véges befogdoval rendelkezd egyszeresen aszimptotikus derékszogi
haromszégben a nem elpattand és nem derészogre szerkesztett csiicsndl kialakul.
Euklidészi sikon ez a sz6g az m hosszisdgtol fiiggetlentil derékszog.

Tétel. A o sugard Bolyai-sikon a b hosszisdgi szakasz o(b) pdrhuzamossdgi szogére
cos p(b) = tanh(b/p).

A bizonyitas mindossze annyi, hogy elébbi tételiink (2) dllitdsdban vessziik a
¢ — oo hatdrdtmenetet, mely esetben o — (b).

A parhuzamossédgi szogre hagyoményosan a fentivel ekvivalens tg(p(b)/2) =
e~? egyenletet szokas megadni, amit a fentibdl a szogfiiggvények azonossagai adnak.

A parhuzamossigi szog 0 és m/2 kozé esik, de ezen értékek egyikét sem veszi
fel, ami azt mutatja, hogy egyszeresen aszimptotikus derékszogli haromszogben a
sz0goOsszeg kisebb, mint 7.

Tétel. Minden hdromszdg belsé szogeinek Osszege kisebb mint .
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4.4 Teriiletmérés 123

Bizonyitas. Tekintsiikk az ABC haromszog C cstcsat a Poincaré-féle kormodell
origbjaban. Ekkor a haromszog két ezen atmené oldala euklidészi értelemben is
egyenes, az origon nem atmené c oldal pedig euklidészi értelemben olyan koriv,
melynek /C kére merdlegesen metszi az egységkort. Mivel a K kér minden nem nulla
hosszisagu hurja pozitiv szogeket zar be a végpontjaiban a kort érintd egyenesekkel,
az ABC hiperbolikus haromszog A és B pontndl 1évé szogei, melyek a koriv és az
oldalegyenesek euklidészi szogeivel egyeznek meg, kisebbek az ABC' pontokkal meg-
adott euklidészi haromszog A és B pontnal 1évé szogeinél. Mivel utébbi euklidészi
haromszog szogdsszege 7, ez bizonyitja a tételt. -

A sz0gosszegnek a m sz6gt6l vald, most kimutatott 6 = o+ 8 + v — 7, mindig
negativ eltérését szdgdefektusnak hivjuk.

4.4, Teriiletmérés

A tertletmérés bevezetéséhez ismét az euklidészi sik és a gombfeliilet esetében is
bevélt dtdarabolasi eljardst hasznaljuk a hiperbolikus sokszogek P (H,) halmazdban.
Az t: P(H,) — R leképezést teriiletmérésnek nevezziik, ha minden hiperboli-
kus sokszogre
(1) t >0,
(2) t =0 akkor és csak akkor, ha a sokszog tires,
(3) ha a Py hiperbolikus sokszoget egy egyenes a Py és P hiperbolikus sokszogre
vagja, akkor t(Py) + t(Ps) = t(P12), és
(4) minden izometrikus ¢ transzformdciora ¢ o ¢ = t.

Jegyezziik meg, hogy a haromszorosan aszimptotikus haromszogek izometri-
kusak egymdssal (egybevigbak), mert a kupszelet barmely két pontharmasahoz
pontosan egy kipszeletet invaridnsan hagyé kollineaci6 1étezik, mely az egyik pont-
harmast a maésikba viszi, ezért kovetkezd tételiink els6 allitdsaban a hangsuly a
héromszorosan aszimptotikus haromszog teriiletének végességén van.

Tétel. Pontosan egy teriletmérés létezik. Ez minden hdromszorosan aszimptotikus
hdromszdgre ugyanazt a véges T valos szdmot adja, €s

t(ABCA) = (Wfafﬂffy)T

;a
ahol o, B és v az ABC hdromszog szégei.

Bizonyitas. Az allitdsokat tobb, egymasra épiilé 1épésben igazoljuk.
A teriiletmérés létezésének igazolasahoz definidljuk a ¢ fiiggvényt egy hiper-
bolikus sokszogre gy, hogy valasztunk egy T > 0 konstans valés szamot, majd a
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124 4. Bolyai-sik

sokszoget valamely A; cstcsat a tobbivel 6sszekoté egyenesek — ezek az atlok —
mentén hiaromszogekre bontjuk, ezekre kiszdmitjuk a (m —a — 8 — 'y)% értéket, és
ezen értékeket Osszeadjuk.

Mivel a haromszogek csiicsai a sokszog cstucsaiba esnek, és az A; csticsban
éppen eggyel tobb haromszog csicsa van, mint ahdny atld, ezen értékek Osszege
(n—2)m — Y.y, ahol o, az n-szog i-edik cstcsban 1év6 belsd szog. Ez az érték
fliggetlen a felbontastdl, igy elég latnunk, hogy a

HAL Ay .. Ay = ((n o) — 2": ai) T

- ™
=1

fliggvény eleget tesz a teriiletmérésre kirott négy kovetelménynek és a haromszorosan
aszimptotikus haromszogekhez a T szamot rendeli.

Valéjédban csak (3) igazoldsa nem teljesen nyilvdnvald.

A (3) tulajdonsdg bizonyitdsét két esetre bontjuk aszerint, hogy a hdromszoget
kettévagd egyenes atmegy egy cstucson, vagy elkeriili a csicsokat.

200. abra

Ha a kettévagd egyenes dtmegy a C' csticson, akkor

HACD) 4 ((OBD) = (1 —a— 71 — )= + (5~ B — 52) -
= (r—a -~ — )= =H(ABO),

ha pedig elkeriili a cstucsokat, akkor

t(ABFE)+t(EFC’):(277—047B—<p1*61)§+(7T*€2*802*’Y)%
:(W—a—ﬁ—'y)%:t(ABC)

igazolja a (3) allitdst.
Az unicitas igazoldsahoz legyen t egy teriiletmérés.

1. Legyen ABC, egy egyszeresen, a Cy, csiicsaban aszimptotikus haromszog.
Vegyiik az ABC» haromszog B cstcsandl a szogfelezot, és tiikrozziik erre az ABC o
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4.4 Teriiletmérés 125

haromszoget. Jelolje A, a C tikorképét, C pedig az A tiikorképét.

170. abra

Legyen a B cstics AxCo egyenesen 16v6 merdleges vetiilete F. Vilagos, hogy a BF
egyenes az ABCy, hiaromszog B cstcsanal 1év6 szogfelezd, hiszen a BF egyenesre
vald tiikrozés a B cstcsot fixen hagyja, az A és Coo pontokat viszont feleseréli (hi-
szen a hiperbolikus tiikrozés megdrzi a szogeket, igy a titkkrozés tengelyére meréleges
egyenesek invaridnsak). Eszerint az A pont BF egyenesre vonatkozé C' tiikorképe
a BCy, egyenesre esik, és igy az AC,, N C A, pont a BF' egyenesre esik.

Legyen Ag = A, Cy = C, Ey az Ap, Gy pedig a Cy mer6leges vetiilete az
A Cy egyenesre. Az iménti a BF egyenesre vonatkozé érvelésiink értelmében az
FEyAy egyenes felezi az Ay pontba Osszefuté A, Ag és AgCoo egyenesek alkotta
szOget, és ugyanigy a GoCy egyenes felezi a Cy pontba Gsszefuté A..Cy és CoCoo
egyenesek alkotta szoget.

Ha valamely i € N természetes szamra az A;, C;, E; és G; pontok mar meg-
hatérozasra keriiltek, akkor legyen

e az A;y1 pont a C; A, egyenes A;E; egyenesre vett tiikorképének a BA,
egyenessel vett metszete,

e a F; 1y az A;11 meréleges vetiilete az A, Cs egyenesre,

e a C;qq pont az A;C egyenes C;G; egyenesre vett titkkorképének a BC
egyenessel vett metszete, és

e a G171 a Ci;1 merdleges vetiilete az Ao, C egyenesre.

Ismét a BF egyenesnél alkalmazott érvelés szerint az E;A; egyenes felezi az A;
pontba Gsszefutd A A; és A;Cy egyenesek alkotta szoget, a G;C; egyenes pedig
felezi a Cy pontba 6sszefutd A,,C; és C;Co egyenesek alkotta szoget. Ez egyben
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azt is jelenti, hogy az m,n < ¢ természetes szdmokra

BF ha m = n,
Amcoo n Aoocn € Cn—m—lGn—m—l ha m < n,
Ap—na1Bp_pn_1 ham>n.

Az eljarast folytatva, az indukcids elv szerint a fentiek minden 7, m,n € N ter-
mészetes szamra érvényesek maradnak, tehat eljardsunk a kétszeresen aszimtotikus
A, BCy, haromszoget végtelen sok kis haromszogre bontja gy, hogy mindegyik
kis hdromszognek egyik oldala valamely F;A; vagy G;C; egyenes része. Az elja-
ras soran keletkezd egyenesek metszéspontjait koordindtazhatjuk azzal, hogy mely
AnCo és C Ay egyenesen vanna rajta: ekkor a metszéspont koordinétdja (m,n).
Ezekkel kifejezve egy kis haromszog egyik oldala valamely A,,_,_1Fm_n_1 vagy
Chn—m-1Gn_m—1 egyenesen van, ha erre az oldalra es6 csicsainak koordinatdja
(m+i,n+1i)és (m+i+1,n+i+ 1) alakiiak valamely alkalmas ¢ € N véilasztdssal.
(Itt most éltiink a B = C_; = A_; és F = G_; = E_; jeloléssel.) Ekkor a kis
haromszog harmadik csticsa mér csak (m+i+1,n+14) vagy (m+4,n+14+ 1) lehet.
Az E;A; vagy G,;C; egyenesekre vonatkozo tiikrozéseket figyelembe véve vilagos,
hogy azok a kis hdromszogek, melyek koordindtai dsszege dllando, egymds (néhdny
tiikrozéssel 1étrejott) izometrikus képei.

Szemléletesen az abran ez ugy latszik, hogy az A..Cs egyeneshez képest
»azonos magassaghan” (ez a magassag fogalom val6jaban metszéspont koordindtai-
nak Osszege) 16v6 haromszogek egybevagok.

Mérpedig minden , magassadgban” az ilyen kis haromszogekbdl az EyGoCBA
Otszog ugyanugy pontosan kettét tartalmaz, mint az 1-szeresen aszimptotikus
ABCy héromszog. Mivel az egybevdgd hdromszogeken a (4) feltétel szerint egy
teriiletfiiggvény ugyanazt az értéket veszi fel, a (3) feltétel szerint pedig ezen kis
haromszogek unidjan a teriiletfiiggvény az egyes kis haromszogekhez rendelt értéke-
inek Gsszegét veszi fel, a teriiletfiiggvény értéke a EgGoC BA 6tszogén ugyanakkora
mint az 1-szeresen aszimptotikus ABC, haromszogon. (Fontos megjegyezni, hogy
a végtelen 0sszeg dacéra, itt nem kell konvergencia-problématol tartani, mert csupa
pozitiv szdm Osszegérol van szé, azok pedig szabadon rendezhetbek, és egy rendezé-
siikben — az 6tszog esetében —, a feltétel szerint véges Osszeget adnak.)

2. Legyen A, BCy egy kétszeresen, az A, és Cy csticsiban aszimptotikus
héromszog. Ekkor a B csticsdn keresztiil (akar az el6bbi abrérdl is leolvashaté médon
a BF egyenessel példdaul) felviaghaté két egyszeresen aszimptotikus hdromszogre.
Azokhoz a teriiletfiiggvény véges szdmot rendel, amiért ¢(A. BCs) is véges szam.

3. Legyen ABC egy 3-szorosan aszimptotikus haromszog. Két eset lehetséges:
a modell O kozéppontja az ABC haromszogon kivil vagy beliil esik. El6bbi esetben
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a betiizés valtoztatasaval elérhet6, hogy az O és a B pont az AC' egyenes kiilonbozé

oldalara essen.
A ' A
| B C‘
‘ \ B

180. abra
Mindkét esetben a teriiletfiiggvényre vonatkozé (3) feltétel miatt

H(ABC) = t(OAB) +t(OBC) —t(OAC), ha O ¢ ABCA,
~ | t(OAB) + t(OBC) 4+ t(OAC), ha O € ABCA,

vagyis a haromszorosan aszimptotikus haromszogekre a teriiletfiiggvény véges sza-
mokat vesz fel. Minthogy ugyanakkor az 6sszes haromszorosan aszimptotikus hé-
romszog egybevagd egymadssal, a (4) szerint ezek a szdmok mind egyenléek, mondjuk
T =t(ABC).

4. Vegyiink egy kétszeresen aszimptotikus A, BCs hiromszoget, melynél B
nem hatarpont. Vegyiink egy olyan izometriat, mely a B pontot a modell kozép-
pontjaba viszi. Mint minden izometridanal, az A, és Cy pontok képe ennél az
izometriandal is hatarpont lesz, vagyis a képharomszog kétszeresen aszimptotikus.
Az origd koriili elforgatdsok miatt igy kimondhaté, hogy két duplan aszimptotikus
haromszog akkor és csak akkor egybevigd, ha a nem hatarpont csicsdban 1évé
szOgeik megegyeznek. A (4) feltétel alapjan ez azt jelenti, hogy egy teriiletfiiggvény
altal egy duplan aszimptotikus haromszoghoz rendelt szam kizardlag a csticsban
16v6 szogtél flige. Legyen f(B) = t(AxwBCx), ahol  az AsBCy hiromszog B
pontjaban mért szoge.

Tménti dbrénk jelolései szerint, ha ¢ = AOB< és ¢ = BOC<, akkor a teriilet-
fiiggvény (4) feltétele miatt, ha ¢, > 0, akkor

T+ fle+v) ha ¢ + ¢ < m,
fle)+f)=1T ha o +¢ =,
T—f2r—¢p—1v) hap+¢>m.

Ebb6l kovetkezik, hogy a g(p) =T — f(p) figgvény additiv, mert

9(0) + 9(8) = T = f(@) + T — f(8) = 2T — (T + f(a + B))
— 9T — (f(a)+ f(8) = gla+B), haa+B<m
9(a) + g(8) = T — f(@) + T — f(8) = 2T — (T = f(x — )) — (T = f(x — B))

( a)+f(r=p8)=T—fCr—(x—a)—(r-p))
=gla+p) ha a+ 3 > m,
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128 4. Bolyai-sik

gla)+g(B) =T — fla)+ T - f(B) =T = g(7) = gla + B) ha o+ 3 = 7.

Minthogy az f szigortian monoton névekvo, hiszen a teriiletfiiggvény értékei poziti-
vak, a g fliggvény szigortian monoton fogyé, igy az additivitdsabdl (a Figgelékben
megadott tétel értelmében) kovetkezik a homogenitdsa is, vagyis létezik egy k kons-
tans, melyre g(¢) = k. Mivel g(w/2) =T — f(n/2) = f(n/2) = T/2, kovetkezik,
hogy g(p) = ¢T/m, vagyis f(¢) =T — oL = (1 — ¢)T/x.

5. Vegyiink egy tetszoleges nem aszimptotikus ABC' haromszoget, és hosszab-
bitsuk meg mindegyik oldalat az abran lathaté moédon a hatarpontokig.

190. abra

A meghosszabbitott oldalak messék a modell hatarat a Ao BsoCs haromszorosan
aszimptotikus haromszog csicsaiban. A teriiletfiiggvény additivitasi tulajdonsaga
alapjan

HABC) =T - f(r —a) = f(r = B) = f(m =)

ahol «, 8 és v rendre az ABC héromszog A, B és C csticsdndl 16v6 belsd szoge.
Eszerint

T

t(ABC) :Tfa—fﬁzf’yT
T 77

T
D e (r—a—B8—~)—
—=( =7
amivel a tétel bizonyitasa teljessé valt. -

A szogdefektusra érvényes Osszefiiggések koziil csak érdekességképpen kozliink
kettot bizonyitas nélkiil.

Tétel. Ha egy haromszog szogdefektusdat o, fél keriiletét pedig s jeloli, akkor

—56  tanh(a/g)tanh(b/p)sin~y
(1) te "2 1—tanh(a/p) tanh(b/g) cosy’

g \/sinh 2 sinh 352 sinh 552 sinh 5
2) tg - =
(2) te 2 cosh(a/p) cosh(b/ o) cosh(c/ o)
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4.5 A ,végtelen sugari” Bolyai-sik geometridja 129

A (2) formulét szokds hiperbolikus Héron-képletnek is hivni. Jegyezziik meg,
hogy az (1) képlet az elpattand oldalakat tartalmazé hdromszogekre is érvényes.

4.5. A ,végtelen sugarii” Bolyai-sik geometriaja

Az aldbbiak jél mutatjik, hogy bar hétkoznapi tapasztalataink az euklidészi geo-
metria torvényeit latszanak aldtdmasztani, még a Bolyai-geometria térvényeinek
kizarasara sem elegendéek.

Tétel. A wégtelen sugarid” hiperbolikus sik euklidészi.

Bizonyitas. Tekintsiik a Bolyai-sik ®: H, — K leképezését, és paraméterezziik
a H, pontjait ugy, hogy egy P pontjdhoz hozzirendeljiik annak hiperbolikus p
tavolsagat a Cayley—Klein-modell origdjanak megfelel6 O origétdl, valamint azt
az irdnyitott —m < £ < 7 szdget, mellyel az origd koriil elforgatva az x tengely
pozitiv félegyenesét, a ®(P) pontot tartalmazé félegyenest kapunk. Vildgos, hogy
a P+ (§,p)n, hozzarendelés bijektiv.

A sfkon tekintsiik azt a polarkoordinata-rendszert, melyben egy ) ponthoz hoz-
zarendeljiik annak g euklidészi tavolsagat az O origdtdl, valamint azt az irdnyitott
—71 < Y < 7 szdget, mellyel az origd koriil elforgatva az x tengely pozitiv félegye-
nesét, a (Q pontot tartalmazé félegyenest kapunk. Vildgos, hogy a Q — (¢,¢)s
hozzarendelés bijektiv.

Legyen ¥,: H, — R? az a leképezés, melyre a most adott koordindtdzasok
mellett ¥,: (§,p)m, + (§,p)s. Ez nyilvdn bijektiv kapcsolatba hozza a Bolyai-sik
pontjait és az euklidészi sik pontjait, és ez a kapcsolat nem fiigg a sugartél.

A Bolyai-sik egyeneseinek ®, melletti képe nyilvin nem lehet euklidé-
szi egyenes, azonban megmutatjuk, hogy minden e hiperbolikus egyenes esetén
lim, o0 ®,(e) egy euklidészi egyenes.

Tekintsiik a Bolyai-sik valamely e egyenesét. Ha ez atmegy az O ponton, akkor
W, egy origén dtmend egyenesbe képezi, hiszen pontjainak poldrkoordindtdiban a
szog-koordinata konstans.

Ha az e egyenes nem megy at az O origén, akkor vegyiik az O ponton at az e
egyenesre hiperbolikusan meroleges egyenes C' € e metszéspontjat az e egyenessel,
melyre U,(C) = (¢,b)s.

195. abra
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130 4. Bolyai-sik

A B pontot meghatérozza a ¥,(B) = (§,¢)s koordindtdjanak & szoge, hiszen a
befogotétel értelmében

b
tanh - = tanh < cosh |€ — .
4 0

Ez a ¢ sugart H, Bolyai-sik hiperbolikus egyenesének egyenlete az R? sikon a ¥,
koordinatazasban. Mindkét oldalt elosztva a o sugarral, a o — oo hataratmenet

eredménye
b lim Sb®/e)/e _ . tanh(b/e) . tanh(c/e)cosh|§ — ¢
0—0 COSh(b/Q) o—0 o 0—0 0
= ccosh |£ - SD‘,

ami pontosan R? egyeneseinek egyenlete.

Ezzel be is bizonyitottuk, hogy a ,végtelen sugaru” H,, Bolyai-sik egy affin
sik. A tétel bizonyitasdhoz a metrikat kell még megvizsgalni.

A H, Bolyai-sikon jeldlje d, a metrikdt. Ekkor a W,(A) = (£,a)s és ¥,(B) =
(&’,b)s pontok tavolsigat a ¢, = d,((§,a)s, (§',b)s) szam adja. Legyen v = &' — ¢&.
A koszinusztétel szerint

b b
cosh &2 = cosh £ cosh = — sinh < sinh 2 cos v,
0 o o 1 o
amibol
. 2 CQ . 2 Q . 2 b . a ., b
1+ 2sinh” —= = (1 + 2sinh —)(1 + 2sinh —) — sinh — sinh — cos~y
20 20 20 0 0

és igy
b b b
2 sinh? Co _ 4 sinh? a sinh? — = 2sinh? a + 2sinh? — — sinh 4 sinh — cos 7y,
0 20 20 20 20 0 0

kovetkezik. Mindkét oldalt elosztva az 1/(20)? szdmmal a
sinh(c,/20) )2 B 4a2b2 (sinh(a/ZQ) )z(sinh(b/ZQ) )2
co/20 402 a/20 b/20
sinh(a/2 sinh(b/2 sinh sinh
_ ag(sm (a/ Q))2 bQ(bln (b/ Q))2_4abbln (a/0) sinh(b/p)
a/20 b/2¢ a/e b/e
egyenldséghez jutunk. A haromszog-egyenlotlenség miatt ¢, < a + b, igy ¢ — oo
esetén a/o — 0, b/0 — 0 és c,/p — 0, amiért
sinh(a/p) . sinh(b/p) . sinh(c,/0)

lim SRR gy, SWOO) oy, SEMC/O) g
glﬂnolo a/o eingo b/o glﬁngo co/0

2¢2 (

e

cos 7y
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4.5 A ,végtelen sugari” Bolyai-sik geometridja 131

Ezeket alkalmazva egyenletiinkben a ¢ — oo hatarértékre azt kapjuk, hogy
2a% + 2b* — 4abcosy = 2( lim c,)?,
00—

ami éppen a sikban érvényes koszinusztétel.

Eszerint a ,,végtelen sugarta” H,, hiperbolikus sikon mérheté tavolsdgok egy-
beesnek az R? sikon mérhetd tavolsagokkal, ami bizonyitja a tételt. -

Bar tételiinknek nyilvanvalé kovetkezménye, hogy a ,végtelen sugart” H
hiperbolikus sikon az euklidészi trigonometria érvényes, azért nem érdektelen meg-
vizsgéalni, mivé alakulnak a hiperbolikus trigonometriai dsszefiiggéseink a , végtelen
sugart” hiperbolikus sikon.

Rogzitsiik az a, b, c > 0 valés szdmokat gy, hogy a a legnagyobb és b+ ¢ > a.
Ekkor minden H, Bolyai-sikon van a, b, ¢ oldalakkal rendelkez6 haromszog, csak fel
kell venni egy a hosszusagu fokoriv két végpontjaban egy b és egy ¢ hiperbolikus
sugart hiperbolikus kort, és venni ezek metszéspontjat.

Tétel. Legyenek a o sugari H, Bolyai-sikon a,b,c oldalhosszakkal biré hdrom-
sz0g szdget a(p), B(o) €és (o). Ekkor léteznek a lim, oo (o), lim,y oo B(0) €s
lim, o0 V(@) hatdrértékek, és rendre megegyeznek az a,b, ¢ oldalhosszakkal rendel-
kezd euklidészi haromszog a, B,y szogeivel.

Bizonyitas. Tekintsiink egy a, b, ¢ oldalhosszti hdromszoget a o sugara H, Bolyai-

sikon. Vildgos, hogy a/o — 0 amennyiben ¢ — oo, ezért

sinh z . sinh(a/0) sinh(b/ ) y sinh(c/ )
T im ———=.

1 = lim = lim = lim —%
z—0 x 0—00 a/g 0—00 b/g @—00 C/Q

Az oldalakra vonatkozé koszinusztétel szerint

cosh % cosh g — cosh g B cosh? % cosh? % — cosh? g (0/a)(o/b)

cosy(e) = sinh %sinh & ~ cosh € + cosh & cosh & sinh(a/e) sinh(b/o)
Y 4 Y 4 4 a/o b/o
a? sinh?(a/p) b2 sinh?(b/ o) 2 sinh?(c/0)
_ U G e )t w2 e ) — U+ @7 072)  (o/a)(e/b)
cosh(e/p) + cosh(a/p) cosh(b/ o) Sinh(/a/e) Sirﬂ;;b/g)
a/e 0
2 sinh?(c/p) + b2 sinh®(b/o) + a? sinh®(a/g) a2b? sinh®(a/p) sinh®(b/p)

__ 0 (c/o)? o*  (b/o)? 0* (a/o)? ot (a/0)? (b0

cosh(c/p) + cosh(a/ o) cosh(b/ o)
(o/a)(o/b)

sinh(a/p) sinh(b/p)
a/e b/e

—? + 1%+ a?
Hi

5ab , (0 — 00),
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132 4. Bolyai-sik

ami azt jelenti, hogy az a(p), 8(0) és v(p) fuggvényeknek van hatérértékiik a vég-
telenben, és ezek a hatarértékek éppen az euklidészi sik a, b és ¢ oldalhossztuisaggal
megrajzolt hdromszogének szogei. -

A szinusztétel a ,,végtelen sugart” H,, Bolyai-sikon az euklidészi szinusztételbe

alakul, mert

. . sinh(a/0)
sina(g)  sinh(a/o)  ~ajp a a
sin B(p) B sinh(b/ o) = Sinzﬁw b — b’ (0 — 0),
o

a szogekre vonatkoz koszinusztétel pedig az euklidészi haromszogek szogosszegét

adja, hiszen

cosy(e) + cos(a(e) + (e)) = cosy(e) + cos a(e) cos f(e) — sin a(e) sin (o)
= sin a(p) sin B(o) (coshg - 1) — 0, (0 — o0).

amiért lim,_, o (o) + lim,_yo0 5(0) + lim,—y 00 ¥(0) = 7.
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Projektiv terek, axiomatika és koordinatazas

Magasabb dimenziés nemeuklidészi geometriak vizsgélatahoz, melyre ebben a kényv-
ben nem keriil sor, kulcsfontossdgti a magasabb dimenziés projektiv terek megis-
merése, ezért ebben a fejezetben a projektiv sikot az eddigi empirikus, konstruktiv
megkozelités helyett absztrakt, deduktiv médon vizsgaljuk, majd ennek eredményeit
altalanositva magasabb dimenzids projektiv tereket vezetiink be és vizsgalunk.

5.1. Projektiv sik axiomatizalasa és koordinatazasa

Projektiv sik axiomai. Projektiv siknak neveziink egy (I3, &, ) rendszert, ahol a 3
halmaz elemeit pontoknak, az € halmaz elemeit egyeneseknek, az ezen két halmaz
kozti < relaciét illeszkedésnek nevezziik, ha
(1) minden P,Q € B, P # @ esetén létezik pontosan egy e € €, hogy P < e és
Qe
(2) minden e, f € €, e # f esetén létezik pontosan egy P € B, hogy P i e és

Praf,
(3) léteznek olyan P,Q, R, S € ‘P pontok, hogy koziliik semelyik hdrom nem
illeszkedik egy egyenesre. A

Természetesen ebben a geometridban sok, az eddigi targyalasban szerepld tétel
nem igazolhaté, hiszen példaul a folytonossag fogalma teljesen hidnyzik, azonban e
néhany axioma mégis gazdag geometriai struktira felfedezésére vezet.

A tovabbiakban az illeszkedés sz6 kivéltdsara értelemszertien hasznélni fogjuk a
szokasos szinonim terminolégidkat, mint a két pontot 6sszekotd egyenes, egyenesek
metszéspontja, sth. Axiomaink igy egyszerlien azt jelentik, hogy két kiilonbozé
pontot egyetlen egyenes kot ossze (1), két kiilonbozs egyenesnek pontosan egy
metszéspontja van (2), és van nem elfajult négyszog (3), vagy ami ugyanaz, van
négy altaldnos helyzetii pont (3).

Tétel. Léteznek olyan e, f,g,h € € egyenesek, hogy kézilik semelyik hdirom nem
illeszkedik egy pontra.

Bizonyitas. A (3) axiéma szerinti P, @, R, S € B pontokhoz léteznek az egyértelmii
e, f,g,h € € egyenesek, melyekre P,Q <ie, Q, R f, R,Stx1g és S, P < h.
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134 5. Projektiv terek, axiomatika és koordindtazas

Ha ezek k6zott van harom, mondjuk az e, f, g egyenesek, amelyek egy X pontra
illeszkednek, vagyis X e, X > f és X <1 g, akkor e = f, mert mindkett6 illeszkedik
a @ és az X pontra is, tovibba g = f, mert mindkett6 illeszkedik az R és az X pontra
is. Ebbél viszont e = f = g kovetkezik, amiért mind a négy P,Q, R, S € 33 pont
egy egyenesre, az ¢ = f = g egyenesre illeszkedik. Ez ellentmond a (3) axiéménak,

tehdat a feltevés nem lehet igaz, ami a tétel allitasat igazolja. -

Vegytik észre, hogy az (1), (2) és (3) axiémak és tételiink egyiitt olyan rendszert
alkot, melyben a pontok szerepét felcserélve az egyenesek szerepével az axiémak
Osszességének tartalma nem valtozik, vagyis itt is érvényesiil a korabban mér meg-
fogalmazott dualitds: minden bizonyithaté allitasnak a dudlisa is teljestl.

Definicié. Egy projektiv sikot Desargues-tipusiinak, vagy Desargues-félének mon-
dunk, ha teljesiil benne a Desargues-tulajdonsdg, vagyis benne minden haromszogpar

akkor és csak akkor centralisan perspektiv, ha tengelyesen is perspektiv. A

Kordabban mar lattuk, hogy a Desargues-tulajdonsiag 6ndualis, igy a Desargues-
féle projektiv sikokon is érvényes a dualités.

Definicié. Papposz-tipusunak, vagy Papposz-félének neveziink egy projektiv si-
kot, ha teljesiil benne a Papposz-tulajdonsdg, vagyis két kollinearis Ay, Ao, A3 és
By, By, B3 pontharmas esetén az AiBiAsBsA3zBs hatszog szemkozti oldalainak

metszéspontjai kollinearisak. A

Jegyezziik meg, hogy a Papposz-tulajdonsag nem 6ndudlis, ezért Papposz-féle
sikon mindaddig nem hasznédlhaté a dualitasi elv, amig a Papposz—Pascal-tétel
duélisa bizonyitasra nem kertl.

Egy hatszoget nevezziink Papposz-féle hatszognek, ha szemkozti oldalainak
metszetei kollinedrisak. (A kordbban vizsgalt projektiv sikon ilyen példdul a kap-
szeletbe irt, vagy az, amelyiknek a paros és paratlan sorszamu cstcsai felvaltva két
egyenesre esnek. Fontos azonban latni, hogy nem csak ezek lehetnek Papposz-féle
hatszogek!)

Lemma. Egy Papposz-féle sikon hat pont valamely sorrendje akkor és csak akkor
hatdroz meg Papposz-féle hatszédget, ha barmely mds sorrendjében is Papposz-féle
hatszdget alkot.

Bizonyitas. Elég bizonyitanunk, hogy ha ABCDEF egy Papposz-féle hatszog, ak-
kor az ABCEDF is Papposz-féle hatszog, hiszen a szomszédok tobbszoros cseréjével
barmely két cstics cseréjét konnyld megvalédsitani.
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5.1 Projektiv sik axiomatizaldsa és koordinatézasa 135

Az ABCDEF hatszog szemkozti oldalainak metszetei P = ABN ED, S =
BCNEF ésT=DCnNAF.

Tekintsiik az F'S és T'C' egyenesekre csucsaival felvaltva illeszked6 T'SC E D F hatszo-
get. Mivel Papposz-sikon vagyunk, ez Papposz-féle hatszog, vagyis a P :=TSNED,
Q = SCNFD és R := CEN FT pontok kollinearisak. Mivel P = ABN ED,
Q=SCNFD=BCNDF é R=CENFT =ECNAF, ez azt mutatja, hogy az

ABCEDF hatszog Papposz-féle, ami bizonyitja a tételt. -

Desargues-tétel. Papposz-féle projektiv sikban teljesil a Desargues-tulajdonsdg.
Bizonyitas. Legyen az ABC és a az A’ B’C’ haromszog az O := AA'NBB' NCC’

pontra centrédlisan perspektiv. Vegyiik fel méga P = A’B'NBC és Q = ABNB'C’
pontokat.

Ekkor a PCC'QAA’ hatszog Papposz-féle, hiszen a PCNQA =B, CC'NAA" = 0O
és C'Q N A’P = B’ pontok egy egyenesre esnek.

A lemma szerint tehdt a PCAQC’ A’ hatszog is Papposz-féle, ami azt jelenti,
hogy az S := PCNQC', R:=CANC'A" és T := AQ N A’ P pontok kollineérisak.
Minthogy S = PCNQC’' = BCNB'C' ésT = AQNA'P = ABNA’'B’, ez azt jelenti,
hogy az ABC és a az A’ B'C’ hdromszogek egymadsra tengelyesen perspektivek. Ezzel
a Desargues-tulajdonsag egyik iranyat igazoltuk.
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136 5. Projektiv terek, axiomatika és koordinatdzds

A Desargues-tulajdonsag masik irdnyanak bizonyitdsihoz legyen az ABC és
az A'B'C’ haromszog tengelyesen perspektiv az S = BCNB'C', R=CANC'A’
és T = AB N A’'B’ pontok egyenesére. Legyen O = AA'NCC’" és B” = BON PT.
Ekkor az ABC' és az A’ B”C’ haromszogek centrilisan perspektivek az O pontra,
amiért — iménti bizonyitasunk alapjan — tengelyesen is perspektivek, mégpedig az
RT egyenesre nézve. Eszerint BCNB”C’ € RT, amiért BCNB"C' = BOCNRT = S,
és igy B’ = B”, ami bizonyitja az allitast. -

A konyviink elején a projektiv sikhoz vezetd eredeti utunk gondolatat altala-
nositva kiilonféle projektiv sikokat tudunk konstrualni.

Legyen F egy ferdetest a + és - miiveletekkel, ahol F a + miivelettel kommu-
tativ csoportot alkot, melynek nulleleme a 0, valamint F \ {0} egy nem feltétlen
kommutativ csoport a - miivelettel. Az F elemeibdl készitett rendezett harmasok
F3 halmaza egy 3-dimenziés nem feltétleniil kommutativ vektortér az F test felett.

Az F3 vektortérben a nullvektor kivételével két vektort egymassal ardnyosnak
nevezink, ha van az F testben olyan nem nulla elem, amivel az egyik vektort balrél
megszorozva, a masikat kapjuk. Ez az ardnyossig nyilvan ekvivalencia-relacié. Egy
v = (v1,v2,v3) € F3 nem nulla vektor ardnyossag szerinti ekvivalencia-osztalyét [v]
vagy [v1,v2,v3], ezen ardnyossagi osztdlyok halmazat pedig [F3] jelli.

Tétel. A Prp = ([F3],[F3], L) rendszer eleget tesz a projektiv sik aziémdinak, ahol a
L illeszkedésre [u] L [v] akkor és csak akkor, ha uv® = 0.

Bizonyitas. Sorban igazoljuk az axiémak teljesiilését.

(1) Legyen [u], [v] € [F3] és [u] # [v], ahol u = (uy,ug,u3) és v = (v1,v2,v3)
nem nulla vektorok. Egy [w] € [F?] egyenes pontosan akkor illeszkedik az [u], [v] €
[F3] pontokra, ha a w = (w1, ws,ws) nem nulla vektorra uw? = 0 és vw! = 0,
vagyis ujwi +uswe+uzws = 0 és viwy +vowset+vzws = 0 teljesiil. Azt kell igazolnunk,
hogy ennek a két egyenletbdl 4ll6 rendszernek van nem trividlis megoldéasa.

Mivel v # 0, feltehetd, hogy mondjuk vs = 1, vagyis v = (v1,v2,1). Két eset
lehetséges aszerint, hogy uz # 0, vagy us = 0.

Ha ug # 0, akkor feltehetd, hogy w = (u1,uz, 1) és akkor az [u] # [v] feltétel
azt jelenti, hogy u; # vy és us # vy legaldbb egyike teljesiil. Tegyiik fel, hogy
us # vg. Ekkor egyenleteinkbdl (u; — v1)wy + (ug — vo)we = 0 adddik, amiért
we = —(ug — v9) " H(ug — v1)wy és wy = (uz(uz — v2) " (ug — v1) — ug)ws, vagyis
egyenletrendszeriink Osszes megoldédsa

w=w; (1, —(uz — v2) " Hug — v1), ug(ug —vo) T Huy —vy) — uy)
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alaki. Ezek a vektorok tényleg megoldést adnak, hiszen

ww’ = urw1 + uswso + 1 - w3

= wywy — ug(ug — ve) ~H(ug — v1)wy + (uz(ug — v9) " H(uy — v1) — uy)wy =0
vw! = viwy + vows + 1 - ws

= v1wy — va(ug — v2) (w1 — v1)wy + (uz(ug — v2) " (ur — v1) — ug)wy

= (v1 — va(uz2 — v2) " (u1 — v1) + ug(uz — v2) " (ug — v1) — ur)wr

= (—wva(ug — v2) ™t H+ ug(ug — v2) ™t — 1) (uy — v1)wr

= (—?]2 + Uuo — (UQ — U2))(U2 — Ug)_l(ul — vl)wl =0

Ha uz = 0, akkor feltehet8, hogy w = (u1,1,0) és akkor az [u] # [v] feltétel
automatikusan teljesiil. Ekkor egyenleteinkbdl we = —ujwq és w3 = (vouy — v1)wy
adédik, vagyis egyenletrendszeriink osszes megolddsa w = w1 (1, —uq, vou; — v1)
alaki. Ezek a vektorok tényleg megoldast adnak, hiszen

uwT:ulwl—i—l'wz—i—O-wgzulwl—ulwlz()

T
VW = VWi + vows + 1- W3 = VW1 — VoUW + (’Ugul — Ul)wl =0

A wy = 1 valasztéssal nyert w vektor mindkét esetben nem nulla, és az Osszes
tobbi megoldas ennek tobbszordse, ami azt jelenti, hogy az egyetlen egyenes, amely
az [u] # [v] pontokra illeszkedik az [w].

(2) Ennek bizonyitdsa pontosan megegyezik az (1) bizonyitdséval.

(3) Ennek igazoldsdhoz valasszuk a P = [1,0,0], @ = [0,1,0], R = [0,0,1] és
S = [1,1,1] pontokat. Az ezekre illeszkedd e, f, g, h € [F3] egyenesekre, ha P,Q L e,
QRLf RSLg SPLh PR1Liés@Q,S L j, akkore=][0,0,1], f=][1,0,0],
g=1[1,-1,0], h=10,1,-1],7=1[0,1,0] és h = [1,0, —1]. Ezek az egyenesek nyilvin
nem esnek egybe, ami igazolja az axiéma teljesiilését a rendszeriinkben. -

Az (1) bizonyitdsa kézben meghatdrozott w vektorok [u] L [w] L [v] tulaj-
donsaga alapjan bevezetjiik, és a tovabbiakban hasznalni fogjuk a természetes, és
a korabbiakkal 6sszhangban 1év6 [u] x [v] := [w] jel6lést.

Bar a koordinatdzashoz haszndlt algebrai struktira részletesebb vizsgélata is
lehetséges [Kiss—Szényi: Véges geometridk], az affin geometridhoz f{iz6dé szoros kap-
csolat részletes bemutatédsa céljabdl itt és most a Desargues-tulajdonsagot tekintjitk
kiindulasi alapnak.

Projektiv sik koordinatazasa. Bdrmely Desargues-féle P = (3, &, 1<) projektiv sik-
hoz van olyan F ferdetest, melyhez létezik egy v : P — Pr kollinedcio.

Bizonyitas. Tobb 1épésben igazoljuk az &llitdst. Az A és B pontokra illeszkedd
egyenest AB jeloli.
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1. lépés. Valasszunk ki egy egyenest a P projektiv sikon. Ezt a tovabbiakban i jeldli,
és végtelen tavoli egyenesnek fogjuk nevezni. A nem a végtelen tavoli egyenesre esé
pontok halmazat A jeldli.

2. lépés. Két olyan egyenest, melyek egybeesnek, vagy metszetiik a végtelen tavoli
egyenesre esik, parhuzamosnak neveziink. A parhuzamossig nyilvan ekvivalencia-
relacio, jele |.
3. lépés. A rendezett (P, Q) pontpart, ahol P, Q € A, kotott vektornak nevezziik. A
(P,Q) és (R, S) kotott vektorokra azt mondjuk, hogy p-reldciéban vannak, és ezt
(P,Q) % (R, S) jeléli, ha

(1) PQ # RS, PQ | RS és PR || QS, vagy

(2) PQ = RS, és van olyan (K, L) kotott vektor, hogy K, L ¢ PQ, PQ || KL,

PK | QL és RK || SL.

4. lépés. A p-relaci6 nyilvan reflex{v, és természetesen szimmetrikus. Legyen (P, Q)
(R,S) és (R,S) X (K, L). Ha barmely két kétott vektor egy egyenesre esik, akkor a
p-reldcié definiciéjabol azonnal kovetkezik, hogy (P, Q) £ (K, L). Ha ezek a kotott
vektorok nem esnek egy egyenesre, akkor nyilvin PQN RS € i, RSNKL € i, amiért
a PQ, RS és KL egyenesek az RS N pontban metszik egymast.

N\

p
~

Ez azt jelenti, hogy a PRK és QSL haromszogek pontra nézve perspektivek. A
Desargues-tulajdonsidg miatt ebbol ezen haromszogek egyenesre vald perspektivitasa
kovetkezik, amiért a PKNQL pont a PRNQS és RKNSL pontok kdzos egyenesére
esik. Utébbi két pont a p-reldcio definiciéja miatt a végtelen tavoli egyenesre esik, igy
PK || QL kovetkezik. Ugyanakkor a parhuzamossig tranzitivitdsa miatt PQ || KL
is teljesiil, ami a p-reldcié definicidja értelmében éppen azt jelenti, hogy (P, Q) &
(K, L), vagyis a p-relacié tranzitiv. Eszerint a p-relacié ekvivalencia-relacié.

5. lépés. A kotott vektorok p-relacio szerinti ekvivalencia osztalyait vektoroknak
nevezzik. Arra a kotott vektorra, amely egy v vektornak eleme, azt mondjuk, hog
reprezentdlja a v vektort. A (P, Q) kotott vektor altal reprezentalt vektort P
jeloli.
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6. lépés: egyértelmi reprezentdlds. Barmely v vektorhoz és P ponthoz pontosan
egy olyan @ pont létezik, melyre (P,Q) € v. Ehhez elég az egyértelmiiséget latni,
hiszen a vektor kotott vektorok halmaza. Ha (P,Q) € v és (P,S) € v, akkor
(P,Q) X (P,S), hiszen ugyanazon ekvivalencia-osztalyban vannak. A p-reldcié
definiciéja szerint pedig ekkor PQ || PSS, amiért PQ = PS, {gy szintén a p-relicié
definicidja értelmében van olyan (K, L) kotott vektor, hogy K, L ¢ PQ, PQ | KL,
PK || QL és PK || SL. A parhuzamossig tranzitivitdsa az utébbi kett6bdl azt
adja, hogy QL || SL, amibdl QL = SL kovetkezik. Eszerint ) és S két kiilonboz6
egyenes metszéspontjaban van, amiért egybeesnek.

7. lépés. Ha valamely u és v vektor, és P,Q, R € A pontok esetén (P,Q) € u és
(Q, R) € v, valamint a P',Q’, R’ € A pontok esetén is (P, Q') € u és (Q',R’) € v,
akkor (P,R) £ (P', R'), amit a Desargues-tulajdonsaghol bizonyitunk: Ha P # P’,
akkor a Desargues-tulajdonsig alapjan (P, R) £ (P, R), mert a p-reldcié miatt
PP NQQ €1, QQ'NRR €1 ésigya PP, QQ és RR' egyenesek a QQ'Ni pontban
metszik egymast, vagyis a PQR és P'Q’' R’ haromszogek pontra nézve perspektivek.

Q

A Desargues-tulajdonsag miatt ebbdl ezen haromszogek egyenesre vald perspekti-
vitdsa kovetkezik, amiért a PR N P'R' pont a PQ N P'Q’ és QR N Q'R’ pontok
kozos egyenesére esik. Utdbbi két pont a p-relacié definicidja miatt a végtelen tavoli
egyenesre esik, igy PR || P'R’ kovetkezik. Ugyanakkor a parhuzamossdg tranziti-
vitdsa miatt PP’ || RR’ is teljesiil, vagyis (P,R) X (P',R'). A P # P’ esetben az
egyértelmfi reprezentalds miatt ugyanez, vagyis (P, R) X (P’, R') adédik.

8. lépés. Barmely u és v vektor, és barmely P € A pont esetén az egyértelmii
reprezentdlds miatt létezik olyan @ és R pont, melyre (P, Q) € u és (Q,R) € v.
Azt a w vektort, melyre (P, R) € w az u és v vektorok Osszegének nevezziik, és a
o+ jellel fejezziik ki, vagyis u + v := w.

9. lépés. A vektorok V halmaza a ,+” miivelettel csoportot alkot, mert
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) lét%k benne neutralis elem, hiszen ﬁJr]@ = ]@ és ]@Jr@ = ]@, vagyis
aP

= Q) neutrélis elem, amit a tovabbiakban nullvektornak neveziink és
a 0 szimbd6lummal jeloliink,
e asszociativ, hiszen a (I@ + Cﬁ) + ]ﬁ ﬁ + f@ P@ + Q? =
PG+ (QR + RS),
) barmely vektornak van mindkét oldali inverzeleme, hiszen a ]@ + Q? =
— QP+ PQ
Innent('ﬂ —u jeloli az u vektor inverzét.
10. lépés. A vektorok ,+” miivelete kommutativ. Legyen u = P.Q> ésv = Cﬁ Az
egyértelmil reprezentalas miatt van olyan S pont, és egyértelmi, melyre v = QR =
PS. Ha a P, és R pontok nem kollinedrisak, akkor a p-relacié definiciéja miatt
u=SR, ésigyu+v=PQ+Q :ﬁ:P +§:v+u.

Ha a P, @ és R pontok kollinedrisak, akkor vegytink egy T' ¢ PR pontot, és legyen
w=Q ,u’:u—i—w:ﬁés v/ = v+ (—w) = TR. Minthogy P,T és R nem
kollinedrisak, u + v = v’ + v/ = v/ + v/ = v + u ahogy allitottuk.
11. lépés. Az u és u’ vektorokat padrhuzamosnak mondjuk, és ezt a u || o’ jel
mutatja, ha valamely P pontra a ]@ = u és PR = v/ reprezentdnsaikban a P, Q
és R pontok kollinearisak. A parhuzamossig nem fiigg a P pont védlasztasatol,
hiszen ha ]@ = P'Q’ és ﬁ = P'R, akkor a p-reldcié és az egyenesek kozti
parhuzamossag tranzitivitdsa miatt P'Q’ | PQ || PR | P'R/, amiért a P/, Q' és R’
pontok kollinearisak.
12. lépés. A vektorok parhuzamossiaga ekvivalencia-reldcid, mert nyilvan reflexiv és
szimmetrikus, tovabb4 tranzitiv is, hiszen PQ) | PR és PR || PS esetén a P,Q, R
és S pontok mind ugyanarra az egyenesre esnek.
13. lépés. Az egymadssal parhuzamos, nem nulla vektorokbdl képzett (u, u’) rendezett
parokat kotott aranyoknak nevezziik. A (]TC>2, ﬁ) kotott ardnyt a ( ﬁ , PT) kotott
ardnnyal azonos aranyunak mondjuk, ha
( ) P MﬁebQSHRT vagy
és van olyan (P ]34}} kotott arany, melyre ]@ ﬁz és a
1@ ﬁ és P , PT) kotott ardny is azonos ardnyd a 77]341} kotott
arannyal.
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R T

Vildgos, hogy (1) értelmében mindig létezik olyan (]34)(k , W ) kotott ardny, melyre
PQ )| PX és (PQ, PR) kotott ardny azonos ardanyd a (PX, PY') kotott ardnnyal.
Az azonos ardnytsagot ,,~” jeloli.
14. 1épés. A kotott aranyok halmazén az ~ azonos aranyusag ekvivalencia-reldcié,
hiszen nyilvan reflexiv és szimmetrikus, valamint tranzitiv is az aldbbiak szerint.
Tegyiik fel, hogy (u,u’) <~ (v,v') < (w,w’). Ha az u = ]@, v = P—é, w =
kovetkezik (u,u') < (w,w’). Ha az w = PQ, v = PR, w = PS péaronként nem
— — —
parhuzamos vektorok, és v’ = PQ’, v/ = PR', w = PS’, akkor a QRS és Q'R’'S’
haromszogek a P pontra perspektivek, igy a Desargues-tulajdonsag miatt egyenesre
nézve is perspektivek, vagyis a QS N Q'S’ pont az QRN Q' R’ és RSN R'S’ pontok
kozos egyenesén van. Az azonos aranytsdg definicidja szerint a QRN Q'R’ és RSN
R’S’ pontok a végtelen tavoli i egyenesre esnek, ami azt jelenti, hogy QS || Q'S’,
ami az azonos aranytsag definiciéja szerint azt jelenti, hogy (u,u’) ~ (w,w’).
15. lépés. A kotott ardnyok azonos aranyusag szerinti ekvivalencia-osztdlyait ard-
nyoknak nevezziik. Arra a kotott ardnyra, amely egy ardanynak eleme, azt mondjuk,
hogy reprezentalja az ardnyt. A (v, v’) kotott ardny &ltal reprezentalt ardnyt v’ = v
jeldli.
16. lépés: egyértelmi reprezentdlds. Barmely a aranyhoz és nem nulla v vektorhoz
pontosan egy olyan v’ vektor 1étezik, melyre a = v’ +v. Lévén a egy ardny, léteznek
olyan u = PQ és u' = PQ’ vektorok, hogy a = v’ +~ u. Legyen v = PR.

Ha u [| v, akkor legyen R’ € PR az az egyértelm{i pont a PR egyenesen, melyre
QR || Q' R'. Ekkor az azonos ardnytusag definicidja értelmében a v’ = PR’ vektor
PR"

olyan, hogy v’ +v = v/ +u = a. Ha az R” € PR pontra is teljesiil, hogy +v=
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u’ =+ u = a, akkor az azonos ardnytsag definicidja miatt Q'R’ | QR || Q'R”, amibél
Q'R || Q'R", vagyis Q'R = Q'R" kovetkezik, amiért ' = R”. Ha u || v, akkor
vegyiink egy w J| u vektort, és alkalmazzuk iménti eredményiinket az u, w, valamint
w, v vektorparokra.

17. 1épés. Barmely a és b ardnyokhoz és v vektorhoz 1éteznek olyan v’ és v” vektorok,

hogy a = v/ +v ésb=v"+v'. A ¢ = v"” +v ardny nem fligg a v vektor valasztdsdtol,

hiszen ha a = v’ + u és b = u” + ' valamely u J| v vektorra, akkor a v = PQ),
/ A o ? / 7 7 4

v = PQ', v = PQ" és u = PR, v = PR', " = PR’ reprezentansokra az

azonos aranydsag definicidja értelmében QR || Q'R és Q'R’ | Q"R”, amibdl a

parhuzamosséig tranzitivitdsa miatt QR || Q" R", vagyis v +v = u" +u kovetkezik.

Ha a = v +u és b= u" + u valamely u || v vektorra, akkor vdlasszunk egy w || v
vektort, és ehhez az egyértelmii reprezentdlds alapjan azokat a w’ és w'” vektorokat,

!

melyekre a = w’ +w és b = w” + w'. Ekkor v’ + v = w” + w = u” + u igazolja,

hogy ¢ = v” + v ardny nem fiigg a v vektor valasztasatol.

18. lépés. Az a és b ardanyok szorzatdnak azt a c ardnyt nevezziik, melyre valamely
az a = v +v ésb=v"+v feltételt teljesitd v, v’ és v’ vektorok esetén ¢ = v’ +wv.
Az ardnyok szorzasat a -7 jellel fejezziik ki, vagyis a - b := c.

19. lépés. Az ardnyok Fy halmaza a ,,-” mivelettel csoportot alkot, mert

o létezik benne neutralis elem, hiszen a (v +v)- (v +u) = v +u, vagyisv+v
neutrélis elem, amit a tovabbiakban egységnek neveziink és az 1 szimboélum
jelol,

e asszociativ, hiszen a (v +v")- (v +v")) - (v +v) = (V" +v') (v +v) =
,U/// v = (,U/// %'UH) . (,v// - ,v) — (,U/// . ,U//) . ((,v// KR ,v/) . (,v/ +,U))7

e barmely ardnynak van mindkét oldali inverzeleme, hiszen a (v' +v)- (v+v') =
(v +v)=1=(v=+v) (v +v).

"

20. lépés. Béarmely e egyenes valamely O és F # O pontjat rogzitve, az a ¢og: e\
{0} — Fy leképezés, melyre ¢pop(X) = OX + OF, az egyértelmii reprezentdlds
miatt bijektiv. Legyen F = FoU{0} és legyen pog: e — F olyan, hogy por(X) =0,
ha X = O, és vop(X) = ¢or(X), ha X # O. A por leképezés is bijektiv.
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Barmely a,b € F esetén a oog(a,b) := por (Ogoa}g (a) + Ocpa}g(b)) is az F eleme.
A opg: F xF — F tulajdonsagait vizsgaljuk.

21. lépés. A o, nem fiigg az E megvalasztasatél. Enenk igazolasara legyen OF
OEI, a, be F07
— —
A és A’ azok a pontok, melyekre rendre a = OA + O? =0A -

—
B és B’ azok a pontok, melyekre rendre b = @ = O? =OB' =~ OF'

=
Q
!

)

— —
C és C' azok a pontok, melyekre rendre O? = (Tzl + O? és OC' = OA’ +OPB'.

o

Az az nﬁrényﬁség miatt ebbdl EE’ || AA’ || BB’, a vektorok Gsszegzésébdl pedig
CC" = AA" + BB’ adddik, amiket Gsszevetve azt latjuk, hogy CC” || EE’. Eszerint

e oy
vop(@,b) = pop(0C) = OC + OF = OC' + OF = o3 (0C") = 05 (a,b).

Ha a = 0 vagy b = 0 lenne, akkor rendre A = A’ = O vagy B = B’ = O, és emiatt
C =Bés C' =B vagy C = A és C' = A’ lenne, amiért nyilvdn oog(a,b) =
oor (a,b) adédik. Végiil, ha OF | OF’, akkor véve egy E” ¢ OFE pontot, az
iméntiek értelmében opp(a,b) = cop(a,b) = cor(a,b) igazolja dllitdsunkat.

22. lépés. Igazoljuk, hogy o,y az O megvalasztisatol sem fiigg. Legyen OF || O'E,
s
A és A’ azon pontok, melyekre rendre a = (ﬁ = O? =0'A"+O'FE,
— —
B és B’ azon pontok, melyekre rendre b = @ = O? =0'B' +O'E,

C és C' azon pontok, melyekre rendre 0C = 04 + OB és O'C' = O'A" +O'B.

T

Legyen tovabba E’, A”, B” és C" rendre az a pont, melyre O'E = OE',O’A’ = OA”
O'B' = OB" és 0'C" = OC”". Ekkor

— = = = — =
OA" - OF' =0'A" + O'E = a, OB" +OE'=0'B"+ O'E = b,

)

oc" =o04" +0B",

NEM EUKLIDESZI GEOMETRIAK

Ver.: 2021:10:15:23:46:40 © Kurusa Arpad (2021 — 2021)



144 5. Projektiv terek, axiomatika és koordindtazas

amiért az el6z6 1épés eredménye alapjan

I A T T 1 A
O'OE(a,b):O’OE//(a,b):OC ~O0OF =0C %OEZ(,OO/E(OC):O'O/E(CL,b),

ami igazolja allitasunkat.

23. lépés. Az a,b € IF elemek a+0b jelll 6sszegét definidljuk. Legyen a+b := o, (a, b)
valamely O # E pontokra. Elébbi két 1épéstink alapjan a + b nem fiigg az O és F
pontok valasztasatol.

24. lépés. Az F halmaz a ,,+” miivelettel kommutativ csoportot alkot, mert zart a
miiveletre és az alabbiak is teljesiilnek.

e Létezik benne neutralis elem, hiszen a 0+b = 0o g(0,b) = b, vagyis 0 neutralis

elem, amit a tovéxbbiaukbﬂ> nulldnak neveziink.
e Asszociativ, hiszen a = OA + O?, b= O? = O? és c= (ﬁ = (ﬁ esetén

(@+b) +c=0pp(0on(a,b),c) =oop(OA + OB) = OF, OC = OF)
:(O‘f4+(ﬁ+(ﬁ)+(ﬁ:UOE(O—1>4+O?,(O?+O?)+O?)

:UOE(a>UOE(b’ ) =a+ (b+ c),

és ugyanez trividlisan teljesiil, ha az a,b és ¢ kozil néhany 0. .
e Barmely elemnek van mindkét oldali inverzeleme, hiszen ha a = OA + O? és
O?—F&}l = 0,akkora b= OB+ OF clemre a+b=o0og(a,b) = 00 OF = 0.
e Kommutativ, hiszen a = 071 + O@', b= 0B + OF esetén

a+b=ocog(a,b) :(O—1>4+O?)+O?ZUOE(b,a) =b+a,

és ugyanez trividlisan teljesiil, ha az a és b valamelyike 0.

25. lépés. A -7 miivelet balrél disztriblii\)z a ,,+” miveletre. Ennek igazolasara
legyen az e egyeneﬂévé pontokra a = OA+_O> , b= O?;—)O?‘ ésc= O?+ O?,
OD = OA+0B, OA¢+OF = (OC = OF)-(OA+OE), 0Bo +OE = (OC + OF)-
(O? = O?), (7132 L OF = (O? - O?) . (55 - (ﬁ) Vegyiink egy f # e egyenest,
az O ponton keresztiil, valamint egy olyan h egyenest, mely az e és f egyikével sem
parhuzamos. A fentebb megadott pontokon 4t a h egyenessel parhuzamosan haladé
egyenesek messék az e egyenest ugyantugy betlizott, de vesszével jelolt pontokban.
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—
Végil legyen még OF = OA’ + O?, és OFc = OA + OBc¢.

Mivel FD = OD—OF = OA+OB—OF = OA+FB = OA+ A0 = A'A, F € DD/
ad6dik. Tekintve, hogy OAL + OA' = OAg + OA = ¢ = OBe + OB, amiért
A'B || At B, kapjuk, hogy az A'F B és az A, FoBe haromszogek a végtelen tavoli
egyenesre nézve perspektivek. A Desargues-tulajdonsidg miatt igy e két hdromszog
pontra nézve is perspektiv, amibol FC € OF kovetkezik. Minthogy BF' || BoFe,
OF¢ + OF = OB¢ + OB = ¢ = OD¢ + OD adédik, amibdl h | FD || FoDe
kovetkezik, és igy Fo € Do Dy, adédik.
Ezeket felhasznalva

(a+b) = (OC + OF) - (OA + OB) + OF) = (OC + OF) - (OD + OF)
— OD¢ = OF = (OA¢ + OBc) = OF = (OAc = OF) + (OB = OF)
— (OC = OF) - (OA = OB) + (OC = OF) - (OB = OF)
=c-a+tc-b
igazolja a baloldali disztributivitast, mely trividlisan teljesiil akkor is, ha az a,b és
¢ kozill néhény 0.

26. lépés. A -7 miivelet jobbrdl disztributiv a —|—” miiveletre. Ennek igazolasara
OA OB+ OF ésc=0C +
legyen az e egyenesen 1év6 pontokra a = OA + O =0B+0OF ésc= O

0D = OA+@OA +OF = (OA+OF). @@03 ~OF — (OB=0F)-
O? @ O?'z O?TO?')-(O?TO?.Vegyunkegyf;éeegyenest,
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146 5. Projektiv terek, axiomatika és koordindtazas

az O ponton keresztill, valamint egy olyan h egyenest, mely az e és f egyikével sem
parhuzamos. A fentebb megadott pontokon at a h egyenessel parhuzamosan haladé

egyenesek messék az f egyenest ugyanigy betiizott, de vesszével jelolt pontokban.
Végiil legyen még OF = OB + OA’, és OF“ = OA~ + OB’.

Mivel FD = OD — OF = OA + OB — (OB + OA') = A'A, F € DD’ adédik.
Eszerintlm = W—W = O?—B?: O?—O—Az = mmia‘ct
FCD' || ACA’ || D D’ kévetkezik, és gy F© € DCD'.

Ezeket felhasznalva

(a+b)-c=((OA + OB) = OF) - (OC + OE) = (OD = OF) - (OC =+ OF)
_ (OD' = OF')- (OC + OF) = (0DC + OC) - (OC: = OF)
207+O?:((0?+0?)+0?)

— (OAC = OF) + (0B® = OL) —a-c+b-c

igazolja a jobboldali disztributivitast, mely trividlisan teljesiil akkor is, ha az a,b
és ¢ koziil néhany 0.

27. lépés. Az F halmaz a ,+” és ,,-” miivelettel ferdetestet alkot, mert a ,,-” miivelet
mindkét oldalrél disztributiv a ,,4+” miveletre.

28. lépés: affin koordindtdzds. Vegyiink a végtelen tavoli ¢ egyenes kivételével maradt
A ponthalmazban egy O pontot és rajta keresztiil az e # f egyeneseket (ezeket
koordindta-tengelyeknek hivjuk), ezeken rendre rogzitve az A halmaz E # O és
F # O pontjat. Mar lattuk, hogy a wog: e — F és a pop: f — F leképezés is
bijektiv és vor(0) = por(0) = 0.
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Tetsz6leges P € A ponthoz pontosan egy olyan ep || e, illetve fp || f egyenes
van, mely illeszkedik a P pontra. Ezek az egyenesek pontosan egy pontban metszik
rendre az f és e egyeneseket.

Azt a ¢: A — F? leképezést, melyre ¢(P) = (por(e N fp),por(f Nep)) az A
halmaz affin koordindtazasanak hivjuk, az A halmazt affin stknak nevezziik.

29. lépés. Az A affin sik ¢ koordinatazasa bijektiv, hiszen a pog és por leképezések
és a ponthoz-egyenespar hozzarendelés is bijektiv. Az A affin sik ¢ koordindtazasa
az egyeneseket egyenesekbe viszi:

e Az azonos aranyisig miatt az origén atmend egyenesek pontjait a ¢ ardnyos
koordinataju pontokba viszi, ami éppen egy 1-dimenzids altér, vagyis egyenes
az [F? koordinata-sikban.

e Az origbn nem athaladd, valamely koordinata-tengellyel parhuzamos egye-
nesek nem nulla koordinatdji P pontban metszik a velilk nem parhuzamos
koordinata-tengelyt. Az egyenes pontjainak ezen koordindtdja tehdt ugyanaz
a nem nulla konstans. Ha mondjuk ¢(P) = (x9,0) az egyenes minden X
pontjanak képe ¢(X) = (zo,y) alakd, ez pedig éppen az x = xy egyenletl
1-dimenziés affin altér jellemzdje az F? koordinatasikban.

e Az origén nem athaladd, mindkét koordinata-tengelyt metsz6 egyenesek nem
nulla koordinataja P és Q pontokban metszik a koordinata-tengelyeket. Le-
gyen ¢(P) = (x0,0) és ¢(Q) = (0,y0). Az azonos ardnyusig definicidja sze-
rint ekkor ¢pg(X) értéke ardnyos az x — x¢ illetve y — yo értékekkel, ahol
o(X) = (x,y). Ez éppen az (z,0) és (0,y9) pontokon &thaladé 1-dimenzios
affin altér jellemzéje az F? koordindtasikban.

(Mindez igazolja, hogy A affin sik az F ferdetest felett.)

30. lépés: pontok homogén koordindtdzdisa. A P projektiv sik pontjaihoz homogén
koordinatakat rendeliink a 1 hozzarendelés definidlasaval ugy, hogy

(P [z,y,1] ha P € A és ¢(P) = (z,y),
Wl )'_{[x,y,O] ha P=iN0Q, Q € A és ¢(Q) = (z,y).

Az affin koordindtazasndl lattuk, hogy az origén athalad6 egyenesek pontjainak
koordinatai ardanyosak, igy a v hozzarendelés jél definidlt. Természetesen bijektiv,
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148 5. Projektiv terek, axiomatika és koordindtazas

hiszen a ¢ bijektiv az A halmazon, az i végtelen tavoli egyenesnek pedig minden
pontjan at pontosan egy egyenes illeszkedik az O origora.

31. lépés: egyenesek homogén koordindtdzdsa. A P projektiv sik tetszéleges P € i
pontjan atmend tetszoleges e egyeneshez a i leképezés tigy rendel homogén koordi-
natakat, hogy

[0,0,1] ha e =i,
Ple) =< [v7 y,—1,t —zx7ly] hae#idbsax#0,
[1,0,—2] hae#1iésxz =0,

ahol P(P) = [x,y,0], és e # i esetén a Q € A N e pontra ¢(Q) = (z,t). Bz jol
definidlt leképezés, mert ha [Z,y,0] = [z,y,0], vagyis Z = rx, § = ry valamely
0 # r € T testelemre, és ¢(Q') = (2/,t'), amiért 2’ = z + sz és ' =t + sy valamely
s € F testelemre, akkor

(z7ty, -1, =227y = (a7 ty, =1, t+ sy — (z4+sx)x " ty) = (7 ly, —1,t — 2z~ ty).

32. lépés: illeszkedés. Tekintsiink egy tetszéleges P € i pontot, melyre 1[)(P) =
[,9,0]. Amennyiben P < e akkor e = i, vagyis t(e) = [0,0,1], amiért
(2,,0)(0,0,1)T = 0, vagy e # i és ekkor valamely Q € eNA pontra (Q) = [z, ¢, 1],
amiért
e ha x # 0, akkor (e) = [z~ 'y, —1,t — zz~1y], és fgy
(LE, y70)(1'71y’ -1t - inly)T = zxily —Yy= 0,
e ha 2 =0, akkor 9(e) = [1,0, —2], és igy (z,%,0)(1,0,—2)T =0,
tehdt Pae = ¢(P) L ¢(e).
Tekintstink egy tetszbleges @ € A pontot, melyre 1/3(62) = [z,t,1]. Amennyiben
Qe akkor e # i és ekkor a P := e Ni metszetre 1)(P) = [z, y,0], amiért
e ha z # 0, akkor ¢(e) = [z~ 'y, —1,t — zz— 'y, amiért
(z,t,1)(z7 Yy, —1,t — za71y)T = za~ly —t + (t — 2z~ 1y) = 0,
e ha x = 0, akkor t(e) = [1,0, —z], amiért (z,¢,1)(1,0,—2)7 =2 — 2 =0,
tehdt Qe = (e) L (Q).
Ha valamely e egyenesre és P € i pontra ¢)(P) L 1(e), ahol ¢)(P) = [z, y, 0]
és (e) = [p, q, 7], akkor zp 4+ yq = 0, és igy
o z # 0 esetén p = —x~lyq, amiért Y(e) = [~z yq, q, 7] = [~z 1y, —1,7r¢" "],
e z=0esetén y # 0 és ¢ = 0, amiért (e) = [p,0,7] = [1,0,rp ],
tehdt (P) L p(e) = Pie.

Ha valamely e egyenesre és @ € A pontra 1&( Q) L ¥(e), ahol (Q) = [ t,1]
és (e) = [p,q,7], akkor zp +tq +1r =0, és igy ¥(e) = [p,q, —2p — tq]. Ha q # 0,
akkor 9(e) = [—pg~ ', —1,t + zpg~ '], ha pedig ¢ = 0, akkor p #+ 0 és igy 1/}( ) =
[p,0,—2p] = [1,07 —z] adodik, tehat ¥(Q) L (e) = Qe.
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33. lépés: dsszefoglalds. Megkonstrualtuk az F ferdetestet és a ¢ = (12), W, 1/;) P — Pp
illeszkedést tartd leképezést, ahol 1&: >i— 1. Ezzel a tételt igazoltuk. -

A kommutativ R test feletti [R?] projektiv sfkban igazoltuk a Papposz—Pascal-
tétel allitasat. Megmutatjuk, hogy ebben az R szdmtest kommutativitasa volt a

lényeges feltétel.

Tétel. Egy projektiv sik akkor és csak akkor Papposz-féle, ha izomorf eqy kommutativ
F test feletti P projektiv sikkal.

Bizonyitas. Legyen F egy kommutativ test, és essenek az Aq, A, A3 és By, Bo, B
pontharmasok rendre az e illetve f egyenesre.

Megfelel koordinatazast valasztva az F3 térben, elérhetd, hogy e = [0,0,1] és f =
[0,1,0], valamint By = [0,0,1], By =[—1,0,1], B3 =[1,0,1] és A3 = [0, 1, 0] legyen.
Mivel e = [0,0,1], a rajta 1évé tovabbi pontokra As = [z2,1,0] és A1 = [z1,1,0]
valamely z1xs # 0 esetén.

Eszerint

P = AlB]_ ﬂBgAg, [.271,1,0} [O O 1]) X ([ 1 O 1] [071,0])

(
= [1,=21,0] x [-1,0, 1] = [21,1, —21],
Q= Bi1A2 N A3B;3 = ([0,0,1] x [302,1,0]) (10,1,0] x [1,0,1])
=[- 1,3@2, 0] x [1,0,—1] = [~z2, —1, —x4],
R = A3Bs N B3Ay = ([w2,1,0] x [-1,0,1]) x ([1,0,1] x [z1,1,0])
:[, —x9,1] X [=1,21,1] = [—29 — 21, —2, 21 — T3],
Mérmost PQ = [z1,1, —x1] X [—22, —1, —x3] = [—x2 — 71, 22122, — 1 + 2] és {gy

((—xo — 1, 220122, —1 + X2),(—22 — 1, —2,21 — T2))

= ((EQ + 1’1)2 - 4.’E1(E2 — (1'1 — 1'2)2 = O

miatt R € PQ. Ezt kellett bizonyitanunk.
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150 5. Projektiv terek, axiomatika és koordinatdzds

Most a maésik irdnyt bizonyitjuk. Amennyiben a projektiv sik Papposz-féle,
akkor teljesiil benne a Desargues-tulajdonsag, igy valamely F ferdetestre izomorf
az [F3] projektiv sikkal.

Vegyiik fel az el6bbi bizonyitasunkban mar hasznalt végtelen tavoli ¢ egyenest
és a nem rajta 1év6 pontok A affin sikjdban az e € A egyenesen az O, FE,C és A
pontokat. Valasszunk az O ponton at egy f # e egyenest, és egy h egyenest, mely
egyik egyenessel sem parhuzamos. A fentebb megadott pontokon at a h egyenes-
sel parhuzamosan haladé egyenesek messék az f egyenest ugyanugy betlizott, de
vessz6vel jelolt pontokban.

0 El 14" C/

Legyen A® az a pont, melyre O? L OF = (O_}l—O?) . (O?— O?) Vildgos, hogy
ekkor A’AC || E'C.

Legyen Ac az a pont, melyre O—AC> + O? = (O?’ = O?) . (E}l = @) Ekkor
C'Ac || AE’ teljesiil.

Eszerint az EE' N CC’, A’A° N E'C és C' Ac N AE' pontok mind a végtelen
tavoli ¢ egyenesre esnek, vagyis kollinedrisak. Ebbdl a Papposz-tulajdonsag miatt
Ac = AC kovetkezik, ami a tételt bizonyitja. -

A koordinatdk léte lehet6vé teszi, hogy az axiomakkal megadott projektiv
sikban bevezessiik a kettOsviszonyt és mindazon tételeket bizonyitsuk, vagy legalabb
megvizsgaljuk, amelyeket a kettOsviszony segitségével kezeltiink.

A Py projektiv sikban nyilvan teljesiil a dualitds, hiszen a pontok és egyenesek
illeszkedései a homogén koordinatakban ugyanazon feltételeket teljesitik, igy kimond-
hatjuk az alabbi tételt, melybdl természetesen kovetkezik a Papposz-tulajdonsig
duélisanak érvényessége is a Papposz-féle projektiv sikokon.

Tétel. Papposz-féle sikban teljesiil a dualitds.

A Desargues-féle projektiv sikokat ad6 Pr projektiv sikokban az F (ferde)test
elemszama akar véges is lehet, mint példaul a p prim maradékosztalyai altal al-
kotott test esetében, és akkor a Py projektiv siknak ,csak” véges sok pontja van.
A véges projektiv sikok és terek vizsgédlata nem célunk, az érdekl6dd olvasénak a
[Kiss—Sz6nyi: Véges geometridk] konyvet ajanljuk, azonban egyetlen, a tovibbiakban
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szamunkra fontos példat bemutatunk. A Fano-sik agy all els, hogy a 2 maradékosz-
talyai altal alkotott testet vessziik alapul, mellyel a rajzon homogén koordinatakkal
lathato véges projektiv geometriat nyerjik.

A Fano-sik érdekessége abban &ll, hogy egy teljes négyoldal alkotja (a rajzon ennek
hat csicsa [0,0,1], [0,1,1], [1,1,1], [1,0,1] és [0,1,0], [1,0,0]), melynek azonban
mindhdrom &tldja egyetlen atléspontra (a rajzon ez [1,1,0]) illeszkedik.

Azt mondjuk, hogy a projektiv sikban egy teljes négyoldal Fano-tipusi, ha
atlés pontjai egy egyenesre esnek (ekkor persze szitkségképpen egybe is esnek az
atléspontok, hiszen mindegyik atlora két atléspont esik, és az atlék nem esnek

egybe).

Tétel. A Py projektiv sikban akkor és csak akkor létezik Fano-tipusi teljes négyoldal,
ha CharF = 2. Ha CharF = 2, akkor minden teljes négyoldal Fano-tipusii.

Bizonyitas. A Py projektiv sikban egy N teljes négyoldal pontjai homogén ko-
ordinitdinak kiszamitdsdhoz valasszuk tgy a koordinatizast az F? térben, hogy
az N négyoldal négy csiicsa Coo; = [0,0,1], Co11 = [0,1,1], C111 = [1,1,1] és
Cio01 = [1,0,1] legyen. Ekkor az N négyoldal tovabbi két csticsdnak homogén koor-
dindtai
C(10 = ([O O 1] [1 Oa 1]) X ([17171] X [0717 1}) = [07170} X [07_13 1]
— [1,0,0],
001 ([ ] [0 1 1]) ([1717 1] X [1707 1}) = [_17070] X [_1707_1}
[0 71,0}.

Ebbdl az atlés pontokra

Ay = (Coor % C111) x (Croo x Cor0) = [—1,1,0] x [0,0,1] = [1,1,0]
A2 = (0001 X 0111) X (0101 X 0011) = [—]., 1,0] X [—].,—]., 1] = [1,1,2}
Az = (Cio0 % Co10) X (Cro1 x Co11) = [0,0,1] x [-1,—-1,1] = [1, —-1,0]
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adédik. Ezek pontosan akkor kollinedrisak, ha [1,1,2] L ([1,1,0] x [1,—1,0]) =
[0,0,1], ami pontosan akkor teljestil, amikor 0 = ((1,1,2),(0,0,1)) = 2 = 1+
1. Eszerint, ha a Py projektiv sikban létezik Fano-tipusu teljes négyoldal, akkor
CharF = 2. Ha pedig CharF = 2, akkor 1+ 1 = 0, és igy fenti szamoldsunk alapjan

minden teljes négyoldal atléspontjai egybeesnek. -

5.2. Projektiv terek és homogén koordinatak

Az axiémarendszer megfelel6 modositasaval magasabb dimenziés projektiv terek
vizsgéalata is lehet6vé valik, de az egyszeriiség és gyorsasig érdekében ezen terek
vizsgalatat a projektiv sik eredeti konstrukciéjanak gondolatat altalanosité altér-
modellen végezziik.

Legyen F egy test a + és - miveletekkel, ahol F a 4+ miivelettel kommutativ
csoportot alkot, melynek nulleleme a 0, valamint F \ {0} is kommutativ csoportot
alkot a - mivelettel.

Az T elemeibdl készitett n € N elemii sorozatok F” halmaza egy n-dimenzios
vektortér az IF test felett. Jelolje F} az F™ vektortér k-dimenziés altereinek halmazat.
Ezt a halmazt Grassmann-sokasdagnak nevezik.

Definicié. A Pp = (Fy+ Fott .. Frtl; C) rendszert az F test feletti n-dimenzis
projektiv térnek nevezziik, ahol ! elemeit pontoknak, F5 T elemeit egyeneseknek,
Fpt! elemeit (3 < k) sikoknak, n > 4 esetén az F7+! elemeit hipersikoknak, az
alterek tartalmazasat jelenté C relaciot pedig az elemek illeszkedésének mondjuk.A

A Py projektiv teret tekinthetjitk az F™ affin tér projektivizaltjdnak, amennyi-
ben elemeinek az F"*! térbeli x,, 11 = 1 hipersikkal (amely nyilvan izomorf az F"
affin térrel) vett metszeteit feleltetjiik meg, és az F"*! térbeli (n+ 1)-edik tengelyre
meroleges elemeket végtelen tavoli elemeknek tekintjiik, amivel az F™ affin teret
kib&vitjik.

Tétel. A P} projektiv térben akkor és csak akkor létezik Fano-tipusi teljes négyoldal,
és akkor minden teljes négyoldal Fano-tipusi, ha CharF = 2.

Bizonyitas. Minthogy a P2 projektiv stk a P# projektiv térben ]Fg‘"1 egy elem,
vagyis projektiv sik, és egy teljes négyoldal mindig egy projektiv sikban helyezkedik
el, az 4allitas kovetkezik az n = 2 esetben igazolt tételbdl. -
A teljes négyoldalak Fano-tipusinak elkeriilése érdekében a tovdabbiakban kizdr-
juk a kettd karakterisztikaji F testeket, vagyis CharF # 2.
Vildgos, hogy a kordbbi fejezetekben felfedezett projektiv sik éppen P3, hiszen
az 1-dimenzids alterek éppen az origéra illeszkedd egyenesek, a 2-dimenzids alterek
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pedig az origora illeszkedo sikok, és ezek illeszkedését éppen a C tartalmazasi relacié
hatarozza meg. A Py projektiv teret n-dimenziés valds projektiv térnek nevezziik.

A valés projektiv sik vizsgalatanak elején, egy korabbi fejezetben lattuk, hogy
a valos projektiv sik megegyezik az el6z6 szakaszban bevezetett Pgr projektiv sikkal,
vagyis P2 = Pg.

Ez felveti az Py projektiv terek homogén koordindtdzhatdsdgdnak kérdését,
melyet a tovabbiakban vizsgdlunk.

Az F™*1 vektortérben a nullvektor kivételével két vektort egymassal aranyos-
nak neveziink, ha van az F testben olyan nem nulla elem, amivel az egyik vektort
megszorozva, a masikat kapjuk. Az ardnyossag nyilvan ekvivalencia-relacié.

Egy v = (v1,...,0p41) € F""! nem nulla vektor ardnyossig szerinti
ekvivalencia-osztélyét [v] jeloli. Ezeket az ardnyossigi osztélyokat homogén ko-
ordindtdknak nevezziik, halmazukat pedig [F"T1] jeloli.

Legyen 1 < k < n+1 természetes szam, és tekintsiik az u', ..., u* vektorokat.
Ezek pontosan akkor alkotnak linearisan fliggetlen rendszert, ha az

1 1 1

Uy Uy o Upyg
Mu17.”yuk = : : . :
k k k

Uy Uy ot Upyg

matrix rangja k, ami pontosan akkor teljesiil, ha van egész szamokbdl allé 1 < i7 <
-+« < i < n+ 1 sorozat, melyre

deti. . ix (u',... ,uk) i=detyy, i My 0 i=det #0.

uil .. uik

EEREE)

Minthogy n + 1 oszlopbdl k oszlopot ("Zl) moédon valaszthatunk, ilyen det;, . ;.

leképezésbdl éppen (”Zl) darab van. Legyen Zp, = {(i1,...,ix) : 1 <43 < -+ <

ir <n+1}. Ennek (”Zl) eleme van, ezért van ré bijektiv leképezés az els6 ("zl)

pozitiv természetes szam halmazarol.

Tétel. Legyen o: {1,2,..., (n;rl)} — Ty egy bijektiv leképezés, a p,: (FPH1)E —

r(") leképezés pedig olyan, melyre

po: (ul,. . ub) — (deto(l)(ul, Y 715 TN detg((ngl))(ul, o ub).
Ekkor a nem nulla py(u', ... u*) € F("c") vektor akkor és csak akkor ardnyos
apy(vt,...,v%) € F("i") vektorral, ha az (u',... ,u*) és (v!,... v*) vektorrend-

szer is figgetlen vektorokbdl dll és ugyanazt a k-dimenzids alteret feszitik az Fn+1
vektortérben.
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154 5. Projektiv terek, axiomatika és koordindtazas

Bizonyitas. Elébb az ,akkor” irdnyt igazoljuk. Ha az {u',... , u*} és {v',... v*}
vektorrendszer ugyanazt az U € IFZH alteret feszitik, akkor léteznek olyan A\;; € F
egyitthatok, melyekre

um:Amlvl'i‘"'"’_Amkvka (1§m§k),
A1 Ak
és az L — S métrix nem elfajuld. Ez azt jelenti, hogy M1 .+ =
)\kl >\kk

LM, . ,»~, amibdl
deti,. . ix (ul, ce uk) =det;, . i (LM, ,+) =det Ldet;, ., (vl, ... ,vk).

Ez bizonyitja a tétel ,akkor” allitasat.

Most a ,,csak akkor” iranyt vizsgaljuk. Tegyiik fel, hogy p,(u?,...,u*) nem
nulla és aranyos a p,(v',...,v") vektorral, vagyis létezik egy olyan 0 # ¢ € F
egyitthato, melyre minden 1 <14; < --- <1 < n+ 1 sorozat esetén

dety, i (u',... u") =tdet;, i (V' ... 0").
Minthogy p,(u!,...,u*) nem nulla, van olyan 1 < i; < --- < i < n+1
sorozat, melyre det;, . ;, (u', ..., u"”) nem nulla, amibél kévetkezik, hogy M1 o

L ..., uF vektorok fiiggetlen rendszert alkotnak. Az

ardnyossdg miatt det;, ;, (v',...,v") sem nulla, amiért a v!

rangja éppen k, amiért az u
,...,v" vektorok
is fiiggetlen rendszert alkotnak. Az altaldnossdg sérelme nélkiil, az egyszeriliség
kedvéért feltehetjiik, hogy i1 = 1,...,ix = k.

A1l Atk
Eszerint létezik olyan nem elfajulé L = Lo matrix, melyre

Akl 0 Akk

ul uj v3 vy,

oz ’
k k k k
ul DR uk Ul DY Uk
és igy det L = £. Ugyanakkor barmely w,, = (ul,,...,uf)T és v, = (v}, ... vE)T

vektorhoz léteznek olyan x" és uj* egytitthatok, hogy
Uy, = KW+ -+ KgU éS Uy = p'01+ - + up' vk,
amiért
kpldet(vy,...,v5) = ki det(@q, ..., u,) = det(wy, ..., Uk—1,Um)

= Edet('z_)l, NN ,'l_)k_l,’l_Jm) = f[uzﬁb det('z_)l, NN ,'l_)k),
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amibdl k7 = p;* kovetkezik. A k index helyébe barmely 1 < i < k indexet valasztva
ugyanigy adodik «i* = ui*, amibdl viszont

kovetkezik. Eszerint minden 1 < i < n+ 1 esetén u’ = vt + -+ + A\jpv¥, ami

bizonyitja a ,csak akkor” esetet.
1

Vegyiik észre, hogy az u', ..., u" vektorok pontosan akkor alkotnak linearisan

fiiggetlen rendszert, ha IFZH egy elemét feszitik (generdljsk).

Definicié. Rogzitsiink egy o: {1,2,..., (")} — Z bijekciét.

Azt a p,: FPT — []F("’tl)] leképezést (0 < k < m+ 1), melyre p,(S) =
[po(ul,...,u?)), ahol ul,...,u* az S € F}'*" alteret generalé vektorok, Plicker-
bedgyazdisnak nevezzik.

Az [S] := p,(S) homogén koordindtat a k = 2 esetben az S altér Plicker-
koordindtdjanak, altalaban inkdbb Grassman-koordindtdjinak mondjuk. A

Definidljuk a p,: (F*t1)F — r("5") leképezést, tigy, hogy ha p, (u!, ... uk) =
P="( - sDiy,ips---) € }F(":l), akkor

n+1

o ub) (Sign(a(l))pa(l), ..., sign (O’(< i >))pa((nz_r1))),

Do : (ul

ahol sign: UZ: I, — {—1,+1}, melyre

—1 ha ¥ _ (iy, —m) pératlan,
sign(iy, ..., i) =
1 haSF (i —m) paros.

m=1

Az ezzel adott [S] 1= py(S) = [po(ul, ..., u*)] homogén koordindtat a k = 2 eset-
ben az S altér dudlis Plicker-koordindtdjanak, dltaldban inkdbb dudlis Grassman-
koordindtdjainak nevezziik. Jegyezziik meg, hogy a dudlis Pliicker-koordinata kapcso-
latat a Plicker-koordindtéval egy olyan ("Zl) X ("Zl)-tipusﬁ diagondlis T' = (t; ;)
matrix irja le, melynek a f64tl6 m-edik elemére t,, ,,, = sign(o(m)).

Példaképpen két konkrét esetben kiszamitjuk a Pliicker-koordinatdkat.

A k = 1 esetben a Pliicker-koordinatdk kiszamitasahoz valéjaban nincsen
sziikség szamoldsra, hiszen egy W = {Au : A € F} origbn dtmend egyenes (1-
dimenzids altér) W] = [w] Pliicker-koordinataira w; = det;(u) = u;, vagyis w = u
teljesiil. Ez konnytivé teszi az F™ affin tér projektivizalasat, csak venniink kell azt
am: F? — FPT leképezést, melyre [m(ui, ..., un)] = [(U1, .-+, Un, 1)].
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156 5. Projektiv terek, axiomatika és koordinatdzds

Az n = k = 2 esetben a Pliicker-koordindtdk kiszamitdsdhoz feszitsék az
u = (ur,ug,u3z) és v = (v1,v9,v3) vektorok az S € F3 sikot. Ekkor az S sik
[S] = [s] Pliicker-koordinataja

Uy U2 U3 . J
=< ujvg —uzv; hai=14ésj =3,

) uU1v2 —Ugvy hai=1¢6s j =2,
UoV3 —uUzvy hai=2ésj=3.

Sij = deti,j (Ul vy U3

Eszerint [S] = (p1.2, —P1.3,p2.3) = [u] x [v] az S sik dudlis Pliicker-koordinétéja.
Mivel a w nem nulla vektor dltal feszitett 1-dimenziés W altér (vagyis egyenes)
homogén koordindtéja [w], azonnal ad6dik, hogy W C S akkor és csak akkor, ha

(W], [S]) = 0. Minthogy a Pliicker-koordinatdk és a duélis Pliicker-koordinétdk

100

kozotti kapesolat linedris, amit a T'= [ o —1 0) matrix ir le, az F? tér 2-dimenzids
00 1

S altereihez a dudlis homogén koordinatédkat rendelve megkapjuk a Pp projektiv

sikot, ami bizonyitja a kdvetkezot.

Tétel. Az 1: P2 — Pg leképezés, ahol L‘Fg: S — [S] és L‘Fiﬁ W — [W], bijektiv és
illeszkedést tarto, izomorfia.

A Pr pontjainak és egyeneseinek illeszkedésére érvényes egyszerti formula alta-
lanosithaté magasabb dimenzidra is. Ennek érdekében rogzitiink néhany leképezést.

Definidljuk a §: JiF! Zp, — U] Zy, transzformaciot agy, hogy 8(iy, . . . , ig) :=
(k415 - sint1) € Int1—k, ahol {ig, ... inp1} ={1,...,n+ 1}. A § transzformdci6
nyilvin nem identikus, mikézben § o § identikus, vagyis § involutiv bijektivitas.
Vilagos, hogy 6 := 0|z, : Iy = Zn+1—« is bijektiv, és dp41-% 0 0 az I, halmaz
identikus transzformaciéja.

Vélasszunk minden 1 < k < n egész szamra egy ox: {1,2,..., (";gl)} — I,
bijekciot és legyen 41—k = dop minden 1 < k < n egész szamra. A jév6beni
egyszeriiség kedvéért rogzitsik a o1(7) := (1) és oy, := 001 védlasztasokat, valamint
minden 1 < i < n + 1 egészre legyen e’ € F**! az a vektor, melynek minden
egyitthatoja nulla, kivéve az i sorszamut, mely pontosan 1.

Tétel. Ha S € F}T' 65T € ]P‘Zﬁ_k (1 <k < n) egymds ortogondlis kiegészitd
alterei, akkor po, (S) = s, _,.(T).

Bizonyitas. Vilasszunk az § € IFZ‘|r1 altérben egy wl!,...,u”* béazist. Ekkor
Poi(S) = [po, (u!, ... u)].
Valasszuk az u**!, ... u"t! vektorokat tigy, hogy az u',...,u"*! vektorok

az F*T1 tér egy bazisat alkossak.
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5.2 Projektiv terek és homogén koordinitak 157

Legyen U = M1 yn+1, és
o™ = (1) et U, ..., (~1)™"H detl  U) € Fr !

minden £k +1 < m < n + 1 esetén. Ekkor a ferde kifejtés tétele értelmé-
ben a v, ... o™ vektorok a T altér egy bézist adjék, ezért ps, ., ,(T) =
Do, .1, (VFTL . 0" T1)], valamint ugyancsak a ferde kifejtés tétele miatt

T
Mﬁl,...,ﬁk,det UekJrl,...,det Uentl — Mel’“"ek,,vlﬁ»l7.."vn+1U 5
ahol u’ az U maétrix i-edik oszlopvektora. Ebbdl

(detU)" " dety, p My _r =det(@,..., " detUe™ ... detUe™ ™)
=det(el,..., e v v detU

= detk+17_“7n+1 M,vk+1,.”’vn+1 detU

kovetkezik. Figyelembe véve, hogy a vektorok indexelését tetszélegesen valaszthat-
juk, ez azt jelenti, hogy

(—1)%(det U)" " dety,, ..oy Myr, e = det

Ut 1seemsin41 ka‘*'l,.“;v"‘*'l

ahol (i1, ..., ik) € Try (ikgts- s ing1) = 6(in, .- yix), és d =35 _ (ipy —m).

A Py, (uh, ..., u") vektor m-edik koordindtéja sign(oi(m)) deto, (m) Moy ar,
aminek eredményiink szerint dety, ,, , (m) Myrr1,_yne1 a (det U)"~F konstanssal
vett szorzata. Utbbi viszont éppen a ps, ,, , (v*T1, ... ™) vektor m-edik koor-
dinataja, tehat

Poy (S) = [ﬁdk (ulﬂ R uk)] = [p5'71+1—k(vk+1’ SER) v7z+1)] = p6n+1—k(T)

ami bizonyitja a tételt. -

Eredményiink birtokdban két médon is altalanosithatjuk a pont és egyenes
illeszkedésére megismert formulankat. Ezek az illeszkedési tételek.

Tétel. Legyen 1 <k <n. AzS € IFZH és 7'76 FZiLk alterek akkor és csak akkor

metszik eqymdst az origon kivil is, ha ([S],[T]) = 0.

Bizonyitas. Vélasszunk az S € Fj ™ altérben egy w!, ..., u” bézist,a T € F'T]_,
altérben egy v**t1, ... v™T! bazist.
Az § és T alterek akkor és csak akkor metszik egymdast az origon kiviil is, ha

0 =det(ul,...,ub "1 . u"th),

Az els6 k sorra alkalmazva a Laplace-féle kifejtési tételt, kapjuk a tétel allitasat.
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158 5. Projektiv terek, axiomatika és koordinatdzds

A formuldk egyszertisitése érdekében a tovabbiakban azt az indexet, amelyet
ugy kapunk az (1,...,k) € Z; indexbdl, hogy elhagyjuk az egyik elemet, az el-
hagyandé elem f81é helyezett ~ szimbélummal jeloljiik. Példaul (1,...,k — 1,k) =
(1,...,k—=1),(1,...,k) = (2,..., k) valamint (1,2,3,4) = (1,2,4).

Tétel. Legyen 1 < k < n, S € F}™ és [s] = [S] valamely s € F("") vektorra,

valamint X € YT és [x] = [X] valamely © € T vektorra. Az X altér akkor és
csak akkor az S altér része, ha minden (i1,...,ix+1) € Tpt1 esetén

-1
Tiy Sig,iz,inyings T 00 T (=™ TinSip o imsensine T T <_1)kxik+13i17i2,m,ik =0.

Bizonyitas. Vilasszunk az S € IFZ'H altérben egy ul!,... u* bazist. Ekkor [s] =

[Po, (ul, ..., ub)].
Az X = {dx : 0 # X € F} altér akkor és csak akkor része az S altér-

nek, ha az My 1, o+ matrix rangja k. Mivel az u',... ,uF vektorok fiigget-
lenek, ez akkor és csak akkor teljesiil, ha minden (i1,...,9k+1) € Zpt+1 esetén
0 = dety,,. iy Mpar,  ur- A determindnst az elsé sora szerint kifejtve éppen

az allitast kapjuk. -
A Pliicker-koordinatak definidldasat lehetévé tévd tétel mar megmutatta, hogy
a Pliicker-bedgyazds minden 1 < k < n + 1 esetében injektiv. A szirjektivitds

azonban csak a k =1 és k = n esetben teljesiil.

Tétel. A Plicker-bedgyazds bijektiv a Pt projektiv tér FI pontjainak és FnT!
hipersikjainak halmazdn. A Plicker-bedgyazds injektiv, de nem szurjektiv az alterek
IE‘ZH halmazdan, ha 1 < k < n.

Bizonyitas. Azt mar tudjuk, hogy a Pliicker-bedgyazds minden esetben injektiv.

Ha [u] € [F(n#)} = [F"*1], ahol u € F**! egy tetszdleges nem nulla vektor,
akkor az U = { u: A € F} € F7*! homogén koordinatéja a definiciénk értelmében
[U] = [u], vagyis a Pliicker-bedgyazas sziirjektiv az F}™! halmazon.

Ha [w] € []F(nﬂ)] = [F"*1], ahol w € F"*! egy tetsz6leges nem nulla vektor,
akkor legyen v = (wy, —wa, ..., (—=1)"wy11), és v+ = {u € F**!: (u,v) =0} €
Ft+1. Ekkor v homogén koordinitéja az ortogonalis kiegészitéje, vagyis V = {\v :
A € F} € FP™ dudlis homogén koordindtéja, ami [v1, —vs, ..., (—=1)"v,41] = [w],

vagyis [vt] = [w], tehat a Pliicker-bedgyazas sziirjektiv az F?*! halmazon.
Legyen 1 < k < n. Vilagos, hogy []F(;l)} egy elemének meghatarozasahoz
pontosan ("Zl) — 1 egytlitthato sziikséges az F testbol. Most igazoljuk, hogy ]FZ"'1
egy elemének megadiasihoz az F testbdl k(n + 1 — k) egyiitthatd elégséges. Ez
igazolja a sziirjektivitds lehetetlenségét, hiszen (”Zl) —1>k(n+1-k), ha k nem

1 és nem n. (Az egyenlStlenség bizonyitasa az olvaséra marad.)
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Vegyiink egy ortogonalis u!, ..., u" ! bazist az F*"+! térben, és tekintsiik az
ul, ..., u” vektorok &ltal feszitett k-dimenziés Sy alteret, valamint ennek R orto-
gonélis komplementumat, mely nyilvén az az (n 4+ 1 — k)-dimenzids altér, melyet az
uFtl o unt vektorok feszitenek. Minden S € Fy ! altér, amely nem merdleges
az Sy altérre, pontosan egy pontban metszi az R; = u/ + R (1 < j < k) affin altere-
ket. Két ilyen S € IF’,;‘Jr1 altér pontosan akkor esik egybe, ha ugyanazon pontokban
metszi az Osszes R; (1 < j < k) affin alteret. Minden metszéspontot n + 1 — k
egyutthatd hataroz meg, 6sszesen k darab térben, Osszességében tehat az F testbdl
vett k(n + 1 — k) elem adja meg bijektiven az Sy altérre nem meréleges S € F;
altereket. Az Sy altérre meréleges S € IFZH alterek az R altérben vannak, melynek
dimenzidja n + 1 — k, igy iménti eljarasunkat megismételve most erre a vektortérre,
az adédik, hogy az els6 k baziselem altal feszitett k-dimenzids altérre nem merdleges
k-dimenziés alterek Gsszességében k(n + 1 — k — k) adattal adhatéak meg. Vildgos
tehat, hogy legfeljebb k(n+1— k) testelem minden k-dimenziés alteret meghatdroz,
és ennyire sziikség is van. -

Mivel a Pliicker-bedgyazés az 1 < k < n esetekben nem sziirjektiv a Py téren,
felmeriil az igény a képterének jellemzésére.

Az aldbbiakban bebizonyitjuk, hogy egy [p] € [F(nzl)] homogén koordinata
akkor és csak akkor valamely k-dimenzios altér Pliicker-koordinatéja, ha koordindtai
teljesitenek bizonyos masodfoku egyenleteket, melyeket Pliicker-dsszefiiggéseknek
vagy Pliicker-egyenleteknek neveznek.

A formulidk egyszeriisitése érdekében vezessiik be a barmely p € F("&") vektor
esetén a determinansbol szarmazassal j6 6sszhangban 1é6v6

0, haje{il,...,ik,l},
v ) ) Djjir,ip—a ha j <1,
Pjsinseemsin—y = (=1)™Diy, o grvin_y D& iy < § <ipeq valamely m esetén,
(_1)k_1pi1,-~7ik—17j ha ix—1 < J-
jelolést.
Tétel. Legyen 1 <k <n, S € Fy*! és [s] = [S] valamely s € F(") vektorra, va-
lamint legyen (ji, .- dnt1) € Inio—k, € = span(e’r, ... ein+1) és (ji,...,jk_1) =
0(Jks -+ sJn+1). Ha X =8 NE dimenzidja 1, akkor
[‘X} = [‘§11j1a»--7jk—1 ) §21j11~-7jk—1 ) §n+1,j1,»--,jk—1]'
Bizonyitas. Mivel X’ dimenzidja 1, akkor valamely nem nulla @ = (x1,...,2,41) €

F*+1 vektorra [X] = [z]. Minthogy ® € &, x; # 0 valamely i € {ji,...,jn+1}
indexre. Az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy mondjuk i = j, és
legyen F = span(e/*+1, ..., ein+1).
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Az F altér csak az origdban metszi az S alteret, igy elsé illeszkedési tételiink

értelmében 0 # ([S], [F]). Az [F] duédlis Plicker-koordindta minden eleme 0, kivéve

a (Jet1y---sdn+1) € Zny1—k indexhez tartozdt, mely nyilvan éppen 1. Eszerint
0 7é <[8], []:D = Shy,...,hp> ahol (hl, ceey hk) = 5(jk+1, e 7jn+1)7 és h@ = 1.
Vélasszunk az S € ]FZ"'1 altérben egy wl',...,u* bézist. Ekkor [s] =

[Po, (ul, ..., uk)], amibdl detp, 5, (ul,...,u¥) #0.
Mivel X C S, vannak olyan ), nem mind nulla egyiitthatok, hogy = =
S Amu™. Eszerint teljesiil az

m=1
1 1 1
uhl ... uh[ ... uhk
(Thyse ooy Thys- s Thy) = (A1, 00, Ak) wpt e upt e
k k k
uhl ... uhe ... uhk

egyenlet, melyben ugyanakkor X C £ miatt minden h € {ji,...,jx—1} esetén x;, =
0, és kivdlasztdsa miatt xj,, = z; # 0 teljesiil. Minthogy 0 # dety, .. n, (ul,... ,ub),
ebbdl kiszamithatok a A, € F egyttthatok, mégpedig a ferde kifejtés tétele értel-
mében

1 1 1
uhl e uh( e uhk
+£
Th —1)™ —
A’rn = LZ( )1 A detm uZI ce U’ZL ce UZL
dethlyuwhk(u yonn, ul) ! ¢ k
k k k
’Lth e uhz N uhk
+£
i (—1)™ L 1w .
- dety, h (ul uk)) detjla-uﬂlk—l(u yeees U , U R )
L1seeesllE It
minden 1 < m < k esetén. Eszerint
14
A (—1)m ) 2i(1)
- - )
detj1,---7jk71 (’U,l, S um 17 um+17 e 'U/k) dethly..qhk ('Ufl, R ,'Uzk)

amiért a csak az m indextdl fiiggé baloldal valdjaban nem fiigg az m indextdl,
vagyis konstans, mondjuk p. Ebbé&l viszont atrendezéssel a bizonyitandd z; =

p(=1)detp, . p(ut, .. ub) = ps; 5, ., Osszefiiggést kapjuk. -
n;i»l)

Pliicker-egyenletek. Legyen 2 <k <n. Ha S € F}™! és [s] = [S], ahol s € i ,
akkor minden (i1, ...,ik), (J1,-.-,Jk) € I index és 1 <r < k esetén

— _1\ym—1yg N v .
Six,in S1,dk = G ST T SOUY A7 A SR S AR

-
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5.2 Projektiv terek és homogén koordinitak 161

Bizonyitas. Legyen (jxt1,.--,Jn+1) = 0(J1,J2s--»Jk) € Int1—k, és tekintsiik az
& = span(e’r,elr+1 ... eln+1) alteret (1 < r < k). Ekkor az X = SN E altér
dimenziéja legalabb 1.

Ha X dimenzidja nagyobb mint 1, akkor az F = span(e’*+1,..., e/n+1) altér
Y = § N F metszete az S altérrel legalabb 1-dimenzids, igy az els6 illeszkedési
tételiink szerint 0 = ([S], [F]). Az [F] dudlis Pliicker-koordindta minden eleme 0,
kivéve a (Jk41,--- 7jn+1) € Tn+1—k indexhez tartozot, mely nyilvan éppen 1, igy
0 = (IS, [F]) = sj....i- Ugyanigy kapjuk, hogy 0 = Gy ==

]k+1’J17 JrseesJk

vagyls O Sigviio ., minden 1 <4 <n+1 esetén, amibol

R SO S

m 1y _
81,3250k Sit,enin E (=1 Sim 20k 5410100 e esin =0,

ami éppen a bizonyitandé egyenlet.
Ha X dimenzidja 1, akkor elébbi tételiink értelmében az

v v

L CT TP T N TEE-2 S S TRRRREE-MI TP NN S A

vektorra [X] = [x].
Ha j, € {i1,...,ir}, mondjuk j,. = iy, akkor

k
m 1v v v v
. ~ .S, . % . = 8. . ~ .S, . “ .
Zmyjl,--qu7~~»7]k Jrstlseestmsee sk ThsJ1se-5drse-dk Jrstlye-osthyeelk
m:l

= Sit,eensin i1, ik
vagyis az egyenlet teljesiil.
Ha j, ¢ {i1,...,ix}, akkor legyen (hi,...,hx11) € Zgy1 olyan, hogy
{h1,. ., hiex1} = {jr, 41, .-, ik}, és ebben mondjuk hy = j,.. A masodik illeszkedési
tételiink szerint ekkor

— m—1 N k
0= Zn,Shy,chyry + 00 F (1) ThmShy,... oyt +- 4 (=1) Lhit15hi,....hi

k+1
_ _1\ym—1yg . ~
= D DT i St
m=1
_ —1x
_( 1) Sheydt et Shyeeshe <-~7hk+1+
k+1
m 1v
+Z R seeesdrseeosdt SR e e hict
nz#f
=5, 8 + E )" by, 5 .8 5 +
J1seesJk O, 00k R 1, 0rs- 00k TR o e R
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162 5. Projektiv terek, axiomatika és koordindtazas

k+1
m @v
+ Z Shumodiseeosdrseeosdin B oo B s g1
m=~+1
_ m Ev N R
= Sjieendn Singein T E, St seeesdrreeesik Sit oot eensit 1 dimsitsein T
k+1
m Ev
+ Z 7frn71)j1a~~':j'r'7'~~)jksilyn-yil—l7.j1'7ila~"y7;'rn71;~~~7ik
m=¢+1
_ ’H’L Zv N .
= i1, Sityein T E : S sfteerrereeesih Sityeeesim yerorie 1 irsitreosin T

k
_1\ym—{4+1y . N
+Y (-1 St sf1resdreod Sitreeesio -1 virsiseoosiam ook
m=~_
k

— . . . . J— J— m—lv ~ S ~
= Sg1ndn Sk E:( 8 et S it oot

m=1

ami éppen a bizonyitand6 egyenlet.
A tétel allitasat belattuk. -

A Pliicker-egyenletek nem csak jellemzik a Pliicker-bedgyazas képterét, hanem
meg is hatarozzak.

Tétel. Legyen2 < k<mnéspé¢€ F(n:“rl) nem nulla vektor. A p elemeit Iy, elemeivel
indexelve tegyiik fel, hogy minden (i1, ... i), (J1,.--,7k) € Ig index és 1 < r < k
esetén

k
1y «
Div,..iwPir,ecsdre = Z(_l)m Pt seesdrreesdiPir it o et
m=1
Ekkor pontosan egy olyan S € F™ altér van, melyre [p] = [S].

Bizonyitas. A p € F(") nem nulla vektor valamely eleme nem nulla. Mondjuk

2.k 7 0-
A Pliicker-egyenletek el6tti tétel adja az Otletet, hogy az

u' = (_1)i_1(251 1,00 ...,k7152,1,,..,%,...,k7 e vﬁn+1,1,...,2,...,k)7 1<i<k,

Y O

vektorokat tekintsiik. Ezek a vektorok fiiggetlenek, mert 1 < j < k esetén

0 ha j # 1,
P =

U =Pja,..4, r#0 haj=i.
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5.2 Projektiv terek és homogén koordinitak 163

Azt allitjuk, hogy az u',...,uF vektorok &ltal feszitett S altér olyan, hogy az
s = p,(8S) vektorra [p] = [s]. A fentiekbdl azonnal latszik, hogy

Pl k 0
s,k =dety _p(u',... uf) = det : : =i

és1<i<k<k+1<j<n+1 esetén

BRI N B detl,...,%,‘..,k,j(U’l? e ,Uk) = (‘Uk_i detl,‘..ﬁ,j,..‘,k<ul’ e vuk)

CI
= (_1>k_ipl1€:..1,ku§‘ = (_l)k_iplf:.l,k(_1)24_115]',1,..‘,2,..‘,1@

k-1, k—1 k—1 k—1
=(-1) p1,...,k(_1) Pi. gk =Pk P15 kg

ami azt jelenti, hogy m = 0 és m = 1 esetén teljesiil a kovetkezd &llitds: Ha
(i1,...,1x) € Iy, olyan, hogy az {i1, ..., i} halmaznak m darab k-ndl nagyobb eleme
van, akkor s, . i, = p’fflk “ Diq,...ir.- Teljes indukciéval igazoljuk ennek altaldnos
érvényességét.

Tegytik fel, hogy valamely 0 < m—1 < m < k esetén teljestil az allitas. Legyen
1<i) <o <o <k <igemer < --- <t <n+1 Mivel m > 1, az els6 k
pozitiv egész kozott van olyan, amely nem az {iy,...,i;} halmaz eleme. Legyen
ezek legkisebbike ¢ (1 < ¢ < k).

A Pliicker-egyenletek, valamint az indukcids feltétel miatt

k
k —_— . . . P —_— hilv A . P4 A
Sityeenyin " P1,. k= Sit,.ip " Sl k = E (-1 Sin ek S0, it

h=1
k
_ _1\h—1g X .
- Z ( 1) TS VOO NN "X PO O
h=k—m-+1
k
_ htk—2( k=1  x . -1 .
= E (=1 (pl,...,k DPipa,. i, ,Ic)(pl,...,k pem..qz‘hw..,ik)
h=k—m-+1
k
_ 2k—2 htk—2 X x X
=P1. .k Z (=1 Pip 1tk " Pl i i
h=k—m-+1
k
_ . 2k—2 h—1x . X .
=P DD T Bk Pry i
h=1

_ ,2k—2 _ . 2k—1
=P,k Pir,nie " P1.k = P1 g " Div,iks

ami igazolja a teljes indukcié allitasat.
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164 5. Projektiv terek, axiomatika és koordindtazas

Eszerint minden (i1,...,4x) € I esetén s;, ., = p’fflk “ Diy.... in, amiért
[s] = [p], ami a tétel &llitdsa. -

Habar a fentiek szerint immar pontosan tudjuk, hogy a projektiv terek ele-
meihez (pont, egyenes, sikok, hipersikok) a homogén koordinétdk miféle halmazat
rendeljiik (ez a Pliicker-bedgyazds képtere), az egyes elemek illeszkedéseinek homo-
gén koordinatakban val6 vizsgédlata és meghatarozasa lenne sziikséges ahhoz, hogy a
projektiv tereknek a PZ esetéhez hasonld, kizérdlag a homogén koordindtdkra épiilé

algebrai leirasat adhassuk.

5.3. A Klein-megfeleltetés

Ebben a szakaszban a projektiv terek egyeneseinek illeszkedéseit vizsgaljuk homogén
koordinatédkban, f8leg a P2 téren.

Tekintve a projektiv egyenesek fontossagat, el6szor egy némileg egyszeriibb
bizonyitast adunk a Pliicker-Osszefiiggések ezen esetére.

Tétel. Egy [p] € [F(ngl)] homogén koordindta akkor és csak akkor az F"T1 vektortér
valamely 2-dimenzios alterének Plicker-koordindtdja, ha n = 2, vagyn > 3 és

DiyioPisia — PiyisPisis + DiyigPisis = 0
minden 1 < i1 < iy < iz < ig4 <n+ 1 sorozat esetén.

Bizonyitas. Az n = 2 esetre valgjaban mar igazoltuk az allitast, hiszen ilyenkor a 2-
dimenzids alterek komplementuma 1-dimenziés, de a konkrét szamolas bemutatasa
kedvéért itt most méasként bizonyitunk. Ha adott egy [p] € [F3] homogén koordinata
és mondjuk p12 # 0, akkor az u = (p12,0, —pa3) és v = (0, p12, p13) vektorok Altal
feszitett S € F3 sik [s] Pliicker-koordinétdjdra

pe 0 —pos p12p12 — 00 = pi, ha (4,5) = (1,2),
845 = det; ; < 0 2 pis ) =4 p12p13 — 00 = p1ap13 ha (4,7) = (1, 3),
00 — p12(—p23) = p12p23  ha (4,5) = (2,3),

vagyis [S] = [s] = [p12p] = [p], ami igazolja allitdsunk.

Innentdl feltessziik, hogy n > 3.

El6bb a feltétel sziikségességességét igazoljuk. Legyenek u és v fiiggetlen vek-
torok az F*t! vektortérben. Ekkor az altaluk feszitett 2-dimenziés altér Pliicker-

koordinataja az
ul PR uk PR un+1
M, ., = <
vl ... Uk DR /l}n+1
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5.3 A Klein-megfeleltetés 165

egyltthaté-matrix 2 x 2-tipusi aldeterminansaibol all Ossze, vagyis pi, i,

det (7:?‘1 iz ) Vildgos, hogy az allitott formulat elegendd megmutatni az Mo o
i1 i

matrix elso négy oszlopara, amire viszont

P12D34 — P13P24 + P14P23

U U U U U U
det( ! 2)p34det< ! 3>p24+det< ! 4)1023
V1 U2 U1 Vs U1 V4

= (U1U2 - U1U2)p34 - (Uﬂ/s - Ulus)p24 + (U1U4 - U1U4)p23

= w1 (v2p34 — UsP24 + vap2s) — v1 (U2p34 — U3P24 + Uap23)
Uy U U3 Ug
“lger| oo g
2 U Uz U3 Ug
V1 V2 U3 U4
igazolja a sziikségességet.
n+1
A feltétel elégségességének igazoldsdhoz legyen [p] € []F( 2 )} olyan, mely tel-
jesiti a Pliicker-osszefiiggéseket. A p egyik eleme — mondjuk p;o — nem nulla. Te-

kintsiik az w = (p12,0, —p13, —P14, - - -, —P1,n+1) €8 v = (0,p12, P23, P24, - -, P2, 41)
vektorok altal feszitett S € IE‘ZJrl alteret. Ennek s;; Pliicker-koordindtéira
s;; = det; ; (p(l)Q 0 —paz —paa -+ pz,n+1)
bi2 D13 Pia - P1n+1
P12P1; hai=1ésj >z,
= { P12P2; hai=2ésj > 1,

—P2iP1j + P1iP2; = P12Pi; ha i >2és j >4,

ahol az utolso egyenldséget a Pliicker-Osszefiiggésbdl nyertiik. Eszerint az S Pliicker-
koordinatdja éppen [S] = [s] = [p12p] = [p], ami igazolja a feltétel elégségességét.

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. -

Figyeljitk meg, hogy a P2 projektiv tér egyeneseihez tartozé Pliicker-
koordindtdk épp tgy az [FO] térben vannak, mint a P3 projektiv tér pontjainak
homogén koordinatai. Ez lehetévé teszi a Py projektiv tér egyenesei halmazénak a
P} projektiv térbe képezését.

Az [F9] tér [p] elemeit a most kdvetkezékben p = (pia, P13, P14, P23, P24, P34)
vektorok formdjiban kezeljik.

Klein-megfeleltetés. A P2 egyeneseinek a P3 pontosan azon pontjai felelnek mey,
melyek [p] homogén koordindtdjara pi1apsa — p13P24 + P1apas = 0 teljesiil.

A Klein-megfeleltetés el6bbi tételiink specidlis esete, részletes atgondolasa az
olvaséra marad. Vegyiik észre, hogy az egyenesek dudlis Pliicker koordinétait feleltet-
ve meg a pontoknak, a piopss + p13peg + D14Dos = 0 egyenlet adédik. Természetesen
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166 5. Projektiv terek, axiomatika és koordinatdzds

ezen egyenlet megolddsait adé pontok halmaza megfelel§ kollinedciéval — vagyis
amelynek diagondlis matrixdban minden elem 1, kivéve egyet, mely —1 — a masik
megoldasait adé pontok halmazaba viheto.

Definici6. A P2 projektiv tér azon pontjainak halmazit, melyek homogén koordi-
natajara piopss — p13P2a + p1apes = 0 teljesil, Klein-feliiletnek nevezziik. A

A Klein-feliilet tehat a Klein-megfeleltetés képtere, mely az 5-dimenziés Pa
térben egy 4-dimenziés hlperfelulet A P12 = q12—G434, P34 = Q34—|—q12,p13 = (q13—424,
P24 = Q24 + q13, P14 = Q14 — Q23 €S P23z = @o3 + q14 helyettesitéssel a Klein-feliiletet
definidl6 egyenlet az ¢3, + g3, + ¢34 = ¢34 + ¢33 + ¢33 alakot veszi fel. Megmutatjuk,
hogy ez az egykdpenyti hiperboloid két kozos elemet nem tartalmazé sikseregnek is
az uniodja.

Tétel.
(1) Két egyenes a P2 projektiv térben akkor és csak akkor metszi egymdst, ha a

Klein-feliileten nekik megfeleltetett pontokat 6sszekdtd egyenes teljes egészében

a Klein-feliiletben marad.

(2) A Klein-feliiletben lévé egyenes pontjainak megfeleltetett egyenesek a P3 térben
eqy sikbeli sugdrsort alkotnak. A kapcsolat a sugdrsor elemei és az egyenes
pontjai k6zott bijektiv.

e

Bizonyitas. Az els6 allitassal kezdjiik.
Legyen adott az e és f egyenes az IP% projektiv térben. Ekkor e, f € F3, igy
vannak olyan fiiggetlen

e e ;e e e e e ,e e e 4
u :(Ul,UQ,U3,U4), v :(U17U25U33U4)a €s
IR N BN S IR SR N A

uf_(u1>u2au3au4)7 ’Uf—(’Ul,U2,U3,’U4)

vektorparok, melyek rendre kifeszitik a 2-dimenziés e és f altereket az F* vektor-
térben.

Vilagos, hogy e és f pontosan akkor metszi egymadst, ha van egy olyan x
nem nulla vektor, mely elééll az u® és v°® vektorok, és ugyanakkor az u/ és v/
vektorok nem trivialis linearis kombinaciéjaként is. Ez pontosan akkor teljesiil, ha
{u®, v, ul, v’} linedrisan fiiggd rendszer. Ennek sziikséges és elégséges feltétele,
hogy det(u®, v, uf,v/) = 0 legyen. A Laplace-féle kifejtési tétel alapjan (kozvetle-
niil is szdmolhat6 az alacsony dimenzié miatt) ez ekvivalens azzal, hogy

Uy Uz Uz Uy
e e € e
vr Uy U3 Uy
0 = det 7 7| =e2fza—ewzfoat+erafoz +easfia — e fiz +esafio,
up o uy  uy o uy
f f f f
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5.3 A Klein-megfeleltetés 167

ahol (e12, €13, €14, €23, €24, €34) €5 (f12, f13, f14, f23, f24, f34) rendre az e és f egyenes
homogén koordinatai.
Vezessiik be az FS vektortéren a nyilvan szimmetrikus és bilinearis

(P, @) = P12g34 — P13G24 + D14G23 + P23q1a — P24¢13 + P34G12

funkcionalt. Azt latjuk, hogy egy [p] € [F°] homogén koordinita akkor és csak akkor
felel meg egyenesnek, vagyis akkor és csak akkor van rajta a IC Klein-feliileten, ha
(p,p) = 0 (CharF # 2), tovabbé a K Klein-feliilet [p] és [g] pontja akkor és csak
akkor reprezentélja P5 két metsz6 egyenesét, ha (p, g) = 0.

A K Klein-feliilet [p] és [q] pontjainak kozos egyenese pontosan a [Ap + pug]
pontokbdl &ll, ahol A, u € F és Au # 0. Ezek a pontok pontosan akkor esnek mind
a K Klein-feliiletre, ha

0= (Ap+ g, \p + nq) = N(p,p) + 11*(q, q) + 2 u(p, q)

minden A, pu € F és Ay # 0 esetén, vagyis (p,p) = (q,q) = (p,q) = 0 (CharF # 2),
ami éppen az (1) allitast jelenti.

Ratériink a mdésodik Aallitasra, és innentél é jeloli az e egyenes Klein-
megfeleltetés szerinti képét.

Tekintsiik a Klein-feliilet é f C PP} egyenesét, és azon a § pontot.

Legyen [e],[f] és [g] rendre az e, f és g egyenesek homogén koordindtdja,
tovabbé a fentebb megadott u®, v¢, uf és v’ feszitd vektorokon til legyen u9 és v9
a g alteret feszit6 vektorok. Mivel e és f metszi egymast, feltehetjik, hogy a feszitd
vektoraik egyike kozos: mondjuk u® = u/ = u.

A feltétel szerint kg = Ae + pf valamely nem nulla k, A, u € F esetén, és (1)
miatt a ¢ C P2 egyenes metszi az e és f egyenest is.

Ha a g egyenes nem megy at az e és f koz0s pontjan, akkor valasszuk ugy meg
a v® és pvl feszité vektorokat, hogy azok kifeszitik a g alteret, vagyis w9 = v és
v9 = pwf. Ekkor minden 1 < i < j < 4 esetén

Aejj +ufi = Kg;; = kdet;;(u?, v9) = kdet;; (ve, ,uvf),
amibol
0= Xejj + puf;; — rdet;;(ve, po’)
= det;;(u, W) + det;j (u, pv!) — dety; (kv°, ¢ + po)
= dety; (u, \° + pvl) — det;j (kv®, \® + pv!) = detyj(u — kv°, A® + po?).

Ez azt mutatja, hogy w linedrisan fiigg a v, v/ vektoroktol, vagyis a ¢ altérben
van. Ez ellentmond a kiindulasi feltételiinknek, tehat a g altér tartalmazza az e és
f alterek metszetét.
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168 5. Projektiv terek, axiomatika és koordinatdzds

Eszerint w? = w, amibdl Ae;; + pf;; = kg,; miatt

0= Xeyj + pufi; — Kg;; = detyj(u, \o®) + dety;(u, pol) — det;j(ku, v9)
= det;;(u, W + pv’) — dety;(ku, v9)
= det;; (ku, k(A0° + pol)) — detyj (vu, v9) = detyj(ru, K(A\v° + pv’) — v9).

Eszerint a v9 vektor az u, v, v/ vektorok nem trivialis linearis kombinécidja, vagyis
az e és [ alterek &ltal feszitett 3-dimenziés altér eleme, tehat benne van a P3 azon

projektiv sikjaban, melyet e és f feszit. -

Ha az e, f C P} egyenesek metsz8k, akkor eredményiink szerint az é f c P
egyenes pontjai az e, f kozos sikjdban 1évé koz0s sugarsoranak egyeneseit reprezen-
talja.

Minthogy P2 barmely hédrom, paronként metszé egyenesét a Klein-megfeleltetés
harom olyan pontba viszi, melyeket 6sszekoto egyenesek a Klein-felilletben vannak,
és a harom egyenes kozos sikja minden egyenesének mindharom egyenessel van kbzos
sugdrsora, a Klein-megfeleltetés barmely sik minden egyenesét egy olyan sikba viszi,
ami teljes egészében a Klein-feliilletben van. Ezeket a sikokat a Klein-felilletben
gorog siknak nevezzik.

Vegyiink most egy P sugérsort az P térben, legyen e, f, g, h ennek négy egyene-
se. Az ezeknek megfelel6 é, f , g, h pontok akkor és csak akkor vannak k6zos sikban, ha
az ezek altal meghatarozott é f7 f g, gh he ég, fh egyenesek mind metszik egymast.
Ezen egyenesek minden pontja a pontjainak megfelel$ egyenesek kézos sikjaban
1év6 kozos sugarsor egyeneseinek felel meg, marpedig barmely két k6zos ponttal
rendelkezd sik kozos egyenessel is rendelkezik, tehat barmely két siksugarsornak van
kozos egyenese, vagyis a megadott hat egyenes mindegyike metszi egymést. Azt a
sikot, mely egy térbeli sugarsor képe a Klein-felilletben latin siknak nevezziik.

Vilagos, hogy a Klein-felillet a gorog-sikoknak éppugy unidja, akar a latin-
sikoknak, ugyanakkor a gérog-sikok nem esnek egybe a latin-sikokkal, mert elobbiek
egy sik egyeneseinek képei, utobbiak viszont nem egy sikra illeszkedd egyenesek
képi.
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Fuggelék

A geometridk targyaldsa kozben gyakran meriilnek fel kérdések, melyek nem a
kozvetlen cél iranyaba mutatnak, sokszor pedig olyan ismeretek sziikségesek, melyek
nem tartoznak szorosan a targyhoz. Ebben a fejezetben néhany érdekes, de nem
a konyv kozvetlen céljahoz tartozo eredmény, valamint par fontosabb, egyszeriien
leirhaté, nem kozvetleniil a targyhoz tartozé ismeret keriil bemutatésra.

F.1. Geometriak és csoportok

Felix Klein XIX. szazad végén Erlangenben sziiletett elgondoldsa nyomén — az
werlangeni program” — a geometriakat mint kiiléonb6z6 csoportok hatasara invaridns
elméleteket is felfoghatjuk. A geometriat ebben a felfogasban az 6t invariansan hagyé
Osszes transzformécié csoportja — amit a masik iranybol megkozelitve szimmetria-
csoportnak hivunk — hatarozza meg.

Az R"! vektortér dsszes bijektiv linedris transzforméiciéjdnak csoportjit
GL(n+ 1) jeloli, és (n + 1)-dimenziés dltaldnos linedris csopornak nevezzik.

A sik esetéhez hasonléan lathat6, hogy a P = Pg projektiv tér x kollineaciéi
[x] — [xL] alakdak, ahol L az R"*! egy bijekt{v linearis transzforméciéja. Vilagos,
hogy a L és L' bijektiv linearis transzforméciék pontosan akkor hatnak egyformén a
P" projektiv téren, ha van olyan k € R konstans, melyre L = kL', vagyis [L] = [L'].
Az ezen relaciot teljesit6 linedris transzforméacidokat homogén ekvivalensnek nevez-
zik. A bijektiv linedris transzforméciék homogén ekvivalencia-relacidohoz tartozé
ekvivalencia osztalyai altal alkotott csoportot, mely a P™ projektiv tér kollinedcidi-
nak csoportja, PGL(n) jeloli, és n-dimenzids projektiv dltaldnos linedris csoportnak
nevezziik. A fentiekbél vildgos, hogy PGL(n) = [GL(n + 1)].

Rogzitsiink most egy h hipersikot a P™ projektiv térben, és tekintsiik PGL(n)
azon elemeinek & részcsoportjat, melyek invaridnsan hagyjak a h hipersikot. Va-
lasszunk egy olyan w1, ..., Un, U, 1 bazist az R"T! térben, melyre h éppen az w1
kiegészitd tere, vagyis h = {> 1 | Aitt; : A1, ..., A\, € R}. Ekkor mindeni =1,...,n
és g € & esetén g(u;) € h és g bijektivitdsa miatt a g(u;) vektorok fliggetlenek,
igy g a h hipersikot bijektiven képezi énmagaba, amiért g(u,4+1) ¢ h. Eszerint
a g linearis transzformacié matrix reprezentacidja az w1, ..., u,41 bazisban G =
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170 F. Fuggelék

g1 0 gim O
gi,1 0 gin
: alakii. Ebben a G’ = o matrix sem elfajuld, hi-
gn,1 In,n 0 ’ ’
gn,1 *** Gn,n
In+1,1 " Gntin 1
szen g bijektiv. Az A = P\ h halmaz pontjainak ezen bézisban vett homogén koor-
dindtai [vy, ..., v,, 1] alaktak, igy A pontjai koordindtazhatéak a (vq,...,v,) € R
vektorokkal. Ebben a koordindtdzasban a g: [v1,...,v,,1] — [wy,...,w,, 1] hoz
zérendelés meghatdrozza a ¢': (vi,...,v,) — (wi,...,w,) hozzarendelést, mely

természetesen meghatdrozza a g transzformaciét. A
g([vh <.y Un, 1]) = [(Ulv <eey Un, 1)G] = [((Ula ceey Un, O)G + (Oa ey Oa I)G]
= [(’Ulv ceoy Un, O)G + (gn+1,17 <y 9n+1,n, 1)]

osszefiiggés alapjan g': R™ — R"™ olyan, hogy
g (Vi) = (V1 00) G+ (G 11y - s Gntdn)-

Eszerint PGL(n) azon elemeinek & részcsoportja, amelyek egy h hipersikot invari-
ansan hagynak, izomorf az R™ koordinatatér

g'(v) =vG'+¢

alaki transzformaci6ival, ahol G' € GL(n) és g’ € R™. Az 6sszes ilyen transzformé-
ci6 csoportjat GA(n) jeloli, és n-dimenziés dltaldnos affin csoportnak nevezzik. A
fentiekbdl vilagos, hogy GA(n) = & C PGL(n).

A GA(n) = & altaldnos affin csoport azon elemei, melyek a h hipersik minden
pontjét fixen hagyjak, az n-dimenziés N(n) nyijtds-csoportot alkotjak. Ezek

gd:v— A +g, 0#£MER
alaku transzformacidk, hiszen G’ fixalja a h minden elemét, igy a baziséat is, amiért
minden i # j esetén g;; = 0, és [(Au; + pu;)G'] = [Agiiwi + pgjju;] is teljesiil
minden A, u € R esetén, amibdl g; ; = g, ; kovetkezik.
Az A affin téren rogzitve egy f: (A)" — R térfogatformdt (determindns, n-
valtozds alternalé forma) [Kurusa: Euklidészi geometrial, a GA(n) affin csoport e tér-

fogatform4t invaridnsan hagyé g’ elemeinek, vagyis amelyekre f(g(u1),...,g(u,)) =
f(uy,...,uy,), alakja

g:v—vG +4, det(G") = 1.

Ezek alkotjat az n-dimenzids SA(n) specidlis affin csoportot.
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F.1 Geometridk és csoportok 171

Az S A(n) speciilis affin csoport azon elemeinek halmaza, melyek fixen hagyjdk
az origdt, az n-dimenziés SL(n) specidlis linedris csoportot alkotja. Ennek elemei

g:v—vG, det(G') =1

alakuak. Természetesen SL(n) = GL(n) N SA(n) is teljesiil.

Az N(n) nyujtds-csoport azon elemeinek halmaza, melyek az SA(n) specidlis
affin csoportnak is elemei, az n-dimenziés E(n) eltolds-csoportot alkotja, aminek
elemei

g:v—v+g,

alakuak.

Az A affin téren rogzitve egy (-, -) euklidészi szorzdst (pozitiv definit bilinearis
funkcional) [Kurusa: Euklidészi geometria], a GA(n) affin csoport (-, -) euklidészi
szorzast invaridnsan hagyé g’ elemeinek, vagyis amelyekre (g(u),g(v)) = (u,v),
alakja

g:v—vG +¢, G (G =1.

Ezek alkotjat az n-dimenziés GM (n) dltaldnos izometria-csoportot. Az O(n) =
GM (n) N GL(n) csoportot ortogondlis csoportnak nevezziik.
Minthogy a

(v1,...,v,) > sign(det((v;, v;)))1/det((v;, v;))

leképezés egy térfogatforma, minden G € O(n) leképezésre det G = £1. Adet G = 1
feltételnek eleget tévok alkotjat az SM(n) := GM(n) N SA(n) mozgdscsoportot
azok koziil az origét fixen hagydk a SO(n) := O(n) N SL(n) specidlis iranyitdstarto
ortogondlis csoportot.

Ahhoz, hogy megtalaljuk a Bolyai-sikot meghatarozd 6sszes transzformacié
csoportjat a PGL(2) részcsoportjaként, valasszuk azt a K kipszeletet a P? projektiv
sikban, melynek egyenesei olyan korkipot alkotnak, melynek tengelye a szokasos
koordindtdzasban a z-tengely, alkotéi pedig 7/4 szoget zarnak be a z-tengellyel. A
K kipszelet pontjainak [z,y, 2] homogén koordinatdira ekkor nyilvan 2?2 + y? = 22

g1,1 91,2 g1.:
teljestil, és a [G] = 92,1 G2, gz,; € PGL(2) akkor és csak akkor hagyja a K

93,1 93,2 93,3

kipszeletet invaridnsan, ha z2 4+ 3% = 22

esetén az (xg,Yq, 29) = (¢, y, 2)G vektorra
. 2 2 _ 2 . . .
is z; +y; = z; teljesil, vagyis

(rg1,1 + yg2,1 + 293,1)2 + (2912 + yg2,2 + 293,2)2 = (zg1,3 + Yg2,3 + 293,3)2~
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172 F. Figgelék

Elvégezve a négyzetre emeléseket és csoportositva a tagokat, ez ekvivalens azzal,
hogy
e (giq + 070 — 915) T Y2 (051 + 950 — o) T 22(95 0 + 950 — 93 5)F
+2xy(91,192,1 + 91,292,2 — 91,392,3) + 222(91,193,1 + 91,293,2 — 91,393,3)+
+2y2(g2,193,1 + 92,2932 — 92,393,3)

=0.
Az
(0,1,1,0,0,1) harz=0,y=1,2z=1,
(0,1,1,0,0,-1) haz=0y=-1,2=1,
2 .2 2 _ (1a0717071a0) hax:lay:())'zzla
(@ y7, 2% vy, w2, y2) = (1,0,1,0,—1,0) haz=-1,y=0,2=1,
(13172a17\@>\/§) hale,yzl,z:ﬂ,
(1u1727_17f7_\/§) ha z = 17 Y= _17 z = \/57

specialis esetek koziil az els6 kett6bol kovetkezik, hogy yz egyiitthatdja 0, a harmadik
és negyedik parosabdl xz egylitthatdjara kapjuk, hogy 0. Az 6t6dik és hatodik esetet
eddigi eredményeinkkel egyiitt tekintve az xy egyltthatdojara is 0 adédik. Végiil az
2 ¢ = zésy = 0 alapjan pedig =2 és 22, egyiitthatéinak
osszegére adodik 0, amibdl 22 és y? egyiitthatéinak egyenlésége kovetkezik, amiért

z =0ésy = zalapjan 3% és z

2% egyiitthatéja ezek —1-szerese. Ez azt jelenti, hogy G valaszthaté tigy, hogy a
g; = (9.1, 9i,2, gi,3) sorvektorokra minden 7,5 € {1,2,3} esetén

0, hai#j,

<8;:9; 7= 9i,195,1 + 9i295,2 — 9i,395,3 = { 1, hai=j.
A vektorok itt definidlt bilinedris <-, -~ leképezését hiperbolikus szorzatnak nevez-
ziik. Azon G transzformacidk csoportjat, amelyek tartjdk a hiperbolikus szorza-
tot, HGM (3) jeloli. Ezek homogén-ckvivalencia szerinti osztdlyainak HM(2) =
[HGM (3)] csoportjat dltaldnos hiperbolikus izometria-csoportnak nevezzik. Je-
gyezzik meg, hogy e csoport magasabb dimenziés megfeleléje, tehat a vektorok
<U, V1= ULV + - -+ + UpUp — Up4+1Un+1 hiperbolikus szorzatat tartd linedris leké-
pezések HGM (n+ 1) csoportja lehetdséget biztosit a hiperbolikus geometria maga-
sabb dimenzidkra valé altaldnositasara azzal, ha vesszitk a HM (n) = [HGM (n+1)]
csoportra invaridns elméletet.

Erdemes felfigyelni 14, hogy GHM (n + 1) elemei invaridnsan tartjdk azon
u € R™! vektorok kétképenyti forgashiperboloidjit, melyekre < u,u == 1. Az
invariancia miatt a hiperbolikus szorzat altal definidlt metrikdval ennek barmely
kopenye alkalmas a hiperbolikus geometria modelljének [Kurusa: Bevezetés a diffe-
rencidlgeometridba], melyet Weierstrass-modellnek is hivnak.
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F.2 Geometridk és metrikak 173

F.2. Geometriak és metrikak

Az 6sszes projektiv metrika meghatarozasanak és osztdlyozasanak problémajit Da-
vid Hilbert vetette fel 1900-ban (mivel egyuttal dsszesen 23 problémat fogalmazott
meg, és ez ezek kozil a negyedik volt, e kérdéskort a vildg ma is Hilbert IV. problé-
méjaként is emlegeti).

E konyv projektiv metrizalassal foglalkozé fejezetében Gsszesen harom eljarast
adtunk meg kulonféle projektiv metrikak eléallitdsara. Most — ha nem is teljes
mélységében, és néhol kell6 a precizitasbdl is engedve, de — megmutatjuk, hogy
projektiv metrikakbdl szinte attekinthetetleniil sok 1étezik.

Tekintsiik most a valds projekiv sikot mint az idedlis elemekkel [Kurusa: Eukli-
dészi geometria] kiegészitett valds affin sikot, melyet a tovabbiakban csak S siknak
hivunk, a szokdsos térbeli (z,y, z) ortogonalis koordindtarendszerben a z = 1 egyen-
lettel adunk meg, és rogzitjiik az m = (0,0, 1) normalisét.

Az § sik minden 4. irdnyvektort irdnyitott e egyenesét meghatirozza a ra és
az origora egszerre illeszked6 sik és a siknak az az m. normalisa, mely az egyenes
origbba mutatd n. normalisaval és ¢ iranyvektoraval jobbsodrast ortonormalt bazist
alkot, vagyis m, = 4. X n.. Jelolje x: e — {m.,—m,.} azt a hozzirendelést,
mely az affin sik irdnyitatlan egyeneseihez az egységgémb 0B feliiletének atellenes
pontparjait rendeli. A y leképezés nyilvan bijektiv.

Az S sik ugyanazon P pontjan atmend egyenesek P halmazét a x leképezés
abba a x(P) f8korbe viszi, melynek sikja merdleges a P pontot az origéval dsszekitd
p egyenesre, hiszen P minden egyenesének origoval kozos sikja tartalmazza a p
egyenest.

Vegyiink most egy Z = AB zart szakaszt az S sik valamely e egyenesén, és
jelolje 7 az ezt metszd egyenenesek halmazat. Ekkor

x@) =x(JP)= U x).

PeT PeT

A x(P) f6korok mindegyike tartalmazza a x(e) pontot, hiszen e € Pminden P €7

v

esetén, igy a x(Z) halmaz a gombon egy kétszog.

NEM EUKLIDESZI GEOMETRIAK
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Két kozos végponti zart szakaszt egyszerre metszo egyenesek halmazat eszerint
a x a gombfeliilet két kétszogének metszetébe képezi, ami egy origd csicsi négyszog
alapu gula metszete a 9B gombfeliilettel.

Legyen & az S sik 0sszes nem idedlis egyenesének halmaza, és legyen e € E¢.
Vegyiik most az x(e) két pontjira illeszkedd egyenes metszetét azzal a végtelen OC
hengerpalasttal, melynek tengelye a z koordinatatengely, a z = 0 sikban 1év6 alap-
korének sugara pedig 1. Vildgos, hogy ez a most megadott x¢: & — OC leképezés
olyan, hogy az S sikban a z tengelytol p > 0 tavolsdgra 1évé egyenest éppen a +pn.
pontpérba képezi, vagyis xc(e) = {pm., —pme}.

A fentiek alapjan vilagos, hogy xc¢ a koz0s pontra illeszkedd egyeneseket a
OC hengerpaldstnak egy origén atmend sikkal vett metszetébe, az 7T C e C S zart
szakaszt metszO egyeneseket pedig a JC hengerpalast két origén atmend sik kozé
es6 pontjainak halmazaba képezi.

Tétel. Egy szakasz xc melletti képének felszine a szakasz hosszanak négyszerese.

Bizonyitas. Tekintsiik az A és B pontokat az S sikon. Ezek kozos e egyenesének
z-tengelyhez legkozelebbi pontja legyen E, melynek tavolsaga a z-tengelytdl legyen
p > 0.

Az A ponton dtmené egyenesek y¢ képeinek halmazat az az origdn atmend sik
metszi ki a C hengerpaldstbdl, melymerdleges az OA vektorra. E sikmetszet leg-
nagyobb z-koordinataju pontjanak z-koordinataja a kordbbiak szerint megegyezik
az A pont z-tengelytél vett a tavolsagaval. Ugyanigy a B ponthoz tartozé sikmet-
szet legnagyobb z-koordinatdju pontjanak z-koordindtdja megegyezik a B pont
z-tengelytdl vett b tavolsagaval. Tegyiik fel, hogy b < a, amiért p < b < a. Vagjuk
el a henger palastjat a pm. pontjan atmené alkotéja mentén, majd ,teritsiik ki”
sikba.
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Minthogy a henger alapkorének sugara 1, a kiterités utan egy 27 szélességii, parhu-
zamosok altal hatarolt ,,sdvot” kapunk a sikban, melyben két koszinuszgorbe kozti
tartomany tartozik az AB szakaszt metsz6 egyenesek halmazahoz.

A tartomény ¢ teriiletét az 4bran bevezetett 0 < ¢ < /2 és 0 < € < 7 sz0gek
segitségével a

T T P 13
t:2/ asinmdx+2/ bsinxdx—4/ asinxdx—4/ bsinxz dx
0 0 0 0

= 2[—acosz|§ + 2[—bcos z]§ — 4[—acosz]l — 4[—bcosz]§

4(acostp + beos&) = 4(ay/1 — sin® ¢ + bsign(cos )/ 1 — sin? €)
(\/a? — a?sin® ¢ + sign(cos £)4/b? — b2 sin? €)
(

Va? — p? +sign(cos £)\/b? — p?) = 4d(A, B)

formula adja, ahol az utolsé egyenldség Pitagorasz tételének az AEO és BEO

4
4

haromszogekre valé alkalmazasabdl adédik. -

E tétel eredményét forditva szemlélve, lehetdség nyilik az S sikban 1évé pontok
tavolsdganak megadasara a xc leképezést hasznalva: Legyen d¢: S x & — R olyan,
hogy dc: (A, B) — f(xc(AB))/4, ahol f a OC hengerpaldston 1év6 ponthalmaz
felszine. Tételiink alapjan ez a szokésos euklidészi d metrikat adja.

A projektiv metrikdk meghatdrozasdhoz a tavolsdg most mutatott megaddsat
altalanositjuk a henger helyett méas testeket hasznélva.

Egy origdt ponthalmazt az origéra nézve csillagszertinek mondunk, ha minden
az origbn atmeno egyenest egy zart szakaszban vagy félegyenesben metsz, vagy a tel-
jes egyenest tartalmazza. Egy origéra csillagszeri M ponthalmaz O M hataran azon
pontjai halmazat értjiik, melyek valamely origén atmené egyenessel vett metsze-
tének végpontjai. Egy origora csillagszerii ponthalmazt megengedettnek neveziink,
ha hataranak minden korlatos részhalmazan van véges felszinmérés. Megengedett
test eszerint példaul a féltér, a gémb, a henger, a hiperboloid, az ellipszoid, de nem
megengedett a tér.

Legyen most M egy megengedett ponthalmaz, 0M ennek hatara, E,q pedig
jelolje az S sik azon e egyeneseinek halmazat, melyre {Am, : A € R} NOM £ (), és
definidljuk a xaq: Ep — OM leképezést gy, hogy xam(e) = {An. : A € R} N oM.

Legyen Sy azon P pontok halmaza, melyre P C Exy. Definidljuk a dag: Sy x
Sy — R fiiggvényt gy, hogy da(A, B) := f(xm(AB))/4, ahol f az OM hatdron

1étez6 felszinmérés.

Tétel. Az Sy sikbeli tartomdnyon a da fligguény projektiv metrika.

NEM EUKLIDESZI GEOMETRIAK

Ver.: 2021:10:15:23:46:40 © Kurusa Arpad (2021 — 2021)



176 F. Fuggelék

Bizonyitas. Vilagos, hogy daq nem negativ (ez a pozitivitas), és dy(P,Q) = 0
kizdrélag P = @ esetén (ez a definitség), hiszen a M hatér két sik kozé esd része
csak P = @ esetén fajul egyetlen gorbévé.

A dp fuggvény szimmetrikus is, hiszen a pontok sorrendje csak a M hatéart
metszé két sik sorrendjét hatarozza meg.

Tekintsiik az A, B, C € S)q pontok altal meghatarozott szakaszokat. A Pasch-
axioma szerint az ABC haromszog egyik oldalat metsz6 egyenesek mindegyike
az ABC haromszognek pontosan egy masik oldaldt metszi, igy az f felszinmérés
additivitasa és pozitivitdsa miatt

4dm(4, B) = FOxm(AB)) = [(xm(AB )ﬂXM(j))‘f‘f(XM(E)ﬁXM(m))

AB
< fF(XMm(AB) N xm(BO)) + f(xm(BC) N xm(CA))+
+ f(xMm(AB) N xm(CA)) + f(xm(BC) N xm(CA))
= fOxm(BO)) + f(xm(CA)) = 4d (B, C) 4 4d s (C, A)

igazolja a haromszog-egyenlétlenséget.

A metrika additivitdsa (projektivitdsa) azonnal kévetkezik, abbdl, hogy amint
maér lattuk, két kdzos végpontil zart szakaszt egyszerre metsz6 egyenesek halmazanak
képét egy origd csiucsu négyszog alapu gula metszi ki a OM hatarbdl, ami ezért
tartalmazza OM egy nyilt részhalmazat, melynek felszine pozitiv. -

Az mar lattuk, hogy C megengedett henger esetén de az euklidészi metrika.
Mivel a gombi kétszogek felszine csak a cstucsszogiiktol fiigg, adodik, hogy ha B egy

megengedett gomb, akkor dg az elliptikus metrika.

F.3. Tortlinearis leképezések

A z = a+bi € C komplex szamban, ahol i a képzetes egység (i2 = —1), a Re(z) = a
valds szdmot a z komplex szdm valds, az Im(z) = b valés szdmot a z komplex
szam képzetes részének nevezziik. A z = a — bi komplex szamot a z konjugaltjanak,
a |z| = VzZ = Va2 + b2 valés szamot a z abszolit értékének mondjuk. Ha z =
|z|(cos¢ + isin() # 0, akkor a ( = argz € (—m, 7| valds szdmot a z nem nulla
komplex szdm argumentuménak nevezziik. Viladgos, hogy barmely k € Z egész
szémra a (' = argz + 2kw szogre is teljesiil z = |z|(cos¢’ + isin(’). Ezen ¢’ =
arg z + 2km szdmok halmazat arg* z jeloli. A komplex szdmok szorzdsdbdl és a
szogfiiggvények addicids tételeibdl

z129 = |z1||22](cos (1 + isin (1) (cos (o + isin (o)
= |z1||22|((cos {1 cos (3 — sin ¢4 sin (a) + i(sin {1 cos (3 + cos ; sin (a))
= |z1]|z2[(cos(¢r + C2) +isin(Cr + C2))
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F.3 Tortlinearis leképezések 177

adédik, amiért arg z; + arg zo € arg*(z122).
A C komplex szamsik kiilonbozd z1, 29, 23, 24 pontjainak komplex kettdsvi-
Z3 — 21 Z4 — 21 , y e
—— : ——— komplex szamot értjiik.
Z9 —Z3 R2 — Z4
Egy kiilonb6z6 komplex szamokbdl all6 z1, 29, z3 pontharmast pozitiv illetve

negativ irdnyitastinak mondunk, ha arg 2%2 > 0 illetve arg 2%2 < 0.

szonydn a (z1222324) =

Tétel. A komplex kettésviszony akkor és csak akkor valés szam, ha a komplex szamok
egy egyenesen vagy eqy koron helyezkednek el.

Bizonyitas. A z1, 29, 23, 24 komplex szdmok (z1222524) kettdsviszonya akkor és csak
akkor valds szdm, ha 0 = arg(z1222324), vagyis

(23—221 . 24—21)

0 € arg” :
22 T X3 22— 24

> arg(zg—z1)—arg(za—23) —arg(z4—21) +arg(za —24),
ami azt jelenti, hogy a z3 pontbdl a z; és 2z pontok szakasza ugyanakkora szog
alatt latszik, mint a z4 pontbdl. Ez a latoszog-tétel miatt éppen a tétel allitasat
adja.

[
b
Az f(z) = Z:id alakd f: CU{oco} — CU{oo} fiiggvényeket, ahol a, b, ¢,d € C,

ad # be, f(0) = afc és f(—c/d) = oo, tortlinedris leképezésnek vagy Mibius-
transzformdcionak nevezzik.

Tétel. A tortlinedris leképezések bijektivek és a leképezések szorzdsdnak miiveletével
csoportot alkotnak, melyet az

aq(z) =a+ z, wm(2) =mz, és u(z)=1/z
tortlinedris leképezések generdlnak.

A tételben emlitett specidlis tortlinearis leképezéseket a még bizonyitandd
tulajdonsaguk alapjan generald tortlinearis leképezéseknek nevezziik.
Bizonyitas. Legyen f egy tortlinearis leképezés, vagyis valamely a, b, ¢, d € C komp-
lex szdmokra f(z) = %+, Ekkor

cz+d*
a b—(ad/c
f(z) - E #{é) = Qq/c O H(cb—ad)/c O L O Q4 ouc(z)’ ha ¢ 7é 0,
o b
%z—l—azab/doua/d(z), hac=0ésd#0,

ami azt mutatja, hogy a megadott tortlinearis leképezésekbdl minden tortlinearis
leképezés elball a leképezések szorzasanak miiveletével.
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Eszerint a tortlinedris leképezések bijektivitasat elég latni a generald tortlinea-
ris leképezésekre, ami viszont nyilvanvalé. A bijektivitason til az is azonnal latszik,
hogy az f tortlinearis leképezés inverze nyilvan az

7(2:) _ ) H1/c©@—g O LO e/ (be—ad) © a—a/c(z)a ha ¢ # 0,
| Haga 0 apra(2), ha c=0ésd#0,

tortlinearis leképezés.
A csoport-tulajdonsag igazoldasdhoz a bijektiv leképezések csoport-tulajdon-
saga alapjan elég latni, hogy
(i) két torlinedris leképezés szorzata tortlinedris,
(ii) egy tortlinedris leképezés inverze is tortlinedris, és
(iii) az identitds tortlinedris leképezés.
A (iii) allitas trividlis, a (ii) allitast pedig épp az imént igazoltuk.
Az (i) tulajdonsdgot bizonyitja, hogy az f(z) = Zzzjrrdb ésg(z) = fziz
leképezésekre

tortlinearis

Fa(2)) = afiii +b _alpz+q) +b(rz+s)  (ap+br)z+ (aq + bs)
g N CZIZ +d  clpz+q)+drz+s)  (ecp+dr)z+ (cq+ds)’
és (ap + br)(cq + ds) — (aq + bs)(cp + dr) = (ad — be)(ps — qr) # 0.
Ezzel a tételt belattuk.

[
Tétel. Az f: CU{oo} — CU {oo} leképezés akkor és csak akkor tartja a komplex

kettdosviszonyt, ha tortlinedris.

Bizonyitas. Tegyiik fel el0szor, hogy f tartja a kettésviszonyt. Legyen z1, 22, 23, 2
tetszéleges komplex szam, és legyen 2] = f(z1), 25 = f(z2) és z§ = f(z3). Ekkor
feltételiink szerint (z122232) = (212525 f(2)), igy

f(z)—zi2z3—21  z—2z125—2

/ - / /
2h—f(2) za— 23  zo—zzh— 2%
amit atrendezve

(22 — z3)25(25 — 21)(2 — 21) + (25 — 25) 21 (23 — 21) (22 — 2)

(25 — 23)(23 — 21)(22 — 2) + (22 — 23) (25 — 21)(2 — 21)

f(z) =
adddik. Ez bizonyitja az allitas ,akkor” részét.
A kettdsviszony megmaradasat elegendd a generdld oy, iy, és ¢ tortlinedris

leképezésekre igazolni:

(v (21)aa(z2)aq(23)a(21))
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_(atz)—(a+z) (a+zg)—(a+2) z3—21 2z2—2

= : = : = (212923%2),
(a+22)f(a+23) (a+22)f(a+24) Z9 —Z3 k9 — Z4 (123)
(1m (21) b (22) pan (23) i (24))
mzs — 1Mz mzqg —Mmzy zZ3 — 21 zZ4 — 21
= : = : = (2122232),
mzo —Mmzs MzZy — MZzZy Z9 —Z3 k9 — Z4
(e(z1)1(22)e(23)(24))
ez —1/z1 1/za—1/21 (21— 23)2223 (21 — 24)2220
= : = : = (z122232).
1/22 — 1/23 1/22 — 1/24 (2’3 — ZQ)Zng (24 - 22)2421
Ezzel a tételt bizonyitottuk. -

Tétel. Legyenek adottak a tetszéleges killonbozd z1, za, z3 és 24, 24, 24 komplex szd-
mok. Ekkor pontosan egy olyan f tortlinedris leképezés létezik, melyre 2z = f(z1),

2y = f(22) és z3 = f(23).

Bizonyitas. Az el6bbi tételiinkben kiszamitott

F(z) = (22 — z3)25(25 — 21)(2 — 21) + (25 — 23) 21 (23 — 21) (22 — 2)
(25 — 25) (23 — 21)(22 — 2) + (22 — 23) (25 — 21) (2 — 21)

leképezésrdl egyszerii helyettesitéssel lathatd, hogy pont olyan, mint amit ez a tétel
allit. Mivel egy tortlinearis leképezés tartja a kett&sviszonyt, elébbi tételiink szerint

csak ez az f leképezés felel meg a feltételeinknek. -

Tétel. Nem identikus f tortlinedris leképezésnek pontosan egy vagy pontosan kettd
fixpontja van.

Bizonyitas. A z pontosan akkor fixpontja az f(z) = Zzzidb tortlinearis leképezésnek,

ha z = f(z) = ‘;Zzi's, vagyis cz? + (d —a)z — b = 0, ami mésodfoki egyenlet, melynek
c # 0 esetén pontosan kettd, esetleg egybees6 megoldasa van, ¢ = 0 esetén pedig

pontosan egy megoldasa van.

Tétel. Az f(z) = ZZZIZ tortlinedris leképezés akkor és csak akkor bijektiv leképezés
a C komplex szamsik nyilt Cocim(z) félsikja és a nyilt C <1 komplex egységkorlap

koz6tt, ha f(z) = k2=%, ahol [k| =1 és Im(¢) > 0.

Bizonyitas. ,,Csak akkor”. Ha ¢ = 0, akkor minden egyenes képe egyenes, amiért f
képtere nem lehet korlatos, tehat ¢ # 0.

Ha a = 0, akkor ad — be # 0 miatt be # 0 és f(z) = cz+d/c, igy Im(—d/c) >0
esetén f keptere nem korldtos, amiért Im(—d/c) < 0 teljesiil. Elegend&en kicsi 6 > 0
valds szamra 5 € C;<1, ezért ekkor a z = % 2 6 Co<im(z), hiszen f(z) = 5%. Ez
ellentmondas, hlszen Im(z) = Im(+ — ) = Im(— d/c) < 0. Tehét a # 0.

NEM EUKLIDESZI GEOMETRIAK

Ver.: 2021:10:15:23:46:40 © Kurusa Arpad (2021 — 2021)



180 F. Fuggelék

Eszerint f(2) = 2 ZE004 = k2=, alkalmas k, ¢ és ¢ valos szamokra.

Ha t — oo, akkor a f(it) — k és f(—it) — k, amiért |k| < 1 és |k| > 1,
hiszen elébbi a korlapon beliil, utébbi pedig a bijektivitas miatt a korlapon kiviil
kell legyen. Eszerint |k| = 1.

Minthogy minden ¢ val6s szam minden kornyezetében van a Cocpy (. félstknak
és a Crn(z)<o félsiknak is pontja, f(t) olyan pont kell legyen, melynek minden
kornyezetében van a C|,|<; komplex egységkorlapnak és a C;.|,| ponthalmaznak is
pontja, amiért |f(¢)| = 1 minden valds ¢ szdmra. Ebbdl [t — ¢| = |¢ — e| kovetkezik
minden valds ¢ szamra, vagyis £ és e egybeesik, vagy a valds tengelyre nézve egymas
tiikorképei. Mivel E = e esetén f egyediil a k értéket veszi fel, £ # e, amiért £ = e.
Eszerint f(z) = k2= és |k| = 1.

Mivel f(¢) = 0 6 C\z|<1, kapjuk, hogy £ € Cycqm(z), amivel a tétel ezen irdnydt
bizonyitottuk.

Léssuk az ,akkor” dllitast. Mivel f(z) =
nem identikus leképezés, tehat bijektiv, és

=1ésIm() >0, f

2 oz lz—l  (z-0(z-0) zz—zl—lz4+ U
@I = @) = = o=~ et -tz r i

:1+zli+ﬂz—z_li—€_z - (z—z)({—() :1_4Im(z)l_m(£)
2Z2— 20 — bz 4+ 0 |z — £]? |z — )2

miatt |f(2z)| < 1 akkor és csak akkor, ha Im(z) > 0. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Tétel. Az f(z) = gzzjr_db tortlinedris leképezés akkor és csak akkor bijektiv leképezés

a C komplex szamsik nyilt C . 1 komplex egységkorlapja és a nyilt C|, <, komplex
egységkdrlap kizitt, ha f(z) = k= Z 7, ahol [k| =1 és

Bizonyitas. ,Csak akkor”. Ha d = 0, akkor ad —bc # 0 miatt b # 0, és igy f(0) = oo,
holott f(0) € C,<;1. Tehat d # 0.

Ha a = 0, akkor ad — bc # 0 miatt ¢ £ 0 és b #£ 0, és gy f(z) = ﬁ, amiért
f(o0) = 0, holott oo ¢ C;j<; és igy a bijektivitds miatt f(oo) ¢ C|.|<;. Tehat
a # 0.

Eszerint f(z) = %(ZJ;;? Z/ i)l = kZ=L alkalmas k,( és e valés szémokra.

Minthogy f(¢) = 0, a bijektivitds alapjan |¢| < 1. Ugyanigy f(1/€) = oo miatt
|1/€| > 1, vagyis |e| < 1.

Mivel minden egységnyi abszolut értékii z komplex szdm minden kornyezeté-

ben van a C|, <, egységkérlapnak és az C;.|,| halmaznak is pontja, f(2) olyan pont
kell legyen, melynek minden kornyezetében van a C,;|<; komplex egységkorlapnak
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F.3 Tortlinearis leképezések 181

és a Cy.|.| ponthalmaznak is pontja, amiért |f(z)| = 1 minden egységnyi abszolit
értékll z komplex szdmra.

Tegytiik fel, hogy e # ¢, és legyen z; az ¢ és e pontok altal meghatarozott
szakasz felezOmerélegesének, a zo pedig legyen az £ és e pontok kozos egyenesének
metszete az egységkorrel.

Ekkor |21 — €] = |21 — €| = |21]|21 — €] = |1 — z1€] és igy |f(21)] = k, amiért
|[k|] = 1. EbbSl 1 = f(z2) miatt |22 — £| = |1 — z2€| = |22||Z2 — €] = |22 — €|, ami
ellentmondds, hiszen |zo — ¢| = |22 — €| csak e = £ esetén lehetne. Tehdt e = £.

Tekintve, hogy f(z2) = kf:fz és

|z =2 =1 =2l =(z=0)(Z—=0) — (1 —20)(1 — 20) = |2|> + [€]* =1 — |2|*|¢)?
= ([P =D~ [,
a minden egységnyi z komplex szdmra érvényes |f(z)| = 1 egyenl8ség miatt |k| =1

addédik, amibdl a |z| < 1 esetben érvényes |f(2)| < 1 egyenlStlenség alapjan |¢| < 1
kovetkezik. Ezzel a ,,csak akkor” allitast bebizonyitottuk.

Most rétériink az ,akkor” éllitds igazolasara. Mivel f(z) = kf’:fz, ahol |k| =1
és |¢| < 1, f nem identikus leképezés, tehéat bijektiv, tovibba
z—f? z— 02 — |1 — 22 02 —1)(1 — |z
PR e 0 S O e (L
|1 — z¢| |1 — z¢| |1 — 2/

miatt | f(z)| < 1 akkor és csak akkor, ha |z| < 1. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. -
Az egyenesek és korok halmazainak uniéjat a kogyenesek halmazanak nevezziik.
Mivel a komplex kettOsviszony kizardlag ennek elemein, a kdgyeneseken valds szam,
és a komplex kettOsviszonyt a tortlinedris leképezések megtartjak, kimondhatjuk,
hogy a tortlinearis leképezések tartjak a kogyeneseket. Forditva ez nem igaz, de
a konjugalas bevezetése segit, hiszen a komplex szdmok konjugildsa ugyan nem
tortlinearis leképezés, de tartja a valés kettOsviszonyokat, mert ebben az esetben

(21222324) = (2’1222324) = (2'12’22’32’4).

Tétel. Barmely f: CU{oo} — CU{o0} leképezés akkor és csak akkor tartja a valds
kettosviszonyt, ha f = g vagy f = g o k, ahol g tortlinedris leképezés, k pedig a
konjugdlds.

Bizonyitas. Iménti megjegyzésiink értelmében ha f vagy a konjugéltja f tortlines-
ris, akkor tartjdk a valds kettésviszonyt.

A forditott irdny bizonyitdsahoz tekintsiink egy f: C — C leképezést, mely
tartja a valés kettOsviszonyt.

NEM EUKLIDESZI GEOMETRIAK

Ver.: 2021:10:15:23:46:40 © Kurusa Arpad (2021 — 2021)



182 F. Figgelék

Az f injektiv, mert f(z1) = f(22) és z1 # 22 esetén a z; és zo pontok ko-
z0s egyenesén felvett barmely tovabbi kiillonbozd x3 és x4 pontra (z3z42122) =
(f(23)f(za)f(21)f(22)) = 1 miatt z; = 2o kovetkezik.

Tekintsiik a Z egységkorre illeszkedo, kiillonb6zo z1, 29, 23 komplex szamokat.

Legyen g az az egyértelmii tortlinedris leképezés, melyre z; = g(z}), z2 = g(24)
és z3 = g(24), ahol 2] = f(z1), 25 = f(z2) és 2§ = f(z3). Ekkor a h = g o f olyan,
hogy a nem kollinearis z1, 29, z3 komplex szamokat fixen hagyja, és tartja a valds
kettOsviszonyt.

Ha z € Z, akkor (z122232) = (h(z1)h(22)h(z3)h(2)) = (212223h(2)) miatt
z = h(z), vagyis a Z kor minden pontja fix.

Tekintsiink egy tetszéleges nem fix z ¢ Z pontot, és legyen z’ = h(z). A
z és 2z’ pontoknak végtelen sok olyan kozos K kore létezik, mely pontosan kettd
— mondjuk z; és zo — pontban metszi a Z kort, és ezek mind invariansak a h
leképezésre, hiszen a 2/, 21, zo pontok a h(K) kdgyenesen vannak, és nem esnek egy
egyenesre, amiért h(K) a 2/, 21, zo pontokra illeszkedd kor, vagyis h(K) = K. Ezen
invaridns korok {z, z'} metszete is invaridns, amiért h({z,2'}) = {z,2'}. Viszont h
injektiv, és 2’ = h(z), gy z = h(2') is teljesiil.

Tehat a C szamsikon a h leképezés identikus vagy involutiv, ahol utébbi azt
jelenti, hogy valamely zy € C esetén zg # h(zg), de minden z € C szdmra z =
h(h(z)). Ebbdl h bijektivitdsa nyilvanvalo.

Ha h(0) = 0, akkor az origén dtmendé minden e egyenesen a h leképezésnek
hiarom fixpontja is van, amiért az ilyen egyenesek minden pontja fix, vagyis h az

1 egy tortlinedris leképezés.

identitas, és ezzel be is bizonyitottuk, hogy f = g~
A tovébbiakban feltessziik, hogy h(0) # 0.
Ha |h(0)] < oo, akkor legyen z1 és zo a 0 és h(0) kozos egyenesének két met-

széspontja a Z komplex egységkorrel. Ekkor (z1220h(0)) = (h(z1)h(22)h(0)0) =

(21220(0)0), amiért —1 = (z1220R(0)), amibél z; 4+ z2 = 0 miatt

=21 h0) =21 —zi1(22 = h(0)) _ 22(22 — h(0)) 229

20 29 — h(0) - 29(h(0) — 21) - z2(h(0) + 22) = h(0) + 22’

1=

vagyis z2 = 0 kovetkezik. Ez ellentmondas, tehat h(0) = oco.

Most tekintsiik a Z komplex egységkorre vonatkozé ko t: C — C inverzidt, és
vizsgaljuk az i = k o 1 o h leképezést. Az i leképezésnél a Z kor minden pontja, és
h(0) = co miatt az origé is fix. Ugyanakkor 4 tartja a valés kettdsviszonyt, mert
h és az Kk o inverzid is ezt teszi, hiszen a k konjugdlas Orzi a valds kettOsviszonyt,
az ¢ pedig tartja a komplex kettdsviszonyt. Fentebbi érvelésiink alapjan tehét ¢ az

identitds, amiért h = ¢ o k, és ezzel be is bizonyftottuk a tételt, hiszen ¢~ ' o1 egy

1

tortlinedris leképezés, és f = (g~ o) o k.
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F.4. Az algebra néhany alapfogalma

A H halmaz valamely kétvaltozos oc: H x H — {0, 1} leképezését reldcionak nevez-
zik. Ha a H halmaz a és b eleméhez rendelt érték 1, azt az a o< b formulaval jeloljiik.
A « relaci6 reflexiv, ha a o a, szimmetrikus, ha a o b esetén b < a kovetkezik,
antiszimmetrikus, ha a o< b és b < a esetén a = b kovetkezik, tranzitiv, ha a oc b és
b o ¢ esetén a x ¢ kovetkezik minden a, b, c € H elemre.

Az olyan relaciot, amely reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, ekvivalencidnak
vagy ekvivalencia-reldcionak nevezziik. Ilyen ekvivalencia példaul a szokasos =
egyenlOség is.

Egy relaciét (szigor) rendezésnek neveziink, ha antiszimmetrikus és tranzitiv.

Egy kétvaltozés & : H X H — K fiiggvényt a H halmazon midveletnek neveziink.
Ha a { miivelet értékkészlete a H része, vagyis I C H, akkor a < miiveletet
zartnak mondjuk (a zartsagot sokszor beleértik a ,miivelet” fogalmaba). A miiveletek
alkalmazdsakor gyakran haszndljdk az ab := {(a,b) jeldlési modot.

A $ miivelet kommutativ, ha ab = bda, asszociativ, ha (adb) e = ad(bde)
teljestil minden a,b,c € H elemre. Valamely e € ‘H elemet a < miivelet neutrdlis
elemének mondunk, ha minden a € H elemre a>e = e{pa = a teljesiil. Ha e és es
is a ¢ mivelet neutralis eleme, akkor e; = ex>e; = eq, tehdt csak egy neutrilis
elem lehetséges. Ha a { miivelet szorzdsra vagy osszeaddsra emlékeztet, akkor
a neutrélis elemet inkdbb egységelemnek vagy egynek, illetve nullelemnek, vagy
nullanak nevezik.

Ha a { miiveletnek van e neutralis eleme, akkor valamely h elem bal- illetve
jobboldali inverzén olyan h elemet értiink, amelyre hh = e illetve h)h = e
érvényes. Ha a ¢ miivelet asszociativ és hy illetve i_zj a h bal- illetve jobboldali
inverze, akkor hy, = hyde = ﬁbO(hOﬁj) = (BbOh)OBj = €<>ilj = ﬁj miatt a h elem
Osszes inverze egybeesik. Ha az a elemnek van kétoldali inverze, akkor a b elem a
elem szerinti konjugdltjan az a{>b{a elemet értjiik.

Egy (H, <) rendszert csoportnak neveziink, ha a kétvaltozos ¢ miivelet zart,
asszociativ, 1étezik neutralis eleme és barmely elemének létezik (mindkét oldali)
inverze. Ha a miivelet kommutativ, akkor kommutativ csoportrél vagy Abel-csoportrol
beszéliink.

Egy (F, {, %) rendszert ferdetestnek neveziink, ha (F, ) kommutativ csoport a
0 nullelemmel (amit nulldnak hivunk), (F\ {0}, *) pedig csoport az 1 egységelemmel
(amit egységnek neveziink), és teljesiil az a x (bdc) = (axb)O(a* ) és (bde) xa =
(bx a){(c*a), vagyis rendre a bal- és jobboldali disztributivitds. Ha az (F \ {0}, %)
csoport kommutativ, akkor testrél beszéliink.

Egy F ferdetest karakterisztikdjanak nevezziik az egység additiv csoportbe-
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li rendjét, vagyis a legkisebb olyan pozitiv CharF := k egész szamot, melyre
1$--- 1 = 0. Azt mondjuk, hogy a karekterisztika 0, ha nincs ilyen pozitiv k
——

k
egész szam.

A {V;®,{\}rcr} rendszert az F (ferde)test feletti vektortérnek nevezziik, ha
{V; @} Abel-csoport, és minden u,v € V, valamint A\, u € F esetén

Ap)u = Apu), A+ p)u = du @ pu, AMu®v) = ud .

Jelolje 0 a {V; @} Abel-csoport nullelemét. A definiciéb6l azonnal kovetkezik,
hogy Ov = 0 és 1v = v minden v € V vektor esetében.

A vektortér egy A\jui P -+ - B \puy elemét az u; vektorok linedris kombind-
ctdjanak nevezzik, és trividlisnak mondjuk, ha minden A; egyiitthato 0.

Az uy,us, ..., u, vektorokat linedrisan figgetlennek nevezziik, ha a 0 vektor
ezekbdl a vektorokbdl csak trividlis linearis kombinaciéval allhat el6.

Az wy,us,...,u, vektorrendszert bdzisnak mondjuk, ha linedrisan fiiggetle-
nek, és minden vektor el6all ezek linearis kombinacioként. A béziselemek szdma
egyértelmiien meghatarozott. Ezt a szdmot a vektortér dimenzidjinak nevezzik.

A vektortér elemeinek egy {uq,...,u;} halmaza altal generalt {@le At
A; € F} részhalmazét az u,; vektorok linedris alterének nevezziik, amit gyakran tgy
fejeziink ki, hogy ezek a vektorok ezt az alteret feszitik ki. A linedris altér nyilvan
zart a linedris kombindcié képzésére, ezért minden altér egy vektortér, melynek
dimenziéja nem nagyobb, mint general6 elemeinek szama, igy ha a generdld elemek
fiiggetlenek, akkor az altér dimenzidja éppen a generdld elemek szdmaval egyezik
meg, és a generdld elemek bazist alkotnak benne.

A vektortér elemeinek egy U részhalmazat affin altérnek nevezziik, ha van
olyan u vektor és V' altér, hogy U = {u ® v : v € V'}. Ha az U affin altér
dimenzidja pontosan eggyel kisebb a V vektortér dimenzidjandl, akor hipersikrol
beszéliink. Fontos megfigyelni, hogy az affin altér csak akkor altér, ha tartalmazza
a 0 vektort.

Az F elemeibdl készitett n € N elemii sorozatok F” halmaza egy n-dimenzids
vektortér az F test felett.

Egy F test feletti m x n tipusi M matrix sorait illetve oszlopait az F test
feletti F™ illetve F™ vektoraiként felfogva, azokat sor- illetve oszlopvektoroknak

nevezzik.
mi1 ot Mk
Egy F test feletti k x k tipusa M = o mdtriz determindnsan
mE,1 - Mgk
az |[M| = 3 g, sign(o) Hle m; (i) Osszeget értjiik, ahol Sy a k-elemi halmaz

e sz

KuRrusa ARPAD

Ver.: 2021:10:15:23:46:40 © Kurusa Arpad (2021 — 2021)



F.4 Az algebra néhany alapfogalma 185

illetve —1 aszerint, hogy a permutécié paros vagy paratlan. Eszerint a k£ = 1
esetben |[M| = my1, a k = 2 esetben |M| = mqimo2 — miamai, a k = 3
esetben |M| = my 1meoms 3 + My 2Me 3M3 1 + M1 3Ma1M32 — M1 3M2 2M31 —

M1,1M2,3M3 2 — M1 2Ma2 1 M3 3, Masrészt a definiciobdl viladgos, hogy a determindns
értéke nem valtozik, ha a matrixot transzpondljuk. A szorzat elemeinek vizsgala-
tavaé bizonyithatd, hogy matrixok szorzatanak determindnsa egyenlé a matrixok
determindnsainak szorzatédval, amibol kovetkezik, hogy a matrix determindnsa nem
valtozik, ha invertalhaté métrixszal konjugaljuk.

Az T test feletti m x n tipusi M matrixbél kivalasztott k sor és k oszlop
metszéspontjaiban allé elemekbdl alkotott matrix detﬁ”::_’:f}’: M determinansat az
M matrix k-rendii aldetermindnsdanak nevezziik, ahol 0 < i1 < ig < -+ < i} a
kivalasztott sorok, 0 < j; < jo < --- < jr pedig a kivalasztott oszlop sorszama.
Ha az M métrix négyzetes alaki, vagyis ugyannyi sora van mint oszlopa (m =

n), akkor ugyancsak négyzetes matrixot kapunk a kivilasztott sorok elhagyasaval,

melynek determindnsat komplementer aldeterminansnak nevezziik. Ennek jelolése
de t]l; -Jk M.

ik

Laplace-féle kifejtési tétel. Legyen M egy n x n-tipusd mdtriz, és 0 < k < n egy

régzitett egész szdm, valamint 0 < i1 < ig < --- < 1 < n tovdbbi egész szdmok.
Ekkor
det M = Z (_1)i1+'“+ik+j1+~--+jk detgl Jk M de th, 7ZJ: M.

0<j1<ge<-<jr<n

Ferde kifejtés tétele. Legyen M = (m;;); 7L, egy n x n-tipusi mdtriz, és 1 <
k, 0 <n egész szamok. Ekkor

L 0 ha k £ 4
7,+€ é+-7 J = ’ ’
E m; k(— det M = ngmk )™ det, M {detM, ha k ={.

Matriz rangjdn a legnagyobb nem elt{in6 aldetermindnsanak sor- vagy oszlop-
szamat értjik.

A matrix rangja megegyezik a sorvektoraibdl kivalaszthaté maximalis fligget-
len vektorrendszer elemszaméval, és ugyanez az oszlopokra is igaz, vagyis a matrix
rangja megegyezik az oszlopvektoraibdl kivalaszthaté maximalis fiiggetlen vektor-
rendszer elemszamaéval is. Egy n X n-tipust matrix rangja pontosan akkor n, ha
determindnsa nem nulla. A ferde kifejtés tétele értelmében pedig ekkor a métrix
inverze i-edik sordnak j-edik eleme (—1)+J E} M /det M.

NEM EUKLIDESZI GEOMETRIAK

Ver.: 2021:10:15:23:46:40 © Kurusa Arpad (2021 — 2021)



186 F. Fuggelék

F.5. Val6s matrixokrol

Az R valés szamtest feletti métrixokat vizsgaljuk.

A X € R valds szamot az n X n tipusi M maétrix sajatértékének, a nem nulla
u € R" vektort pedig sajdtvektordinak nevezzik, ha Au = uM. Az R™ tér egy U
alterét az n x n tipusu M matrix invaridns alterének mondjuk, ha minden w € U
esetén uM € U.

Ha O# XA €R és 0 # u € R"™ esetén az n x n tipusit M matrixra \u = uM,
akkor M — AT elfajulé métrix, melynek determindnsa nulla. A det(M — \I) kifejezés
a A valtozd szerinti polinom, amit az M matrix karakterisztikus polinomjdnak
neveziink.

A karakterisztikus polinom gyokeit az M matrix karakterisztikus értékeinek
hivjuk. Minden z € C karakterisztikus érték esetén M — zI elfajulé matrix C"
felett, vagyis van olyan nem nulla z € C" vektor, melyre z(M — zI) = 0, amit
az. M matrix karakterisztikus vektoranak neveziink. Valos matrix karakterisztikus
polinomja valds egyiitthatds, igy barmely gyokének a konjugaltja is gyoke, vagyis
a matrix karakterisztikus értékeinek halmaza zart a konjugdlasra nézve. A valds
matrix sajatértékei pontosan a valds karakterisztikus értékei.

Tétel. Minden 3 x 3 tipusi nem elfajulé valos M mdtriznak létezik sajatvektora és
kétdimenzios invarians altere.

Bizonyitas. Mivel M egy 3 x 3-as matrix, a karakterisztikus polinomja harmad-
foku, igy létezik valés 0 # A € R gydke, és ahhoz tartozdé 0 # (zy,yx,2x) € R?
sajatvektora is, melyre A(xx, yx, 2x) = (2a, Yr, 2x) M.

Egészitsiik ki az u = (xx,yx, 2n) vektort a v és w vektorokkal bézissd, és
alkalmas a,, by, ¢,, valamint a,,, b,, és ¢, valés szdmokra legyen

vM = a,u+b,v+c,w  és  wM = ayu+ b,V + c,w.

Tekintsik az

_z((ew — AN)ay — cyaw) = Y(bway — (by — Naw)
flx,y) = (by = N (cw — A) — byey

fiiggvényt. Ez homogén (uf(x,y) = f(uz, py)), és mindkét viltozdjaban additiv
(flx 4+ z,y+1t) = flz,y) + f(z,1), ezért az S = {f(z,y)u + zv + yw : z,y € R}
vektorhalmaz az R3 tér altere.

Vegyiik észre, hogy

F(@by + ybyw, Ty + yew) ((by — A)(cw — A) — bwcy)
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F.5 Valés méatrixokrol 187

= (xby + Ybuw ) ((cwy — N)ay — cyay) — (¢ + Yy ) (bway, — (by — N)aw)
by (€ — Nty — Cyay) + Ybw (v — Ay — Cpay)—
— xCy(byay — (by — AN)ay) — ycuw (bway — (by — N)ay)
= 2(by((cwy — N)ay — cuay) — ¢y (bway — (by — A)ay))+
+ Y(bw ((cw — N)ay — Cuauy) — Cuw(bway — (by — N)ay))
= x(by(Cwy — Ny — cp(byay + Aay))+
+ y(cw(by — Naw — by (Aay + cpay))
2((by — AN)(cw — Nay + A(ew — N)ay — ¢y (byay, + Aay))+
+y((cw — AN (by — Naw + Ay — Naw — by (Aay + cpay))
Z(((by — N)(cw — A) — cobw)ay, + A(cw — A)ay, — cpray)+
+ y(((cw = A)(by = A) = cubw)aw + A(by — N)aw — byAay)
= 2ay((by — A)(cw — A) — b)) + 2A((cwy — N ay — cpaq)+
T yan((ew — N (b — A) — cubu) + yA((by — Naw — bya),

amibdl osztédssal

f(xbv + ybun TCy + ycw)
AM(cw — Aay — cpa) + YA ((by — AN aw — byay)
(Cw = A)(by = A) = by ’

T
= XAy + erllw +
= Ta, + +yaqy + f(xvy)

adodik. Ennek ismeretében alkalmazva az M métrixot az S vektorhalmaz elemeire

(f (z,y)u + zv + yw) M
= f(z,y) \u + z(a,u + byv + cyw) + y(ayu + byv + cw)
= f(@by + ybuw, xcy + yew)u + (2by + ybw)v + (zcy + ycw)w
adodik, ami azt jelenti, hogy az S altér invaridans az M matrixra nézve. Az S
dimenzidja 2, mert az f(1,0)u+v és f(0, 1)u+w vektorok bazist alkotnak benne.

Ha z = A+ ip az M valés matrix karakterisztikus értéke, ahol \ és p is
valés szam, akkor az iménti okfejtés miatt vannak olyan u,v € R™ nem egyszerre
nulla vektorok, hogy z = u + iv az ehhez tartozé karakterisztikus vektor, vagyis
zz = zM. Ekkor 2z = zz = zM = zM, vagyis 2z = zM. Ha M szimmetrikus,
akkor

z(uu® +vvl) = 2227 = 2M 2" = 2(zM)7T = 2(22)" = 2227 = Z(uu” 4 voT),
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188 F. Fuggelék

vagyis z = z. Ez azt jelenti, hogy szimmetrikus matrix minden karakterisztikus
értéke valds, vagyis sajatérték.

Fotengely-transzformacié. Minden 3 x 3 tipusi nem elfajulo valds szimmetrikus
M mdtrizhoz tartozo linedris leképezésnek létezik hdrom ortonormdlt sajdtvektora.

Bizonyitas. A tétel elotti indoklas alapjan az M matrixnak mind a harom karak-

terisztikus értéke valés, tehat sajatérték. Legyenek tehdt a nem nulla A\j, Ay, A3 € R

valés szamok M sajatértékei, és jelolje U; az Gsszes olyan w vektor halmazat, melyre

Aiuw = uM. Vilagos, hogy minden U; legaldbb 1-dimenziés linedris altér, hiszen

minden sajatértékhez tartozik sajatvektor, és U; zart a linedris kombinacid képzésére.
Ha A; # Aj, és u; € U; valamint u; € U;, akkor

)\ZUZU;T = ’U,ZM’UJ,JT = ’U,i(’UJjM)T = Ui()\jUj)T = )\]’Ull'll,JT

]T =0, vagyis u; L u;.

Ha mindharom U; altér dimenziéja 1, akkor mindegyikben vélasztva egy egy-
ségnyi vektort a tétel allitasat bebizonyitottuk.

miatt u;u

Ha valamely U; dimenzidja 2, akkor az &t csak a nullvektorban metsz6 egy vagy
ketté altér dimenzidja 1. Az 1-dimenziés altérbol egy normalt vektor, a kétdimenzids
altérbdl pedig egy ortonormalt bazis elemei egyiitt a tételben allitott ortonormalt
bazist alkotjak.

Ha valamely U; dimenziéja 3, akkor mindegyik altér egybeesik (A1 = Ay = A3),
és a tér barmely ortonormélt bazisa bizonyitja a tételiinket. -

Egy nem elfajulé matrix sajatértékei nem nullak, igy minden nem elfajuld
szimmetrikus méatrix barmely sajatértéke negativ, vagy pozitiv. A sajatértékek nem
valtoznak meg, ha a matrixot konjugdljuk, mert a karakterisztikus polinom sem
valtozik, ezért a sajatértékek elGjeleinek eloszldsa a matrix invaridns jellemzdéje,
melyet a matrix szignatirdjanak nevezink.

A szimmetrikus métrixot elliptikusnak nevezziik, ha minden sajatértékének
eldjele egyforma. Hiperbolikusnak mondjuk a szimmetrikus matrixot, ha egy sajat-
értékének az eléjele kiillonbozik az 6ssze t6bbiétol.

F.6. Egyebek

A valdés szdmok halmazan értelmezett
e—e” "
2

coshz := “Ef— (koszinusz-hiperbolikusz), és

sinhx :=

(szinusz-hiperbolikusz),

(S:g;ﬁ’; (tangens-hiperbolikusz)

fuggvényeket hiperbolikus szdgfiggvényeknek nevezziik.

tanh x :=
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F.6 Egyebek 189

Ezekre teljesiilnek a

e cosh? z — sinh? 2 = 1 (hiperbolikus Pitagorasz-formula),

e cosh(z +y) = cosh z cosh y + sinh x sinh y,

e sinh(x + y) = sinh sijlcosh Y :thcosh xsinh y,

tanhz + tanhy

o tanh(z +y) = 1+ tanhztanhy’

e cosh(2z) = cosh? z + sinh® z és sinh(2z) = 2sinh z cosh z,

e cosh?(x/2) = (coshz +1)/2 és sinh?®(z/2) = (coshz —1)/2
azonossagok, melyeket a definidlé formuldkbdl egyszerii szamolas bizonyit.

A kovetkezd tételek bizonyitdsa megtalalhatd a [Kurusa: Euklidészi geometrial

koényvben, de az els6 olyan fontos a Fano-tipusu teljes négyoldalak ,elharitasaban”,
hogy itt is bizonyitjuk.

Tétel. Nem elfajuld paralelogramma dtlor metszik eqgymdst.

Bizonyitas. Tekintsiik az ABC' D paralelogrammat az & sikban.
B e

A /D

010. abra

Figyeljiikk meg, hogy a parhuzamossiagok miatt a C' és D pontok AB-partosak, C' és
B pedig AD-partosak, amiért a C' pont benne van az AB egyenes D pontot és az
AD egyenes B pontot tartalmazé S¥p illetve ST, félsikjainak metszetében, vagyis
AC C (8FzNSE)U(S\ (SE5USE,)) = S*. Vegyiink most egy olyan Z pontot az
AD egyenesen, melyre A € ZD. Ekkor a ZBD hiromszog Z B oldaldt nem metszi
az AC egyenes, mert ZB C 8§, N (6 \ 8Yp) = ST és nyilvin ST N S* = (). Pasch
axiémaja miatt tehat AC N BD nem fiires.

Eszerint a két atlé egyenese az egyik atlén metszi egymést, amibdl ugyanezt
a masik atlora is kovetkeztethetjiik, és igy az atlok metszését igazoltuk. -

Egy f: R — R fliggvényt additivnak illetve homogénnek mondunk, ha f(z) +
fly) = f(z +vy) illetve Af(z) = f(Azx) teljesiil minden A, z,y € R esetén.

Tétel. Ha az f: R — R vagy Ro< — R fiiggvény additiv és
(1) f folytonos valamely intervallumon, vagy
(2) f monoton valamely intervallumon,

akkor f homogén is.

Kifejtési tétel. Az R3 minden u,v és w vektordra (uxv) xw = (u, w)v — (v, w)u.
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Jelolések és konvencidok

< és (.,.) — euklidészi bels§ szorzés
N,Q,Z — természetes, raciondlis és egész szdmok halmaza
R,Ry< — valdés szdmok és nem negativ valés szimok halmaza
R2,R® — valds sik és tér
P!, P2, P? — valds projektiv egyenes, sik és tér
F,F™ — (ferde)test és n-dimenzids vektortér felette
F?  — (ferde)test feletti F” vektortér k-dimenzids altereinek halmaza
[Fr*1]  — homogén koordinatdk (ferde)test feletti n-dimenzids tere
PL P2 P3 — (ferde)test feletti projektiv egyenes, sik és tér
Ky A\, i — valds szamok gorog kisbetiivel
x,y,z — valds szdmok dolt kisbetiivel
q,7,s — raciondlis szamok dolt kisbetiivel
1,7,k — természetes vagy egész szamok dolt kisbetiivel
(i1y -ty sik)
— a k-indexbél a j-edik elhagydsaval keletkez6 (k — 1)-index
V,H — vektorterek, halmazok és tartomanyok irott nagybetiivel
u,v,w — vektorok félkovér kisbetiivel
e™ — olyan vektor, amelynek minden koordinataja 0, de az m-edik az 1
M  — métrix
det, det]} " det, 5}

— determinans, aldetermindns és komplementer aldeterminans
P,Q,R — pontok délt nagybetiivel
PQ — pontpér szakasza
(P,Q) - rendezett pontpar kotott vektora
}% — rendezett pontpar altal reprezentalt szabad vektor
v, Y, ¢ — leképezések gorog kisbetilivel
e, f,g,h — egyenesek dolt kisbetiivel
a, B,y — szogek gorog kisbetiivel
P — a P pont sugarsora
) — metrika
| — abszolutérték, norma, vektorok hossza
Sgeom — a geom geometriai objektumok altal meghatarozott sik
0D — a D ponthalmaz hatédra
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194 JELOLESEK £S KONVENCIOK

Gorog betiik

név kisbetli nagybetiit verzid név kisbetii nagybetii verzid
alfa @ ni v

béta I3 kszi £ =

gamma ~y r pi T II

delta § A ré P 0
epsilon € 5 szigma, o by S
zéta ¢ tau T

éta n iipszilon v T

theta 0 S} 0 fi 0] d )
iota L chi X

kappa K » pszi P v

lambda A A omega w Q

mi I

Goétikus betiik

név kisbetii nagybetl név kisbetii nagybeti
a a 2A n n N
b b B 0 0 9)
c c < p p B
d 0 D q q 9
e ¢ ¢ r v R
f f T S 5 S
g g (6] t t T
h b H u u |
i i J v v Py
J j J w 1o 2
k t R X r X
1 r e y y D)
m m m Z 3 3

Héber betiik

név betu

alef N
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Név- és targymutato

A

Abel-csoport, 183

additiv, 189

affin
altér, 184
kollineacio, 17
koordinatazas, 146

alaptétel
kollineacioké, 39
korrelacidké, 55
kipszeleteké, 64
perspektiv kollineacioké, 45
projektivitasoké, 30

aldeterminans, 185

antiszimmetrikus, 183

aszimptotikus
egyenes, 78
haromszog, 119

asszociativ, 183

A

altalanos helyzet
pontoké, 25
egyeneseké, 25

altalanos korreléacio, 52

B

bézis, 184

befogdtétel
gémbi, 8
hiperbolikus, 122

belsd, 59
Bolyai-sik, 105
Brianchon tétele, 72

C

Cayley—Klein-modell, 111
centralisan perspektiv, 47
csoport, 183

D
Desargues-tétel, 47, 135
Desargues-tulajdonsig, 134
determinéns, 184
dimenzi6, 184
disztributivitas, 183
duélis

Pliicker-koordinata, 155

Grassman-koordinata, 155
dualitas, 24

axiomaké, 134

tétele, 24

E
egybevagosag
gémbon, 6
hiperbolikus sikon, 110
egységelem, 183
ekvivalencia, 183
-relacio, 183
egyenes
aszimptotikus +, 78
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196

hiperbolikusan meréleges +,

elpattan6 +, 78
parhuzamos +, 78
tarté, 17
ultraparhuzamos +, 78
egyenességtarto, 17
elacio, 44
elliptikus
projektivitas, 32
polaritas, 56
sk, 87
elpattand egyenes, 78
elvalaszto, 25
érintd, H9
ertsen fix pont, 44

F

Fano

-sik, 151

-tipust négyoldal, 151

félsik, 29

felszinmérés, 8

ferde kifejtés tétele, 185
karakterisztikaja, 183

fixpont-tétel
gbébmbon, 5
Bolyai-sikon, 110

fétengely-transzformacio, 188

G
gorog sik, 168
Grassmann
-sokasag, 152
-koordinata, 155
dudlis ~-koordindta, 155

N£vV- BS TARGYMUTATO

78 H

harmonikus elvalasztas, 25

kozos + tétele, 27
haromszog polérisa, 2
hatarhalmaz, 59
hatarpont, 59
Héron-képlet

gombon, 11

Bolyai-sikon, 129
Hilbert-sik, 103

izometria, 107
hiperbolikus

centralis tiikrozés, 75

kozéppontos tikrozés, 75

sik, 104
szogmérték, 116
szogfliggvények, 188
tengelyes tiikrozés, 75
hipersik, 184
homogén
koordinata, 17
koordinata, 153
fliggvény, 189
homolégia, 44

|
illeszkedési tételek, 157
indikatrix, 90
inverz, 183
involutiv
kollineacio, 50
projektivitas, 32
izometria
gbémbi, 5
hiperbolikus, 109

izometridk alaptétele, 110
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K
kétszog, 1
kettésviszony, 19, 24, 67
komplex, 177
Klein-feliilet, 166
Klein-megfeleltetés, 165
kollinearis, 17
kollineacio, 17
~k alaptétele, 39
involutiv +, 50
szimmetrikus +, 39
transzponalt +, 38

matrix-reprezentacidja, 37

kommutativ, 183
csoport, 183

komplex kettésviszony, 177

konjugalt, 56, 183
koordinata-tengely, 146
koordinatazas
projektiv siké, 137
projektiv téré, 153
korreléacié, 54
matrixa, 55
természetes +, 54
koszinusztétel
Bolyai-sikon, 120
gémbon oldalra, 6
gémbon szogre, 7
kogyenes, 181
ktipszelet, 64
involucio, 73
kiils6 pontja, 59

L

Laplace-tétel, 185
latin sik, 168

NEM EUKLIDESZI GEOMETRIAK

Név- és targymutatd

lineéris
altér, 184
kombinacié, 184

an flggetlen, 184

M

matrix
sajatértékei, 186
sajatvektorai, 186
invarians altera, 186

karakterisztikus polinomja, 186

meroleges, 78, 93
metrika, 81
projektiv +, 81
gémbon, 3
Minkowski- , 96
tiikrozéses +, 81
metrizalas
elliptikus +, 85
parabolikus +, 89
hiperbolikus +, 102
Minkowski-
-sik, 96
-metrika, 96

Moébius-transzformécio, 177

miivelet, 183
zartsaga, 183
N
négyoldal, 25
teljes +, 26
négyszog, 25
teljes 4, 26
neutrélis elem, 183
nullelem, 183

o
Oonkonjugélt, 56
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P
Papposz

-féle hatszog, 134
—Pascal-tétel, 31, 69
-tétel, 18, 23
-tulajdonsag, 134
parhuzamos

egyenes, 78

szelok tétele, 91

~sagi szog, 122
Pascal tétele, 71
perspektivitds

egyenesé, 29

sugarsoré, 68
perspektiv kollineacid, 42

centruma, 46

tengelye, 46

stkon, 42
Pitagorasz tétele, 99
Pitagorasz-tétel

euklidészi, 99

goémbi, 8

hiperbolikus, 122
Pliicker

-bedgyazas, 155
-koordinata, 155
-egyenlet, 160
-Osszefiiggések, 159

dudlis ~-koordinéta, 155
Poincaré-féle kormodell, 115
polarhdromszog, 2
poléaris, 56

haromszog, 2, 60
polaritas, 56

hiperbolikus +, 56

elliptikus +, 56
pélus, 56
pontsor, 23

N£vV- BS TARGYMUTATO

projektiv
geometria alaptétele, 37
sik axiémai, 133

projektiv tér, 152
valés 4, 153

projektivités, 19
elliptikus +, 32
involutiv +, 32
hiperbolikus +, 32
parabolikus +, 32
tengelye, 31

R

rang, 185

reflexiv, 183

relacio, 183
reflexiv 4+, 183
szimmetrikus +, 183
tranzitiv +, 183

rendezés, 183

S
sajatérték, 186
sajatvektor, 186
SUgar
elliptikus siké, 87
hiperbolikus siké, 104
Staudt tétele, 36
Steiner tétele, 69
sugarsor, 23

Sz
szakasz
felez6 merdleges, 110
parhuzamosségi szoge, 122
szignatira, 188
szinusztétel
gdébmbon, 7
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Név- és targymutato 199

Bolyai-sikon, 119 ferde+, 183
szomszédossag, 28 tortlinearis leképezés, 177
szogdefektus tengelyesen perspektiv, 47

gdémbon, 10 tiikrozéses metrika, 81

Bolyai-sikon, 123

U
T ultraparhuzamos, 78
tavolsag, 81
teljes négyoldal, 26 \Y)
teljes négyszog, 26 valés projektiv tér, 153
test, 183 vektortér, 184

Még nem besorolt mutaték

0.1:
Még nem
besorolt
mutatdk
besorola-
sa....

NEM EUKLIDESZI GEOMETRIAK
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200 TENNIVALOK

Tennivalok

[] Még nem besorolt mutaték besorolasa
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