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Eloszé

Ez a konyv a 2015-ben ugyancsak , Bevezetés a geometridba” cimmel a Polygon
Kiadé Jegyzettar sorozatdban megjelent konyv 1j verzidja.

Ez az 0j verzié azonban tobb szempontbdl is jelentOs elérelépés és az id6
elérehaladtéaval remélhetoleg tovabbi fejlédést fog mutatni.

A legfontosabb véltozas az, hogy a tartalomban egy csomé ismert hiba korri-
galasa megtortént, néhany ponton pedig javult a prezentacié és a logikai felépités
is.

A kivitelezésben is jelentés valtozas tortént, amely tobbek koézott lehetévé
teszi, hogy a tartalom fejlesztése joval konnyebb legyen. A valtozasok kovetését az
igen pontos verzidszamozas teszi lehetové.

A 2021. juinius 30-ai verziénak a létrejottében alapvet$ szerepet jatszott a
SARS-CoV-2 virus miatt 2021-ben is tart6 COVID-19 vilagjarvany elfojtasara
alkalmazott kozosségi tavolsdgtartas.

Szeged, 2021. junius 30.
dr. Kurusa Arpad
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ii EL6sz0

Eredeti eloszo

A konyv, amelyet az olvasd most a kezében tart, a 2008 marciusaban elkésziilt és még
ugyanazon évben meg is jelent Fuklidészi geometria cimil konyv anyaganak Gjragon-
dolt, atrendezett, néhol kibovitett, mashol sziikitett 4 verzidja. Célja valtozatlanul
az, hogy pontos fogalmakon keresztiil, csak a feltétleniil sziikséges technikai appara-
tus bevetésével épitse fel elészor az affin, majd erre épitve az euklidészi geometriat,
és azok fontos eredményeit.

Ennek érdekében a felépités erds axiomakkal indul, amely lehetOséget teremt az
affin geometria viszonylag gyors és pontos felépitésére tigy, hogy kozben a geometria
alapvetd fogalmai és tételei tiszta logikai rendben kdvessék egymast. A koordinata-
zas révén meriilnek fel az affin transzformacidk, végiil természetesen jelennek meg
a torott vonalak és a konvexitds alapismeretei.

Az euklidészi geometria el6szor csak a sikon jelenik meg, mégpedig a ,,szokasos”
metrikdnak az affin sikra valé alkalmazasaként. Ez gyorsan vezet a dilataciok,
tlikrozések és izometridk alapos vizsgalatahoz. Végiil a mozgésok felhasznalasaval a
szogek és szogmérések pontos elmélete, és a teriilet fogalmanak preciz kidolgozasa
zarja a targyalast.

Felvértezve az euklidészi sik rendszerének ismeretével, egy teljes fejezet fog-
lalkozik annak geometriai felfedezésével. Ebben olyan klasszikus ismeretek is meg-
jelennek, melyek egy része akar onalldan is érdekl6désre tarthat szamot: ilyenek
példaul a kortartéd transzformaciok, a kapszeletek és a diszkrét mozgascsoportok.

Az affin és az euklidészi teret csak ezek utdn és szinte csak a sik és tér kiillonbo-
z6ségeire szoritkozd térgyalds mutatja be. A megfelel6 axiémarendszer a Desargues-
tulajdonsag alapos targyalasa céljabdl jelenik meg, ezutan az izometridk részletes
ismertetése a sikbeli analégidkra épit. A politépok és szabalyos testek utan a térfo-
gat fogalma keriil teritékre. Ez utobbi Osszevetése a teriiletméréssel megmutatja az
alapvetd eltéréseket, és elvezet a vektoridlis szorzashoz.

A magasabb dimenziés valés affin tereknek a valds vektorterekbél valo felépi-
tésének erdteljes algebrai formalizmusat a szorosan kapcsolodo konvex geometriai
témak, majd a kiilon fejezetben targyalt affin metrikak toltik fel egyre tobb geomet-
riai tartalommal.

A Fiiggelékben néhany olyan, bevezetd tankdnyvekben altalaban nem szokésos
téma keriil el6, melyek a szliken értelmezett bevezetéshez nem sziikségesek, de jol
mutatjak, hogy milyen tovabbi kérdések meriilhetnek fel. Ugyanakkor a felépitéshez
sziikséges néhany mas jellegli téma is a Fiiggelékbe keriilt. Ennek esetenként eltérd
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El6sz6 iii

oka lehet: vagy a bevezetés logikajat megtoro ismereteket tartalmaznak, vagy csak
az olvas6 kényelmét szolgaljak.

A konyv megirasakor szamos forrasmunkara tdmaszkodtam, ezekre hivatkoza-
sok az irodalomjegyzékben talalhaték. Igyekeztem szabvanyos terminoldgiat, defini-
ciokat és jeloléseket hasznalni, ami arra vezetett, hogy a nemzetkozi konvenciéhoz
igazodva az Euklidészi geometria cimi konyv dilatdcié és homotécia fogalmainak
elnevezését felcseréljem.’

Ez a konyv a korabbi TEX-rendszer helyett mér egy jéval korszeriibb KTEX-
rendszerrel késziilt, az abrakat pedig a TikZ rajzolja. Ez lehet6vé tette a tételek és
hivatkozasok Osszerendelését, és alapot teremtett a kés6bbi esetleges elektronikus
terjesztéshez.

A konyvben szerepldé geometriai gondolatmenet tovabbi tutja irant érdeklo-
doknek ajanlom figyelmébe a ,Nemeuklidészi geometriak”, majd a ,Bevezetés a
differencidlgeometriaba” cimi kényveimet, amelyekbdl kerek képiik alakulhat ki a
klasszikus, konstans gorbiiletii geometriakrol.

Ahogyan minden eddigi konyvem esetében is, a nyomtatds utan felfede-
zett hibak, korrekcidk és sziikségesnek vélt kiegészitések is elérhetOk lesznek a
http://www.math.u-szeged.hu/tagok /kurusa lapomon.

Koszonettel tartozom az Euklidészi geometria bevezet&jében mar emlitett se-
gitéimen til Kozma Jézsefnek, aki az 4brak mintegy harmadénak gondos és preciz
elkészitésével sokat javitott a konyv kiilalakjan, lektorként pedig mindent megtett,
hogy csokkentse a minden kényvbe éhatatlanul bekerilé hibak szamat.

Haléas vagyok feleségemnek és gyermekeimnek, hogy tiirelemmel viselték elvo-
nultsdgomat.

Szeged, 2014. szeptember 19. — 2015. marcius 27.
dr. Kurusa Arpad

IFelmeriilt, hogy a magyar hagyoméanyokat kovetve inkabb a (centralis) hasonlésagi transzforma-
ci6 kifejezést haszndljam, de ugy véltem, a hasonlésagi reldcié, a hasonlésdg és a hasonlésagi
transzformacié fogalmainak a mai geometriai nyelvezetben tapasztalhaté keveredését nehezebb
lenne tisztazni, mint inkdbb e viszonylag 1ij és nemzetkozibb szavakat hasznalni.
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A megoldas . .. rendkiviil egyszerii volt ...
az alkalmas segédeszkozt a matematika
magas fejlettségii absztrakcidiban taldltuk
meg. (Niels Bohr [3, 129. oldal])

Affin sik

A geometria a matematika egyik legrégebbi dga. Elsé nyomai mar a mezopotamiai
és egyiptomi kultiurdkban is fellelhetok. Ennek oka lehet, hogy a 1étezo vilag és az
azt tartalmazé tér megismerése az ember Osi vagya, s6t — amidta a foldek felosztédsa
és az épités igénye megjelent — sziikséglete.

A térre vonatkozé tapasztalati tények Osszességébdl szarmazéd nagy tomegl
ismeret rendszerezésének igénye a gérogoknél meriilt fel. Ennek kimagasld eredmé-
nye a tizenharom kotetes ,,Elemek”, melyben Alexandriai Euklidész i.e. 300 koriil
Osszegylijtotte az akkori geometria Osszes eredményét. Az Elemek talan legnagyobb
érdeme a szigoru dedukciés targyalasi mod, mely igen nagy hatassal volt a geomet-
ria és a matematika kés6bbi fejlédésére. A dedukcio, a tiszta logika alkalmazasa a
gorog szépségidedl része volt, és Euklidész ugy talalta, hogy a felhalmozott ismeretek
legnagyobb része tisztan logikai titon kévetkezik a tobbi, alig néhany alapveto meg-
figyelésbol. A dedukciéval nem kikovetkeztethetd dllitasokat (valdjaban ezek persze
mas kiinduldst feltételezve kovetkeztetheték lettek volna) axiémaknak nevezte, és
ezek igazsagat csak a tapasztalatra alapozta.

Az a tapasztalat, melyet Euklidész munkéajanak sikere igazol, miszerint deduk-
ciéval kovetkeztethetiink tapasztalati tényekbdl mas tapasztalati tényekre, olyan
érdeme Fuklidész munkajanak, mely mind a mai napig csodédlatot kelt. Heisenberg
példaul tgy emlékszik [33, 0.4-9 idézet], hogy

... volt egy beszélgetésem Niels Bohrral, amikor 6 kétségbe vonta, hogy
egyaltalan taldlni fog-e a jelenségek szamara adekvat matematikai le-
irast. Ugy érezte, hogy a természet esetleg annyira irracionalis, hogy
egyszerlien semmiféle matematikai leirds kereteibe sem szorithatd be-
le. Igy teljesen meg volt lepve, amikor az deriilt ki, hogy igenis van
matematikai leiras ...

Az Elemek megjelenése utan a tér megismerése két 1épcsossé valt: tapaszta-
latokbdl kiinduld igazsagok gytjtése, aztan ezen igazsagokbdl a tiszta logika ko-
vetkeztetésein keresztiil ijabb igazsagok, ismeretek szerzése. FEz utobbi az, amit
ma axiomatikus moédszernek neveziink, de ez csak a XIX. szdzad végére valt ilyen
vildgossa Euklidész parhuzamossagi posztuldtumanak vizsgalata soran.
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2 1. Affin sik

Euklidész parhuzamossagi posztulatuma kilég a tobbi koziil, mert a parhuza-
mossag feltétele a metszéspont hidnya, igy senki nem ellenérizhette, hogy egy adott
egyeneshez van-e, és ha van, akkor mennyi parhuzamos egyenes van. SOt, a latszat
(példéaul a vonatsineket figyelve) elsd pillantasra inkdbb azt stigné, hogy taldn nincse-
nek is parhuzamos egyenesek. Szerencsére(?) belathat6 tédvolsdgon beliil ellenérizve,
a parhuzamossigi posztuldtum mégis elfogadhaténak bizonyult. (Tovabbi részletek
a Figgelék F.12. szakaszaban.)

A XIX. szdzadban F. Gauss (1777-1855), Bolyai Jdnos (1802-1860), N. I. Lo-
bacsevszkij (1792-1856), G. F. B. Riemann (1826-1866), J. H. Poincaré (1854-1912),
Féliz Klein (1849-1925) és mésok axiémékat vizsgdlé munkai szitkségessé tették a
geometria axiémarendszerének modernizaldsat, végso elszakitasat a tapasztaldstol.
Ezt a munkat D. Hilbert (1862-1943) hajtotta végre a XX. szdzad elején.

Az axiomatikus moédszer bizonyos alapelemeket, alapfogalmakat adottnak téte-
lez fel, és definidlatlanul hagy, de feltételez az alapelemek kozott bizonyos relacidkat.
Az axiémdak az alapelemekre vonatkozo6 allitasok formajaban éppen azt rogzitik,
hogy az alapelemek kozott milyen Gsszefiiggések teljesiilnek.

Az ilyen axiémarendszerekkel szemben természetes elvaras, hogy ne kovetkez-
zen bel6liik olyan allitas, melynek ellenkezoje is kévetkezik. Eme elvaras teljestilését
nevezik az axiémarendszer ellentmondasmentességének.

Az ellentmondasmentesség vizsgéalata ellentmondés felfedezése esetén igen egy-
szerli, de annak bizonyitasa, hogy egy axiémarendszer ellentmondasmentes, mér
kifejezetten komoly probléma.

Amit az ellentmondasmentesség iigyében matematikai értelemben tehetiink,
az az, hogy mutatunk egy olyan matematikai rendszert, melyben az axiémarendsze-
riink minden allitasa teljestil. Az ilyen rendszereket az axiémarendszer modelljének
nevezziik.

Ha létezik az axiomarendszernek modellje, akkor persze egy, az axiémarendszer-
ben 1étez6 ellentmondés a modellben is ellentmondast kellene okozzon, igy a modell
léte igazolni latszik az axiémarendszer ellentmondasmentességét. Minthogy azonban
minden matematikai rendszer valamiféle axiémarendszerbél indul ki, a matemati-
kai modell valéjaban csak az axiémarendszernek a modellt befogadé matematikai
rendszerhez képesti relativ ellentmondds-mentességet jelenti.

Az 1.5. szakaszban egy modell bemutatasival igazolni fogjuk, hogy az itt
bemutatasra keriild axiomarendszer a valés szamok rendszeréhez képest ellentmon-
dasmentes.

KuRrusa ARPAD
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1.1 A sik axiémai 3

1.1. A sik axiomai

Legyen adott egy S halmaz. Ennek elemeit pontoknak nevezziik. Legyen ugyancsak
adott S részhalmazainak egy G halmaza. Ennek elemeit egyeneseknek nevezziik.

Ha a g € G egyenesre és a P € S pontra P € g teljesiil, akkor azt mondjuk,
hogy a P pont illeszkedik a g egyenesre, vagy a g egyenes illeszkedik a P pontra.'

Ha tobb pont kozos egyenesre illeszkedik, akkor a pontokat kollinedrisnak
nevezziikk. Ha két kiilonb6z6 egyenesnek van kozos pontja, akkor metszdnek mondjuk
oket, ha t6bb, nem mind ugyanazon egyenes kozos pontra illeszkedik, akkor azokat
konkurrensnek hivjuk.

llleszkedési axiomak.

(Io) Létezik legaldbb hdrom nem kollinedris pont.

(Iy) Minden egyenesre legaldbb két kilonbozd pont illeszkedik.

(Io) Két kilonbozd pontra egy és csak egy egyenes illeszkedik.

(I3) (parhuzamossagi axiéma) Minden egyeneshez és rajta kivili ponthoz pontosan
eqy olyan, a pontra illeszkedd egyenes létezik, melynek nincs az egyenessel
kézds pontja.

Az A # B pontokra illeszkedd egyetlen egyenest AB jeloli. Az (I;) axiéma
bizonyithaté az (Ip), (I2) és (Is) axiémék felhasznélasaval, igy jelenlétét csak az in-
dokolja, hogy tobb (ebben a konyvben egyébként nem targyalt) fontos geometridban
az az (Ip)—(Iz) axiémdk mellett az (I3) axiéma helyett més szerepel.

Definicié. Két egyenest pdrhuzamosnak mondunk, ha pontonként megegyeznek,
vagy nincs kozos pontjuk. A g és h egyenes parhuzamossagit g || h jeloli. A nem

parhuzamos egyeneseket metszéknek nevezzik, amit g f| b jelol. A

Tétel. Ha az (S,G) rendszer teljesiti az illeszkedési axiomdkat, akkor:
(1) két egyenes vagy pdrhuzamos vagy pontosan egy pontban metszi eqymdst;?
(2) a pdrhuzamossdg ekvivalencia-reldcid.

Bizonyitas. (1) Valéban, ha a két egyenes nem parhuzamos, akkor kell legyen kozos
pontjuk, amibél viszont csak egy lehet, mert ellenkezé esetben az (I2) axiéma miatt
egybeesnének, és parhuzamosak lennének.

(2) A reflexivitds — vagyis g || g — és a szimmetrikussdg — miszerint g || h
kovetkezik h || g alapjdn — a definicié kozvetlen kovetkezménye. A tranzitivitds

ITekintve, hogy a definialt fogalmainkra igen sok nem definialt, de szemléletes megfogalmazas
létezik, melyeket hasznélni szeretnénk, innentdl ezen megfogalmazasokat a megfelel6 definidlt
fogalom alapjan értelmezziik. Példaul a ,P pont a g egyenesen van”, vagy a ,,g egyenes atmegy
a P ponton” allitdsokat az itt definialt illeszkedés szinoniméjaként fogadjuk el.
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4 1. Affin sik

igazoldsédhoz tekintsiink hdrom f, g, h egyenest, melyekre f || g és g | h. Ha f =g
vagy g = h, akkor nyilvdn f || h. Ha f # g # h és 1étezik olyan P pont, melyre
P € fnNh, akkor az (I3) parhuzamossigi axiéma egyértelmiiségi kikotése miatt
f = h. Amennyiben f N h = (), akkor nyilvan f | h. -

A hdromszdgeket harom pont halmazaként definidljuk, ahol a pontokat csiicsok-
nak nevezziik. Ha a csiicsok k6z6tt nem tiintetiink ki sorrendet, akkor a haromszoget
irdnyitatlannak, ha pedig sorrendet tiintetiink ki kozottiik, akkor irdnyitottnak mond-
juk. A cstucsok két sorrendjérol azt mondjuk, hogy ugyanazt az irdnyitast definidljak,
ha a cstcsok sorrendje paros permutaciéban kiilonb6zik egyméstél. Azonnal latha-
t0, hogy minden haromszogho6z pontosan két irdnyitds vagy mas széval kériljards
tartozik. A kés6bbi széhasznalatban haromszogoén mindig irdnyitatlant értiink és
az irdnyitottsagot kiilon jelezziik.

Egy haromszoget elfajulonak mondunk, ha cstcsai kollinedrisak.

A héiromszognek a mésodik rendezési axiémaban szerepld oldalait az els§
rendezési axiéma alapjan fogjuk definialni.

Rendezési axiomak.

(R1) Minden egyenesen adott két teljes rendezés, amelyek egymds megforditottjas.

(Rz2) (Pasch-axiéma) Ha egy egyenes egy hdromszdg egyik csicsdra sem illeszkedik,
de van kozos pontja valamely oldallal, akkor pontosan egy mdsik oldalt is metsz.

Az (Rq) axiéma szemléletesen annyit jelent, hogy minden egyenes pontjai két
ellentétes sorrendbe soroltak.

Iranyitottnak mondunk egy egyenest, ha rogzitjiik valamely rendezését. Egy
irdnyitott egyenesen a kivalasztott rendezés jel6lésére a <, illetve ennek inverzére
a > jelet alkalmazzuk. Ha egy irdnyitott egyenes P és Q pontjira P < () all, ami
ugyanaz mint @) > P, akkor azt mondjuk, hogy a P pont megeldzi a () pontot, vagy
a ) pont kdveti a P pontot a g egyenesen. Két 1j jelet is bevezetiink:

P=<Q, P> Q,
P =Q={ vagy és P = Q= vagy
P=0Q, P=Q.

Egy pont minden r4 illeszked6 egyenest két nyilt félegyenesre oszt: az egyenes
valamely irdanyitasaban az egyik a pontot megel6z6, a mésik pedig a pontot kovetd
pontok halmaza. A két félegyenes nyilvan nem fiigg a rendezés megvalasztasatol,
hiszen az iranyitas megforditasa esetén csak a ,kovets” és ,,megel6z6” szavak cseré-
16dnek fel. Magat a pontot a félegyenesek kezddpontjinak nevezziik. A félegyeneshez
a kezd6pontjat is hozzavéve zdart félegyenest kapunk. Az eddigi axiomakbdl kévet-
kezik, hogy legalabb az egyik nyilt félegyenes nem iires, de nem bizonyithatd, hogy
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1.1 A sik axiémai 5

mindkét nyilt félegyenes tartalmaz pontot (egy olyan modell megtalalasa, ahol ez
tényleg nem teljesiil az olvaséra marad) — ezt csak az (F) axiéma fogja biztositani.

Definici6. Az A és C pontok kdzrefogjik a B pontot, ha az A, B és C' pontok
kollinedrisak, és kozos g egyenesiik valamely irdnyitdasdban A < B és B < C vagy
C < B és B < A teljesiil. llyenkor a B pontra azt is mondjak, hogy B elvdlasztja

az A és C pontokat. A

Az elvalasztas nyilvan nem fligg az egyenes irdnyitdsanak megvalasztasatol.

Az A és C pontokat elvilaszté pontok halmazat az A, C végpontu nyilt sza-
kasznak nevezzik. A végpontjaival bévitett nyilt szakaszt (zart) szakasznak mondjuk
és az AC jellel jeloljiik. Ha A = C, akkor elfajuld szakaszrél beszéliink. Az A, C
végponti nyilt szakasz pontjaira azt mondjuk, hogy az AC belsé pontjai.

Az ABC héaromszégek oldalainak hiviuk az AB, BC és C A szakaszokat.

Folytonossagi axiomak. Minden irdnyitott (g, <) egyenesen

(F1) (folytathatdsdg) minden Q € g ponthoz léteznek téle kilonbozé P,R € g
pontok 1igy, hogy P < Q < R, és

(F2) (Dedekind-axiéma) minden nem iires @ C PR C g ponthalmazhoz létezik
olyan Q_ és Q4 pont a PR zdrt szakaszon, hogy minden Q € Q esetén
Q- 2Q =2 Qy, és barmely, a Q minden pontjdt kézrefogo X,Y € g pontpdrra
X Q- ésQy 2Y is igaz.

Vildgos, hogy a Q_ és @@+ pontok egyértelmiiek. FEzeket rendre liminf Q és
lim sup @ jeldli, és sorban alsé hatdrnak, illetve felséd hatdrnak, egyiitt pedig hatdr-
pontoknak nevezziik 6ket. A hatarpontok nem feltétleniil a Q elemei, és nyilvan nem
fiiggnek az egyenes iranyitasatol, habar az egyik iranyitasban also hatarként szerepld
hatarpont a mésikban felsé hatér, és forditva. Valamely @) € Q pontra tekintsiik a
Q=g ={P€Q:P=Q}é Qo< :={P € Q:Q =< P} halmazokat. Ezek egyike
sem {ires, hiszen a () pontot mindkettd tartalmazza, és liminf @ = liminf Q<q,
valamint lim sup Q@ = limsup Qg~<, aminek kénnyti bizonyitasa az olvaséra harul.

Tétel. A nem elfajulo szakaszok a végpontjaikon kivil is tartalmaznak pontot.

Bizonyitas. Tekintsiik az AB szakaszt.
Az (Ip) axiéma szerint van az AB egyenesen kivil egy
C pont, az (F;) axiéma szerint pedig a BC egyenes B
/'\C pontot nem tartalmazo, C' altal kijelolt félegyenesén is
A D  van egy D pont. A C pont nem lehet az AD egyenesen,
mert ellenkezé esetben az AD és BC egyeneseknek két
k6z6s pontja lenne, amiért egybeesnének, és igy az A, B, C' és D pontok kollinearisak
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6 1. Affin sik

lennének, holott C' az AB egyenesén kiviil van. A parhuzamossigi axiéma miatt
tehat létezik egy AD egyenessel parhuzamos g egyenes a C' ponton at. Ez nem
metszi az ABD haromszég AD oldalegyenesét, és a B ponton sem megy at, viszont
metszi a haromszég BD oldaldt, ami Pasch axiéméja szerint csak tigy lehet, ha az
AB oldalt belsé pontban metszi. -

Tekintsiink egy g egyenest és az S\ g halmazt. Ennek pontjai kzott vezessiik be
a partossagi relaciot: az S két pontjardl akkor mondjuk, hogy g-partosak egymassal,
ha az 6ket Gsszekoto szakasz nem metszi a g egyenest.

Tétel. A partossag ekvivalencia-relacid, melynek két ekvivalencia-osztdlya van.

Bizonyitas. Legyen g € G egy egyenes.

A g-partossag nyilvanvaldéan reflexiv és szimmetrikus. A tranzitivitas abbdl
kovetkezik, hogy amennyiben az R, P és S pontok nincsenek a g egyenesen és a g nem
metszi az RPS haromszog RP és PS oldalait, akkor Pasch axiéméja értelmében
nem metszheti a RS oldalt sem. Tehét a partossig ekvivalencia-relacio.

Jelélje ST a g-partossag azon ekvivalenciaosztalyat, melyben a P ¢ g ponttal
g-partos pontok vannak.

Tegyiik fel, hogy S\ S \ g nem iires, és a @, R pontok ebben vannak.

Ekkor a g egyenes a PQ és PR szakaszokat is metszi, igy Pasch axiéméja
miatt a ¢ nem metszheti az QR szakaszt, tehdt a Q és R pontok g-partosak, vagyis
az Osszes ST U ¢ halmazon kiviili pont a @ partossigi osztalyaba kell tartozzon.
Vagyis legfeljebb kettd g-partossagi osztaly van.

Vegyiink egy f egyenest, mely egyetlen O pontban metszi a g egyenest. Mivel az
(F1) miatt az f egyenes O pont altal meghatdrozott nyilt félegyenesei nem tiresek,
és a kiilonbozé félegyeneseken 1évé pontok nem lehetnek egymaéssal g-partosak,
legalabb ketté g-partossagi osztaly van.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. -

Ha két pont g-partos, akkor azt is mondjuk, hogy a g egyenes ugyanazon oldaldn
vannak. Az egyenesre vonatkoz6 partossig ekvivalencia osztdlyait az egyeneshez
tartozd nyilt félsikoknak nevezzik.

Definicié. Az eddigi — illeszkedési, rendezési és folytonossagi — axiémakat teljesité

S = (S, 9) rendszereket affin sikoknak nevezziik. A

Definicié. Egy ¢: S — S’ leképezést az (S, G) és (S, G’) affin sikok kozti egyenessé-
get tarto leképezésnek hivunk, ha barmely harom kollinearis pont képe is kollinedris.
Egy egyenességet tarto leképezést egyenestartonak neveziink, ha minden egye-
nesen szirjektiv.
Egy egyenestarto leképezést kollinedcionak hivunk, ha bijektiv.
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1.1 A sik axiémai 7

Két affin sikot izomorfnak mondunk, ha van koztik egy kollinedcié. A

A p: § — S leképezéseket a sik transzformdcicinak neveziink. Egy X pontot
egy @ transzforméacio fizpontjanak neveziink, ha a transzformécié énmagédba viszi,
vagyis o(X) = X. Identikus transzformdciordl vagy identitdsrdl beszélink, ha a
transzformacié minden pontot helyben hagy, vagyis minden pont a transzformacié
fixpontja.

Ha egy transzforméacié egy egyenest Onmagara képez le, akkor az egyenest
invaridns egyenesnek nevezziik. Ha az invaridns egyenes minden pontja fix, akkor
fizegyenesrdl beszéliink.

Az olyan nem identikus transzformaéciét, amelynek négyzete az identikus leké-
pezés, involutiv transzformaciénak, vagy roviden involicidonak nevezzik.

Tétel.
(1) A kollinedcidk tartjik a pdrhuzamossdgot.
(2) Kollinedcid inverze is kollinedcio.
(3) A bijektiv transzformdcick csoportjdban a kollinedcidk részcsoportot alkotnak.

Bizonyitas. (1) Legyen ¢ kollineécié és tegyiik fel, hogy mégis vannak g és h kiilon-
b6zé parhuzamos egyenesek, melyekre a ¢(g) és p(h) egyenesek metszik egymast
valamely P’ pontban. A P’ pontnak van 8sképe, mert ¢ bijekt{v. Legyen ez a P pont.
Mivel P’ € ¢(g) N@(h), az 8sképre P € g N h teljesiil, ami g és h padrhuzamossiga
miatt kizart. Tehat ¢ tartja a parhuzamossédgot, ami az els6 allitast bizonyitja.

(2) Legyen ¢ egy kollineacio, és tekintsiik ennek ¢~! inverzét. Vegyiik egy
tetszbleges e egyenes kiilonbozé A, B és C pontjait. Ekkor az f = ¢~ 1(A)p~1(B)
egyenest a ¢ kollinedcié az e egyenesbe képezi, hiszen ¢ egyenestartd. Mivel ¢
tartja a parhuzamossagot is, a p~1(C) ponton athaladd, f egyenessel parhuzamos
g egyenes p(g) képe parhuzamos az e = p(f) egyenessel. Minthogy C € ¢(g), a
parhuzamossigi axiéma szerint ebbdl e = p(g) kovetkezik.

Eszerint ¢ ~1(B) € g, igy a parhuzamossagi axiéma szerint ebbél f = g kévet-
kezik, amiért C € f, tehat ¢! 6rzi az egyenességet.

Ha X € f, akkor ¢ (o(X)) = X, vagyis ¢! sziirjektiv, tehdt egyenestarto.

(3) Ez a mésodik kovetkezménye, hiszen a kollinedcidk szorzata nyilvan kolli-
neacio, és a bijektiv transzformécidk csoportot alkotnak.

Ezzel e tételt bebizonyitottuk. -

Definicié. Az A, B,C, D pontokbdl all6 nem kollineéris rendezett pontnégyest pa-
ralelogrammdnak mondjuk, ha az AB és C'D, valamint az AC és BD egyenesparok
parhuzamosak.

Az A, B, C, D pontok rendezett négyesét elfajuld paralelogrammadnak nevezzilk,
ha az A, B,C, D pontok egy egyenesre esnek, és minden nem erre az egyenesre esé
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8 1. Affin sik

X,Y pontra ABXY akkor és csak akkor paralelogramma, ha XY DC' is paralelog-

ramma, vagy A =B és C = D. A

Az ABCD paralelogramma dtléinak nevezziik az AC és BD szakaszokat,
oldalainak hiviuk az AB, BC, CD és DA szakaszokat. Az A, B,C, D pontokat az
ABCD paralelogramma csicsainak nevezzik.

Tétel. Minden paralelogramma dtlos metszik egymdst.

Bizonyitas. Vegyiink egy ABC D paralelogrammat.

Figyeljik meg, hogy a parhuzamossagok miatt a C' és D
pontok AB-partosak, C' és B pedig AD-partosak, amiért
az AC egyenes benne van az AB egyenes D pontot és az
AD egyenes B pontot tartalmazé S¥y illetve S§, félsikjai-
nak metszetében, valamint ezek ellentétes félsikjainak met-
szetében, vagyis AC C (S{5NSEL)U(S\(SE5USER)) =
S*. Vegylink most egy olyan Z pontot az AD egyenesen,
melyre A € ZD. Ekkor a ZBD haromszog Z B oldaldt nem metszi az AC' egyenes,
mert ZB C 8§, N (S\ S§p) = ST és nyilvan ST N S* = (). Pasch axiémdja miatt
tehat ACNBD nem iires. Eszerint a két 4t16 egyenese az egyik 4tl6n metszi egymast.

Ugyanezt a masik atléval elvégezve, a tétel allitasat kapjuk.

e sz

meghatarozé: az ABC D paralelogramma mellett csak a BCDA, CDAB, DABC
pontnégyesek paralelogrammék. Errol a négy esetrél azt mondjuk, hogy ugyanazt a
paralelogrammat definidljak. Ennek megfeleléen az egymassal parhuzamos egyene-
seken fekvé oldalparokat — AB és DO, illetve BC és AD — szemkdzti oldalaknak
nevezziik.

Ha ABCD és CDFEF is paralelogramma, akkor a pér-
huzamossdg tranzitivitdsa miatt AB || EF koévetkezik,
de az eddigi axiémék alapjan nem bizonyithato, hogy
ABF'FE is paralelogramma lenne, holott szemléletiink alap-
jan az abra ezt ,igazolnd”. Ezt, a tulajdonképpen a
,paralelogrammasdg” mint relacié tranzitivitasat kifejezo

- F tulajdonsigot az abra szemléletes asszociacidjarol nevez-
zik el.

Definicié. Egy affin sikot nyitott konyv tulajdonsdagunak neveziink, ha barmely

ABCD és CDEF paralelogramma esetén ABFE is paralelogramma. A

Latni fogjuk, hogy ez ekvivalens a Desargues-tulajdonsiggal. Utébbi korrekt
megfogalmazasahoz be kell vezessiink néhény elnevezést.
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1.1 A sik axiémai 9

A parhuzamosséagi relacié osztalyait idedlis pontoknak, ezek halmazat ided-
lis egyenesnek nevezziikk. Két egyenes parhuzamossaga azzal is kifejezhets, hogy
,metszetiik egy idedlis pont”.

Tekintsiink olyan nem elfajulé ABC és A’B’C’ hé-
romszogeket, amelyekre A # A’ B £ B' és C #£ (.
Az ilyen haromszogparokat nem elfajulénak mond-
juk.

Egy nem elfajulé haromszogpart pontra nézve
perspektivnek mondunk, ha a haromszogek megfe-
lel6 cstcsain 4tmend AA’, BB’ és CC’ egyenesek
egy — esetleg idedlis — kozos pontra illeszkednek.

Egyenesre nézve perspektivnek mondunk egy

p' nem elfajulé haromszogpart, ha a haromszogek
megfelel6 oldalegyeneseinek ABNA'B’, BCNB'C’

'\/ és CANC'A’ metszéspontjai egy — esetleg idedlis

B C'  — kozos egyenesre illeszkednek.

A * El6bbi esetben a haromszogeket perspektivnek
B’ utobbi esetben tengelyesen perspektivnek mondjuk.

L]

Definicié. Egy affin sikot Desargues-tulajdonsdginak mondunk, ha nem elfajuld

haromszogparjai pontosan akkor perspektivek, ha tengelyesen perspektivek. N

A Desargues-tulajdonsagu affin sikokat Desargues-siknak nevezzik.

A Fiiggelék F.1. szakaszaban konstrudlt modell mutatja, hogy a Desargues-
tulajdonsdg nem kovetkezik az eddigi axiomakbol, de az is ki fog deriilni, hogy
izomorfia erejéig csak egy Desargues-tulajdonsagu affin sik van.

1.1.1. Tétel. Ha egy affin sikban minden perspektiv haromszog tengelyesen perspek-
tiv, akkor a sik Desargues-tulajdonsdgi.

Bizonyitas. Azt kel igazolnunk, hogy ha az ABC és A’ B'C’ haromszogek tengelye-
sen perspektivek, akkor perspektivek is.

A tengelyesen perspektivitds folytén a C = ABNA'B’, B = CANC'A’ és
A = BC N B'C’' (esetleg idedlis) pontok egy (esetleg idealis) ¢ egyenesre esnek.
Emiatt az AA’C és CC' A hiromszogek a B pontra nézve perspektivek, amiért a
feltétel szerint tengelyesen is perspektivek, vagyis A’/ANC'C =: 0, ACNCA =B
és CA' N AC' = B’ kollinearis pontok.

Eszerint az ABC' és A’ B'C’ haromszogek az O pontra nézve perspektivek.

Nyitott konyv tétele. Minden Desargues-sik nyitot kényv tulajdonsdgi.
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10 1. Affin sik

Bizonyitas. Tekintettel arra, hogy az AA’ és a BB’ szerepe az 4llitasban felcserél-
het6, elegendé csak az ,akkor” irdnyt igazolni, az egyben a ,,csak akkor” allitast is
igazolja.

Ha AA'B'B és B'BCC' is elfajulé paralelogramma, akkor vegylink az
A A", B,B’,C,C" pontok kozos egyenesén kiviil olyan X és Y pontokat, melyek-
re AA’Y X paralelogramma. Ekkor az elfajulé paralelogrammaéak definicidja szerint
BB’Y X is paralelogramma, igy ismét az elfajuld paralelogrammak definiciéja szerint
CC'Y X is paralelogramma. Eszerint ha AA’Y X paralelogramma, akkor CC'Y X
is paralelogramma, és a fenti kivetkeztetéseket forditva végigkdvetve kideriil, hogy
ez forditva is igaz. Mivel ez minden megfelel6 XY pontra érvényes, az elfajuld
paralelogrammaék definicidja szerint AA’C’C is paralelogramma.

Ha AA’'B’'B elfajul6, B'’BCC" pedig nem elfajulé paralelogramma, akkor az
elfajul paralelogrammak definicidja szerint AA’C’'C is paralelogramma.

Ha AA’B’'B és B'BCC' egyike sem elfajuld paralelogramma, akkor az ABC
és A’ B'C’ héromszogek megfeleld csticsain dthaladé AA’, BB’ és CC’ egyenesek
parhuzamosak. Ugyanakkor AB || A’B’ és BC || B'C’ miatt ABNA'B’ és BCNB'C’
is idealis pont. A Desargues-tulajdonsidg miatt ebbdl kovetkezik, hogy AC N A'C’
is idedlis pont, és {gy AA’ || CC’ miatt AA’C'C is paralelogramma. Fzzel a tételt
igazoltuk. -

Az 1.5. szakaszban latni fogjuk, hogy amennyiben a nyitott konyv tulajdonsagu
affin sitkok Desargues-félék. Ez azt jelenti, hogy a nyitott konyv tételének forditottja
is igaz.

Két pontrodl, ha nem esnek egybe, hdrom pontrdl, ha nem esnek egy egyenesre,
azt mondjuk, hogy dltaldnos helyzetben vannak. Ez a fogalom késébb altalanosabb
értelmet nyer majd az Affin geometria fejezetben.

1.2. Vektorok konstrualasa

A most kovetkezék nyitott konyv tulajdonsdgu affin sikokon értenddk. Az 1.5. sza-
kaszban ki fog deriilni, hogy ilyen affin sik izomorfiatol eltekintve pontosan egy
létezik. Ennek fényében akar azt is mondhatnank, hogy ez a fejezet innentdl a
Desargues-sikrol szol.

Definicié. A rendezett pontparokat kotott vektornak nevezziik. A P és (Q pontok
ilyen sorrendje altal meghatdrozott kotott vektort (P, Q) jeloli. Minden P pontra a

(P, P) kotott vektort nullvektornak mondjuk. A

Definicié. A (P,Q) és (R, S) kotott vektorokrdl azt mondjuk, hogy p-reldcidban
allnak, amit (P, Q) X (R, S) jelol, ha PQSR (ebben a sorrendben!) egy (esetleg
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1.2 Vektorok konstrudldsa 11

elfajuld) paralelogramma. A

A paralelogrammékra gondolva viligos, hogy (P, Q) X (R, S) akkor és csak
akkor teljesiil, ha (P, R) X (Q, S).

Tétel. A p-relacic ekvivalencia-reldcid.

Bizonyitas. A reflexivitas és a szimmetria a paralelogrammék definicidja alapjan

nyilvanvald. A tranzitivitds maga a nyitott konyv tulajdonsag. -

Egyértelmiiségi tétel. Minden (P, Q) kotitt vektorhoz és R ponthoz létezik pontosan
egy olyan S pont, melyre (P,Q) X (R, S).

Bizonyitas. FEgzisztencia. A megfelel6 S pontot R = P esetén a @ adja.
. g Ha R # P, és R, P, nem kollinearisak, akkor legyen
v S§ Tl Q g az az egyenes a () ponton keresztiil, amely parhu-
ol / zamos az RP egyenessel, f pedig az az egyenes az R
R P ponton at, mely a PQ egyenessel parhuzamos. Az f és
g egyenesek nem lehetnek parhuzamosak, mert ellenkezd esetben a parhuzamossig
tranzitivitdsa miatt RP || PQ lenne, és akkor az R, P, pontok egy egyenesre
esnének. Legyen tehat S = f N g, és akkor a konstrukcié miatt RSQP egy parale-

logramma, vagyis (R, S) & (P, Q).

Ha R # P, és R, P, Q kollinearis, de P # @, akkor vegyiink egy P’ pontot ezen

az egyenesen kiviil. EI8bbi okfejtésiink folytén létezik egy Q" pont, hogy (P’, Q') 2

(P, Q). Ujra az el8bbi indoklast hasznélva lathatjuk, hogy létezik egy S pont, melyre
(R,S) X (P',Q), amibél a p-relci6 tranzitivitdsa miatt (R, S) & (P, Q) kovetkezik.

Ha R # P, és P = @, akkor az S = R megfelel6 valasztas.

Unicitds. Az S pont egyértelmiiségének bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy létezik
olyan S’ pont is, amelyre (R, S) 2(pQ R (R, S"). Ebbdl a p-relacié tranzitivitdsa
miatt kovetkezik, hogy (R, .S) £ (R, S"), amiért RSS’'R egy elfajuld paralelogramma.

Ha R # S, akkor legyen X egy tetszéleges pont az RS egyenesen kiviil. Az
épp most igazolt egzisztencia szerint létezik egy Y pont, melyre (R, .S) 2 (X,Y).
Az elfajulé paralelogrammék definiciéja miatt ebbél (X,Y) £ (R, S’) kovetkezik.

Eszerint az Y'S és az Y'.S’ egyenes is paArhuzamos az X R egyenessel, ezért egybeesnek,
amiért S = 5’.

Ha R = S, akkor élunk az indirekt feltevéssel, hogy S # S’. Legyen X egy
tetszOleges pont az SS’ egyenesen kiviil. Ekkor 1étezik egy Y pont, melyre (S, S") £

BEVEZETES A GEOMETRIABA
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12 1. Affin sik

(X,Y). Az elfajulé paralelogrammak definiciéja miatt ebbél (X,Y) £ (R, R) kovet-
kezik, amiért R, X és Y egy koz0s e egyenesre esik. Ez az egyenes parhuzamos az
SS’ egyenessel, ami szintén dtmegy az R ponton, tehit e = S5’, holott az X € e

pontot az SS’ egyenesen kiviilrél vdlasztottuk. Ez az ellentmondds igazolja, hogy

S =49 n

Tétel. Minden nem elfajulé PQRS paralelogramma dtléinak T metszéspontja olyan,
hogy (P,T) X (T, R) és (Q,T) X (T, S) teljesiil.

Bizonyitas. Elegendo az utobbi relaciot igazolni, abbdl a masik a paralelogramma
cstcsainak dtbetlizése utdan adédik. Legyen X az a pont, melyre (X, 7)) 2 (S, R).
R Ekkor XS || PT, valamint (X,T) £ (S, R) £ (P,Q)
miatt TQ || PX is teljesiil, amiért PT'SX szemkoz-
ti oldalai parhuzamosak, tehat PT'SX paralelog-
ramma, vagyis (P, X) 2 (T, S). Mivel ugyanakkor
(X,T) 2 (P,Q) miatt (P,X) 2 (Q,T) is teljesiil,
amibél (Q,T) X (P, X)X (T, S) adédik. A £ tranzitivitdsa igazolja az &llitést.

|
A PR szakasznak azt a pontjit, melyre (P,T) 2 (T, R) teljesiil, a szakasz

affin felezépontjinak nevezzik.

Parhuzamos szelok tétele. Legyen f és h két egyenes, g pedig eqy mindkettot
metszd egyenes. Legyenek az f egyenesen a P, Q, R, S pontok olyanok, hogy (P, Q) £
(R, S), és jelolje a rajtuk dthaladd, a g egyenessel parhuzamos egyeneseket rendre
9P, 90,9R, gs- Ekkor a P = hNgp, @ = hNgg, R = hNgr és 8" = hNgs
pontokra (P, Q") X (R, S teljesiil.

Bizonyitas. Ha f || h, akkor a p-reldcié tranzitivitdsa igazolja az &llit4st.
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1.2 Vektorok konstrudldsa 13

Ha f )| h, akkor vegyiik a h egyenessel parhuzamos hp egyenest a P ponton
és hp egyenest az R ponton keresztill. A hp és go egyenesek Q" metszéspontjan
atmend, az f egyenessel parhuzamos egyetlen e egyenes metszete a hi egyenessel
legyen S”.

Minthogy (P,Q) £ (R,S) miatt (P,R) X (Q,S) is teljesiil, a (Q”,S") X
(P,R) X (Q, S) relaciobél kovetkezik, hogy S” a gg egyenesre esik (hiszen gg || QQ").
Eszerint (P',Q") X (P,Q") X (R,S") X (R', '), ami bizonyitja az allitast.

A (P,Q) és (Q,S) kotott vektorok (P, Q) + (Q,S) dsszegén a (P, S) kotott
vektort értjiik. Ha @ # R, akkor a (P, Q) és (R, S) kotott vektorok dsszegét nem
értelmezzik.

Kongruencia tétel. Ha (P,Q) X (P',Q") és (Q,R) X (Q',R'), akkor (P,Q) +

(@)~ (P, Q)+ (@, R, Q
R
A bizonyitashoz vegyiik észre, hogy (P,Q) + (Q,R) = P -~ .-~
(P,R) és (P',Q")+ (Q',R) = (P, R), amibdl a nyitott
konyv tulajdonség alapjén (P, R) X (P’, R') kovetkezik. P QL - R

1.2.1. Szabad vektorok

A kongruencia tétel azt mutatja, hogy az 6sszeadhatdsag szélesebb értelmezéséhez
a kotott vektorok p-relacio szerinti osztalyozasan keresztiil vezet az ut.

Definicié. A kotott vektorok p-relacié szerinti ekvivalencia osztalyait szabad vekto-
roknak nevezziikk. Azt mondjuk, hogy a (P, Q) kotott vektor reprezentdlja a v szabad
vektort, ha (P, Q) € v. A (P, Q) kétott vektor altal reprezentalt szabad vektort PQ),

a szabad vektorok halmazat V jeloli. A

Vildgos, hogy barmely P, Q, R, S pontok, és u és v szabad vektorok esetén
(1) PG =1{(R,S): (R.8) L (P,Q)};
(2) (P,Q) % (R, S) akkor és csak akkor, ha J@ = ]Tg';

(3) uNw # () pontosan akkor, ha u = v.
Ugyancsak vildgos a p-relacié egyértelmiiségi tételének alabbi kévetkezménye.

Egyértelmii reprezentalas tétele. Minden P ponthoz és v € V szabad vektorhoz
létezik pontosan egy @Q pont, melyre (P, Q) € v.

A szabad vektorok Osszeadasat a kongruencia-tétel alapjan definialjuk.

BEVEZETES A GEOMETRIABA
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14 1. Affin sik

Definicié. Tekintsiik az u = ]@ ésv = ]ﬁq szabad vektorokat, és legyen T az az
egyértelmil pont, melyre (Q,T) £ (R,S). A w = PT szabad vektort az u és v

szabad vektorok dsszegének nevezziik. A

Tétel. A szabad vektorok 0sszege egyértelmd.

—_—
Bizonyitas. Legyen v = P@ = PQ u= I%, tovabba legyenek T és T’ azon
pontok, melyekre rendre (Q,T) & (R, S) illetve (Q',T") X (R, S) teljesiil. Ekkor

a P pontbdl kiindulvaﬂ) = ]@ és_u>: ﬁ vektorok 6%@3 ﬁ, a P’ pontbdl
kiindulva pedig a v = P'Q’ és u = Q"T" vektorok osszege P'T’. A kongruencia tétel
szerint (P, T) X (P',T"), vagyis PT = P'T’, ami az egyértelmiiséget igazolja. -

A definicié szerint tetszéleges két szabad vektor Osszegezhets, a tétel szerint
pedig ez az Gsszegzés egy V x V — V fiiggvény. E fiiggvény (u,v) parhoz rendelt
eredményét u + v jeloli.

A mostantol 0 altal jelolt ﬁ szabad vektort nullvektornak hivjuk. Vilagos,
hogy 0 + v = v + 0 = v minden v szabad vektor esetén.

Tétel. A szabad vektorok halmaza az Osszeaddssal kommutativ csoportot® alkot.

Bizonyitas. Azt mar tudjuk, hogy szabad vektorok Osszege szabad vektor és van
az Osszeadasra nézve neutralis elem is, a nullvektor.
Az asszociativitdst az aldbbi dbra baloldali része jeloléseinek hasznalataval a

(PO + QR) + RS = PR + RS = PS = PO + Q% = PO + (QR + R9)

azonossag mutatja.

A kommutativitds bizonyitdsdhoz tekintsiik azt az S pontot (nem kollinedris
P, Q, R pontharmasra az abra jobboldali részén l4that6), amelyre (P, S) X (Q, R).

Ekkor persze (S, R) L (P,Q) is teljesiil, és az

P34+ Gh=Phi= Po+ 5= O+ PO

azonossag igazolja a kommutativitast.
Az inverzelem 1étét igazolja, hogy f@ + Q? = ﬁ =0.
Ezzel a tételt belattuk.

2A csoport definiciéja a Figgelék F.11 szakaszdban.
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1.2 Vektorok konstrudldsa 15

Mivel a szabad vektorok csoportot alkotnak, az & +u = v egyenlet megoldéasa
egyértelmii. Ezen egyértelmii megoldast v — u jeloli és a v és u kiilonbségének
nevezziik. A nullelem és egy u vektor kiillénbsége nyilvin —u, az w inverze, vagy
ahogy additiv kérnyezetben mondjak, az ellentettje.

Bérmely n € N természetes szam és v € V szabad vektor esetén az ismé-
telt 6sszeadasok révidebb jelolésére természetes n - v := v + - -+ + v formula, és a

—_———

n
disztributivitas (n + k) -v = n-v + k - v Osszefiiggésének az elvirasa® vezet az
alabbihoz.
Definicié. Minden ¢ € Z egész szamra és v € V szabad vektorra
i
/—M .
v+t v, ha ¢ > 0,
1.0 = O, ha i = 0,
(—v)+---+(—v), hai<O.
—i
A

A szabad vektorok oOsszeadasdnak asszociativitdsara és kommutativitdsira
alapozva gyorsan igazolhat6 a kévetkezo.

Tétel. A szabad vektorok egész szammal valo szorzdsdra a kivetkezok teljesiilnek.
D) i-(v+u)=i-v+i-u,
(2) i+j)-v=i-v+j-v,
(3) () -v=i-(-v),

aholi,j € Z, ésv,u €.

Tétel. Legyen az e egyenes két kilonbozé pontja P és Q. Ekkor az az egyértelmiien

meghatdrozott Xp(n,Q) pont, melyre nPQ) = PXp(n,Q; teljestil, szintén az e
egyenesen van.

Bizonyitas. A rovidség kedvéért legyen minden n € Z esetén @, = Xp(n, Q). Min-
den n € Z esetén PQ,, + QnQni1 = PQpni1 = PQ, + PQ, amiért Q,Qny1 =P
Eszerint a ,, pontsorozat barmely két szomszédos tagjdnak egyenese parhuzamos
a PQ = e egyenessel.

Vildgos, hogy Qo = P, Q1 = @, és ezek az e egyenesen vannak. Ha a QQ_,, 1 és
@, pontok az e egyenesen vannak, a pairhuzamossigi axioma szerint a Q_,, és Q11

pontok is az e egyenesen vannak, igy teljes indukcioval kapjuk a tétel allitasat. -

3Ezt nevezik permanencia elvnek.
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16 1. Affin sik

Tétel. (egésszel szorzds monotonsiga) Legyen a P pont az e egyenesen. Az Xp
fiigguényt a mdsodik vdltozéjdban az e egyenesre megszoritva, az eqyenes rendezésére
nézve mindkét vdltozojdban szigorian monoton fliggvényt kapunk.

Bizonyitas. Legyen Q # P egy pont az e egyenesen, és valasszuk az e egyenesnek
azt az irdny{tdsit, melyre P < Q. Ismét haszndljuk a Qi = Xp(k, Q) roviditést.

Eloszor azt igazoljuk, hogy Qi < Qpy1-
Ehhez elég latni, hogy minden n > 1 ese-
tén Q, € Qn_1Qn,1. Tekintsiink egy R
pontot az e egyenesen kiviili és legyen S

Qn-— az a pont, melyre (R,S) X (P,Q). Ek-

P

PG = RS.

Ha Q,—1R || @nt1S lenne, akkor (Q,—1, R) R (S, Qnt1), amiért

—
kor a fenti bizonyitas szerint Q,@Qnt+1 =

PQs = 2PQ = (n+ 1)PQ —(n — 1)PQ = PQuy1 — PQui
GG — T~ PO

lenne. Ebbol wyértelmﬁ reprezentdlas tétele miatt Q1 = @ = @2 kovetkezik,
amibdl I@ = @1Q2 = 0 miatt P = @ adodik, ami ellentmond a P < @ feltételnek.

Eszerint 1étezik a T'= Q1R N Qn11.5 pont. A T pont és az PQ egyenes az
RS egyenes kiilonb6z6 oldaldn van, mert a @, ST R paralelogramma atléi metszik
egymas.

Tegyiik fel, hogy @, nem vilasztja el a @Q,—_1 és Q,+1 pontokat. Ekkor a
QS egyenes nem megy at a Qp—1, Qnt1 és T pontok egyikén sem, és nem met-
szi a Qn_1Qn4+1T haromszog @, —1@Qn+1 oldalegyenesét sem, igy a Pasch-axioma
szerint a @, S egyenes metszi a Q),—17 oldalt. Ez viszont ellentmond a mar iga-
20lt (Qn_1,Qn) % (R, S) relaciénak, hiszen e paralelogramma szemkozti oldalainak

egyenesei sem metszhetik egymast.

Tehét Q,, € Qn_1Qny1, vagyis Xp(n, Q) monoton az elsé valtozbjaban.

Most a mésodik valtozd szerinti monotonsigot igazoljuk.

Legyenek Q= és QT olyan pontok a PQ egyenesen, melyckre Q € Q- Q.
Vegyiink fel egy T pontot az f egyenesen kiviil és legyen R az az egyetlen pont,
melyre (P,Q) X (T, R). A g = TR egyenesen tekintsiik az R,, = X7(n, R) pontokat,

az [ egyenesen pedig a Q,, = Xp(n, Q) és QX = Xp(n, Q) pontokat minden n € N
szamra.

KuRrusa ARPAD

Ver.: 2021:08:19:12:04:28 © Kurusa Arpad (2019 — 2021)



1.2 Vektorok konstrudldsa 17

g T R R,
e €En
. 5+ St
S T X
h~ h/ ht h, h7/ hj{
S
s \ S, \

e e Qn On  Qf

Legyen h~ = RQ™,h = RQ és ht = RQ™, valamint h;, = R,Q;,, hp, = R,Qn
és b = R,QF minden n € N esetén. Nyilvin h] = h~, hy = h, hj = ht és
minden k, ¢ € N esetén h; || by, by || he és b} |
definiciéja és a kotott vektorokra bizonyitott parhuzamos szel6k tétele alapjan.

Legyen S egy tetszéleges pont az RQ szakaszon, és legyen e = Q~S. A Pasch-
axiéma szerint 1étezik az ST := e N RQ* pont. Az S és ST ponton is pontosan egy
az f egyenessel paArhuzamos egyenes van. Legyenek ezek rendre s és s+.

Minthogy az s és sT egyenesek parhuzamosak az f és g egyenesekkel, a veliik
nem péarhuzamos h,, és h egyenest rendre metszik valamely egyértelmii S,, és S
pontokban, melyek az f és g ugyanazon félsikjdba esnek, mint S és ST, amiért
S, =s5NR,Q, és St = PSTNR,Q;.

Az RQ™ST és az R,Q,, S;" hdromszogek az f, g, sT egyenesek idedlis pontjara
nézve perspektivek, ezért a nyitott kényv tulajdonsag szerint a h~ || h,, és h™ || b
reldciokbdl Q~ ST || Q.. S kovetkezik.

Ugyanezt a gondolatmenetet alkalmazva az RQ~S és az R, @, S, haromszo-
gekre, QS || Q;, S, adddik.

Eszerint a @, az S,, és az S,} pontok egy az e egyenessel parhuzamos e,

no

hf, az egész szdmmal vett szorzas

egyenesre esnek.

Mivel Q € Q- Q%, a Q~ QTS hiromszogre és R(Q egyenesre alkalmazva a
Pasch-axiémat, S € Q—S+ adédik. Eszerint az s és f egyenesek az s egyenes
kiilonb6zé oldalira esnek, amiért S,, € Q; Si. Ezt és a Pasch-axiémat alkalmazva

a @, STQ; hiromszogre és R,S, egyenesre éppen a bizonyitand6 Q, € Qn Qi
bizonyosodik be. -
Tétel. Pozitivn € N és v € V esetén pontosan egy olyan x € V van, hogy nx = v.
Bizonyitas. Unicitds. Tegytik fel, hogy ne = v = ny, és {gy n(x —y) = 0 is teljesiil.

Legyen € — y = PR. Ha P # R, akkor az Xp fiiggvény els§ valtozé szerinti
szigori monotonitdsa miatt P = Xp(0,R) < Xp(1,R) <--- < Xp(n,R) = P. Ez
ellentmondas, tehat R = P, vagyis € — y = 0, amiért * = y.
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18 1. Affin sik

Egzisztencia. Ha v a nullvektor, akkor az @ = 0 a megoldas. Tegytik fel, hogy
(O, R) € v # 0. Vélasszunk egy Q1 ¢ OR = f pontot, és jeldlje e az OQ egyenest.

R=P, f

O e

Q Q= Qr—1 Qk Qn
Legyen Qx = Xp(k,Q) minden k < n, k € N esetén. Vegyiik minden Qy
ponton keresztill azt a hj egyenest, amely parhuzamos a @, R egyenessel. Legyen
P, = heNf (1 < k < n),valamint Py = O. A kétott vektorokra érvényes parhuzamos
szel6k tétele szerint ekkor (Py_1, Py) 2 (O, P) minden 1 < k < n esetén, hiszen

(Qr—1,Qr) X (0,Q,) is teljesiil ugyanazon k € N szdmokra. Eszerint

— — ——
OF = OP, + P,Py+---+ P, 1P, =n-OP,,

——
ami megoldandé egyenletiinkre az = OP; megoldast adja. -

Fontos, hogy a bizonyitds nem hasznélja Xp els6 valtozobeli monotonsagat.

Definicié. Minden ¢ € Q raciondlis szdmra az nx = mv egyenlet (x,v € V, n € N,
m € Z, n > 0) egyetlen & € V megoldasit az v € V szabad vektor és ¢ = m/n

szammal vett szorzatdnak nevezzik, amit ¢ - v vagy roéviden qv jelol. A

Tétel. A szabad vektorok raciondlis szammal vald szorzdsdra teljestinek a
(1) g (v+u)=q-v+q-u,
(2) (q+71)-v=g-v+7-v,
®3) (g-r)-v=q-(r-v)

azonossagok, ahol g,7 € Q ésv,u € V.

Bizonyitas. Legyen ¢ = m/n ésr =k/¢, ahol n,£ € N, m,k € Z és nl # 0.

A (3) allitdsra tekintve azonnal l4tszik, hogy annak bal oldala az (nf)x =
(mk)v, egyenlet egyetlen megoldasa. A (3) jobb oldalan szerepld r - v szabad vektor
az Ly = kv, és gy a q(rv) szabad vektor az nz = my egyenlet egyetlen megolddsa.
Ezt megszorozva az ¢ egész szammal és alkalmazva a szorzas egész szamokra mar
ismert szabélyait, az (nf)z = {(nz) = £(my) = (Im)y = m(ly) = m(kv) = (mk)v
egyenlethez jutunk, amibél latszik, hogy z az (nf)z = (mk)v egyenlet egyetlen
megoldésa, vagyis z = x, ahogy azt (3) allitja.
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1.2 Vektorok konstrudldsa 19

Az (1) és (2) azonossag a (3) alkalmazdsaval gy vezethetd vissza az egész
szamok esetére, ha a képletekben szerepl6 racionalis szdmok nevezdinek valamely
kozos tObbszorosével megszorozzuk Oket. -
A tovabbiakban tetszlleges P és @ kiillonb6z6 pontokra és ¢ € Q raciondlis

szémra Xp(q, Q) azt a pontot jeloli a PQ egyenesen, melyre PXp(q, Q; = qP
teljesiil. Kiegészitésképpen Xp(q, P) := P minden ¢ € Q szdmra.

Jegyezziik meg, hogy Xp ezen meghatarozasa az eddigi kiterjesztése, rdadasul
olyan médon, hogy annak tulajdonsagai megmaradnak. Figyeljiikk meg, hogy a most
igazolt (3) tulajdonsdg alapjén Xp(q, Xp(r,Q)) = Xp(¢-r,Q), ha g € Q.

Tétel. (Raciondlissal szorzas monotonsiga) Legyen a P pont az e egyenesen. Az Xp
fligguényt a mdsodik vdltozéjdban az e egyenesre megszoritva, az eqyenes rendezésére
nézve mindkét vdltozojdban szigoruan monoton fliggvényt kapunk.

Bizonyitas. Legyen @) € e olyan pont, melyre P < @ az e valasztott iranyitasdban.

o N 0 + _
Legyen v = PQ és ¢~ = 2= < ¢ = %3 < ¢t = 2 ahol ¢,¢% ¢" € Q
és n=,n% nt € N, m—,m", m* € Z. Legyen tovabbad Q~ = Xp(¢~,Q), Q° =

Xp(¢%,Q) és QT = Xp(q", Q).
Vegyiik az n = n™nn" szdmot és a Q,, = Xp(n,Q7), Q¥ = Xp(n,Q°)
valamint QF = Xp(n, Q™) pontokat. Ekkor
PQ, =nPQ~ “nOnt PQ “mn*

=m nn'v, PQ, =n"m'n"v,

=n
Q+ —nPQ+—n n’mTo.

Az egésszel szorzas monotonitdsa szerint QO € Qn Qi , hiszen m~nnt <
n~mnT <n nm*. Az Xp fiiggvény mésodik argumentuma szerinti monotonsa-
ganak kovetkeztében igy Q~ és Q1 kozrefogja a Q° pontot.

A Q = Xp(™,Q) (m,n € Z) pont monoton fiiggése a ) ponttél kézvetleniil
kovetkezik az Xp(n, Q') = Xp(m, Q) Osszefiiggésbol, hiszen mindkét oldal szigorian

monoton a masodik valtozdjaban. -

1.2.1. Lemma. Legyenek P és Q) kilonbozé pontok, és vdlasszuk a PQ egyenesnek
azt az iranyitdsdt, melyre P < Q. Fkkor P = liminf{Xp(q,Q) : 0 < ¢ € Q}.

Bizonyitas. A Q := {Xp(q,Q) : 0 < ¢ <1, ¢ € Q} halmaz nem {ires, hiszen a Q

pont benne van, és a PQ szakasz része az Xp elsé valtozé szerinti monotonsiga

miatt. A Dedekind-axiéma értelmében ezért létezik az R := liminf O alsé hatér.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy P < R. Ekkor tetszéleges m € N szadm esetén

Xp(m,R) < Xp (m,Xp(%,Q)> - Xp (m%,@) = Xp(1,Q)=Q
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20 1. Affin sik

kovetkezik, vagyis az egésszel szorzas monotonitdsa miatt a PR szakasz minden bels6
S pontjira és minden m € N szdmra Xp(m, S) < Q teljesiil. Ebbdl viszont minden
m €N és T € PXp(2,R) pontra Xp(m,T) = Xp(m,Xp(2,5)) = Xp(2m,S) < Q
kovetkezik, ahol 2PS = PT'.

Mivel R a Q als6 hatdra és P < R < Xp(2, R), a RXp(2, R) szakaszon lennie
kell legaldbb egy S; = Xp(¢,Q) € Q pontnak. Mivel ¢ > 0 raciondlis, 1éteznek
olyan 0 < m,n € N szdmok, hogy ¢ = m/n, amiért

Q< Xp(2m,Q) = Xp(2n,Xp(q,Q)) = Xp(2n,5,) < Q.

Ez az ellentmondas igazolja, hogy P = R = lim inf Q, ahogy a tétel allitja. -

Legyen PQSR nem elfajulé paralelogramma, és 0 < A € R tetsz6leges. Ira-
nyitsuk a PQ egyenest gy, hogy P < Q, az RS egyenest pedig tgy, hogy R < S. A
Q" ={Xp(q,Q) € PQ:q< A} és QT ={Xp(q,Q) € PQ : ) < q} halmazoknak
a Dedekind-axioma értelmében létezik felsé illetve alsé hatdra: Q~ := limsup @~
és Q1 := liminf OF. Az Xp monotonitdsa miatt tetszéleges ¢~ < A < ¢ raci-
ondlis szamok esetén Xp(q—,Q) = Xp(¢™,Q), amiért a hatdrpontok definici6ja
értelmében Q~ =< Xp(¢™,Q) és Xp(g™,Q) = QTF, amibdl szintén a hatdrpontok
definiciéja alapjan Q~ < Q.

Ha valamely raciondlis ¢= < A < ¢t szdmokra Q~ = Xp(q~,Q) vagy QF =
Xp(qT, Q) teljesiil, akkor a hatdrpontok definiciéja alapjan Q= = Q™.
Ha Q~ < Q™ akkor az eddigiek alap-
jan tetszéleges ¢~ < A < ¢ raciona-

M

lis szamokra

XP(q_aQ) = Q_ < Q+ < XP((]+7Q)~

Legyen L az pont, melyre (R, L) £

(Q~,Q7"), L, pedig az a pont, melyre

(R, Lq) X (Xp(q™,Q), Xr(¢",Q)).
R L L, S

Ekkor a fentiek szerint R, L és Ly pa-
ronként kiilonb6z6 pontok. Mivel RQ™ | RXp(q~,Q) || LyXp(¢T, Q), 1étezik az
M =RQ NL,Xp(¢",Q) pont. A Q= Xp(¢", Q)M héromszégben a Pasch-axiéma
és RQ™ || LQ' miatt LQT metszi az MXp(qh,Q) oldalt, amit az RL,M h4-
romszogben nézve, ott ismét a Pasch-axiémat hasznélva L € RL, adédik. Legyen
L={L,:0<q <A<gq" ésq ,¢" € Q}. Az RS egyeneshez valasztott irdnyitas-
ban az eddigiek alapjan R < L < L, teljesiil, amiért egyfeldl L < lim inf £, mésfelél
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1.2 Vektorok konstrudldsa 21

pedig

H — —
RLq = XP(q 7Q)XP(q+a Q) = PXP(qua Q) - PXP(q 7Q)
—¢"PO—q PO =(q" —q)PQ = (¢" —q )RS.

Eszerint £ = {Xg(q,5) : 0 < ¢ € Q}, amibdl az 1.2.1. lemma szerint R =
liminf £ addodik. Ez az ellentmondés azt mutatja, hogy feltételezésiinkkel szemben,
valéjaban Q~ = Q.

Mivel PXp(q, QS = Xp(—q,Q)P, eredményiink bizonyitja a kovetkezd tételt.

Tétel. Bdarmely A € R és P # @ pont esetén ha a PQ egyenes < rendezésében
P < Q, akkor

limsup{Xp(q, Q) € PQ: A > ¢ € Q} = liminf{Xp(¢,Q) € PQ: A < g € Q}.

Ez lehet6vé teszi Xp kiterjesztését a valos szamok halmazara.

Definicié. Minden A € R, P # @ pont és a PQ egyenes < rendezésében legyen

liminf{Xp(q,Q) € PQ: A<qg€Q}, haP<Q,

Xp(A =
r(A\, Q) {hmsup{XP(q,Q) €EPQ:2>qcQ}, haQ<P.

Legyen tovabbd Xp(A, P) = P minden A € R és P pont esetén. A

Fontos megjegyezni, hogy az elébbi tétel miatt Xp(A, Q) nem fligg a PQ
egyenesen valasztott iranyitastol, hiszen a < rendezés helyett a - rendezést valasztva
csak a definidl6 egyenléség eseteinek sorrendje valtozik.

Vegyiik tovabba észre, hogy a definicié nyilvanvalé kovetkezményeként a most
megadott X p fiiggvény az eddigi kiterjesztése. Latni fogjuk, hogy ez a kiterjesztés
megd6riz minden korabbi tulajdonsagot.

A liminf és limsup hatdrok definicidja vildgossa teszi, hogy Xp szigortian
monoton az elsé valtozéjaban, valamint ha megszoritjuk a masodik valtozot egy
e > P egyenes pontjaira, akkor Xp a méasodik valtozdjaban is szigorian monoton.

Tétel. Ha PO = RS, akkor PXp(h, Q) = RXg(\, S) minden A € R esetén.

Bizonyitds. Ha P = R vagy Q = S5, akkor az egyértelmli reprezentalds tétele

mindkét egyenlGség teljesiil, igy a tétel allitasa is nyilvanvaldan teljesiil.

P Q Xp(\, Q) Tegyiik most fel, hogy R ¢ PQ, és definidljuk
N N az f: R — R fliggvényt azzal, hogy tetszoleges

Yo Y A € R esetén Xpr(f(A),S) az a pont, amelyre az
R S  Xp(f(A),S) Xp(\Q)Xr(f()),S) egyenes parhuzamos a PR
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22 1. Affin sik

egyenessel. Ez az f fliggvény szigortan monoton, hiszen két parhuzamos egyenes
barmelyike a méasiknak egyetlen félsikjaban van.

Ha X raciondlis, akkor PXp(\, Q) — APQ = ARS = RX (X, 5), amiért az [
fiiggvény a racionélis szdmokon identikus, vagyis f(m/n) = m/n minden m,n € Z
és n > 0 esetén. A monotonitas miatt ebbdl

A =limsup{r: Q>r <A} =limsup{f(r) : Q>r <A}
< f(A) <limsup{f(s): A< s € Q} =liminf{s: A <se€Q} = A

kovetkezik, vagyis f az identikus leképezés.
Eszerint a PR egyenessel padrhuzamos Xp(\, Q) Xgr(f(N), S) egyenes valgjaban

az Xp(\, Q)Xgr(A, S) egyenes, ami igazolja az 4llitast. -

Definicié. Minden v € V szabad vektorra és minden A € R valds szdmra A - v az a

szabad vektor, melyre v = ]@ esetén \ - ]@ = PXp(\, Q;. A

Fentiek szerint A - v valoban csak a v € V vektortdl és a A € R szamtol fiigg.

Tétel. Tetszoleges A, € R szdm és v,u € V szabad vektorok esetén

(1) (Ao = A(uw), és
(2) A+ p)v=Av+ pv.

Bizonyitas. (1) Definidljuk az f: R? — R fiiggvényt most gy, hogy f(\, u)v =
A(pv) minden A\, p € R esetén. Ekkor v = 1765 esetén PXp(f(\ p), Q) =
PXp(A\ Xp(p, Q)j, amibdl Xp(f(A, 1), Q) = Xp(A, Xp(u,Q)) kovetkezik. Az Xp
szigori monotonitdsa miatt ebbdl az f fiiggvény szigori monotonitidsa adédik mind-
két valtozoban. Raciondlis A és p esetén f(A, p) = Ap, igy

Ap = limsup{f(r,s):Qo>r <\, Q>s<pu}
< f(yp) <lminf{f(r,s): A<reQ, p<seQ}=u

kovetkezik, vagyis f(A, u) = Ay, ami az allitds volt.
(2) Definidljuk az f: R? — R fiiggvényt tgy, hogy f(A, u)v = Av + pv minden
A 1t € R esetén. Legyen v = PQ), R ¢ PQ, és legyen S az a pont, melyre v = RS.
Ekkor minden A, u € R szamra

Xp(A\ Q) Xp(f(\ 1), Q) = PXp(f(\ 1), Q) — PXp(\, Q)

— f(\ m)v — M = v = RXg(p, S,

ami ekvivalens RXp(\, Q) és Xgr(u, S)Xp(f(\, 1), Q) parhuzamossdgival.
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1.2 Vektorok konstrudldsa 23

Minthogy ez minden p € R esetén tel-
P Xp(A, X A1), -
@ Xp(AQ) Xp(f( ), Q) jesil, az Xg(u, S)Xp(f (A, 1), Q) egyene-

N . sek parhuzamosak egymassal, amiért az
R S Xa(uS) f fﬁgg’v'ény szig'orflan monoton a masodik
valtozdjaban, hiszen két parhuzamos egye-
nes egymas egy-egy félsikjaban van. Ugyanakkor a szabad vektorok dsszeadasdnak
kommutativitdsa miatt f(\, u) = f(u, ), tehdt az f fliggvény mindkét valtoz6jdban
szigortian monoton.
Tudjuk, hogy raciondlis A és u esetében f(\, u) = A + u, amibél

A+ p=limsup{f(r,s):Qor <X Q3s<pu}
< fOup) <lUminf{f(r,s): A<reQ, u<seQ}=A+yp,

vagyis f(A, 1) = A + u kovetkezik, ahogy az &llitas szol. -

Parhuzamos szel6k tétele. A nem kollinedris O, P, Q pontokra és minden X,y # 0
valds szamra PQ || Xo(\, P)Xo(u, Q) akkor és csak akkor, ha A\ = pu.

Bizonyitas. A jelolés egyszertisitése érdekében legyen P := Xo(\, P) és Q" :=
Xo(u, @), valamint definidljuk az f: R — R fiiggvényt tigy, hogy P*Qf™ || PQ
minden A € R szdmra. Ekkor persze f(1) = 1.
Az f fuggvény szigorian monoton névekvs, mert mas-
PrtX ként a Pasch-axiéma szerint a PAQ/ (M) szakaszok met-
szenék egymast. Elobbi tételiink szerint

PP = 0P OP% = (k + \)OP — kOP

0 Q QI QFt+N) — \OP = OPK,
amibél (P, P*H2) & (0, PA) kovetkezik. A kétott vektorokra érvényes parhuzamos

szelBk tétele értelmében ebbdl (QF), Qv+ M) L (0, QM) amibél

F+ 006 — ()08 = QFWQI =+ — 0/ = £(3)0G

adddik. Ismét eldbbi tételiink alapjan tehdt f(x + A) = f(k) + f(A).

A Fuggelék F.10. szakasza értelmében egy szigortian monoton, additiv fiige-
vény homogén is, vagyis f(A) = c- A valamely ¢ € R szdmra. Mivel azonban f(1) = 1,
ebbél f(A) = X kovetkezik. Ez igazolja a tétel ,akkor” részét.

A forditott irdnyu kovetkeztetéshez csak azt kell észrevenni, hogy a most igazolt
allitas szerint a P Q* egyenes parhuzamosak a PQ egyenessel, és a parhuzamossagi
axiéma szerint a P» ponton keresztiil csak egy parhuzamos hiizhat6 a PQ egyenessel.
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24 1. Affin sik

Tétel. Minden A € R szdm és v,u € V szabad vektorok esetén A(v+u) = Av + Au.

Bizonyitas. Legyen v = O?, u = Oﬁ, v+u= O? és minden A # 0 valds szamra
P = Xo(\, P), Q)‘ = Xo (A, Q) valamint R = Xo(\ R).
A péarhuzamos szel6k tétele értelmében a P* ponton
athalado, az OQ egyenessel parhuzamos £p egyenes az
R* pontban metszi az OR egyenest. Ugyanezen okbdl
a Q@ ponton athaladé, az OP egyenessel parhuzamos
0 Q o Lo egyenes is az R pontban metszi az OS egyenest.
Eszerint OP*R*Q* egy paralelogramma, ami igazolja az allitast.

P “i{p R
P R
18

]
Az eddigiek alapjan megéllapithatjuk a kovetkezot.

Tétel. A szabad vektorok V halmaza a fentebb definidlt + dsszeadds és A- valdssal
vald szorzasi” mdveletekkel (V,+,{\-}rcr) vektorteret alkot.

Az Xp(,Q): R —» PQ (A = Xp(A\Q)) leképezésrél mar igazoltuk, hogy
injektiv, hiszen az els6 valtozdéban szigorian monoton. Belatjuk, hogy sziirjektiv is.

1.2.2. Tétel. Tetszbleges P # Q és R € PQ ponthoz pontosan egy olyan A € R
szdm létezik, melyre R = Xp(\, Q).

Bizonyitas. A \ egyértelmiisége az Xp(-, Q) injektivitdsa, amit mér igazoltunk.
Tekintsitk az e = P(@Q egyenesen azt a rendezést, melyre P < (. Ekkor az
Xp(-, Q) szigortan monoton novs. Tekintsitk a nem tires

Q ={¢€Q:Xp(¢,Q) 2R}, Q"={g€Q:R=Xp(¢,Q)}

halmazokat. A valés szdmok halmazan is érvényes a Dedekind-axioma, ezért a
0~ = limsupQ~ és o7 = liminf QF valés szdmok léteznek. Mivel QT egyetlen
eleme sem kisebb mint Q= elemei, o~ sem nagyobb Q% egyetlen eleménél sem,
ezért o~ < o™.

Ha o~ < o7, akkor van olyan q € Q szam, melyre o~ < q < ot, és igy
o~ fels6hatar-tulajdonsidga miatt ¢ ¢ Q~, amiért R < Xp(q,Q), o alséhatdr-
tulajdonsiga miatt pedig ¢ ¢ QF, amiért Xp(q,Q) < R, ami ellentmondés, tehat
o- =o'

A Dedekind-axiéma miatt az R~ = limsup{Xp(q,Q) : ¢ € Q7 } és RT =
limsup{Xp(q,Q) : ¢ € QT} pontok is léteznek, és nyilvin R~ < R < R*. Mivel
azonban a {¢7 —q~ : qT € Q" és ¢~ € Q" } elemei kozt minden pozitiv racionélis
szam eléfordul, az 1.2.1. lemma, értelmében R~ = R = R™T.

Mivel Xp(-,Q) monoton, R~ és RT felsé, illetve als6 hatér, R = R~ =<
Xp(0™,Q) = Xp(07,Q) X RT™ = R kovetkezik, vagyis R = Xp(0~,Q), ami

bizonyitja az allitast. -
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1.2 Vektorok konstrudldsa 25

Eredménytinket a szabad vektorokra atfogalmazva a kovetkezot latjuk.

Tétel. Kiilonbozdé P és QQ pontok esetén akkor és csak akkor van olyan X\ valds szdm,
melyre PR = APQ), ha R € PQ, és ilyenkor a A szam egyértelmi is.

Definicié. A rendezett, kollinedris, mind kilénb6z6 P, @, R pontharmas affin osztd-
viszonydnak nevezzik azt a (PRQ) szdmot, melyre (PRQ)QR = P(Q) érvényes. Ha
R = Q, akkor (PRQ) értékét végtelennek tekintjiik.

A

(PRO) ~ Az osztéviszonyra tobb azonosség is felfedezhetd,
példdul (PRQ)(RPQ) = 1, de ezekre most nem

P/ 'R tériink ki. Konny( 14tni, hogy az Q — (PRQ)

|
|
It S fiiggvény (szigorian monoton) bijektiv kapcso-
| latba hozza a PR egyenes R pontbdl indulé P
: pontot tartalmazé félegyenesét a (—1,+00) in-
[(PRQ) tervallummal, mig a masik R pontbdl indulé fél-
egyenest a (—oo, —1) intervallummal. Ezek miatt a PR egyenes oo idedlis pontjira
szokdsos a (PRoo) := —1 kiterjesztést tenni.

A parhuzamos szel6k tétele mutatja, hogy az osztéviszony szoros kapcsolatban
all a parhuzamossiggal, amelynek tartasa az egyenességet tarto leképezések kozott
a kollineaciok jellemz6je. Most nem bizonyitjuk — mert a koordinatazasok vizsga-
latabdl szinte ajandékba fogjuk kapni —, hogy pontosan a kollineaciok tartjik az
osztoviszonyt.

1.2.2. Helyvektorok

Minden O pont és minden v szabad vektor esetén jelolje vo a rendezett (O, v)
pont—vektor-part.

Definicié. A barmely O pont régzitése mellett a szabad vektorokhoz fentebbi médon

rendelt pont—vektor-parokat O pontbdl indulé helyvektoroknak nevezziik. A

A P ponthoz tartozé (O,ﬁ) helyvektorokat Pp jeloli, a P pontot a Pp
helyvektor végpontjanak hivjuk. Ezzel a jeloléssel Po = (OP)o. Az O pont altal
meghatarozott helyvektorok halmazat TpG jeldli.

Két helyvektor 6sszegét és A € R szammal vett szorzatat ugy definidljuk, hogy

vot+uo:=(v+u)o és A-vo:=(\v)o.

Tétel. A helyvektorok a megadott miveletekkel vektorteret alkotnak.

BEVEZETES A GEOMETRIABA

Ver.: 2021:08:19:12:04:28 © Kurusa Arpad (2019 — 2021)



26 1. Affin sik

Bizonyitasként elég arra gondolni, hogy a szabad vektorok és a helyvektorok
(ToS;+, { X }aer) vektortere kozti v — vo bijektiv leképezés a definici6 folytén
felcserélhetd a miiveletekkel, igy a szabad vektorok és a helyvektorok vektortere
kanonikusan izomorf.

Paralelogramma-szabaly. Az OPQR négyszog akkor és csak akkor paralelogramma,
ha Qo = Po + Ro.

Bizonyitas. Mivel

Qo = (0P + PG)o = (0P)o + (PQ)o,
Po + Ro = (0P)o + (OF)o,

@)

a Qo = Po + Ro egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha (1@)0 = (@)O &
PQ = O—é < (PQ) £ (O, R). Utdbbi definicié szerint pontosan akkor teljesiil, ha

a OPQR négyszog egy paralelogramma. Ez a tétel allitdsa. -

Tétel. A sik P, Q és R pontjai akkor és csak akkor kollinedrisak, ha valamely X\, i €
R wvalos szamokra A+ p =1, és Ro = APo + uQo. Pdronként kilonbézd kollinedris
P, Q és R pontok esetén az w = (PQR) osztéviszonyra w = A\/p, p(l +w) =w és
M1+ w) =1 teljesiil.

Bizonyitas. Ha a P, @ és R pontok kollinearisak, és R egybeesik a P vagy a @
ponttal, akkor rendre Ro =1-Pop+0-Qp és Ro=0-Po+1-Qp. Haa P, Q és
R pontok paronként kiilonboznek, akkor az w = (PQR) # —1 osztéviszonyukbdl
képezzik a p = w/(1 +w) és A = 1/(1 4+ w) valds szdmokat! Ezekre A + p =1 és
w = A/p is teljesiil, tovdbbd

0= (PR —wRQ)o = (APR — pRG)o = M(Ro — Po) — n(Qo — Ro)
= (A p)Ro — APo — puQo,

ami igazolja a tétel ,csak akkor” részét.

Legyen most a A\, u € R valds szamokra A+ pu =1 és Ro = APp + uQo. Ha
a A és p szamok egyike 0, akkor a masik 1, ezért R egybeesik a P és ) pontok
egyikével, tehat a P, @ és R pontok kollinearisak. Ha a Ap # 0, akkor

0= Ro —APo — Qo = (A + pu)Ro — APo — uQo
= ARo — Po) — u(Qo — Ro) = APEo - pRGo = (%ﬁ - 1@)

amiért a P, @ és R pontok kollinedrisak, tovibba w = (PQR) = A/u. Ebbél
p(l4+w) =w és M1+ w) =1 kovetkezik, ami igazolja a tétel ,akkor” részét.

3
o
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1.3 Koordinatazasok és transzforméacioik 27

Tétel. A sik helyvektorterei kettd dimenzidsak.

Bizonyitas. Legyenek a sikban a P és R pontok olyanok, hogy O, P és R
nem kollinedris. Ahogy korabban maér lattuk, barmely S ponton at parhuza-
mos egyeneseket huzva az OP és OR egyenesekkel, ezek metszetei rendre az
OR és OP egyenesekkel olyan P’ és R’ pontok, hogy OP'SR’' paralelogramma.
Ekkor So = P,+ Ry, = kPo+pRo valamely
K és p valés szamra, vagyis minden helyvek-
tor eléall a Pp és Ro helyvektorok linearis
kombinécidjaként. Mivel P, O és R nem kolli-
nearis, Po és Ro nem lehet egymas valdssal
vett szorzata, ezért fiiggetlenek is. Ezek szerint {Pp, Ro} az To® helyvektortér

R R

béazisa.
]

1.3. Koordinatazasok és transzformacioik

Ahogy az 1.2.2. tételben méar lattuk, barmely e egyenes kiilonbozé O, P pontjai dltal
definidlt Xo (A, P) — X leképezés bijektiven és rendezéstartéan rendeli az e egyenes
pontjaihoz a valés szamokat. Ehhez hasonlé eljaras a sik esetében is 1étezik.

Tétel. A sik pontjaihoz bijektiven rendelhetdk rendezett szampdrok az R? halmazbdl.

Bizonyitas. Legyen O egy pont, ToS pedig az ebbdl induld helyvektorok tere.
Jelolje £o a bijektiv P — Pp hozzarendelést.

Legyen B = {u,v} az TpS egy bézisa. Ekkor minden s € Tp& helyvektor
elddll s = ksu + Agv alakban. Jelolje a bijektiv s — (ks, As) hozzdrendelést .

Ekkor a ¢ = x5 0 o a kivant tulajdonsidgi S — R? leképezés. -

Definicié. A fentiek szerint definidlt o = xgo0&o: S — R? bijektiv leképezést a sik
koordindtazasanak nevezzik.

A koordinatdzdsok sordan kapott rendezett valés szampérokat koordinatdknak,
ezek halmazat koordindtatérnek hivjuk.

A sik azon egyeneseit, melyek tartalmazzdk az origét és a valasztott béazis

elemeinek végpontjait, a koordindtdzds tengelyeinek nevezzik. A

Ha egy ¢ koordinatézas esetén ¢(P) = (z,y), akkor azt mondjuk, hogy P a
sik (z,y)-koordindtdjui pontja, és erre haszndljuk a P = (z,y) jelolést is, amikor
maga a @ koordinatazas megadasa nem sziikséges.

Fontos felismerni, hogy az elébbi tételiink bizonyitdsdban haszndlt yp leké-
pezés a helyvektorteret ugyantigy a rendezett valdés szampéarokkal koordindtizza.
Konkrétan ha Pp = ku + Av, akkor x5(Po) = (k,A) = p(P).
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28 1. Affin sik

Tétel. Az R2 koordindtatér vektorteret alkot az

(w1, 22) + (y1,92) == (1 + Y1, T2 + Y2), €és
A (x1,29) := (Axq, Axo) (AeR)

miiveletekkel, ahol (x1,x2), (y1,y2) € R2.

A vektortér-feltételek ellenOrzése olyan egyszerli ebben az esetben, hogy a
bizonyitas az olvaséra marad. S6t, a Tp S koordinatazasat végzé yp leképezéssel
konnyen lathaté az alabbi allitas, melynek igazolasa szintén az olvasora harul.

Tétel. A sik minden To& helyvektortere izomorf az (R?, 4, {\-}rer) vektortérrel.

Erdemes felfigyelni arra, hogy ez az izomorfia nem kanonikus, vagyis nem
fliggetlen a bazis, tehat x g megvalasztasatol, pedig a sik helyvektorterei kanonikusan
izomorfak TpS& > vp = vg € TG izomorfia miatt.

Tétel. A sik eqy g részhalmaza akkor és csak akkor egyenes, ha minden koor-
dindtdzdshoz léteznek olyan a,b,c € R walds szdmok, hogy (a,b) # (0,0), és a
stk (x,y) koordindtdji pontja pontosan akkor eleme a g ponthalmaznak, amikor
ax + by = c teljesiil.

Bizonyitas. Ha g egy az O origén dtmend egyenes, akkor — ahogy azt mar lattuk
— béarmely nem az origbba esé G pontjara igaz, hogy

g={PeS:Po=X\Gop, e R}

Ha a G pont koordindtdja (—b,a), akkor (a,b) # (0,0), és {gy g pontosan azon
pontokbdl all, melyek (z,y) koordinataira (z,y) = A(—=b,a) = (=Ab, Aa), ahol A € R.
Ezek viszont pontosan azok az (x,y) koordindtdk, melyekre ax + by = 0.

Ha most a ¢’ egy a g egyenessel parhuzamos egyenes, és O’ € ¢', akkor a
paralelogramma-szabaly szerint

g ={P' €8:P =0, +\Go,\ €R}.

Ha az O’ koordindtdja (xo, yo), akkor eszerint ¢’ pontosan azon pontokbdl 411, melyek
(z,y) koordindtaira (x,y) = (zo,yo0) + AM(—=b,a) = (zg — Ab,yo + Aa), ahol X € R.
Ezek éppen azok az (x,y) koordinatdk, melyekre ax + by = axqg + byg =: ¢ teljesiil.
Ezzel belattuk, hogy minden egyeneshez van egy ax + by = ¢ egyenlet, mely
pontosan az egyenes pontjainak koordindtdira teljesiil, és (a, b) # (0,0).
Legyen most adott egy ax + by = ¢ egyenlet, ahol (a,b) # (0,0). Tekintsiik azt
a G pontot, melynek koordinatéja (—b,a), és igy kiilonbozik az O ponttdl. Vegyiik
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1.3 Koordinatazasok és transzforméacioik 29

azt a ¢’ egyenest, mely padrhuzamos az OG egyenessel, és dtmegy azon az O’ ponton,
amelynek koordinataja (GQH—J:W7 a;’ﬁ). A fentebbiek szerint pontosan ezen g’ egyenes
pontjainak koordinatai elégitik ki a ¢ = a(z%5z) + b( 2erz) = ax + by egyenletet.

Ezzel a tételt igazoltuk.

Egy azx + by = c egyenletre azt mondjuk, hogy elfajulé, ha a = b = 0. Tetelunk
szerint minden egyenes képéhez rendelhetiink ugyan tobbféle nem elfajul6 linearis
egyenletet is, azonban ezek megoldashalmazai pontosan az egyenes képével egyeznek
meg. Ennek alapjin az R? koordinatatérben a nem elfajulé ax + by = ¢ egyenletek
megoldashalmazait koordindtaegyenesnek nevezziik. Ezek halmazat G jeloli.

1.3.1. Tétel. A nem elfajulé ax + by = c és a’x + 'y = ¢’ egyenletek pontosan
akkor hatdrozzdk meg ugyanazt a koordindtaegyenest, ha van olyan nem nulla A € R
szdm, melyre A(a,b,c) = (a’, 0, ).

Bizonyitas. A nem elfajulé ax + by = ¢ és a’z + b'y = ¢’ egyenletek pontosan
akkor hatérozzék meg ugyanazt a koordinataegyenest, ha minden megoldasuk kozos.
Egyszerii helyettesitéssel kapjuk, hogy e két egyenlet kozos (x,y) megolddsaira
(a’b—ab)y =d'c—ac és (ab —a'b)x = b'c— b teljestil. Mivel ennek a’b — ab’ #£ 0
esetén csak egyetlen kozos megoldds van, egy egész kozos koordindtaegyeneshez a’b =
ab’ sziikséges. Ekkor persze a'c = ac’ és b'c = bc’ is teljesiil, kiilonben nem lenne
kozos megoldés. Eszerint o’ (a,b,¢) = (d'a,a’b,d’c) = (ad’,ab’,ac’) = a(a’, b, )
és ugyanigy b'(a,b,c) = (V'a,b'b,b'c) = (ba’,bV’,bc’) = b(a’, b, ). Tekintve, hogy
(a,b) # (0,0) # (d’,V'), a két egyenldség kozil legaldbb az egyik bizonyitja az
allitast. -

A e tétel értelmében beszéliink ax + by = ¢ (egyenletil) koordindtaegyenesrdl.

Azt mondjuk, hogy két koordinataegyenes ,,parhuzamos”, ha nincs k6z6s pont-
juk, vagy egybeesnek.

1.3.2. Tétel. Két koordindtaegyenes akkor és csak akkor pdrhuzamos, ha valamely
ax+by = cilletve a’x 4+ b'y = ¢ egyenleteikhez létezik olyan nem nulla X € R szdm,
melyre Aa =a’ és \b=1'.

Bizonyitas. Mar lattuk, hogy az ax +by = ¢ és o’z +b'y = ¢’ egyenletii koordinata-
egyenesek pontosan akkor esnek egybe, ha van olyan A € R nem nulla szam, melyre
Ma,b,c) = (a/, b, ), ezért most csak azt az esetet kell meghatdroznunk, amikor
nincs kozos pontjuk.

Fentebbiek szerint ha a’b—ab’ # 0, akkor e két egyenletnek pontosan egy kozos
megoldasa van.

Ha a’b—al’ = 0, akkor ahogy fentebb mar 14ttuk, a’(a, b) = a(a’,b’) és V' (a,b) =
b(a’,b'), ami (a,b) # (0,0) # (a’,b") miatt igazolja az &llit4st.
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30 1. Affin sik

Minthogy az affin sik egyeneseinek parhuzamosséga is ugyanigy fiigg Ossze az
(a,b) szdmpédrral, azonnal ad6dik a kovetkezd.

Tétel. Két egyenes a sikban akkor és csak akkor pdarhuzamos, ha a nekik megfeleld
koordindtaegyenesek parhuzamosak.

Mivel a koordindtaegyenesek parhuzamossiga nem fiige a harmadik, ¢
konstanstoél, ezért érdemes az Osszes egymassal parhuzamos koordindtaegyenesek
(ko)normdlisairdl beszélni. Az ax + by = ¢ egyenletli koordindtaegyenesek esetén
ezek a (Aa, Ab) szdmpéarok (A € R nem nulla).

Nem kétséges, hogy sok kiilonb6z6 koordinatazas 1étezik, hiszen akar az origo,
akar a bazis valtozasa esetén a koordinatazas is valtozik.

Tekintsiink most a o = xg 0&o és ¢’ = x5 © £or koordinata-
S—Y S sésokat (lasd a baloldali diagramot!). Mindkét koordindtézdas
/ bijektiv, ezért a

p=¢ op t=xpolo ol oxg', és

¢ —1 / —1 —1
Y= O‘P:§o °Xn oxp °&o

RQ RZ
atmenetleképezések is bijektivek. A ¢ a koordinatatér, a ¢ pedig az affin sik transzfor-

macidja, ezért el6bbit koordindtatranszformdcionak, utobbit affin transzformdcionak
nevezzik.

Tétel. Az affin transzformdciok kollinedciok, a koordindtatranszformdciok tartjik a
koordindtaegyeneseket, és bijektivek.

Bizonyitas. Legyen ¢ = xp o & és ¢’ = xp o0&, két koordinatézis. Mindkettd
bijektiv, tehat a beldlik képzett affin és koordinatatranszforméaciok is bijektivek.
A Y = @1 oy affin transzforméci6 elébb a ¢’ hatdsira egy egyenest koordi-
nitaegyenesbe visz, aztdn a ! ezt egy egyenesbe viszi, hiszen fentebbi tételiink
értelmében egy koordindtaegyenes minden koordinatazasnal egy egyenes képe. Tehat
az affin transzformaciok egyenestartok. A bijektivitas ezzel igazolja els6 allitasunkat.
Hasonlé médon igazolhatd, hogy a ¢ = ¢’ o ¢~ ! koordindtatranszforméacié

minden koordinataegyenest koordinataegyenesbe visz. -

Tétel. Az R? bijektiv ¢ transzformdcidja akkor és csak akkor tartja a koordindta-
egyeneseket, ha valamely xq, Yo, a11, @12, @21, ase € R szdmokra,

b1 (2,) = (20, 90) + (25) (““ ‘“2) (13.1)

a21 422

alakid, ahol aj1a99 — agyais # 0.
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1.3 Koordinatazasok és transzforméacioik 31

Bizonyitas. Elégségesség. Mivel d = aj1a00 —ag1a12 # 0, 1étezik az Ay = (a“ ‘“2)

a1 a22
matrix A¢ = (Z; Z;z) inverze, ahol &11 = GQQ/d, 512 = 7@12/(1, ELQl = 7@21/d
és Goy = ayy/d. Ekkor (akar helyettesitéssel ellenérizhetd, hogy) ¢~ 1: (z,t)
((2,t) — (w0,90)) Ay a ¢ inverze, tehat ¢ bijektiv.
Legyen az e koordindtaegyenes egyik egyenlete ax+by = ¢, ahol persze (a,b) #
(0,0), és vegyiik az (ag,by) = (a, b)Ai szémpdart. Ekkor a ¢(e) = {(z,t) = ¢(z,y) :
ax + by = ¢} ponthalmaz elemeire

ag(z — o) + bs(t — y0) = (ag, by) (i:;{?) = (a,b)AJ A (2) = (a,b) (;)
=ax + by = ¢,

vagyis ¢(e) pontosan az agz + bgt = aexo + byyo + ¢ egyenlet megoldésa, tehat
koordinataegyenes, hiszen (ag,bgs) # (0,0), mert (0,0)A% = (0,0).

Sziikségesség. Legyen ¢: R? — R? ((z,y) = (¢1(z,v), d2(z,y))) a tétel fel-
tételeit teljesits transzformacio, és vezessiik be a ¢(x,y) = ¢(x,y) — ¢(0,0) és
(z0,y0) = ¢(0,0) jelolést is.

Tekintsiink most olyan (u, v) és (v, v") koordindtdkat, melyek nem t6bbszorosei
egymdsnak. Legyen (i,0) := (u+ u',v + v') ezek Osszege.

)
(uvv)/ @ /){(fh@) (?j’)/’. (4I)<5(u )
(12,’/ P/ /(3)/ p(u',v') e /(/ A ///(i,/)
% (2) (u U ) /.//

(0.0) 6(0,0) = (20, 30)

Vildgos, hogy (u,v) és (u/,v’) rendre rajta van a —vz + uy =0 (1) és —v'z +
u'y = 0 (2) koordindtaegyenesen. Az (@, 0) Gsszegiik pedig rajta van a —vx + uy =
—vu' +uv’ (3) és a —v'x + u'y = —v'u+ v (4) koordindtaegyeneseken. Ebbél
kovetkezik, hogy ¢(@,0) rajta van ezen koordindtaegyenesek (3) és (4’) képén.
A —vz + uy = —vu’ + wv’ (3) koordindtaegyenes (3’) képének eleme a ¢(u',v")
koordinéta, masfel6l nincsen kézos pontja a —vx + uy = 0 (1) koordindtaegyenes ¢
melletti (17) képével, aminek viszont eleme a ¢(u, v) koordindta és a ¢(0,0) = (zo, yo)
koordinata. Ez utébbi (1°) egyenes egyenlete tehat

7(('252(’&, U) - yO) “T+ (¢1 (u’ U) - 1‘0) Y= 7(,252(’&, ’U)IO + ¢1 (uv U)y0~

A ¢(u,v) koordindta a —v'z + u'y = —v'u + v'v (4) koordindtaegyenes ¢ melletti
(4’) képének eleme, és ennek a (4’) koordindtaegyenesnek nincsen kozos pontja a
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32 1. Affin sik
—v'z+u'y = 0 (2) koordindtaegyenes ¢ melletti (2’) képével, mikozben ennek eleme
a ¢(u’,v") és a ¢(0,0) = (9, yo) koordindta. Ezen (4’) egyenes egyenlete ezért
—(pa(u',v") — o) - x + (h1(u,v) — x0) -y = —d2(u', )0 + ¢1(u', v )yo.
Az el6bbivel egyiitt ez azt jelenti, hogy
6(0,0) = ¢(8,0) — $(0,0) = ¢(u+ ' ;v +v') = 6(0,0)
= (¢(u,v) — ¢(0,0)) + ((u',v) — ¢(0,0)) = p(u,v) + d(u',v"),

vagyis (ﬁ(a:, y) additiv az olyan pontokon, melyek egymdasnak nem valds tobbszorosei.
Az additivitds a val6s tobbszorosokre is igaz, hiszen ha (u,v) és (u/,v’) egy-
masnak nem valds tobbszorosei, akkor, ahogy vartuk, az adodik, hogy

S+ 1) (w,0)) = S((Alw, v) + (', 0)) + (u(u, ) = (u,0))
= O(A(u,v) + (', 0)) + dlu(u,v) — (u',0"))
= O(A(w,0)) + S((w,0") + Spa(u, v)) = S((', "))
= O(M(u,)) + S, ).

Az origén dtmend ax + by = 0 koordindtaegyenes ¢ melletti ayz +byy = cy(=
agTo + byyo) képére (ay, by, cp € R) nyilvin

ar + by =0 < a¢¢1(x,y) + b¢¢2(xa y) = C¢,
illetve egy kis atalakitdssal
az +by =0 < ayd1(z,y) + beda(z,y) =0

minden (z,y) koordinatara.

Mivel mindkét utébbi egyenlet homogén — amiért minden megoldasnak
minden valds tobbszorose is megoldas —, és ¢3 bijektiv, ezért lennie kell egy
f(z.y): R — R bijektiv fiiggvénynek, melyre
Nyilvédn f(,.)(1) = 1, és f(,,,) additiv is minden (z,y) esetén, hiszen 6 is additiv.

Tekintsiink olyan nem nulla (z,y) és (2, §) pontokat, melyek kozos ax +by = ¢
egyenese nem megy at az origon, eme egyenes g?) melletti képe pedig legyen agx +
bsy = ce. Vegyitk most a A(Z,y) és A\(&,7) pontokat, melyek kozos egyenese persze
ar +by =c =cA.
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1.3 Koordinatazasok és transzformadcidik 33

ar +by =c =cA

Mivel ¢ bijektiv, és az ax + by = c egyenes parhuzamos az ax + by = ¢

egyenessel, utobbi képe is padrhuzamos lesz el6bbi képével, vagyis ax + by = ¢’ képe
ag® +byy = ¢ valamely ¢, val6s szamra. Eszerint a d(AE, \J) és d(AZ, A)) pontok
az agr + byy = ¢y egyenesre, a &(Z,7) és (2, 9) pontok pedig a vele parhuzamos
agT + byy = ¢y egyenesre illeszkednek. Minthogy d(\E, \) = fapA) - b(z,7) és
P(AZ, AG) = fiz,9)(A) - ¢(2,9), ebbdl kovetkezik, hogy f(z 5 (A) = f(z,9)()), ami azt
mutatja, hogy f(,.,) nem fiigg az als6 indexben 1év6 koordinatatol. A tovdbbiakban
ezért ezt a fliggvényt egyszertien f jeldli.

Az fQOm)d(z,y) = dAua, Ay) = F(N)d(ua, py) = FON)f(1)d(x,y) dsszefitg-
gés alapjan f multiplikativ, {gy minden A > 0 szdmra f(A\) = (f(\ﬂ))2 miatt
fA) =o.

Eszerint A < p esetén f(\) < f(A) + f(p— A) = f(u), vagyis f monoton
novekvd, amiért additivitdsa folytdn homogén is (Lasd a Fliggelék F.10 szakaszat!),
tehat f(A) = A minden A € R szdmra.

Mivel ¢p(Az, \y) = F(N)d(z,y) = Ap(x, )., a ¢: RZ — R? transzformécié nem
csak additiv, hanem homogén is, vagyis linearis.

Az ri;((l,())) = (a11,a12) és g@(((), 1)) = (a21, a22) vektorok meghatrozzék (iA)
értékét minden pontban, hiszen linearis leképezés, amiért

3z, y) = d(w(1,0) + (0, 1)) = 24((1,0)) + y&((0, 1)).

Ez épp a (5(36, y) = (x,y) (Zi Z;z) Osszefiiggés, ami a bizonyitando els6 része.

A ¢ homogenitdsa miatt é(o, 0) = (0,0), ezért a & bijektivitdsa miatt
(a117alg) = ¢((1,0)) # EO, 0) # ¢((0,1)) = (a21,a22). Ha aj1a22 — a21a12 = 0 lenne,
akkor ¢(ag1, —a11) = ¢(azz, —ai2) = (0,0) és a bijektivitds miatt (az1, —ai1) =
(ag2, —a12) = (0,0) kovetkezne, ami ellentmondds, tehdt ai1a20 — as1a1a # 0.

Ezzel a tétel bizonyitasa teljes.
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EISbbi két tételiink értelmében minden koordindtatranszformécio (1.3.1) alakq.
Ennek forditottja is igaz.

Tétel. Pontosan az (1.3.1) alakd transzformdciok a koordindtatranszformdcick.

Bizonyitas. El6bbiek értelmében mar csak annyit kell belatnunk, hogy ha ¢ egy
koordindtéazds, ¢ pedig a valds sik (1.3.1) alakd transzformécitja, akkor ¢ o ¢ is
koordinatazas.

Vilagos, hogy az O = ¢~ (¢7'((0,0)), P := ¢ ' (¢7((1,0)) ¢ Q :=
0 1(¢((0,1)) pontok nem esnek kézos egyenesre. Eszerint {Po,Qo} egy bazis és
igy a ¢ o ¢ leképezés az O pont és a {Po, Qo } bazis dltal meghatdrozott koordina-
tazas. -
1.3.3. Tétel. Tetszbleges hdarom nem kollinedris (x1,y1), (xo,yo) és (x—1,y—1) ko-
ordindtaponthoz létezik az R? koordindtatér pontosan eqy olyan ¢ koordindtatransz-

formdcidja, melyre (z1,y1) = ¢(1,0), (zo,90) = #(0,0) és (z_1,y-1) = ¢(0,1).

ail a2

Bizonyitas. Elegend6 latni, hogy pontosan egy olyan A = ( ) matrix létezik,

az1 a22
melyre

(l'l — Zo,Y1 — yo) = (170)Aa és (1'71 —To,Y-1— yO) = (05 1)A
Elvégezve a matrix-szorzasokat, az
1 —To = a1, Y1 — Yo = 12, -1 — 2o =021, Y-1—Yo = G22

egyenletek adédnak, amelyek egyben a megoldast is adjak. Ez az A egy koordinata-
transzformécié matrixa, mert

a11a22 — G21012 = (331 - xo)(y—1 - yo) - (33—1 - 330)((91 - yo)

csak abban a kizart esetben 0, ha (1, 1), (%o,v0) és (z_1,y—1) kollinedrisak. -

1.4. Kollineaciok

Tétel. A sik kollinedcioi éppen az affin transzformdcidi.

Bizonyitas. Azt mar lattuk, hogy az affin transzformaciok kollineacidk, ezért most
elég a forditottjat igazolni.

Legyen ¥: & — S kollinedcid, vagyis bijektiv és egyenestart6, B = {Pp, Qo }
bézis az To& helyvektorsikban és ¢ = yg 0 &o: S — R? koordinatazas.
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1.4 Kolline4cidok 35

Ekkor ¢ = p o1 o o' a koordinatatér bijektiv és koordindtaegyenest tartd
leképezése, ezért
o) = o) + (o) (2122
az1  G22
valamely xq, 4o, a11, @12, @21, a2 € R és aj1a90 — asia1s # 0 szamok mellett.
Eszerint ¢’ = ¢o ¢ egy koordinatazas, és igy 1) = ¢~ oy’ affin transzformécio,
ahogy a tétel allitja.

]
Eredménytnk fontos kévetkezménye az alabbi.

Tétel. Az affin sik tetszdleges két nem kollinedris ponthdrmasdhoz pontosan egy
olyan kollinedcio létezik, mely az eqyik ponthdrmast a mdsikba viszi.

El6bbi tételiink értelmében a bizonyitashoz elég az 1.3.3. Tételre gondolnunk.

1.4.1. Tétel. Egy egyenességet tartd leképezés akkor és csak akkor kollinedcid, ha
tartja az osztoviszonyt, és van hdrom dltaldnos helyzetid pont, melyek képe is dltaldnos
helyzeti.

Bizonyitas. Legyen 1 egy kollineacio.

Vegytlik az értelmezési és képtér sikok egy-egy tetszbleges ¢ = xgo&p és ¢’ =
XB' 050' koordindtézdsat, ahol B C TpS és B’ C To&' egy-egy bazis. Ekkor ¢ = po
o1 a koordindtatér egy transzformacidja, amely, mivel ¢ egy kollinedci6, bijektiv
és koordinataegyenest tarto, tehdt koordindtatranszformécié. Eszerint ¢(-) = ¢(-) —
#(0,0) egy nem elfajulo linedris leképezés, amely emiatt bazist bazisba visz, igy a
B bézisban szerepl6 helyvektorok végpontjai és az O pont egylitt éppen a kivant
szamu altalanos helyzeti pontot adja.

Tekintsiink olyan P és @ pontokat, melyre Ao Po = Qo valamely nem nulla
Ao € R széamra (vagyis A = (PQO)). A ¢ linearitésa miatt kivetkezd

2((Q)) = #((0)) = d(p(Q)) = $(+(0)) = $(9(Q)) — $(0,0) = J((Q))
Aow(P)) = Aod(p(P)) = Ao(¢(#(P)) — ¢(0,0))
o(P(¥(P)) = ¢(¥(0)))

formula bizonyitja, hogy az O ponton dtmend egyeneseket a 1 osztoviszonytartd
modon képezi az 1(O) ponton dtmend egyenesekbe. Mivel az O pontot tetszélegesen

I
>

valaszthatjuk, ez azt jelenti, hogy v tartja az osztéviszonyt.

Ezzel a tétel ,csak akkor” részét igazoltuk.

Legyen most ¢ egy egyenességet és osztoviszony tartd leképezés, mely vala-
mely O, P, () altalanos helyzetii pontokat altaldnos helyzet pontokba, mondjuk az
O, P’, Q' pontokba képez. Tekintsiik a Tp& térben a B = {Pp, Qo } bézist, és az
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36 1. Affin sik

ezek ziltal adott © = xB o &o koordindtazast, valamint egy tetszoleges a képtér egy

Mivel 1/) osztéviszonyt és egyenesseget tarto leképezés, és az osztdviszony bar-
mely egyenes ponthalmazat bijektiv kapcsolatba hozza az R U {oo} halmazzal,
kévetkezik, hogy v egyenestarté. Eszerint ¢ = ¢ o ¢ o ¢~ ! a koordindtatér egy
olyan transzformadcidja, mely tartja az osztOviszonyt és az egyeneseket. Eszerint
a ¢ = ¢ — $(0,0) is tartja az osztéviszonyt és az egyeneseket, mikdzben a (0,0)
koordinatat fixen hagyja.

Belatjuk, hogy ¢ linedris és bijektiv.

Ha (z1,y1) = )\(azo, Yo) Valamely A € R nem nulla szadmra, akkor az osztévi-
szony tartdsa miatt (Z)(xl, Y1) = )\qb(xo, Yo)-

Ha (22,y2) = 0.5((x1,y1) + (z0,%0)), akkor P = (22,y2) az P; = (x1,%1)
és Py = (x0,%0) koordinétaegyenesen van, és az osztéviszonya (Py Py P. ) =1. Az
osztov1szony tartdsa miatt tehat (¢P0¢P1¢P2) = 1, ami azt jelenti, hogy ( X9, Y2) =
0.5(¢(x1, y1) + gi)(xo, Y0)). Osszefoglalva tehét

~

S((1,51)+ (0, %0)) = 26(0.5((1, Y1)+ (w0, ¥0))) = 20(x2, y2) = P(x1,y1)+(20, Yo,
vagyis (]3 additiv is, tehat linedris.

A feltétel miatt a ¢ leképezés a (0,0),(1,0),(0,1) pontokat rendre a
@(0"),@(P"), 3(Q') pontokba viszi. Ezek nem kollinedrisak, igy ¢(1,0) = @(P’) —
(0" és $(1,0) = 3(Q") — #(0O) mutatja, hogy ¢ nem elfajuld, vagyis bijektiv.
Eszerint ¢ koordinatatranszforméacio, amiért ¢ affinitds, tehat kollineacié.

Ezzel a tételt belattuk. -

Tekintve, hogy a kollineacidk tartjak a parhuzamossdgot és igy a paralelogram-
masagot is, addédik, hogy minden 1) kollinedciéra PQ = RS akkor és csak akkor, ha
Y(P)Y(Q) = (R)¥(S). Eszerint minden 1 kollineécié meghatéroz egy i transz-
forméciét a szabad vektorok terén, melyre z[;(v) = w(P)w(Q;, ahol v = P

Tétel. Bdrmely ¥ kollinedcio 1& leképezése izomorfizmus.

Bizonyitas. Ha v kollineécié akkor véve egy p = X{u,, }fo koordindtazast, ab-
ban megfelel neki egy ¥: (x,y) — (a,b) + (z,y)A koordlnatatranszformamo Le-
gyen valamely R pontra O? = ryu + r,v, és legyen (re,r%) = (ry,r,)A. Ekkor

X{ug vy} (Bo) = (ru,T0) és o
($(OR)), = (H(O)(R)), = (¢ We(0)p " Wp(R)),,
= (¢ M@, b)) ((a,b) + (ru.m0)A))
= (& (x{u wo (@ b)Eo (X{u w3 (@ 0) + (75, m))))
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1.4 Kolline4cidok 37

= (&5 (aup +bv)ég ((a + rd)up + (b +78)vo))

= ((a+ry)uo + (b+713)vo) — (auo + bvg) = ryue +1yv0.

Eszerint 1/3: TuU+ 10 = iU+ riv = (ryar1 +ryag1)u + (ryais + ryags)v minden
(ru,0) € R? szdmpérra, vagyis 1 linedris és bijektiv, ami bizonyitja az allitast. -

Bar ez a tétel a koordinatazasok nélkiil kézvetleniil is belathatd, a megadott
bizonyités azt is igazolja, hogy az {u,v} bazisban a 1) leképezést reprezentald
méatrix éppen a ¢ koordindtazasban neki megfelel6 U koordinatatranszformaécié
A maétrixa. A 1& leképezést a 1) kollineacié linedris dsszetevdjének nevezziik, és a
tovabbiakban minden kollinedcié linearis sszetevéjét a ,,” 7 jeloléssel kiillonboztetjiik
meg a kollinedciétdl. A linedris Osszetevd matrix-reprezentansait szokds egyszertien
az affinitas mdtrizanak nevezni. Tekintettel a kanonikus v — v izomorfidra, a @/A;
linedris osszetevdt a helyvektorokon a 1[)(1)0) = 1[)(1))0 egyenldséggel értelmezziik.

1.4.2. Tétel. Egy affinitds mdtrizai eqymds konjugaltjai, ahol a konjugdlds mdtriza
a koordindtdzasok kozti koordindtatranszformdcio mdtriza.

Bizonyitas. Tekintsiik az 4brén ldthaténak megfeleléen a o és ¢ koordindtdzasokat.
S P S A 1) affinitdsnak a ¢ koordindtdzdsban a ¥, a ¢’ ko-
ordindtdzdsban a ¥’ koordindtatranszformécié felel
@ © meg. A ¢ és ¢ koordinatdzdsok kozti koordinéta-
transzformacio legyen ¢ = ¢’ o o~ 1.
o RZ — Y LR |¢ Mivel ) = o loWopésih=¢ 1ol oy,
elébb ¢’ oW o ¢’ = ! o o, majd ebbél
p=¢ o™t |

R2 v’ 2
— R

UV =¢p optoVopoyp l=poWop?

adédik, ahogy az az abran is jol latszik. Ezzel a tétel
els6 allitasat belattuk.

Legyenek a koordindtatranszforméciok a kovetkezék: U: (z1,z2) — (y1,y2) +
(z1,22)Y, ' (21, 22) = (41, ¥5) + (21, 22) Y, 5 ¢ (21, 22) = (f1, f2) + (w1, 22) F.
Ekkor

U (21,22) = poWod™ (x1,22)

= (f1. f2) + (W1, 92) + ((x1,22) = (f1, f2)) F'Y)F
= ((f17f2) - (f17f2)F_1YF + (y17y2)F) + ({El,ng)F_lYF,

vagyis Y/ = F'Y'F, és (y;,05) = (f1, f2) — (f1, 2)F 'Y F + (y1,12) F.
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38 1. Affin sik

Eszerint egy affinitds matrixaibdl kiolvashaté azon invaridnsok, amelyek a
konjugélassal nem valtoznak meg, az affinitdsok geometriai jellemzé&i lehetnek. Ilyen
példdul a matrix determindnsa (lasd a Figgelék F.6. szakaszit).

Definicié. Egy affinitds determindnsdn az affinitds valamely métrixanak determi-
nansat értjik.

Egy affinitast iranyitdst tartonaek mondunk, ha determindnsa pozitiv, és ird-
nyitdast valtonak nevezzilk, ha determinansa negativ. A

Vegyiik egy ABC haromszog két kiulonbo6zé koriljarasit: A — B — C és
A — C — B. Vegylink egy olyan ¢ affinitast, mely ezeknek megfelel6 sorrendben
rendeli egymashoz a haromszog cstcsait. Ez egy cstucsot fixen hagy, a masik kettot
pedig felcseréli, ezért determinansanak értéke —1. Legyen most 1 olyan affinitas,
mely az egyik irdnyitas szerinti sorrendben rendeli egymashoz a haromszoég cstcsa-
it. Ez egyetlen csticsot sem hagy fixen, ezért azzal a 1)’ affinitdssal vett szorzata,
melyre ' (A) = A, ¥(B) = C és ¥(C) = B, olyan, hogy egy csicsot fixen hagy,
a masik kettét megceseréli. Eszerint a szorzat determinansanak értéke —1, tehat ¢
determindnsdnak értéke 1. Osszefoglalva, két haromszog koriiljarasa (irdnyitésa)
pontosan akkor egyezik meg, ha a két haromszog csicsait azok koriiljarasai szerin-
ti sorrendben bijektiven egymaéshoz rendeld affinitds determindnsa egy, vagyis az
affinitas irdnyitast tart6. Ezeket a haromszogeket azonos koriljardsunak mondjuk.

Vegyiik észre, hogy eszerint egyetlen haromszogon rogzitve annak koriljarasat,
a tobbiek ezzel vagy azonos, vagy ellentétes iranyitastak lesznek.

Azt mondjuk, hogy egy P ponthalmaz invaridns egy ¢ affin transzformaciéval
szemben, vagy a ¢ affin transzformaciéra nézve, ha P = ¢P. Fiznek neveziink
egy P pontot egy ¢ affin transzforméaciora nézve, ha P = pP. Az ilyen pontokat
fixpontnak is hivjuk. Ha egy halmaz minden eleme fix a ¢ affin transzformaéciéra
nézve, akkor azt mondjuk, hogy a halmaz fix.

Definicié. Ha egy affinitas valamely métrixa diagonélis, és a féatléjaban
e minden elem 1, azt eltoldsnak,
e egyetlen —1 elemet kivéve minden elem 1, azt affin tikrézésnek,
e legfeljebb egyik elem nem 1, azt tengelyes affinitisnak,
e minden elem —1, azt affin kézéppontos tikrézésnek,
e minden elem azonos, azt affin homotécianak
mondjuk. Ha pedig az affinitas valamely matrixa triangularis, és a féatlojaban
e minden elem 1, azt nyirdsnak

nevezzik.
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1.4 Kolline4cidok 39

Az eltolds olyan nyiras, melynek méatrixa a f6atlon kiviil
csupa 0 elemet tartalmaz. A nyirasok, ezen beliil persze
az eltolasok is tartjak az iranyitast.
Az affin homotécia matrixdnak féatlojaban sze-
replé szamot a homotécia egyiitthatdjinak nevezzik. A
Nyiras parhuzamos szelék tétele szerint affin homotécia esetén
minden egyenes képe parhuzamos az eredetijével.

Az O pontot fixen hagyé homotécidt az O) P f
jellel jel6ljiik, ahol A a homotécia egyiitthatdja. Az f

affin homotécidk, ezen belil az affin koézéppontos s g
tiikkrozések is tartjak az iranyitast. , 0 “ Q
Az O pontot fixen hagy6 kézéppontos affin tiik- Ci
rozések nyilvan involutiv transzforméciok, ezeket 7o K
jelol. Egy P ponthalmazt az O pontra nézve kizép- ¢ P’
pontosan vagy centrdlis szimmetrikusnak mondunk, Homotécia

ha P invaridns a 7o transzformaciéra. Ilyenkor az O pontot a P kdzéppontjinak
nevezziik.

Az O pontot fixen hagyé tengelyes affinitas tengelyeinek nevezziik annak a ko-
ordinatazasnak a baziselemei altal meghatarozott egyeneseket, melynél a tengelyes
affinitds métrixa diagondlis. Fixnek hivjuk azokat a tengelyeket, melyeknél a f6atlo-
ban 1 szerepel. A tengelyes affinitas tengelyeire illeszkedd helyvektorokat a tengelyes
affinitds sajdtvektorainak nevezzik. A diagondlis matrixban a tengelyekhez tartozd
egyitthatokat a tengelyes affinitas sajdtértékének hivjuk.

Nyilvanvald, hogy a ¢ tengelyes affinitas bar-

g P mely tengelyén adott kiilonb6zé P és () pontok

/ ' p u = P(Q) vektor a ¢ sajatvektora, melyre p(u) = \u

g f' teljestl a tengelyhez tartozo A sajatértékre. Ez a A

04 ! legfeljebb egyetlen tengely esetén lehet nem 1, igy

egy tengelyes affinitds pontosan akkor forditja meg
az irdnyitast, ha az az egyetlen nem 1 sajatértéke
negativ szam. Igy példaul az affin tiikrozések is irdnyitast valtok.

Tengelyes affinitas

Tétel. Ugyanazon pontot fizen hagyd két tengelyes affinitds szorzata akkor és csak
akkor fiiggetlen a szorzdasuk sorrendjétdl, ha nem fix tengelyeik eqgymdsra esnek.

Bizonyitas. Ha a tengelyek egybeesnek, akkor a szorzat felcserélhetésége a dia-
gonalis matrixok szorzatdnak felcserélhetésége miatt nyilvan teljesiil.

Jeldlje ¢ és 1 a két tengelyes affinitast, melyekre o) = 9 és az O pont fix.
Utébbibdl kovetkezik, hogy ¢ és 1) is megegyezik sajat linearis osszetevojével.
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40 1. Affin sik

Tekintsiik azon u,v € TpS sajatvektorokat, melyekre p(u) = Au és ¢¥(v) =
po a A\ € R nem 1 sajatértékekre.
A p és a i felcserélhetésége miatt minden x,y € R szamra

zp(P(u)) + yup(v) = p(ry(u) + yuv) = e(P(ru + yv)) = Y(p(ru + yv))
= Y(zAu + yp(v)) = A (u) + yy(p(v)),

amiért p(¥(u)) = Mp(u) és pp(v) = Y(p(v)) teljesiil. Eszerint ¢ (u) a ¢ sajatvek-

tora, p(v) pedig a 9 sajatvektora. Lévén ¢ és ¢ tengelyes affinitds, és A # 1 # p,

ebbdl Y(u) = Nu és p(v) = p'v adédik valamely nem nulla X,y € R szdmokra.
Ha XN # 1, akkor N = p és u = v. Ha p/ # 1, akkor p/ = X\ és u = v. Ha pedig

N =u =1, akkor u és v a ¢ és ¢ fix tengelyeire esnek. -

Tétel. Két ponthoz pontosan egy eltolds létezik, mely az egyiket a mdsikba viszi.

Bizonyitas. Elegendd arra gondolni, hogy mivel az eltolashoz van olyan koordina-
tazéas, melyben a méatrixa egységmatrix és minden mas koordinatazasban a matrixa
ennek konjugaltja, az eltolas minden matrixa az egységmatrix, amely nem valtoztat
a koordinatakon. Tehat minden eltoldsnél a pont és képe koordinatai kozétt minden
koordinatazasban konstans a kiilénbség, és ez a kiilonbség meg is hatarozza az

eltolast. ]

Tétel. Az Oy homotécidk és az eltoldsok kommutativ csoportot alkotnak.

Bizonyitasként elegendd arra gondolni, hogy a tételben szereplé mindegyik
transzformacié méatrixa minden koordinatazasban ugy diagonalis, hogy a féatléjaban
1évé minden egytitthaté egyforma és nem nulla. Ezek invertalhatéak, szorzaskor
felcserélhetOk, és inverziik valamint szorzataik is ilyen alakuak,

Jegyezziik meg, hogy a nyirasok is csoportot alkotnak, de ez a csoport csak a
sik esetén kommutativ.

A Desargues-tulajdonsag hasznalataval definidljuk a nyujtdsokat. Tekintsiik a
kiillonbozs PQ || P'Q’ egyeneseket.

A 7’\@

// 7/
P QS

A
. S "R
// 7/
/’// //
B} ,
P Q

Minden R ¢ PQ pont meghatdroz egy epr || PR egyenest a P’ ponton at, és egy
eor || QR egyenest a Q' ponton &t. Ezek nyilvdn nem parhuzamosak egyméssal,
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1.5 Valés affin sik 41

hiszen a parhuzamossig tranzitiv és PR || QR. Eszerint epr Negr egyetlen pont.
Legyen ez R'.

Az affin sik ¢ transzformdci6jat tgy definidljuk, hogy minden R ¢ PQ pontra
¢(R) = R/, minden X € PQ pontra pedig ¢(X) € P'Q’" az a pont, mely valamely
R ¢ PQ pontra teljesiti, hogy XR || o(X)R'. Ez a ¢ leképezés j6l definidlt, mert
barmely R ¢ PQ pontra a PQR és P'Q'R’ haromszogek perspektivek az idedlis
egyenesre nézve, amiért a Desargues-tulajdonsag szerint pontra is perspektivek. Ez
a perspektivitasi pont éppen O = PP'NQQ’, ami azt jelenti, hogy minden R ¢ PQ
pontra RR’ dtmegy az O ponton. A feltétel szerint a PX R és P’ X' R’ haromszogek
is perspektivek az idealis egyenesre nézve, amiért a Desargues-tulajdonsag szerint
pontra is perspektivek, és a fentiek alapjan a perspektivitasi pont PP’ N RR' = O,
mely fiiggetlen R valasztasatol. Tehat X' = OX N P'Q’.

Tétel. A nyijtds
(1) eltolds, ha PP" || QQ', és
(2) homotécia, ha PP’ || QQ'.

Bizonyitas. Ha PP’ || QQ’, akkor (P,P') £ (Q,Q’), és igy a nyitott konyv tu-

lajdonsig miatt (P, P’) £ (R, R') minden R pontra. Ez azt jelenti, hogy barmely
koordinatazasban a pont és képe koordinatai kozti kiilonbség konstans, igy az ilyen
nyudjtasnak egységmatrixa van, tehat eltolas.

Ha O = PP’ N QQ’ egy valds pont, akkor O képe éppen 6nmaga. Tekintsiik
most a TpG helyvektorteret. Ebben a vektortérben a parhuzamos szelok tétele
szerint ha APp = P/, valamely A € R szdmra, akkor ARp = Ry, is teljesil, ez
pedig azt mutatja, hogy barmely bazist is valasztva az Tp & helyvektortérben, az
ezaltal kapott koordinatazasban a nyujtashoz tartozé koordinatatranszformacié a
nullat fixen tartja, a pont koordinatait pedig a A szammal szorozza, tehat a matrixa
diagonalis lesz, a f64t16 minden elemében a A szdmmal. Tehat ez egy homotécia.

1.5. Valéds affin sik

Az eddigi vizsgélatok ugyan nem fedtek fel ellentmondést az axiémarendszerben, de
a — legalabb relativ — ellentmondas-mentesség igazoldsahoz egy masik axiémarend-
szerben létrehozott modellt kell mutatni. A fentiek alapjan erre a koordinatatér
kindlja magat.

Vegyiik a rendezett szimparok R? halmazat, és az ezen értelmezett nem elfajulé
linearis egyenletek megoldashalmazainak G, halmazat. EISbbi elemeit nevezziik
pontnak, utobbi elemeit egyenesnek. Az egyeneseken definidljuk a =< rendezést
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42 1. Affin sik

azzal, hogy
1 < Ta, vagy
(w1,y1) 2 (T2,92) & {21 =22 és Y1 < Yo, vagy

T1 = T2 €S Y1 = Y2.

A = rendezést azzal definidljuk, hogy (x1,41) > (x2,y2) pontosan akkor, ha
(z1,y1) =X (22,y2). Ezeket a rendezéseket lexikografikus rendezésnek nevezik.

Tétel. Az (R?, Gy, {=,=}) rendszer affin sikot alkot.

Bizonyitas. A bizonyitas abbdl &all, hogy a megadott rendszerre ellenérizziik az
axiomak teljesiilését.

(Ip) Létezik legaldbb harom nem kollinedris pont.

A (0,0), (1,0) és (0,1) pontok egyszerre csak egy elfajul ax + by = ¢ egyenletnek
megoldasai, hiszen az els6 pont miatt ¢ = 0, a masodik miatt « = ¢ = 0, a harmadik
miatt pedig b = ¢ = 0 kovetkezik. Tehdt a (0,0), (1,0) és (0,1) pontok nem
illeszkednek kozos egyenesre.

(Iy) Minden egyenesre legalibb két kiilonbézb pont illeszkedik.
A nem elfajulé ax + by = c egyenletnek a (A(—b,a) + (ac, bc) - 1/(a® + b%) minden
A € R szédmra kiilonb6z6 megoldasa.

(Iz) Két kiilénb6z6 pontra egy és csak egy egyenes illeszkedik.

A kiilonbozé (20, y0) és (21,y1) pontok az a = y1 —yo, b = 29— 1 és ¢ = Toy1 — Yox1
altal meghatarozott nem elfajulé ax + by = ¢ egyenletnek megoldésai, tehat van
kozos egyenesiik. Ha (xg,yo) és (x1,y1) a — mondjuk b’ # 0 miatt — nem elfajuld
a'z + by = ¢ egyenletnek is megoldésai, vagyis a’zg + b'yg = ¢’ és a’xq + by =
abbdl a'b = a'(xg — x1) = V' (y1 — yo) = ba és d'c = a'(azxg + byy) = d'axg +
bayo = ala’xg + b'yp) = ac’, valamint ugyanigy b’'c = bc’ kovetkezik. Ezek alapjan
a'(a,b,c) = (d'a,a'bya’c) = (ad,ab’,ac’) = a(a’, V', ) és ugyanigy b'(a,b,c) =
(Va,b'b,b'c) = (ba',bb',bc") = b(a’, ', ¢"). Tekintve, hogy (a,b) # (0,0) # (a', V'), a
két egyenléség kozil legalabb az egyik azt adja, hogy valamely nem nulla A € R
szamra A(a,b,c) = (a/, b, ). Ez azt jelenti, hogy az ax + by = césaz d’'x+ by = ¢
egyenletek megoldashalmazai megegyeznek.

(Is) Minden egyeneshez és rajta kiviili ponthoz pontosan egy olyan, a pontra illesz-
kedé egyenes létezik, melynek nincs az egyenessel kéz0s pontja.

Az 1.3.2. tétel szerint a nem elfajuld ax + by = c illetve a’x + b’y = ¢’ egyenletek
egyenesei pontosan akkor parhuzamosak, ha valamely nem nulla A € R szamra
Aa =a' és \b=1". Az 1.3.1. tétel szerint a két parhuzamos egyenes pontosan akkor
esik egybe, ha Ac = ¢ is teljesiil. Tehat, ha az (z,yo) pont nincs az ax + by = ¢
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1.5 Valés affin sik 43

egyenletil egyenesen, akkor az ax 4+ by = axg + byg olyan nem elfajulé egyenlet,
melynek (29, yo) megoldédsa, de egyetlen kozos pontja sincs az ax + by = ¢ egyenletii
egyenessel. Ha pedig o’z + 'y = ¢’ ugyanezen tulajdonsdggal bir, akkor a metszés-
pont hidnya miatt valamely nem nulla A € R szdmra Aa = a’ és \b = ', amibdl
¢ =dxo+ by = Mazg + byo) = Ac adddik, igy a’x + b'y = ¢’ megolddshalmaza
megegyezik ax + by = ¢ megoldashalmazéval.

(R1) Minden egyenesen adott két teljes rendezés, amelyek egymés megforditottjai.
Az olvas6 konnyen igazolhatja, hogy a két lexikografikus rendezés teljes, mert a két
rendezési relacié barmely két kiillonbo6z6 pont sorrendjét megadja és egyszerre csak
egyez6 pontokra teljesiilnek.

(R2) (Pasch—axiéma) Ha egy egyenes egy hdromszog egyik csiicsdra sem illeszkedik,
de van kézds pontja valamely oldallal, akkor pontosan még egy masik oldalt metsz.
Lattuk, hogy R? esetén barmely harom, nem kollinedris ponthoz létezik olyan
koordinatatranszformécié, mely ezeket a pontokat barmely masik harom, nem kolli-
nearis pontba viszi. Bar nem igazoltuk, de az vildgos, hogy ezek a koordinatatransz-
formécidk az egyeneseket szigorian monoton (vagyis rendezéstarté) médon képezik
le egymasra. Eszerint az axiéma teljesiilését elegendé a (0,0), (1,0) és (0,1) pontok
altal alkotott haromszogre ellenérizni.

Legyen a (0,a) pont a (0,0)(0,1) oldalon, vagyis 0 < a < 1. Ha egy ezen
keresztiili koordindtaegyenes parhuzamos a (0,0)(1,0) oldallal, akkor az (1,0)(0,1)
oldalt az (1 — a,a) pontban metszi.

Ha egy (0, a) ponton keresztiili e egyenes nem parhuzamos a (0,0)(1,0) oldallal,
akkor metszi annak egyenesét valamely (b,0) pontban, és egyenlete ax + by = ab.

Ha e parhuzamos az (1,0)(0, 1) oldal z+y = 1 egyenesével, akkor b = a, vagyis
e metszi a (0,0)(1,0) oldalt.

Ha e nem parhuzamos az (1,0)(0,1) oldal x + y = 1 egyenesével, akkor met-
szetiikk (b(1 —a)/(b—a),a(b—1)/(b— a)). Ez a metszéspont pontosan akkor esik
az (1,0)(0,1) oldalra, ha 0 < b(1 —a)/(b—a) < 1é 0 < a(d—1)/(b—a) < 1.
Figyelembe véve, hogy 0 < a < 1, ezek ekvivalensek a kdvetkezokkel:

0<b(1_a)<b_a}®a<ab<b<:>1<b, ha a < b,

0<alb—1)<b-—a
0>b(l—a)>b—a

b<b b h b.
0>a(b—1)>b—a}® <ba<a+&b<O, aa >

Ez azt jelenti, hogy az e egyenes pontosan akkor metszi az (1,0)(0,1) oldalt, ha
nem metszi a (0,0)(1,0) oldalt. Ez igazolja a Pasch-axiéma teljesiilését.

(F1) Minden (g,=) egyenesen, minden @) € g ponthoz léteznek téle kiilonbézé

P, R € g pontok, hogy P < Q < R.
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Ha (20, y0) a nem elfajulé ax + by = ¢ megoldasa, akkor elvilasztja az ugyancsak
az ax + by = ¢ egyenesén 1év6 (zg + b, yo — a) és (xg — b, yo + a) pontokat.

(F3) Minden (g, =) egyenesen, minden @ C PR C g ponthalmazhoz Iétezik olyan
Q_ és Q. pont a PR szakaszon, hogy minden Q € Q esetén Q_ < Q =< Q4 és
barmely, a Q minden pontjat kézrefogé X,Y € g pontparra X 2 Q_ és Q4 Y is
teljestil.

A nem elfajulé ax + by = c¢ egyenlet e egyenesén rogzitsik az (zg,yp) pontot.
Akkor e minden pontja (zo,y0) + A(=b,a) alaki valamely A € R szdmra, ezért
P = (z0,y0) + Ap(—b,a) és R = (x0,y0) + Ar(—b, a) valamely Ap, Ar € R szdmok-
ra. A Q ponthalmazhoz rendelt £ = {X : (xo,%0) + A(—=b,a) € Q} szdmhalmaz
korldtos, mert elemei a [min(Ap, Ag), max(Ap, Ag)] intervallumban vannak. A valds
szamok korlatos halmazainak hatdrossidga biztositja, hogy £ rendelkezik alsé és felsé
hatdrokkal, Jelolje ezeket rendre A\_ és A ;. Az ezekkel képzett (zo,yo) + A_(—b,a)
és (zo,yo) + A+ (—b, a) pontok nyilvin a Q hatdrai. -

Ezzel igazoltuk, hogy az (R?,Gy) rendszer affin sik.

A koordinataterek egyenesein — hacsak nincs kiilon mésként jelezve — mindig
a lexikografikus rendezés hasznalatos, ezért a rendezés nem jelenik meg a jel6lések-
ben. Az (R?,Gy.) rendszert valds affin siknak nevezziik.

Amennyiben a valés szamok rendszere ellentmondéasmentes, akkor ez a tétel
igazolja, hogy létezik affin sik, tehat ennek axiéma-rendszere sem lehet ellentmon-
déasos.

Azt is észrevehetjiik, hogy a valés affin sikon a koordinatatranszforméciok
affinitasok, az affinitds linearis Osszetevéje konkrétan az Ot el6allitdé koordindtat-
ranszformécié matrixa altal reprezentalt linearis leképezés, de akar ugy is felfoghatd
a rendszer, hogy egy koordinatatranszformacié valdjaban egy koordinatazas.

Tétel. A valds affin sik teljesiti a Desargques-tulajdonsdgot.

Bizonyitas. Az 1.1.1. tétel szerint elég belatni, hogy minden perspektiv haromszog
tengelyesen perspektiv.

Vizsgaljuk a perspektiv ABC és A’ B’C’ haromszogeket, ezek megfelel§ csu-
csain 4tmend p = AA’, q = BB’ és r = CC' egyeneseket, valamint megfeleld
oldalegyeneseik P = ABNA'B’, Q = BCNB'C' és R=CANC’'A" metszéspont-
jait!

Azt kell belatnunk, hogy ha p, ¢, konkurrens, akkor a P, @, R pontok kolline-
arisak.

Barmely két nem kollinearis pontharmashoz létezik olyan affin transzformécio
(koordinatatranszforméacio), mely az egyik ponthdrmast a masik harmasba viszi. Bar
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1.5 Valés affin sik 45

nem igazoltuk, de azért vildgos, hogy minden affin transzforméaci6 (koordindtatransz-
formécid) szigortian monoton (vagyis rendezéstarté) médon képezi le egymésra az
egyeneseket, {gy feltehetjiik, hogy O = (0,0), A = (1,0) és B = (0,1).

Legyen C = (e, f), valamint A’ = (a,0), B’ = (0,b) és C' = c(e, f).

Szamoljuk ki a P = (p1,p2), @ = (¢1,492) és R = (r1,r2) pontok koordindtait!

Az R pont rajta van az AC és az A’C’ egyenesen is, ezért rendre f(1 — 1) =
ro(1 — e) valamint cf(a — 1) = ro(a — ce), amelyek Osszevetésével

_a(l —c)+ce(a—1) cf(a—1)

r = és ro =
a—c a—C

adodik. A @ pont a BC és B'C’ egyenesen van, amibél az elébbihez hasonldéan
kovetkezik, hogy

o= ce(b—1) b g = b(l—c)—&—cf(b—l).

b—c b—rc

A P pont az AB és az A’B’ egyenesek metszetében van, ezért p; + py = 1 és
bp1 + apz = ab, igy
alb—1) , b(1 —a)
—— és = ="

b—a Pz b—a
a koordinatai. Ezen pontok parjaira illesztve egy tx + sy = d egyenest, kideriil, hogy
mindharom pont illeszkedik a

p1 =

(bla—c)+cf(a—0)x+ (a(b—c) + ce(a — b))y

(1.5.1)
=cfa(b—1)+ ceb(a — 1) — ab(c — 1)

egyenesre. Habar a pontok koordindtaira vonatkozé képleteink csak a # b # ¢ # a
esetben helyesek, konny@i 14tni, hogy az (1.5.1) egyenes a = b # ¢, a # b = ¢ és
¢ = a # b esetén rendre parhuzamos az AB, a BC és a C'A egyenessel, illetve
a =b = cesetén a P, @ és R pontok mindegyike az idedlis egyenesre esik. Ez
igazolja, hogy a valédi pontra perspektiv haromszogek tengelyesen is perspektivek.

Maésodszor tegyiik fel, hogy p, ¢ és r parhuzamosak, vagyis a kozos O pontjuk
idedlis. Véalasszunk olyan koordindta-rendszert, hogy A = (0,0), A" = (a,0) és
B =(0,1). Ekkor B’ = (b,1), és ha C = (e, f), akkor C" = (e + ¢, f).

Szamoljuk ki a P = (p1,p2), @ = (¢1,92) és R = (r1,r2) pontok koordinat4it!

Az R pont rajta van az AC és az A'C’ egyenesen is, ezért rendre ery = 71 f,
valamint f(1 —r1) = ro(1 — e — ¢), amelyek Osszevetésével

ry = és ro =

1—c 1—c¢
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adédik. A Q pont a BC és B'C’ egyenesen van, amib6l az elébbihez hasonléan
kovetkezik, hogy
eb bf —c
= es =
b—c & b—c
A P pont az AB és az A’ B’ egyenesek metszetében van, ezért py = 0 és (1—b)ps = 1,
igy

q1

1
1-0
a koordinatai. Ezen pontok parjaira illesztve egy tx + sy = d egyenest, kideriil, hogy
mindharom pont illeszkedik a

p1=0 é p2=

I—c—f(l=b)z+e(l-Dby=e (1.5.2)

egyenesre. Habédr a pontok koordinatéira vonatkozé képleteink csak 1 # b #c # 1
esetben helyesek, konny@i 14tni, hogy az (1.5.2) egyenes 1 = b # ¢, 1 # b = ¢ és
¢ = 1 # b esetén rendre parhuzamos az AB, a BC és a C'A egyenessel, illetve
1 =1=1esetén a P, ) és R pontok mindegyik az idedlis egyenesre esik. Ez
igazolja, hogy idedlis pontra perspektiv haromszogek tengelyesen is perspektivek.

Ezzel a tételt belattuk. -

A tétel fentebbi hosszas szdmolédssal valé bizonyitdsa helyett a sik térbeli
elhelyezésével is igazolhatjuk az allitdst: Mivel az R? koordinatatér kanonikusan
izomorf az R? tér z = 0 egyenletii sikjaval és a 4.1.1. Tételben igazoljuk, hogy
barmely affin tér, igy az R3 sikjai is mindig teljesitik a Desargues-tulajdonsigot,
vildgos, hogy R? is Desargues-tulajdonsagu.

Mikozben a valés affin sik egy modellje a Desargues-féle affin siknak, az ehhez
vezetO Uton valéjaban azt mutattuk meg, hogy minden affin sik, mely teljesiti a nyi-
tott konyv tulajdonsagot, barmely koordinatazasan keresztil bijektiv, egyenestartd
kapcsolatban van a valds affin sikkal, igy kimondhaté a kovetkezo.

Tétel. A Desargues-féle affin sikok izomorfak a valds affin sikkal.

Ez azt jelenti, hogy a valds affin sikban érvényes &llitasok igazak minden a
nyitott konyv tulajdonsagi affin sikban, és minden, ami érvényes valamely, nyitott
konyv tulajdonsagu affin sikban, az teljesiil a valés affin sikban is.

Kovetkezmény. Minden nyitott konyv tulajdonsdgi affin sik Desargues-féle.

Erdemes még arra is felfigyelni, hogy a valés affin geometridk esetében a
koordinatazasok megegyeznek a koordindtatranszformaciokkal, a koordinatatransz-
forméaciok éppen az affinitasok, a koordinataegyenesek pedig az egyenesek.
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1.6 Torott vonalak, sokszogek és konvexitas 47

Az egyetlen affin sik, amelyet eddig konstrualtunk, Desargues-féle, azonban
nem ez az egyetlen lehet6ség. A Fiiggelék F.1. szakaszdban olyan affin sikot is
konstrudlunk, amely nem Desargues-féle, és igy nem is nyitott konyv tulajdonsagu,
tehat nem lehet affin tér sikja sem.

1.6. Torott vonalak, sokszogek és konvexitas

Egy véges pontsorozat pontjait sorban a kovetkezovel 6sszekotd zart szakaszok uni-
ojat torott vonalnak nevezzilk. A zart szakaszokat a torott vonal éleinek, a pontokat
a torott vonal csiucsainak nevezziik. Két csiicsot szomszédosnak mondunk, ha va-
lamely él két végpontja. Két élet szomszédosnak nevezink, ha egyik végpontjuk
kozos, a kimaradd egy-egy végpontjuk pedig ennek szomszédjai.

T3 T3
T T; o
2
2 T6 T4 T4
Ts5e T
T1 TO T5 T() 5 6

Ha a pontsorozat elsé eleme megegyezik az utolsé ponttal, akkor zdrt torott
vonalrél beszéliink, melynek elsé és utolsd élét is szomszédosnak nevezziik. Ha
a torott vonal két nem szomszédos éle metszi egymast, vagy két szomszédos éle
egybeesik, akkor ondtmetszd torott vonalrdl beszélink. A nem 6natmetsz6 torott
vonalakat egyszeriinek mondjuk.

Egy egyszerii zart torétt vonalat sokszdgnek neveziink, éleit oldalaknak mond-
juk. A haromszog tehat az oldalaival egytitt egy 3-oldali sokszog, vagyis 3-szog. Ha
egy sokszognek k € N oldala van, akkor k cstcsa van, és k-szdgnek nevezziik.

T} Legyenek Tg, T4, ..., T, rendre a T torott vonal
csucsai, az ezeken rendre atmend eg,eq, ..., ek

egyeneseket pedig valasszuk tgy, hogy T;_1 és
T;11 az e; két kiilonbozo oldalara esik minden
i=1,...,k — 1 esetén, valamint eq J| ToT; és
ek | Tr—1Tk. Rogzitsiink egy T| # Tp pontot az
T ep egyenesen.

Most 1épésrél-1épésre definidlunk egy k csu-

Ty €5

csti T7 torott vonalat, melynek kezdépontja T}
és csticsai rendre az eg,eq,. .., e, egyeneseken vannak. Ha a T cstics mar adott,
akkor a Ty, cstics legyen az az egyetlen pont az e; egyenesen, melyre a T;T} | egye-
nes parhuzamos a T;T;. 1 egyenessel. Ha T zart torott vonal, és T’ nem zért, akkor
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modositjuk az eq, T} és ey, vilasztasat Ggy, hogy ezittal a Ty = T}/ = TyT1NT},_, T},
pontot vélasztjuk Ty pontnak, és a ToTy = T T} egyenest vélasztjuk az eq és az e,
egyenesnek is.
Az gy létrehozott T torott vonalat a T torott vonal kisérdjének nevezziik.
Figyeljik meg, hogy a parhuzamos szelok tétele alapjan minden A € R esetén
aT? = X1, (\, 1) csticsok is a T térétt vonal egy kiséréjét adjik, melyet innentdl
T jelél.

Lemma. Ha a T torstt vonal egyszerd, akkor elég kicsi abszolit értékd A szimra a
T2 is egyszerti, és a T torott vonalat sem metszi.

Bizonyitas. Legyenck a 7 egyszer(i torott vonal csticsai rendre a T; (i =0, ..., k)
pontok, a T csticsai pedig rendre a T}* pontok. Beldtjuk, hogy kiilénb6z6 m, n €
{1,...,k} esetén van olyan e,,, > 0 szadm, hogy A < &, esetén TA TA N
> T} T>‘ =0. Mivel T,, ,T,,NT, T, =0, a kovetkezsk lehetségesek:

(a) Ty Ty O\ Ty 1Ty = 0,

(b) Tyno1Ton NTor Ty = X, és X ¢ T, 1T UT, T,
() Trm1Tm NTyp_1T, =X, esXET deXgé
(d) Trn-1Tm ﬂTn 1T,=X,ésXeT, T, deXgé
(e) m— 1T - n—lTn-

Y, T

Tm—l

Tnf — T
11&74;_1 Tn71

Mindegyik esetben van olyan e egyenes, melynek kiilonboz6 félsikjaiba esnek a
T,._.T,, ésT, T, szakaszok:

m—
(a) a T, T, szakasz barmely Yy belsépontjan a t = T,,_,T,, egyenessel parhu-
zamosan athalado egyenes,

Az (a), a (b) és a (d) esetek.

(b) az T,, ,T, szakasz barmely Yy felezépontjin dthaladé egyenes,
(c) az XTn NT, X szakasz barmely Y, belsépontjan a T, T, egyenessel
parhuzamosan athaladé egyenes,
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1.6 Torott vonalak, sokszogek és konvexitas 49

(d) az XT,, N T, ;X szakasz barmely Yy bels6pontjan a T, _,T,, egyenessel
parhuzamosan athaladé egyenes, és
(e) aT,

m—1

T, é T, T, szakaszokat az egyenesiikon elvilaszté barmely Y, pont-
ban a T, _,T,, egyenest metsz6 barmely egyenes.
Minden ¢ € {m — 1,m,n — 1,n} indexre legyen

en Tin‘, ha e metszi a T,;Ti)‘ szakaszt,
T, egyébként.
Ekkor az Y;T; szakaszok belseje az e azon nyilt félsikjaba esik, amely tartalmazza a

T; pontot. Ha tehat \; jeloli azt a pozitiv szdmot, melyre Y; = T>"" akkor minden
pozitiv A < min; \; esetén a kiséré T T és T T2 oldalai nem metszik egymast.

Tehat T egyszerti torétt vonal.

A maésodik allitds igazoldsdhoz figyeljiik meg, hogy T egyszerlisége folytan
egyetlen oldala sem metszi egyetlen masik oldalat sem, ezért minden m, n sorszamu
oldalpéarjahoz van azokat elvilaszté e, egyenes. Az imént bizonyitottuk, hogy
elegendden kicsi, mondjuk az e, ,, > 0 szdmndl kisebb pozitiv A esetén a kisér6
torétt vonal m,n sorszdmu oldalai az e, , egyenesnek kiilonb6zd, a torétt vonal
m és n sorszamu oldalait tartalmazoé, félsikjaiba lesznek. Eszerint a min,, , em n
szamnal kisebb \ esetén 7> nem metszi a T torott vonalat.

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. -

Legyen adott egy T sokszog, és definialjuk a L reldci6t a siknak nem a T
sokszogre illeszkedd pontjain gy, hogy A LB pontosan akkor, ha van olyan térott
vonal, amelynek els6 csiicsa A, utolsé cstcsa B, és nem metszi a T torott vonalat.

Tétel. Ha T egy sokszog, akkor z egy ekvivalencia reldacio, és pontosan két
ekvivalencia-osztdlya van, melyek egyikének nem része egyetlen félegyenes sem.

Bizonyitas. Vegyiink egy E pontot és ebbél kiindulé olyan e félegyenest, melynek
e egyenese nem parhuzamos a sokszog egyetlen oldalanak egyenesével sem.
Jelolje eﬁ azt a félegyenest, melyet ugy kapunk,
hogy az e félegyenest eltoljuk azzal az eltolassal,
mely az F pontot a P pontba viszi.

Minden, a 7 térott vonalra nem illeszked6
P pontot annak megfelel6en neveziink parosnak
illetve paratlannak, hogy az ei a T paros illetve
paratlan sok élét metszi.

Ha az ei a T egy csicsan megy at, akkor
aszerint szdmolunk egy, illetve ketté élmetszést, hogy a cstics szomszédai az ef
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kiillonb6z6 vagy azonos oldaldan vannak. A paros pontok halmazat H., a paratlan
pontok halmazat H, jeloli.

Ha egy AB szakasz nem metszi a 7 tordtt vonalat, akkor minden pontja
azonos paritasu, hiszen a szakaszon mozgd valamely P pont paritdsa csak akkor
valtozhatna, ha a megfelel ei félegyenes éppen dtmegy a T torott vonal egy cstcséan,
de az élmetszés szamitasi szabalya szerint ilyenkor sem valtozik.

Ez azt jelenti, hogy H. és H, pontjait nem kotheti 6ssze olyan térott vonal,
mely nem metszi a 7 t6rétt vonalat, hiszen minden élén valtozatlan lenne a pontok
paritasa, mikdzben a két végén kiilonb6z6 paritdst pontok vannak.

Tekintsiink egy tetszéleges P ¢ T pontot és rajta at egy ¢ egyenest. Az {NT
végessége miatt van olyan, a P pontot tartalmazé szakasz, mely nem metszi a T
torott vonalat, és igy csak a P paritasaval azonos paritast pontokat tartalmaz.

Most belatjuk, hogy ha az A,C ¢ T pontok azonos paritdstiak, akkor van
olyan P torott vonal, mely Osszekoti 6ket, és nem metszi a T torott vonalat.

Ha az AC N7 tartalmazza a T egy csticsat, akkor vegyiink egy olyan C_C
szakaszt, amely tartalmazza a C' pontot, nem része az AC' egyenesnek, és nem metszi
a 7T torott vonalat. Mivel a T térott vonalnak csak véges sok csticsa van, a C_Cy
szakaszon van olyan C’ pont, hogy AC’ nem tartalmazza a 7 egyetlen csiicsat sem.
Eszerint feltehetd, hogy AC nem tartalmazza a 7 egyetlen csticsit sem.

Ha az AC N T iires, akkor a P = AC szakasz a megoldés.
Tegyiik most fel, hogy AC'N'T nem iires.

Mivel az AC' N'T metszet csak véges sok pontot tartalmaz, azok koziil van egy
B 4 pont, amely az e = AC egyenesen az A pontot elvalasztja a tobbi metszésponttol,
valamint van egy Bc pont, amely elvilasztja a tobbi metszéspontot a C' ponttdl..

Legyen B’y az ABj4 szakasz belsé pontja, és vegyiik a 7 torott vonalnak egy
olyan T kisér6jét, mely dtmegy a B ponton.

Minthogy T egyszerii, elébbi tételiink szerint elegendGen kicsiny A esetén a
T kisérd is egyszerti és nem metszi a 7 torott vonalat.

Elébbi tételiink bizonyitasdbdl tudjuk, hogy ha a T torott vonal valamely
m sorszamiu éle nem metszi az AC szakaszt, akkor az egyenessel elvalaszthaté az
AC szakasztél, amib6l kovetkezik, hogy elegendden kicsiny A esetén a T kiséré m
sorszamu éle sem fogja metszeni az AC szakaszt.

Miésfeldl, ha a T térott vonal valamely m sorszami éle metszi az AC szakaszt,
akkor elegendéen kicsiny A esetén a T kiséré m sorszamu élének végpontjai ugyan-
gy az e két kiillonboz6 oldalara esnek, mint a 7 torott vonal m sorszamu élének
végpontjai, igy a T kiséré m sorszamt éle is metszi az AC szakaszt.
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A 2 € A
Bj ) Bz

Mivel az AC' N7 metszet csak véges sok pontot tartalmaz, van kozottik egy
olyan Bé pont, amely az e = AC egyenesen a C pontot elvdlasztja a tobbitdl.

Tegyiik fel, hogy a B pont a CBé szakasz bels6 pontja. Elegendden kicsi A
esetén B pont elvdlasztja a C pontot a AC NT metszet dsszes pontjatdl, kivéve a
a B ponttdl, ami azt jelenti, hogy a CBp szakasz egyetlen pontban, a B, pontban
metszi a T torott vonalat. Ez azt jelenti, hogy C és Bé paritdasa kiilonb6z6, ami
viszont ellentmond annak, hogy a Bé paritdsa megegyezik az A paritdsdval, hiszen

T2 nem metszi a 7> térott vonalat.
Eszerint B a CB_, szakasz belsé pontja, igy a CB) szakasz mint elsd él utan

a T torott vonal éleit véve, majd utolséként a B A élet csatlakoztatva olyan torott
vonalat kapunk, mely tgy koti 6ssze az A és C pontokat, hogy sehol nem metszi a
T torott vonalat.

Ez igazolja, hogy z egy ekvivalencia reldci6.

Ha mindkét ekvivalencia-osztaly tartalmaz egy-egy félegyenest, legyenek ezek
az E pontbdlinduld e és az F' pontbdl induld f. Ez a két félegyenes nem metszheti
egymast, mert F és F' paritdsa kiillonb6z6. Legyen O = en f. Ha O € f, vagy
O € e, akkor cseréljiik rendre az F illetve E pontot az O pontra vonatkozé affin
tukorképére. Eszerint feltételezhetjiik, hogy az O = e N f pont nincs rajta egyik
félegyenesen se. Ekkor az Oy (E) és Oy (F) pontok minden A > 1 szdmra rendre az e,
és fy félegyeneseket vannak, ezért paritaruk kiilénb6z6. A parhuzamos szelok tétele
szerint az Oy (E)Ox(F) egyenesek mind parhuzamosak, mikozben az Oy (E)O(F)
szakaszon mind tartalmazza a T legaldbb egy pontjit. Vegyiink egy G pontot
az FF egyenesen kivill. Az EF és EG tengelyeket valasztva a koordinatazashoz,
feltételezéstink arra vezet, hogy a 7 pontjainak EG tengelyre esd koordindtai nem
korlatosak. Minthogy azonban T véges sok csics kozotti szakaszok unibja, és a
szakaszokon 1év6 pontok minden koordinataja a végpontok megfelelé koordinatéi
altal korlatozottak, ez ellentmonddas. Tehat legfeljebb csak az egyik ekvivalencia-
osztaly tartalmazhat félegyenest.

Ezzel a tételt belattuk. -

A T sokszog belsejének mondjuk a L azon ekvivalenciaosztalydhoz tartozo
pontok halmazat, melyben nincs félegyenes. A masik ekvivalenciaosztalyhoz tartozd
pontok halmazat a T egyszerii zart torott vonal kilsejének nevezziik. Sokszoglemez-
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r6l beszéliink, amikor egy sokszoget a belsejével egyiitt tekintiink.

Definicié. Pontok egy K halmazara azt mondjuk, hogy konvex, ha barmely két

pontjanak zart szakasza a K része. N

Két konvex halmaz metszete nyilvan konvex, ezért barmely P ponthalmazhoz
az azt tartalmazd Osszes konvex halmaz metszetét véve, egy konvex K halmazt
kapunk. Ezt a K halmazt nevezziik a P ponthalmaz konvez burkdnak, melyet conv(K)
jelol.

Definicié. Véges sok pont konvex burkat politépnak nevezziik.

A politépot el6allité pontok egy ilyen rendszerét definidld rendszernek, a ponto-
kat definidlo pontoknak mondjuk. Ezek koziil azokat, amelyek elhagyasaval a politop
pontjainak halmaza megvaltozik (ez persze csak sziikiilés lehet), lényegesnek nevez-
ziik. Egy politop valamely definidlé rendszerét minimdlisnak nevezzik, ha minden

eleme lényeges. N

Egyetlen pont is politép. Minden politépnak vannak minimélis definial6 rend-
szerei, hiszen barmely definial6 rendszerbél elhagyva a nem lényeges pontokat, végiil
csak lényeges pontok maradnak.

A szakaszok és a haromszogek is politépok. Az tgynevezett keresztpolitopot
gy kapjuk, hogy vesziink 3 &ltalanos helyzetli pontot, majd az egyikre tiikrozve
a masik két pontot, az Gsszesen 5 pont konvex burkat képezziik. Azt a pontot,
amelyre a tiikrozést végezziik a keresztpolitép kdzéppontjanak hivjuk, és nyilvan
nem lényeges definidlé pont.

Definicié. Egy politopot 2-dimenziésnak mondunk, ha nem tartalmazza egyetlen
egyenes sem, 1-dimenzidésnak mondjuk, ha nem egy pont, de tartalmazza egy egyenes,

és O-dimenziésnak nevezziik, ha egyetlen pont. A

Definicié. A 2-dimenziés politép tdmaszfélsikjinak hivjuk azokat a zart félsikokat,
amelyek tartalmazzak a politépot.

Egy ilyen félsikot a politép lényeges tamaszfélsikjinak neveziink, ha hatérold
egyenesének metszete a politoppal egy 1-dimenzids politép. A lényeges tdmaszfélsi-

kok hatarol6 egyeneseit a politop tdmaszegyeneseinek mondjuk. A

Az 1-dimenziés politép tdmaszfélegyenesének hivjuk az egyenesén azokat a
zart félegyeneseket, amelyek tartalmazzak a politépot. Egy ilyen félegyenest a po-
litop lényeges tdmaszfélegyenesének neveziink, ha hatarolé pontjanak metszete a
politoppal egy pont. A lényeges tdmaszfélegyenesek hatdrolé pontjait a politép
tamaszpontjainak mondjuk.
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1.6.1. Tétel. Minden 2-dimenzids konvex politép a lényeges tdmaszfélsikjai metsze-
te.

Bizonyitas. Legyen X = {X;}"; a P politépot definidlé pontok halmaza. Legyen
P’ a politép lényeges tdmaszfélsikjainak metszete.

Nyilvdn P = conv X C P’, hiszen P’ konvex és X C P’. Eszerint a tovabbiak-
ban mér elegendd a forditott, P’ C P tartalmazdst igazolni, vagyis azt, hogy a P
ponthalmazba nem tartozé X pont nem esik bele a P’ ponthalmazba sem.

Legyen X ¢ P.
Mivel a P politép 2-dimenzids, 1éteznek a defi-

X niélé pontok kozott olyan (X, , X;,) pontparok,
amelyek nem elfajulé szakaszt alkotnak. Ezen
szakaszok halmazat jelolje 3.

Xo A ¥ minden X;, X;, eleméhez legyen ¢;, ;,
olyan egyenes az X ponton keresztiil, amely be-

X lemetsz a X;, X;, szakaszba, de nem megy &t

1

a P egyetlen pontjan se. Jelélje Z; az

45, .4, N X4, X, metszéspontot.

1,J23%1,%2

Ys,7

Minden (j1, j2) esetén legyen az £ := ¢;, ;, egyenesen Yy, i, a Zj, j,:iy i, PONtOk
koziil az, amely az egyenes pontjainak rendezésében elvilasztja a tobbieket az X
ponttdél.

Megmutatjuk, hogy az igy kivalasztott, kiillénboz6 Xy, , Xj, definidlé pontok
€k k, €gyenese olyan, hogy annak kiilonb6z6 partjan van az X pont és a P politép.

Indirekten tegyiik fel, hogy mondjuk az X, € X pont az ey, r, egyenes ugyan-
azon oldalara esik, mint az X pont.

Az X pont nem eshet bele a H = conv(Xp,, Xi, , Xi,) hdromszogbe, mert akkor
feltevésiinkkel szemben X € conv X = P kovetkezne. Ugyanakkor az £ egyenest
ugy vélasztottuk, hogy az nem megy at a H egyetlen csticsan sem, mikézben metszi
annak X}, X, oldalat. A Pasch axiéma szerint ez azt jelenti, hogy az ¢ egyenes
egy belsd Y}, x, pontban metszi az H haromszdg egy X, Xj, oldaldt az i = 1 vagy
i = 2 valamelyikére. Ez azt jelenti, hogy Yy, r, € XYk, &, , ami ellentmond az Yy, x,
kivalasztasanak.

Tehat X, mégis az ey, i, mésik, az X pontot nem tartalmazé oldaldn van.

Eszerint 1étezik olyan lényeges tamaszfélsik, amelyik az X pontot nem tartal-

mazza, vagyis X ¢ P’ érvényes. Ezzel a tétel bizonyitdsit befejeztiik. -

Definicié. A sik véges sok zart félsikjanak metszetét konver poligonnak nevezziik.
A konvex poligon belsejének nevezziik ugyanezen félsikok belsejeinek metszetét.

A konvex poligont el6allité félsikok egy ilyen rendszerét definidlé rendszernek,
benne a sikokat definidld félsikoknak hivjuk. Ezek koziil azokat, amelyek elhagyasaval
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a konvex poligon pontjainak halmaza megvaltozik (ez persze csak boviilés lehet),
lényegesnek nevezzik.
Egy konvex poligon valamely definidlé rendszerét minimdlisnak neveziink, ha

minden eleme lényeges. A

El6bbi tételiink szerint a konvex politépok mindig poligonok, de minden félsik
is poligon.

Minden poligonnak léteznek minimalis definidlé rendszerei, hiszen barmely
definial6 rendszerbél elhagyva a nem lényeges félsikokat végiil csak 1ényeges félsikok
maradnak.

Egy konvex poligont 2-dimenzidésnak mondunk, ha nem tartalmazza egyetlen
egyenes sem, 1-dimenzidésnak mondjuk, ha nem egy pont, de tartalmazza egy egyenes,
és 0-dimenziésnak nevezzik, ha egyetlen pont. Az 1-dimenziés poligonok, a nem
elfajuld zart szakaszok, a félegyenesek és az egyenesek.

Egy poligon akkor és csak akkor 2-dimenziés, ha a belseje nem {ires. Bizonyi-
tasképpen elég megfigyelni, hogy egy bels6 P pontra illeszkedd minden e egyenesnek
van olyan szakasza, amely része a poligon belsejének és tartalmazza a P pontot.
Ennek a metsz6 félsikok szaméra vonatkozé teljes indukciés bizonyitasahoz elébb
jegyezziik meg, hogy ha P egy nyilt félsik pontja, akkor P minden rajta atmend
egyenesnek a nyilt félsikba esé nyilt félegyenesén van. Tegyiik fel, hogy az allitas
teljesiil, amennyiben a P pont n € N nyilt félsik metszetében van, vagyis minden
P pontot tartalmazo e egyenesen van egy TPﬁ nyilt szakasz, mely tartalmazza a
P pontot. Ha most djabb nyilt S; félsikkal metsziink, akkor az e egyenesen a P
pont a P°¢ P¢ nyilt szakasz és az e = eN S, nyilt félegyenes metszetének része. Ez
a metszet nyilvan egy nyilt szakasz, amivel a bizonyitas teljessé valt.

Tétel. Bdrmely 2-dimenzids konvex poligon
(1) metszete barmely 6t definidlé rendszer barmely lényeges definiald félsikjinak
hatdrolo egyenesével 1-dimenzios poligon,
(2) pontosan egy minimdlis definidlé rendszerrel rendelkezik.

Bizonyitas. Legyen {S‘} a 2-dimenziés P = (", S’ konvex poligon egy defi-
nialé rendszere, melyben az ¢ egyenes altal hatarolt SO félsik lényeges.
Az 8Y definidlé félsik elhagyédséval keletkezd P = (N, S’ poligonra
PP =P'N(S"U(S\S8%)) =PTU(P’N(S\SY)).

Legyen P~ = PN (U (S\S8%)). Ekkor P* = PTUP~, P'Ne’ =P NP~ ésa
P+, P~ poligonok az €° egyenes kiilonbézd zart félsikjaiba esnek.

Mivel S° lényeges definialé félsik, a P° poligonban van olyan X pont, amely
nincs a PT poligonban, ezért P~ poligon belsejében van. Az X pontot a P minden
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Y pontjaval 6sszekotd szakasz metszi az e© egyenest, a konvexitds miatt pedig P°
része. Mivel PT dimenzi6ja 2, tobb, és nem is csak egy egyenesbe es6 pontja is van,
ezért a konvex e NPy ponthalmaz t6bb pontot is tartalmaz. Ez bizonyitja az els6
allitast, de figyeljik meg azt is, hogy a P~ poligon is 2-dimenziés, mert a konvex
XY NP~ halmaz belseje nem iires.

A miésodik allitas helyett azt igazoljuk, hogy barmely definial6 rendszer minden
lényeges eleme minden mas definidlé rendszernek is eleme. Ebbol nyilvan kovetkezik
a tétel masodik allitasa.

Legyen {8}, a 2-dimenzi6s P poligon valamely definidlé rendszerének lénye-
ges elemeit tartalmaz6 minimalis definial6 rendszer, és vegyiink egy e egyenes altal
hatérolt Sy félsikot, amely a P poligon valamely definidlé rendszerében lényeges.

Az els§ éllitds alapjan a P poligon metszete az Sy félsikkal az eq hatarold
egyenesen egy 1-dimenziés P’ C P poligon. Ennek egyetlen pontja sincs a P poligon
belsejében, ezért P’ ¢ (L, (S*\ e)) = N, ST\ UL, et = P\ Ui, ¢'. Eszerint
P C UL, et =H. Haey ¢ {e: 0<i<m} lenne, akkor az ey egyenesnek a H
halmazzal vett e N H = P’ metszete legfeljebb m pontot tartalmazna, holott a P’
poligon 1-dimenziés. Eszerint valamely i indexre ey = e?. Mivel P C Sy NS¢, és a
P poligon 2-dimenziés, az Sp N S* nem lehet csak az ey = e’ egyenes, tehat S* = Sy,
ami a bizonyitandé volt. -

Mivel minimélis definidlé rendszer csak egy van, a lényeges definialé félsikok
is egyértelmiien meghatarozottak, vagyis ezek a poligon jellemzéi.

Definicié. A lényeges definial6 félsikok hatérol egyenesének a poligonnal alkotott
metszetét a konvex poligon éleinek nevezziik.
Ha az élnek van végpontja, akkor azt a konvex poligon csicsdnak nevezziik.

Az élek egyesitett ponthalmazat a konvex poligon hatdrdnak mondjuk. A

A konvex poligon hatartol kulénbo6zé része a konvex poligon belseje, hiszen
éppen a lényeges definialé nyilt félsikok metszete.

Tekintsiink egy konvex poligon belsejében egy P pontot. Az ebbdl induld
minden ey félegyenes vagy teljes egészében a poligonban van, vagy pontosan egy
hatdrpontot tartalmaz, hiszen egy belsé ponton a4t nem mehet 1ényeges félsik haté-
rol6 egyenese. Ez a hatarpont egy él bels6é pontja vagy egy csics.

Korlatosnak neveziink egy poligont, ha nem tartalmaz félegyenest.

Tétel. Minden korldtos konvex poligon megegyezik csticsainak konvexr burkdval.

Bizonyitas. Jelolje P’ a P korlatos konvex poligon csicspontjainak konvex burkét.
Mivel a P konvex, teljestil a P’ C P tartalmazds, igy csak a P C P’ tartalmazdst
kell igazolnunk.

BEVEZETES A GEOMETRIABA

Ver.: 2021:08:19:12:04:28 © Kurusa Arpad (2019 — 2021)



56 1. Affin sik

Legyen az X € P olyan pont, amelyre X ¢ P’ teljesiil. Az 1.6.1. tétel bizo-
nyitdsa alapjan a P’ politép valamely f lényeges tdmaszegyenese olyan, hogy a P’
politop és az X pont az f kiilonb6z6 oldalara esik. Toljuk az f tdmaszegyenest az X
irdnyéaba, esetleg az X ponton tulra parhuzamosan. A P korlitossiga miatt 1étezik
egy ,utols6” f’ pozicid, amikor az f’ a P poligont még metszi, de tovabb tolva mar
nem metszené. Legyen ez az ,utols6” metszet P* = f' NP. Nyilvan ez is korlatos
konvex poligon és minden csiicsa a P poligonnak is csiicsa, mert, ha létezne a P*
egy csucsat bels6 pontként tartalmazé szakasz a P poligonban, akkor

(1) az nem metszheti az f' eltolt tdmaszegyenest, hiszen a P poligon teljes egé-
szében az [’ egyik zart félsikjaban van,
(2) de az f’ eltolt tdmaszegyenesben sem haladhat, hiszen akkor a tekintett pont
nem lehetne a P* cstcsa.
Ugyanakkor f/ nem metszi a P’ politépot, hiszen az f tdmasz X pontot tartalmazé
oldalan van.

Ezek szerint a 2’ tartalmazza P néhany csticsat, de nem metszi a P’ politépot,
igy a P ezen cstcsai nincsenek benne a cstcsok P’ = conv{P;}[; konvex burkaban.
Ez az ellentmonddas azt mutatja, hogy a feltételezett tulajdonsdgi X pont nem
létezhet, vagyis X € P kovetkeztében X ¢ P’ is teljesiil, ami bizonyitja a tételt.

Tételiink azonnali kbvetkezménye, hogy az egyenesek a konvex politépokbol
mindig szakaszt metszenek ki.

A konvexitas miatt egy csics nem lehet harom él végpontja, ezért egy csics
pontosan kettd él kozos végpontja. Ez lehetévé teszi a cstcsok Py, Ps, ..., Py sorba
rendezését ugy, hogy ezek rendre a Py Py, PoPs, ..., Py_1 Py, és P, Py élek végpontjai.

Eszerint minden korlatos konvex poligon hatara a csiucsai altal definidlt sokszog,
vagyis a korlatos konvex poligonok éppen a konvex sokszoglapok.

1.7. Masodrendii gorbék

Lattuk, hogy az elséfoku (linedris) egyenlettel lefrhaté ponthalmazok a sikon éppen
az egyenesek. Természetesen vetédik fel a mésodrendii egyenletek vizsgélata.

Mdsodrendii polinomnak neveziink egy f(z,y) = a112? +2a127y + azy? +bx +
cy + d alak kifejezést, ahol a11, a2, asz, b, ¢,d € R nem mind nulla. Egy f(z,y) =0
egyenletet mdsodrendiinek mondunk, ha f méasodrendii polinom. A mésodrendii
egyenletet elfajulénak nevezziik, ha ajjage — a2y = 0.

Az affin sik egy P ponthalmazat, mdsodrendi gorbének nevezziik, ha valamely
¢ koordindtdzasban pontosan a P halmaz P pontjaira teljestil valamely f(p(P)) =
0 masodrendii egyenlet, melyet a mdsodrendid gorbe egyenletének mondjuk. Egy
masodrendli gorbét elfajulonak neveziink, ha valamely egyenlete elfajuld.
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Vildgos, hogy a masodrendii gorbék és masodrendii egyenletek kozotti kapcso-
lat egyik irdnyban sem injektiv.

Tétel. Masodrendii gérbe affin képe is mdsodrendi gorbe, amely akkor és csak akkor
elfajulo, ha az dse is elfajulo.

Bizonyitas. Legyen P masodrendii gorbe a ¢ koordinatdzasban. Ez azt jelenti, hogy
pontosan azon P pontok tartoznak hozza, melyek ¢ szerinti koordinatai egy masod-
rendii egyenlet Osszes megoldasai, vagyis egy alkalmas f: R x R — R maésodrendii
polinomra 0 = f(¢(P)) teljesiil.

Ha ¢: R2 = R? egy koordindta-transzformécié, akkor

0=F(p(P) = f(6~ oo™ 0dop(P)) = fod™ (p(1(P))
= fo07 (¢(P)) = f(¢(P)),

ahol ¥ = ¢~ o ¢ o p a ¢-hez tartozé affinitds, P = ¢(P) a képponthalmaz.
Eszerint elég igazolni, hogy az f = f o ¢! fiiggvény a mésodrendii gérbe

e sz

(1.7.1)

67" (8.9) = (2,9) = (G0, 90) + (2.9) (bll b12>
ba1 b2

alakt, ahol by1bgg — b1obay # 0, és vezessiik be az A = <a“ a”) és B = (b“ b”)

ajz a2 b21 b22
jeloléseket.
Azt kapjuk, hogy f(x,y) = (z,9)A() + (z,y)(}) +d, és fgy

f@,9)=fod ' (2,9)

Ebbdl jol latszik, hogy f is masodrend(i. Ez pontosan akkor elfajuld, ha

det(BABT) = det(B) det(A) det(B”) = det(A) det*(B) = 0,
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58 1. Affin sik

ami det(B) # 0 miatt pontosan akkor teljesiil, amikor det(A) = 0, vagyis amikor

az f = 0 egyenlet elfajuld. Ezzel a tételt igazoltuk. -

Affin fétengely-transzformacié. A sik barmely mdsodrendid gorbéjéhez van olyan
affinitas, mely a gorbét az
1, (1la) 1, (2a) z, (3a) z, (4a)
2 2 ) 2_ 2 — ) 2 _ ) — )
vy {o, () © Y {o, ) Y7L ey P71 @)
egyenletek pontosan egyikének megolddishalmazaba viszi, ahol 0 < a,b,p € R.

Bizonyitas. Legyen egy masodrendli P gorbe egyenlete egy ¢ koordinatazasban
Flz,t) = (5, ) A()) +(2,8) (%) +d = 0, ahol A = (Zii Zz),és a11,a12,as2,b,¢,d € R
nem mind nulla. Ez azt jelenti, hogy P = {P : f(¢(P)) = 0}.

Ha ¢ egy koqrdinétatranszformécié, akkor a sik ¢, = <p’1¢<e affinitasa a
P halmazt olyan P = ¢,(P) halmazba viszi, melynek egyenlete f(z,y) = fo

¢~ (x,y) = 0, hiszen

F(p(9e(P))) = fo b (p(6o(P))) = fod " (d((P))) = f((P)).
Vegyiik észre, hogy ez lényegében a kordbbi (1.7.1) formula, csak jelen célunkhoz
alkalmasabb forméaban.

Innentdl csak az alkalmas ¢ koordindtatranszforméciét keresstik.

I. eset: a11 = a12 = a2 = 0 és b = ¢ = 0. Ekkor d # 0, és nincs megoldas,
melynek (4b) tipusi egyenlete van.

II. eset: a1; = a1z = asy = 0, és b? + 2 > 0. Ekkor az f(z,t) = bz +ct +d
forma mutatja, hogy a

C

¢: (z,t) = (x,y) = (2,1) (i —b) +(d,0) = (f(z,t),cz — bt)

koordindtatranszformdacié esetén a P gorbének (4a) az egyenlete.
IIT.a. eset: a12 = 0 és aj1a22 = 0. Ekkor a%l + a%z >0 és az

a11(2+2a11) —1—%, ha a1; # 0 = a9 és c =0,
Flet) = anr(z + 2a )22 +c(t+ 4dj§;11b ), haai #0=a ésc#0,
a9 (t + 2a22) 4d¢i?1222c , ha a11 =0# age és b=0,
a9 (t + 2a22)2 + b(z + 4dj§3226 ), ha a;; =0 # agg és b # 0,

forma mutatja, hogy a

( b ,0) ha a11 # 0 = a9y és ¢ =0,
1 0>+ (2;’11,“561;11(’2), ha a1 # 0 = az és ¢ # 0,

(

(

ha a;;1 =0 # a9y és b =0,
ddagy —c? ) ha arl :O#CLQQ éSb?éO,
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1.7 Mésodrendii gérbék 59

koordindtatranszformacié esetén a P gorbe egyenletének alakja

a1 (2% + 4dj};1:b ), haai #0=azésc=0,
0= f(a.g) = a1 (2% + ay) ha a;; # 0 = ag és ¢ # 0,
(122( 24 4d“22 < ), ha a;; =0 # a9 és b =0,
agz(y —|—a—22w), ha a1 = 0 # a9 és b # 0.

Az els6 esetben az egyenlet, ha 4daj; > b2, akkor (4b) tipusi, ha pedig 4day; < b,
akkor (3b) alakd. A harmadik esetben az egyenlet, ha 4dags > ¢?, akkor (4b) tipust,
ha pedig 4dass < 2, akkor (3b) alaki. A méasodik és negyedik esetben az egyenlet
(3a) alaku.

IIL.b. eset: a;o = 0 és ajiazs # 0. Ekkor az

flz,t)=a (z—&—L) +a (t—l— ¢ )24— i
A 2a11 2 2a11 4aq1a22

forma, ahol k = 4daya29 — b%ass — c?a11, mutatja, hogy a

¢: (2,t) = (z,y) = (2,1) <(1) (1)) + (fbnfcu)

koordinatatranszformécié esetén a P gorbének
e (la) tipust egyenlete van, ha ajjase > 0 és k > 0,
(1b) tipust egyenlete van, ha ajjase >0 és k=0,
e (2a) tipusi egyenlete van, ha ajjage < 0 és k # 0,
(2b) tipust egyenlete van, ha ajjas < 0 és k=0,
e (4b) tipusi egyenlete van, ha ajjage > 0és k < 0.

IV. eset: ajo # 0. Tekintsiik a

ail — A a
0 = det ( H 2 ) =\ — (a22 + a11)A + (a11a22 — a3,)
a2 a2 — A

egyenletnek a masodrendii egyenletek megoldoképletével adodd

az +air £ \/(azz —a1)? + 4a?,

Ay = 5

ld4sait. L §= - 2 4+ 4a2,, é = —21  _ Fkk
megoldasait. Legyen \/(agg a11)? + 4aiy, és &4 PG e—— or

(Ay—an)(A_—ai1) = A\ A — (AL + A )an +ai,

= (a1na22 — a%z) — (a2 +air)an + afl = —a§27
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60 1. Affin sik

1 5%+ —a1)d
g =4t (e —an)’ = (QQZ W0 _ 0y s,
dat —(Ap —a1)(A_ —a1r)
50,2 2 — 12 — + _ )\ _a ,
120 +(A\t —a11)d  £(Ax —a1)( Ay —an1) F(A+ 11)

és igy
(Z()\Jr — a11)§+ — t012£+)2>\7 + (Z()\7 — a11)£7 — ta12£7)2A+
= ((A_,'_ — 0,11)2’ — algt)zfi)\_ + (()\_ — CL11)Z - 0,120253)\_’_
= ((/\+ — a11)2§i/\_ + (/\_ - a11)2£3/\+)z2—

—2((A — @) A+ (A —an)§ A Jarazt + (A + 2N Jaiyt?
2
= (A —ar)A_ — (A — a11)/\+)% —2(A_ —A,)
2

(=00 = A+ Oy~ an)Ay) s

algzt

]

Cl112’2

= ()\+ — /\_) + 2a192t + (/\+ + A — CL11)LL2 = a1122 + 2a192t + a22t2.

Legyen
(>\+ - 1111)54. (>\_ - 011)5_) )

—a12§+ —a12§_

bt (29) = (1) =(,9) (

Ezen ¢ koordinatatranszformacié esetén a P gorbe egyenlete A_x? + A\ y? + b'x +
dy +d = 0 alak, ahol ¥/,c¢/,d’ € R alkalmas konstansok. Eszerint a IIl.a és
II1.b esetekben megadott tovabbi koordinatatranszforméciok elvezetnek a megfelel
alaki egyenlethez.

Ezzel a tételt belattuk. -

Tételiink fontos kdvetkezménye, hogy egy masodrendii gérbe egyenlete minden
koordinatazasban mésodrendil, tehat egy ponthalmaz akkor és csak akkor mésod-
rendd, ha minden koordinatazasban egy méasodrendi egyenlet megolddshalmaza.

Definicié. Azon masodrendli gérbéket, melyek egyenletének forméja megfeleld ko-
ordinatazasban a fenti tételben adottak kozil (1a), (2a) illetve (3a) alakd, rendre
ellipszisnek, hiperboldnak illetve paraboldnak nevezziik. Az ilyen gorbéket valodi vagy
kézonséges masodrendli gorbének hivjuk. A

Figyeljiikk meg, hogy a parabola egyszerre valédi és elfajulé masodrendii gorbe.
Elébbi tételiink értelmében egy masodrendli gorbe affin képe akkor és csak akkor
val6di mésodrendli gorbe, ha az eredeti masodrendii gorbe is valédi.
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Euklidészi sik

Pontnak nevezett elemek egy M halmazat metrikus térnek nevezziik, ha adott egy
d: M x M — R leképezés, a metrika, melyre:
(M;) minden P, pontpar esetén
(M) d(P,Q) >0, é
(MY) egyenl8ség pontosan akkor érvényes, ha P = Q;
(M) d(P,Q) = d(Q, P), vagyis a leképezés szimmetrikus.
(M3) minden P,Q, R ponthirmasra teljesiil a hdromszig-egyenlétienség, vagyis

d(P,R) < d(P,Q)+d(Q,R).

Egy metrikus tér részhalmaza is metrikus teret alkot a befoglalé metrikus tér met-
rikdjanak megszoritdsaval.

Az M| feltételt a metrika pozitivitdsanak, az MY feltételt a metrika definit-
ségének, az My feltételt a metrika szimmetridjanak, az Ms feltételt hdromszdg-
egyenlbtlenségnek vagy szubadditivitdsnak nevezzik. A d(P, Q) szamot a P, () pontok
tavolsdgdnak nevezziik.

Minden halmazon bevezethet6 tobb metrika is. Példaul £ > 0 esetén a

k, ha P # Q,

MR@-{OMP:Q

fliggvény barmilyen halmazon metrika. Diszkrét metrikdnak nevezzik. Metrikus
terek fontos tulajdonsagait a Fliggelék F.4. szakasza targyalja.

A valés szamok halmazan az abszolut érték is egy metrika. Ennek fontos
tulajdonsiga, hogy |z — z| = |z — y| + |y — 2| pontosan akkor teljesiil, ha y az x és
z kozé esik.

Definicié. Az G affin sikon értelmezett d: S x S — R metrikat affinnak nevezziik,
ha minden P, @, R pontharmasra teljesiil, hogy

(M) d(P, R) = d(P,Q) + d(Q, R) pontosan akkor, ha Q € PR. A

Az M4 feltételt a metrika additivitdsdnak nevezzik. Az Mg és M4 feltételek
egyiittesét szigord hdromszog-egyenldtlenségnek hivjuk.

Vegyiik észre, hogy egyediil az additivitds feltétele az, amely az affin metrika
fogalmat az affin sik szerkezetéhez koti: azt eredményezi, hogy két pont kozott a
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62 2. Euklidészi sik

legrovidebb 1t a k6z0s egyenesiikon vezet. Az affin metrikak dltaldnos tulajdonségait
az Affin metrikdk fejezet targyalja.
Affin metrika esetén a d(P, Q) szamot a PQ szakasz hosszdnak is mondjuk.

2.1. Euklidészi metrika
Tétel. Ha a d: S xS — R fiiggvény valamely ¢ koordindtdzdisban

(™ (w0,50), ¢ (w1, 91)) = V(w0 — 21)2 + (Yo — ¥1)? (2.1.1)

alaki, akkor a d egy affin metrika.

Bizonyitas. A pozitivitas és a szimmetria nyilvanvaléan teljesiil. A definitség is
teljestil, hiszen két négyzetszam Gsszege pontosan akkor nulla, ha mindkét tag nulla,
@ pedig bijektiv.

A héromszog-egyenlétlenség és az additivitds bizonyitasa a kovetkezb. Vegyiik
észre, hogy d(P,Q) + d(Q, R) — d(P,R) > 0 akkor és csak akkor, ha (d(P,Q) +
d(Q, R)>~ (P, R) = (d(P,Q)+d(Q, R)—d(P, R))(d(P,Q)+d(Q, R)+d(P, R)) >
hiszen d(P, Q) + d(Q, R) + d(P, R) nem negativ és csak P = Q = R esetén nulla
amely esetben viszont d(P, Q) + d(Q, ) d(P, R) = 0 is teljesiil.

Ha P = ¢ ! ((21,51)—(20,10)), @ = ¢~ (21, 51), 88 R = o~ ' (21, y1)+ (22, t2)),
akkor

(d(P,Q) +d(Q, R))* — d*(P, R)

=25+t 425 +t5— (2a+20)2 — (ta+t0)? +2¢/22 +124/23 +13

—2(z920 + tatg) + 2\/(zg +12)(23 + 3), (2.1.2)

igy elég tehat belatni, hogy a biztosan nem negativ mésodik tag abszolut értéke
nem kisebb mint az els6 tagé. Ezt a

(28 +12) (25 +13) — (2220 + tato)? = (20t2 — t922)* > 0 (2.1.3)

egyenldtlenség igazolja. Tehat a haromszog-egyenlotlenségben akkor és csak akkor
van egyenldség, ha a hdrom koziil valamely kettd egybeesik, vagy (zo,to) # (0,0) #
(22,12) és zote = toze. Eszerint t5(20,t0) = to(22, ta) és 22(20,t0) = 20(22,t2) és ezen
egyenl6ségek koziil legalabb az egyikben az egyik szorzé nem nulla. Ez ekvivalens
azzal, hogy P(Q) és QR vektorok egymds tObbszorosei, vagyis a P, Q és R pontok
kollinearisak.

Ha d(P,Q)+d(Q, R))? = d*(P, R), akkor (2.1.2) miatt 2920 +t2to > 0. Ugyan-
akkor zgto = tpze miatt zg és 2o pontosan akkor azonos, illetve kiillonb6z6 eléjelii,
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2.1 Euklidészi metrika 63

ha t, és ty azonos, illetve kiilonboz6 eléjeld, igy 2029 + tato > 0 csak gy lehet, ha
20 és 2o, valamint to és t( is egyforma eléjelii. Ez igazolja, hogy @ € PR, amivel a
tétel bizonyitdsa teljes. .
A (2.1.3) formula a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlStlenség specidlis
esete.
A tételben megadott forméju metrikdkat euklidészinek, az olyan affin sikokat,
melyek ilyen metrikaval ellatottak euklidészi siknak nevezziik. Két euklidészi sikot

izomorfnak mondunk, ha van koztiik egy kollineacio, amely tartja a tavolsagot.

Tétel. Bdrmely m és m euklidészi metrika esetén van olyan ¢ affinitisa a siknak,
melyre m(P, Q) = m(¢¥(P),¥(Q)) minden (P, Q) pontpdrra.

c sz

és ¢ koordindtazasok, melyekre

m(o™ " (20, t0), " (21, 11)) =V/ (20 — 21)2 + (to — t1)? = m(Z (20, t0), @~ (21, 11)).

Eszerint a 1) = ¢ o ¢! affin transzformaci6 igazolja a tétel allitasat. -

Eredményiink szerint barmely két euklidészi sik izomorf, vagyis struktirajat
tekintve mind egyforma, ezért beszélhetiink ,az” euklidészi sikrél.

Legyen PQRS egy paralelogramma az affin sikon, és legyen T'= PRN QS az
atléi metszéspontja. Legyen d egy euklidészi metrika, mely a ¢ koordindtazasban
(211) alakﬁ7 és legyen QDT = (xta yt)7 QDP = (xta yt)—i_(xlh yp)? ()OQ = (xh yt)+(33q> yq)
Ekkor R = (z¢,yt) — (%, Yp) €8 0S5 = (@1, yt) — (Tq, Yq), ezért

d*(P,Q) +d*(Q, R) + d*(R,S) + d*(S, P)
= (zp — xq)2 + (yp — yq)2 + (zq + xp)2 + (yq + yp)2+
+ (—zp + xq)Q + (—yp + yq)2 + (—zq — xp)Q + (—yq — yp)2

= 2(zp — CEq)2 +2(yp — yq)2 +2(zq + wp)Q +2(yq + yp)2

= (zp + xp)z + (yp + yp)2 + (zq + xq)2 + (yq + yq)2

= d*(P,R) +d*(Q.9),
vagyis a paralelogramma oldalhosszainak négyzetosszege éppen az atléhosszainak
négyzetosszege. Fzt az Osszefiiggést paralelogramma-azonossdgnak hivjak.

Az iménti kalkulaciébdl az is kideriil, hogy a paralelogrammék szemkozti olda-
lainak hossza egyenld. Ez lehet6vé teszi, hogy bevezessiink a szabad vektorokon egy
|-]: V = R>0 fiiggvényt azzal, hogy |PQ)| := d(P, Q). Ezt a figgvényt normdnak,
a |]@| értéket pedig a PQ) vektor hosszdnak vagy normdjanak nevezzik. A nor-
mét minden To& helyvektortér elemeire is kiterjesztjik a |Tol| := \07 | =d(O0,T)
definici6val.
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64 2. Euklidészi sik

Figyeljiikk meg, hogy a norma teljesiti a |)\O? | = |)\HO? | homogenitdsi azonos-
sagot minden A € R valds szdmra, hiszen ha O = (0,0) éa ¢T = (4, y:), akkor
To G helyvektortéren

MTol® = (Az4)? + (Ayr)? = N (2f + y7) = N[ Tol*.
Ennek azonnali kivetkezménye a parhuzamos szel6k tételének metrikus verzidja.

Parhuzamos szeldk tétele. Legyenek gy és hy kozds O kezddponti nyilt féleqgyene-
sek. Messék az O ponton nem dtmend e és f eqyenesek a gy és hy félegyeneseket
az B4 és Fy, illetve Ey, és Fy, pontokban. Az e és f egyenesek akkor és csak akkor
parhuzamosak, ha

d(0,F) d(O.F,) d(F,F,)

d(OaE) d(O,Eh) d(E7Eh).

A norma ugyancsak teljesiti a |u + v| < |u| + |v| szubadditivitdsi azonossdgot,
a metrika haromszog-egyenlétlenségi tulajdonsiga miatt. A metrika affinitdsa miatt
pedig |u+v| = |u| + |v| pontosan akkor teljesiil, ha az u és v vektorok valamelyike
a masiknak valds tobbszorose.

Legyen PQRS egy paralelogramma az affin sikon, és legyen T'= PRN QS az
atl6i metszéspontja. Legyen d egy euklidészi metrika, mely a ¢ koordinatazasban
(2.1.1) alaki. A PQRS paralelogramma szomszédos oldalainak hossznégyzete az
atlék T'= PR N QS metszéspontjaval felirva

&(P,Q) = |PQ2 = |TG — TPP?,
&(Q, R) = |QR|? = |TR — TQ|? = | - TP — TQ|* = [TG + TPP,

vagyis ezek eltérése az u = TP ésv = 7@ vektorokkal felirva |u + v|? — |u — v|%.
Legyen SDT = (xtayt)v (pP = (‘rtayt) + (‘rpa yp)7 @Q = (xtayt) =+ (xqayq)' Ekkor azt

kapjuk, hogy
|u+'u\2—|u—v|2 = ((xp+xq)2+(yp+yq)2)_((xp_mq)2+(yp_yq)2) = daprq+4ypy,.
Ez alapjan bevezetjiik az (-,-): ¥V x ¥V — R euklidészi szorzdst, melyre

1
(w,v) == Z(ju + 0" = [u—v*).

A fentiek alapjan ez szimmetrikus, mindkét valtozéjaban linedris, és (v, v) = |v|?.
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2.1 Euklidészi metrika 65

Amikor a paralelogramma szomszédos oldalainak hossza egyenld, akkor
(u,v) = 0. Az ilyen vektorokat egymadsra ortogondlisnak mondjuk. Ez az orto-
gonalitasi relacid, melyet L jel6l, szimmetrikus. Fontos észrevenni, hogy 1 nem
reflexiv, s6t v L v kizarélag a nullvektorra teljesiil. Ugyanakkor a nem nulla v L v
vektorokra w = Au + pwv pontosan akkor teljesiil, ha

ww) (o)

|v[?

Ha w 1 w, akkor azt latjuk, hogy ugyanazon vektorra ortogonalis vektorok egymas
valéssal vett tObbszorosei. A w = 0 eset azt mutatja, hogy két egymésra ortogonélis
nem nulla vektor linearisan fliggetlen. Mivel dim V = 2, ez azt is jelenti, hogy két
egymasra ortogonalis vektor bazist alkot.

AV egy bazisat ortonormdlitnak neveziink, ha elemei paronként ortogonalisak,
és egységnyi hossziak. Ha w = (uy,u2) egységnyi vektor, vagyis u? +u3 = 1, és az
ugyancsak egységnyi v = (v1,vs) vektor ortogondlis az u vektorra, akkor egyrészt
v? + 02 = 1, mésrészt uivy + usve = 0, mely két egyenletnek pontosan +(—us, u1)
a két megoldésa.

Tétel. Bdrmely u,v € V vektorokra
(1) (Pitagorasz) w L v akkor és csak akkor, ha |ul? + |[v|? = |u — v|?,
(2) (Thalész) (u+ v) L (u— v) akkor és csak akkor, ha |u| = |v]|.

Bizonyitas. Mivel |u — v|? = (u — v,u — v) = |ul? — 2(u,v) + |v|?, az |[u — v|? =
|u|? + |v|? egyenlbség ekvivalens azzal, hogy (u,v) = 0, amibdl (1) kovetkezik.

A 0= (u+v,u—v)=|ul? - |v|* kivetkezménye (2). -

Ortogondlisnak mondunk egy ABC haromszoget, ha valamely csiicsabdl a
tobbiekbe mutaté vektorok ortogonalisak egymasra. Jegyezziik meg, hogy egy or-
togonalis haromszogben csak egy csucsra teljesiilhet ez az ortogonalitasi feltétel,
mert az ugyanazon vektorra ortogonalis vektorok egymas valdssal vett tobbszorosei.

El6bbi tételiink azonnali kévetkezményeként kapjuk a kovetkezOket.
Pitagorasz-tétel. Az OUV hdromszdg akkor és csak akkor ortogondlis az O csicsd-
ndl, ha d*(U,0) + d*(0,V) = d*(U,V).

Thalész tétele. Az UVW hdromszdg akkor és csak akkor ortogondlis a W csicsdndl,

ha az UV szakasz O felezé pontjdra 2d(O, W) = d(U, V).

Egy adott O ponttél adott r > 0 tavolsigra 1évé pontok halmazit korvonalnak
vagy kornek nevezziik. Az O pontot a kor kézéppontjanak, az r szamot pedig a kor
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sugaranak mondjuk. A koézépponton dtmen6 minden egyenes két pontban metszi a
kort. Ezen pontokat atellenesnek, az altaluk alkotott szakaszt dtméronek nevezziik.

Thalész tétele ezekkel a fogalmakkal azt jelenti, hogy azon pontok halmaza,
melyekbdl egy nem elfajuld szakasz végpontjaiba mutatd vektorok ortogonalisak,
az a kor, melynek a szakasz egy atméroje.

Tétel. Euklidészi sikon minden e egyeneshez és O origohoz létezik olyan egységnyi
n € ToG helyvektor és ¢ € R szdm, melyekre eqy X pont akkor és csak akkor esik
az e egyenesre, ha (Xo,n) = c.

Bizonyitas. Legyen ¢ = Ip € TpG olyan, hogy az OI egyenes parhuzamos az e
egyenessel és |i| = 1. Legyen az n € Tp®G helyvektor erre ortogondlis és egységnyi.
Ekkor {i,n} egy ortonormalt bazis.

Az e egyenes tetszéleges X pontjara léteznek olyan Ax € R és cx € R szdmok,
hogy Xo = Axi + cxn. Az e egyenes barmely maésik Y pontjara Xo — Yo az
t6bbszorose, hiszen parhuzamosak, gy 0 = (n, Xo — Yo) = ¢x — cy. Eszerint cx
nem fligg az X pont valasztasatol, vagyis ¢ = cx konstans, tehat az e egyenes
minden pontjira Xo = Axt + cn, amiért (Xp,n) = c.

Forditva, azon X pontok, amelyekre (Xo,n) = ¢ teljesiil, éppen az Xo =
At + cn alakid helyvektorokhoz tartoznak, ahol (n,4) =0 (nli), [¢| =1, és A € R.
Az ilyen pontok viszont éppen egy egyenest hataroznak meg, mely atmegy az N
ponton, és parhuzamos az OI egyenessel, ahol cn = Ng, és i = . -

A bizonyités alapjan az olvaso kénnyen igazolhatja, hogy ha valamely egységnyi
n’ helyvektorra, ¢’ € R szamra és e egyenesre pontosan az e egyenesen 1évé X pontok
teljesitik az (Xo,n’) = ¢ egyenletet, akkor n’ = +n, és ennek megfelelden ¢’ = +e.
Ez azt jelenti, hogy az ilyen egyenletek bijektiv m6don felelnek meg az egyeneseknek.

A bizonyitasban szerepld ¢ helyvektort, illetve a neki megfelel6 szabad vektort
az egyenes iranyvektordnak, a ra ortogondlis egységnyi szabad és helyvektorokat az
egyenes normdlisanak nevezzik.

Két egyenest ortogondlisnak vagy merélegesnek mondunk, ha iranyvektoraik or-
togondlisak. Az egyenesek merélegessége nem fiigg az origd kivalasztasitol, hiszen a
helyvektortérben ugyanakkor ortogonalisak a helyvektorok, amikor a hozzajuk tarto-
z6 szabad vektorok ortogondlisak. Az egyenesek mer6legessége nyilvan szimmetrikus
relacié, hiszen a vektorok ortogonalitdsa is szimmetrikus relacid, ugyanakkor nem
tranzitiv, mert kozos egyenesre merélegessége egyenesek egységnyi iranyvektorai
megegyeznek vagy egymas ellentettjei, igy az ilyen egyenesek nyilvan parhuzamosak.

A sikbeli meréleges egyenesek mindig metszik egymast, mert ha n 1 n’, akkor
a merdleges (Xp,n) = c és (Xp,n') = ¢ egyenesek egyetlen kozos X pontjira
Xo=cn+cdn'.
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2.1 Euklidészi metrika 67

Tétel. Bdrmely ponthoz és egyeneshez létezik pontosan egy olyan egyenes, mely
datmegy a ponton és merdleges az egyenesre.

Bizonyitas. Tekintsiink egy P pontot és egy (Xp,n) = c egyenletil e egyenest.
Minden e egyenesre merdleges egyenes egyenlete (Xp,n') = ¢ alaki, ahol

n’/ Ln. Egy ilyen egyenes pontosan akkor megy 4t a P ponton, ha ¢/ = (Pp,n’). -

Az e egyenes és a P ponton 4thaladé, az e egyenesre merdleges f egyenes Pt
metszéspontjat a P pont e egyenesre vett merdleges vetiiletének, illetve az f egyenes
talppontjinak nevezziik. Jegyezzilk meg, hogy a Pitagorasz-tétel kovetkeztében az e
egyenes pontjai koziil a P+ talppont van legkozelebb a P ponthoz. Emiatt pont és
egyenes tavolsdgdt éppen a pont és meréleges vetiilete tavolsagaval szokas definialni.

Ezek alapjdn az e egyenes (Xp,n) = ¢ egyenletében a |c¢| nem més, mint az
O pontnak és az O pont e egyenesre vett vetiiletének tavolsiga, hiszen ha O+ € e
a vetiilet, akkor O3 az n tobbszordse és igy |¢| = [(05,n)| = |05| = d(Q, O1).

2.1.1. Tétel. Azon pontok h halmaza, melyek a kiilonbézé A és B pontoktol egyforma
tdvolsdgra vannak, egy olyan f egyenes, mely dtmegy az AB szakasz F' felezd pontjdn,
és merdleges az AB egyenesre.

Bizonyitas. Vilagos, hogy I’ € h. Valasszuk ezt a pontot origénak. Legyen az AB
egyenes egyik irdnyvektora ¢ € Tr &, egyik normélisa pedig n € TrS. Egy X € §
pont pontosan akkor van azonos tavolsigra az A és B pontoktdl, ha

(X, A) = |Xp — Ap|® = | Xp|* + |Ap|* — 2(Xp, AF),
d*(X,B) = |Xp — Br|* = |Xp|* + |Br|* — 2(XF, Br)

egyformék, vagyis (X, Ar) = (Xr, Br). Az X vektort 24 + yn alakban felirva,
ahol z,y € R valés szamok, azt kapjuk, hogy utébbi egyenletiink pontosan akkor
teljesill, ha = 0. Ezzel belattuk az allitast. -
A szakasz felezd pontjan dthaladd, a szakasz egyenesére meréleges egyenest
szakaszfelezd merélegesnek nevezziik.
Mivel az 1.4.1. Tétel szerint az affinitdsok tartjak az affin osztoviszonyt, minden
affin ¢ leképezésre

APQ) _|(prQ)| = [(p(P)e(R)p(@)] = LAL)2(@)

d(Q, R) d((Q), p(R))
érvényes. Bevezetve tehat rendezett, kollinearis, nem mind egybees6 P, ), R ponthar-
masokra a (PRQ)q := 3((5’7% metrikus osztoviszonyt, azt kapjuk, hogy az affinitasok
tartjdk a metrikus osztéviszonyt.
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68 2. Euklidészi sik

2.1.2. Tétel. Az euklidészi sik eqyenességet tartd transzformdcicja akkor és csak ak-
kor affinitds, ha tartja a metrikus osztéviszonyt és van hdarom olyan nem kollinedris
pont, melyek képei sem kollinedrisak.

Bizonyitas. Fentebbi megjegyzésiink alapjan az ,,csak akkor” irdny nyilvan teljestil,
ezért elegendé a ,akkor” iranyt igazolnunk.

Legyen ¢ olyan egyenességet tarté leképezés, mely tartja a metrikus oszté-
viszonyt és van hidrom olyan nem kollinedris pont, melyek ¢ melletti képei sem
kollinearisak.

Tekintsiik a kiilonbozé P és R pontok e = PR egyenesét, a PR szakasz Q
felezépontjat, és az ebbdl induld, rendre a P illetve R pontot tartalmazoé nyilt eg
és eg nyilt félegyeneseket.

Az 1 = |(PRX)| egyenletnek egyetlen megolddsa van az X pontra, a PR
szakasz Q) felez6pontja. Mivel 1 = [(PRQ)| = |(¢(P)e(R)¢(Q))], a Q pont képe
megoldasit adja a Z pontra vonatkozé 1 = |(¢(P)p(R)Z)| egyenletnek, igy »(Q)
a p(P)p(R) szakasz felezépontja.

Minthogy eg ={Y €e:|(PRY)| <1} és eg ={X e€e:|(PRX)|>1},és ¢

tartja a metrikus osztéviszonyt, gz)(eg) = @(e)iégg és Lp(eg) = @(e)igg; kovetkezik,

ahol gp(e)iggi és w(e)igg; a p(e) egyenes ©(Q) pont altal kivagott nyilt félegyenesei,
rendre a ¢(P) és ¢(R) pontokon &t.

Mivel barmely egyenesen egy pont pontosan akkor valaszt el masik kettét, ha
azok a pont kiilonbo6z6 félegyenesén vannak, eredménytink szerint a ¢ leképezés Orzi

az elvalasztast. (PRQ)|. a0 _
PR a @ e PR

A (PRQ) = ’ e
PR = | _(Ral g pT

Orzi az osztéviszonyt is, igy az 1.4.1. Tétel igazolja, hogy ¢ affinitas.

Osszefiiggés és a fentiek alapjan ¢

]
Eredménytiink lehet6vé teszi az affinitds-csoport szerkezetének vizsgalatat azzal,

hogy a metrikus viszonyok valtozaséat figyeljiik. Az osztéviszony tartdsat kifejezd
(PQR) = (¢(P)p(Q)p(R)) ¢s (SRQ) = (¢(S)p(R)p(Q)) azonossigok a

d(e(P),p(R)) _ d(p(R),¢(Q)) _ d(¢(5),9(Q))

d(P, R) d(R, Q) d(s,Q)

forméban azt mutatjik, hogy van egy olyan f fliggvény az egyenesek halmazén,
mely minden e egyeneshez a kiilonbozé P, R € e pontoktdl nem fiiggd f(e) =
d(p(P),¢(R))/d(P, R) szdmot rendeli. Azt, hogy f hogyan fiigg az egyenesektél, a
@ aflinitds ¢ linedris Osszetevdjével és a norma hasznalataval

fle) = d(e(P), p(R)) _ |e(P)e(R)| _ $(PR)| _
d(P,R) |PER| |PR|

A )
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2.2 Dilatéciok 69

mutatja. Eszerint f(e) val6jaban csak az e egyenes egységnyi irdnyvektoratol fugg,
és emiatt Ugy tekinthetd, mint egy szimmetrikus @ fiiggvény az egységvektorok
halmazan.

Ez a jelenség lehet6vé teszi az affinitasok osztalyozasat és vizsgalatat aszerint,
hogy ez a ¢ fliggvény hogyan viselkedik. Beldthat6 (lasd 6.2.2. Tétel), hogy a @
izometria erejéig meghatarozza a ¢ affinitést.

Definicié. Ha @(v) = X valamely A > 0 valds szdmra és minden v egységvektorra,
akkor az affinitast dilatdcionak vagy hasonlésdgi transzformdcionak, a A szamot a

dilatacié egyiitthatdjanak nevezzik. N

A nem identikus tengelyes affinitds és a nem identikus nyirds nem dilatacio,
hiszen el6bbi tengelyein A\, = 1 kivéve egyet, melyen A, # 1, utébbi fix egyenesén
pedig A, = 1, ami két kivételtdl eltekintve nem fordulhat el a fix egyenessel nem
parhuzamos egyeneseken.

2.2. Dilataciok

A dilatacidk definidlasdhoz nem sziikséges az affinitdsok ismerete.

Tétel. Egy ¢: S — S leképezésre az alabbiak ekvivalensek:
(1) ¢ egy dilatdcid;
(2) Létezik olyan 0 < A € R szdm, hogy minden P,Q pontpdrra d(p(P),(Q)) =
M(P, Q) teljestil;
(3) @ tartja a tdvolsdgok ardnydt.

Bizonyitas. Az (1)=-(2) kévetkeztetés nyilvanvalé.
Az (1)«<(2) belatdshoz elég arra gondolni, hogy a feltétel és a szigort
haromszog-egyenldtlenség miatt a ¢ egyenességtartd, tovabba a

de(P).e(Q) _ M(P.Q) _ d(P,Q)
d(p(Q), p(R) ~ M(Q,R) _ d(Q.R)

azonossag miatt ¢ tartja az osztéviszonyt is, tehat affinitds. Az affinitdsok koziil

viszont éppen azokat nevezziik dilatdcidknak, melyekre d(¢(P),¢(R))/d(P, R) al-
landoé.
A (2)=(3) bizonyitdsihoz elég latni, hogy minden P # @ és R # S pontpéarra

d(e(P),p(@) _ |
d(P,Q) d(R,S) '

vagyis d(p(P), p(Q))/d(p(R), ¢(S)) = d(P,Q)/d(R, S).
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A (2)<(3) bizonyitdsdhoz induljunk ki abbdl, hogy minden P # @ és R # S
pontpéarra d(¢(P), v(Q))/d(e(R), p(S)) = d(P,Q)/d(R,S) teljesiil, hiszen ¢ tart-
ja a tavolsdgok ardnyat. Eszerint d(¢(P), p(Q))/d(P, Q) = d(p(R),¢(S))/d(R,S)
minden P # @ és egy rogzitett R # S pontpéarra, ami igazolja a kovetkeztetést.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. -

Ha A\ = 1, akkor a dilataciét izometridnak nevezziikk. Az ilyen leképezés tartja
a pontok tavolsdgat. A nem izometrikus dilatacidkat A\ < 1 esetén kicsinyitésnek,
A > 1 esetén pedig nagyitdsnak is mondjuk.

Tétel. Az O\ homotécia egy |\ egyiitthatos dilatdcid.

Bizonyitas. A tetszileges P és () pontokra érvényes

d(0A(P),0A(Q)) = |Ox(P)OX(Q)| = |\PQ| = Al - | PG| = [\d(P.Q)

egyenlOség igazolja az allitast. -
A homotécidkat az euklidészi sitkon kdzéppontos, vagy centrdlis dilatdcionak,

illetve kozéppontos, vagy centrdlis hasonlosdgi transzformdcionak is nevezik.

Tétel.
(1) Dilatdcick szorzatdnak egyitthatdja a dilatdcick egyiutthatéinak szorzata.
(2) Dilatdcié inverze dilatdcid, ezek egyiitthatdéi eqgymds reciprokas.
(3) A dilatdcidk az affinitdsok részcsoportjat alkotjdk.
(4)
(5)

Az izometridk a dilatdaciok részcsoportjdt alkotjak.
Minden dilatdcio elddll barmely vele egyezd egyiitthatos centrdlis dilatdcio és
ennek megfeleld izometria szorzataként.

Bizonyitas. Legyen § és v is dilatacid, melyek egyiitthatéi rendre A, illetve v.
Az (1) allitds abbdl kovetkezik, hogy minden P # @ pontpérra

d(6(¥(P)), 6(¥(Q))) = Ad(P(P),(Q)) = Avd(P, Q).

A (2) 4llitas igazolasdhoz vegyiik észre, hogy a § dilatdcié affinitds, ezért van
egy  inverze, és ez is affinitas. Az allitas igy abbdl kovetkezik, hogy minden P # @
pontpéarra

d(e(P), £(Q)) = 1d(E((P)), 5(6(Q) = 1 d(P.Q)

A (3) 4llitas abbdl kovetkezik, hogy a fentiek szerint a dilatédciék halmaza a
szorzasra és az inverz képzésére nézve is zart az affinitdsok csoportjaban.

A (4) allit4st az bizonyitja, hogy az izometridk 1l-egyiitthatds dilatécidk, és
igy a fentiek értelmében szorzatuk és inverziik is izometria.
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Az (5) igazolasdhoz elég latni, hogy ¢ = Oy 00 (és ¢ = O_y/\0 is) egy
izometria, hiszen egyiitthatéja 1, és igy 6 = Oy 0 (6 =1 0 O,).

Ezzel a tétel bizonyitasa teljes. -

Minthogy A # 0 esetén Oy és O_y/y is dilatcid, valamint az O pontra vo-
natkoz6 7o affin titkrézésre nyilvan 7o = OxO_y,, is teljesiil, ad6dik, hogy 7o egy
izometria. Emiatt az (5) pontban megadott el8allitds nem egyértelmii, hiszen ha
A > 0 és § = Oyt valamely ¢ izometridra, akkor 6 = O_x7o¢ is teljesiil. Minthogy
To és Oy is irdnyitastartd, egy dilatdcié pontosan akkor irdnyitast tartd, illetve
valtd, ha a centralis dilataciora és izometridra valé barmely felbontdsdaban szereplé
izometria iranyitast tarto, illetve valto.

Tétel.
(1) A dilatdcidk tartjak a merdlegességet.
(2) Az egyenesek merdlegességét tartd affinitdsok dilatdcidk.

Bizonyitas. (1) Tekintsiink egy 4 dilatdciét, az egymdsra meréleges e és f egyene-
seket, melyek metszéspontjit jelolje M, és vegyiik az e egyenesen azokat a P # @
pontokat, melyek tavolsidga az M ponttdl 1.

Ekkor az f a PQ szakasznak a szakaszfelezd merdlegese, amely pontosan azon
pontok halmaza, melyek azonos tévolsagra vannak a P és ) pontoktol.

A dilataciok nem valtoztatjak meg a szakaszok ardnyait, igy a szakaszok egyen-
16ségét sem, amiért az f egyenes ' = §(f) képe pontosan az az egyenes, melynek
pontjai egyenld tavolsdgra vannak a P’ = §(P) és Q' = 6(Q) pontoktdl. Esze-
rint az f egyenes a P'Q’ szakasz szakaszfelez6 merSlegese, tehit merdleges az
e/ = d(e) = P'Q’ egyenesre.

(2) Mivel d(A, B) = d(C, D) akkor és csak akkor, ha az (A’,C) e (A, B) ko-
tott vektorra d(A’, C') = d(C, D), és ez utébbi Thalész tétele szerint pontosan akkor
teljesiil, ha a 7o (D) A’ D hdromszog az A’ pontjanal ortogonélis, egy ¢ affinitds pon-
tosan akkor tartja a pontparok tavolsdgainak egyenloségét, ha linearis Osszetevije
tartja a vektorok ortogonalitasat.

Tetszéleges P # @ és R # S pontokhoz van olyan 0 # v € R szdm, melyre
vd(P,Q) = d(R,S), amiért d(P, Xp(v,Q)) = d(R, S). Mivel az affinitdsok tartjak
az osztdviszonyt is, ebbol kdvetkezik, hogy

d(p(P),9(Q)) _ vd(p(P),p(Q)) _ dp(P) Xor) (v

5
)

dP.Q)  wvdPQ) d(R, S)
d(e(P), p(Xp(1,Q))) _ d(p(R), »(5))
d(R, S) d(R,S)

vagyis ¢ tartja a tdvolsadgok aranyat, tehat egy dilatécio.
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2.3. Tengelyes tiikrozés

Tekintsiik aTp6 helyvektortérben az (Xo,no) = ¢ egyenletﬁ e egyenest (n € V

c sz

(Te(P))O = Po —|—2(C— <Po,’no>)no. (2.3.1)
Tétel. A 7. transzformdcio csak az e egyenestdl figg.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az e egyenesnek egy mésik 756 helyvektortérben
(Xp5,M5) = ¢ az egyenlete és az ehhez tartozé (2.3.1) szerinti transzformécié 7.
Mivel e minden iranyvektora ortogondlis az n és n szabad vektorokra, ezek
egymas tobbszorései. Minthogy normaltak, azt kapjuk, hogy n = +n.
Minthogyﬁ|6| és |c| az O, illetve O tavolsiga az e egyenestdl, azt kapjuk, hogy
llel = lel| = (00, m)].
Eszerint
- — — —
O7.(P) = OP +2(c — <OP >) — 0P~ 00+2(c— (0P — 00, £n))n
—»
— 0P +2((00,n) £ — (OB, n))n — 00
—» —»
— 0P +2(c— <o—13,n>)n —00+2((00,n) £¢—c)n

— =
= O71.(P) — OO0 = O7.(P),

tehat a 7 leképezés kizarolag az e egyenestol fligg. -

A 7, transzforméciét az e egyenesre vonatkozé tengelyes tikrézésnek nevezziik.
Tétel. A 7. tengelyes tikrozés izometrikus, az e egyenes minden pontjdt helyben
hagyja, az eqyenes két félsikjat felcseréli, és involicid.

Bizonyitas. Tekintsiik a To& helyvektortérben az (X, n) = c egyenletii e egyenest
(n € To® normélt). Minden P € e esetén (Pp,n) = ¢, ezért ilyenkor 7.(P) = P,
tehat az e egyenes minden pontja fix. Vegyiik most tetszoleges P és () pontokat.
Ekkor

d*(7e(P), 7e(Q))

= |(7e(P))o — (7e(@))ol* = ((Te(P))o — (7e(@)) 0, (e(P))o — (7e(Q))o)
(Po — Qo) —2(Po — Qo,n)n, (Po — Qo) — 2(Po — Qo,n)n)
= (

= (

Py — Qo,Po — Qo) +4(Po — Qo,n)* — 4(Po — Qo, (Po — Qo,n)n)
Po —Qo,Po — Qo) = |Po — Qo|* = &*(P,Q),

ami igazolja, hogy 7. izometria.
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Barmely P pontra a P7.(P) szakasz F felez6 pontja az e egyenesre esik, hiszen
az Fo = (Po + (7e(P))0)/2 = Po + (¢ — {(Po,n))n helyvektorra (Fo,n) = c. Ez
azt jelenti, hogy ha P ¢ e, akkor P és 7.(P) az e egyenes két kiilonboz6 félsikjaba
esik.

Végiil

(Te(Te(P)))o = (1e(P))o + 2(c = ((7e(P))o, n))n
= Po +2(c— (Po,n))n+2(c— (Po + 2(c — (Po,n))n,n))n
= Po +2(c— (Po,n))n +2(c — 2(c — (Po,n)) — (Po,n))n
=Po +2(c— (Po,n))n+2(—c+ (Po,n))n = Po

igazolja, hogy a nem identikus tengelyes tiikkrézés énnon inverze, tehat involicié.

Azonnali kévetkezmény, hogy a tengelyes tiikrozések tartjdk a merdlegességet,
vagyis meroleges egyenesek képei is merdlegek egymaésra.

Tekintsiik az To G helyvektorsikon az n = Np és © = Ip ortonormalt bazist,
ahol ¢ az e egyenes iranyvektora n pedig a normdlisa. Ekkor az e egyenes egyenleté-
ben ¢ = 0, és igy az ezen bézishoz tartozé koordindtédzasban az (z,y) koordinatdju
P pontra, vagyis amelyre Pp = xt + yn,

(Te(P))o = Po — 2(Po,n)n = Po — 2yn = xi — yn.

Eszerint a 7, tengelyes tiikkrozés matrixa ebben a koordinatazasban (é f)l ), vagyis

a tengelyes tiikrozések izometrikus affin tikrozések.
Tétel. Pontosan a tengelyes tikrézések a fixpontos izometrikus affin tikrozések

Bizonyitas. Legyen ¢ egy fixponttal rendelkez6 izometrikus affin tiikrozés, és va-
lasszuk tgy a koordinatazast, hogy az O origd a ¢ fixpontja legyen.

Vegyiink tehat egy olyan {u, v} bazist a To& helyvektorsikban, melyhez tar-
tozé koordindtazdsban ¢ métrixa ((1) 701) alakd. Legyen @ = u/|ul, v = v/|v|, és
Uo = u, valamint Vo = ©. Ekkor {@, v} normdlt bazis, és az ehhez tartozé koordi-
nétézasban ¢ nyilvan (z,y) — @((z,y)) alakd, ahol @((x,y)) = (z,y) (1 01>

A ¢ izometrikussdga miatt |4 — 0| = d(U, V) = d(o(U), (V) = |4 — (—9)],
melybdl 2(@, ) = |@ + 9| — |@|?> — |9]? = |4 — D|? — |&]? — [0]? = —2(@, D), vagyis
(@, ) = 0 adddik, tehat {@, ©} ortonormalt bazis.

Legyen e az az egyenes, mely @ irdnyvektorral megy at az origén. Ekkor
tetsz6leges P pontra, ha Po = ztt+ y0, akkor (¢(P))o = 2t —yb = (17.(P))o, ami
a bizonyitandé volt. -

Kés6bb kideriil majd, hogy a fixponttal nem rendelkezé izometrikus affin tiik-
rozések éppen a cstsztatva tikrozések. Azonban azonnal adédik a kovetkezo.
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Tétel. Pdratlan sok tengelyes tikrozés szorzata nem egyenld pdros sok tengelyes
tiikrozés szorzatdval.

Bizonyitasként elég arra gondolni, hogy elébbi tételiink szerint a tiikkrézések
irdnyitast valto affinitdsok, igy paratlan sok szorzata irdnyitast valto, paros sok
szorzata meg irdnyitast tarté affinitéas.

Tétel.
(1) Minden g egyeneshez T4 az egyetlen olyan izometria, amely a g minden egyes
pontjdat helyben hagyja mikézben a félsikjait felcseréli.
(2) Tetszileges h és g egyenesekre T,ThTy = Ty (n) teljesiil.

Bizonyitas. (1) Legyen o egy olyan izometria, mely a g egyenes minden egyes
pontjat helyben hagyja mikézben a félsikjait felcseréli.

Do Tekintsiik a P ¢ g pontot. A P és a o(P) pontok kii-

PR 16nbo6z6 félsikba esnek, ezért a Po(P) szakasz metszi

N a g egyenest. Legyen ez a metszéspont @), Q* € g pe-

- dig ettol kiillonb6zd pont. Mivel a @ és Q* pontok a

o(P) e~ o leképezésnél fixen maradnak, a szigori hiaromszog-

egyenlGtlenség szerint

2d(P,Q) = d(P,Q) + d(Q,0(P)) = d(P,a(P))
< d(P,Q") +d(Q%,0(P)) = 2d(P,Q"),

vagyis a Q pont az az egyértelmiien meghatdrozott pont a g egyenesen, amely
legkozelebb esik a P ponthoz.

Eszerint o(P) az az egyértelmilien meghatérozott pont, mely a P ponthoz
a g egyenesen legkozelebbi @ ponttdl d(P, Q) tavolsdgra van a P pontot nem
tartalmazo félsikban, és illeszkedik a PQ egyenesre. Ennek egyértelmiisége igazolja
o egyértelmiiségét.

A 714 tengelyes tiikrozés g minden egyes pontjat helyben hagyja mikozben a
félsikjait felcseréli, tehat o = 7.

(2) Legyen ¢ = 7,7,74. Ekkor ¢ egy izometria.

A o fixpontjaira teljesiil, hogy

P = o(P) < 1y(tn(14(P))) = P < 7n(1y(P)) = 74(P)
& 14(P) € h P e 1y(h),
vagyis ¢ fixpontjai éppen a 7,4(h) egyenes pontjai.

Minden izometria, minden szakasz felez6 pontjat a kép szakasz felezd pontjaba

viszi, igy a Py(P) szakasz F felez6 pontjanak 74(F) képe a 74(P)1,(74(P)) szakasz
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felez6 pontja. Utébbi szakasz két végpontja egymas tiikkorképe a h egyenesre, ezért
a 74(F) felez6 pont a h egyenesre esik. Eszerint F' a 74(h) egyenesre esik, vagyis
ha P ¢ 71,(h), akkor P és ¢(P) nem partosak a 7,(h) egyenesre nézve, vagyis ¢
felcseréli a 74(h) egyenes félsikjait.

Fentiek alapjan az (1) allitds igazolja, hogy » = 7 (n)- -

Egy (nem feltétlen Desargues-tipusii) affin sikon egy metrikét tikrozésesnek
neveziink, ha minden egyeneshez létezik olyan izometria, amely az egyenes min-
den egyes pontjat helyben hagyja, az egyeneshez tartozo félsikokat pedig felcseréli.
Eszerint az euklidészi metrika tiikrozéses. Az Affin metrikak fejezet 6.4. szakasza

igazolja, hogy ha egy metrika tiikrozéses, akkor euklidészi.

Tétel. Tekintsik az e, f, g, h egyeneseket és a P, Q pontokat.
(1) Minden P ¢ e esetén a P1.(P) egyenes merdleges az e egyenesre.
(2) A 7y, és 14 tikrozésekre ThT, = TyTn akkor és csak akkor, ha h L g, vagy
h=g.

Bizonyitas. (1) A 7. tengelyes tiikrozést definidlé (2.3.1) képlet szerint minden
P ¢ e esetén a Pt1.(P) egyenes merdleges az e egyenesre, hiszen irdnyvektora éppen
e normalisa.

(2) Az eléz tétel (2) pontja szerint 7,7, = 7,7, akkor és csak akkor, ha
Tr,(h) = Th- Az €l6z06 tétel (1) pontja szerint ebbdl 7,(h) = h kévetkezik. Ez jelen
tétel (1) pontja szerint azt jelenti, hogy h L g, ha a h egyenesnek van pontja a g
egyenesen kivil.

Ha g = h, akkor nyilvan 74,74 = 7473.

Ha gLh, akkor 7,(h) = h a jelen tétel (1) pontja szerint, az el6z6 tétel (2)

pontja szerint pedig 7477y = T, (n) = Th, ami igazolja az allitast. -

Tétel. Két kiilonbozd ponthoz az egyetlen olyan tikrozés, amely felcseréli 6ket, az a
pontok szakaszanak felezd merdlegese.

Bizonyitas. Legyen a két kiillonbo6z6 pont P és Q.

Ha 7.(P) = @, akkor 7. izometrikussiga miatt az e egyenes minden pontja
egyforma tavolsagra van a P és () pontoktol, marpedig a 2.1.1. Tétel szerint pontosan
egy ilyen van: a szakaszt felez6 f meréleges. A 74 viszont nyilvan olyan, hogy

T (P) = Q. -

2.4. lzometriak

Kideriil, hogy a tengelyes tiikrozések legfeljebb harom elemii szorzatai generaljék a
teljes izometria-csoportot.
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Fixpont tételek. Legyen v eqy sikizometria.
(1) Ha ¢ hdrom nem kollinedris pontot fixen hagy, akkor identitds.
(2) Ha ¢ fizen hagyja a P # Py pontokat, akkor v =id, vagy ¢ =74, az f = Pi P,
egyenesre vonatkozo tikrozés.
(3) Ha ¢ fizen hagyja a P pontot, akkor v = id, vagy v = 74,, ahol P € fa, vagy
L="TeTf, ahol f1 # fo és P = fi N fa teljesiil.

Bizonyitas. Figyeljiik meg, hogy egy izometridndl minden F' fixpont egyenld tavol-
sagra van barmely ponttdél és annak képétol, mert

d(F, X) = d(u(F), (X)) = d(F, (X)),

és igy a fixpont a pont és képe szakaszanak szakaszfelezé merdlegesére esik.

(1) Legyenek a Py, P», P3 pontok nem kollinedrisak. Ha 1étezik olyan Q pont,
amelyre Q # 1(Q) teljesiil, akkor a P; pontok a Qu(Q) szakasz felez6merdlegesére
esnek, ami ellentmondas, hiszen a P; pontok nem kollinedrisak. Tehat minden pont
megegyezik a képével, igy « = id

(2) Ha ¢ # id, akkor létezik olyan @ pont, amelyre @ # ((Q) teljesiil. A P; pon-
tok a Qu(Q) szakasz f felezd merGlegesére esnek, ezért a 7yt izometridndl a Q, P, Ps
nem kollinedris fixpontok. Az (1) alapjan ezért 70 = id, amibdl atszorzéssal ¢ = 7
adodik.

(3) Ha ¢ # id, akkor létezik olyan @ pont, amelyre @ # ¢(Q), és a P fixpont a
Qu(Q) szakasz felezd fo merdlegesére illeszkedik. Ekkor a 7p,¢ izometridndl a P és
a @ pont is fixpont, és igy (2) miatt vagy 7,0 = id, vagy pedig 7¢,¢ = 7y, teljesiil,
ahol P € f1. Ezekbdl az egyenletekbdl atszorzassal adodik a tétel allitasa.

Tétel. Minden v sikizometria elédll legfeljebb hdrom tengelyes tikrozés szorzataként.

Bizonyitas. Ha ¢ # id, akkor létezik olyan @ pont, amelyre @ # ¢(Q). Legyen fs3
a Qu(Q) szakaszfelezé merdlegese. Ebben az esetben a 7yt izometria a ) pontot
helyben hagyja, ezért a fentiek szerint vagy 7p,¢ = id, vagy 7yt = Ty, vagy a
T, L = T§,Tf, . Barmelyik is teljesiil, atszorzéssal a tétel allitdsat kapjuk. -
Tétel. Hae, f, g kizds pontra illeszkedd vagy pdronként parhuzamos egyenesek, akkor
a rdjuk vonatkozd tikrézések szorzata egy olyan h egyenesre vonatkozd T, = T.TfT,
tikrozés, mely atmegy az e, f, g eqyenesek kozos pontjan, illetve pdrhuzamos aze, f, g

egyenesekkel.

Bizonyitas. Ha C = e N f N g, akkor az + = 7,747, izometridnal a C fixpont.
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Eszerint az ¢ izometridra vonatkozé fixpontté-
telek szerint vagy 7.7y7, = id, vagy 1,77y = Th,
Vagy TeTfTg = TpTk, ahol C' € h, illetve C' = hNk.

9 Ezek koziil az els és harmadik eset nem éllhat
fenn, hiszen péaros sok tiikkrozés szorzata nem lehet paratlan sok szorzataval egyenld,
ami bizonyitja a tétel allitasat metszd egyenesekre.

Tekintsiikk most az e || f || g esetet, és
I |f | |7 . vegyilkk a ¢ = T,7¢7T, izometridt. Mivel
pl | 1 | Tr7¢(P) az izometridk taftjék a parhuzamossigot,
ple) = 1g7p(e) || mms(f) = 74(f) |l

T4(g) = g || e. Valasszunk egy tetszbleges P € e pontot.

Ha P = ¢(P), akkor elébbi miatt p(e) = e, és {gy ¢ = 7.

Ha P # ¢(P), akkor tekintsiik a Py(P) szakaszfelezd h mer6legesét. Ekkor
egyfelél 7, (P) = ¢(P), méasrészt a h egyenes parhuzamos az e egyenessel, hiszen
ugyanigy meréleges a Po(P) egyenesre.

Eszerint 1p,(e) || 7n(h) = h || € || @(e), és Th(e) metszi a ¢(e) egyenest a (P)
pontban, igy 74(e) = ¢(e), ahogy a tétel 4llitja.

Tétel. Ha e, f,g kozos pontra illeszkedd, vagy pdronként pdrhuzamos egyenesek,
akkor TeTfTy = TyTfTe.

Bizonyitas. Az el6bbi eredmény szerint 7.7;74 = 75, valamely h egyenesre, ezért
id = a1, = (TeTy7y) (TeTyTg). A Te, Ty, T4 titkrozésekkel balrdl rendre dtszorozva a

kivant formula adodik. -

Tétel. (konjugalas) Bdrmely ¢ izometridra és 7. tengelyes tiikrozésre 17,1~ 1 = Tu(e)-

Bizonyitas. Az (7,171 izometridndl az i(e) egyenes pontjai fixek, hiszen minden

P € e pontra 7.t (1(P)) = 17.(P) = 1(P) teljesiil. Ezért a fixpont-tétel miatt
1Tet ™t = L(e) VALY 1Tt~ ! = id adédik. Utébbi azonossdgbdl a 7, = id ellentmondés
kovetkezik, ezért az el6bbi azonossag teljesiil, ami igazolja az els6 allitéast. -
Jegyezzitk meg, hogy tetszdleges ¥ = T, Te, , * - Te, izometridra az

-1 -1 ~1 -1
P = UTey Tepy - Tegb = UTepl ATep (L UTey b = Ty(e)Tu(en—1) ** " Teler)-
azonossag érvényes.

Definici6. Két metsz6 egyenesre vonatkozo tengelyes tiikrozés szorzatat forgatdsnak
nevezzitk. A ¢ = 7.7y forgatdsnal az e N f metszéspontot a forgatas centrumdnak
nevezziik. A

Az id = 7.7, izometria is forgatas, és minden pont a centruma.
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Tétel. Az azonos centrumi forgatdsok a szorzisra nézve Abel-csoportot alkotnak.

Bizonyitas. Ha a koézos centrumi 1, o forgatasokat o1 = 7¢7e, illetve ¢o = 73,7,
alakban fejezziik ki, akkor van olyan, a kézos C = hNgN f Ne centrumon atmend
k egyenes, melyre 1,7,7f = Tk, és igy wop1 = (Th7g)(TyTe) = (ThTTf)Te = TiTe
egy C = k N e centrum forgatas. Az identikus leképezés az ,egység”-forgatas, és
a gofl = 7.7y inverz is C' centrumu forgatds, ezért a C' kézéppontu forgatdsok az
izometridk csoportjanak részcsoportjat alkotjak. A kommutativitast a

192 = T(TeThTy) = T (TgTnTe) = (TpTgTh)Te = (TaTyTr)Te = P2¢p1

levezetés igazolja. .

Tétel. (egyértelmiiség) Ha egy forgatdsnak két fizpontja van, akkor identikus. Két
azonos C kezdéponti ey, g1 félegyeneshez pontosan eqy C centrumi ¢ forgatds
létezik, amelyre p(es) = g4 teljesiil.

Bizonyitas. Ha egy izometrianak két fixpontja van, akkor a fixponttétel szerint
identikus, vagy tiikrézés, de utobbi nem lehet, mert két tengelyes tiikrozés szorzata
nem lehet egyenlé egy tengelyes tiikrozéssel, ami igazolja a tétel elsé allitasat.
A masodik allitas igazoldsahoz olyan P € eq és QQ € g4
pontokat tekintsiink, amelyre d(C, P) = d(C, Q) # 0 telje-
¥ siil. Ha P = @, akkor a tételnek megfelel egyetlen forgatés
ey az identikus leképezés.

P Ha P és Q kiilonb6z6, akkor jeldlje f a PQ szakasz-
felezd merélegesét. Mivel d(C, P) = d(C,Q), az [ egyenes dthalad a C' ponton, a
¢ = TyTe a tételnek megfeleld forgatds.

0 9+

Az unicités igazolasidhoz, legyen ¢’ tetszdleges, a tételnek megfelel$ forgatas,
és tekintsiik a ¢~ 1¢’ forgatast. Mivel a ¢’ a P pontot a @ pontba viszi, ¢! pedig
ezt visszaviszi a P pontba, a ¢y’ forgatds a P # C pontot is helyben hagyja,

amiért o1y’ = id, ami igazolja az allitast. -

Tétel. (Egyértelmi(i reprezentdlds.) Minden C kozépponti ¢ forgatdshoz és a C
ponton dtmend e egyeneshez létezik pontosan eqy f, illetve g egyenes a C ponton
at, melyre ¢ = 7T, = TeTy.

Bizonyitas. Legyen ¢ = ;,13,, C = hNk, és C € e.

Tekintsiik a @7, = 7,7, 7, izometridat. A hadrom egy ponton atmené tengelyre
vonatkozo tiikrozések helyettesitésére bizonyitott tétel miatt valamely, a C' ponton
atmend f egyenesre Ty T) T, = Ty, igy @Te = Ty, amibdl atszorzassal ¢ = T¢Te. A Tep

izometriat vizsgalva ugyanigy kapjuk a tételnek megfelel6 g egyenest. -
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Tétel. Két metszd tengelyt tikrézés szorzatan nem vdltoztat tengelyeiknek a met-
széspont korili egyiittes elforgatdsa.

Bizonyitas. Legyen ¢ = 757, és 1 kozOs centrumu forgatdsok. A konjugalasra
vonatkozé formulabdl és a kommutativitdsbol 7, r) Ty (e) = o™t = ¢ adédik, ami
bizonyitja az allitast. -

E tétel és a merdleges tengelyl tiikrozések felcserélhetOsége alapjan az egymast
valamely C' pontban merélegesen metszo6 tengelyekre vonatkozé titkkrozések szorzatai

mind megegyeznek.

Definicié. Ezt az egyértelmilien meghatarozott izometridt a 7¢ jellel jeloljik, és a

C pontra vonatkoz6 centrdlis tikrézésnek hivjuk. A

A centrélis tiikrozések involicidk, ugyanis ha 7¢ = 7y7. valamely e L f,
en f = C egyenesekre, akkor 74 = 7¢7.77. = T§7f7.7. = id. Ha a P pont az e és f
tengelyek valamelyikére, mondjuk az e egyenesre illeszkedik, akkor a C pont felezi a
P és a P' = 17¢(P) = 74(P) pontokat 6sszekétd, az e egyenesre illeszkedd szakaszt.
Mivel barmely P ponthoz a tengelyek valaszt-

P’ / p hatok gy, hogy az egyik tengely a P ponton
haladjon &t, a C' mindig felezi a P7¢(P) sza-
¢ € kaszt.

Legutébbi észrevételiinkbol azonnal kévetkezik, hogy a centralis tiikrozések a
centrumon athaladé egyeneseket invariansan hagyjak.

Tétel. Hdrom centrdlis tikrozés szorzata centrdlis tiikrézés. Tetszdleges hdrom
A, B,C centrumra TATBTC = TCTBTA-

Bizonyitas. Tekintsiik a ¢ = T¢TpTa izometriat, és legyen e = AB, f > C' az e
egyenessel parhuzamos egyenes, a, b és ¢ pedig rendre az A, B és C pontokbdl az e
egyenesre allitott merdlegesek.

Ekkor a || b || ¢, amiért létezik egy olyan veliikk par-

A B
e huzamos g egyenes, melyre 7.7,7, = 74. Eszerint ¢ =
a ¢ b TeTBTA = (Te77)(T67e) (TaTe) = (T47e) (ToTe) (TeTa) =
C / Ti(TeTvTa) = TyTy, vagyis ¢ egy centrélis titkrozés,

hiszen g || a L e || f miatt g L f.
Ezek szerint ToT7pTc = 7p valamely D pontra, igy (Tams7c)(TaTBTC) = id.
Ebbdl a tétel masodik allitadsa atszorzasokkal adédik. -
Két parhuzamos egyenesre vonatkozé tiikkrozés szorzatat pdrhuzamos eltolisnak
nevezziik. Az e = f esetben az id = 7.7y izometriat is eltoldsnak tekintjiik.
Mivel a tiikrozések tengelyei parhuzamosak, ha egy koordinatazasban az egyik

0 ), akkor ugyanabban a koordindtizasban a masik tiikrozés

tikrozés matrixa ( 01
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0
-1
hogy minden affin eltolds egy parhuzamos eltolés.

matrixa is ((1) ) alaki, vagyis szorzatuk egy affin eltolas. Hamarosan kideriil,

Tétel. Két centrdlis tiikrézés szorzata pdrhuzamos eltolds, és minden pdrhuzamos
eltolds kifejezhetd két centrdlis tikrozés szorzataként.

Bizonyitas. A 74 és 7 centrélis tiikrozésekhez jelolje e az AB egyenest.
a b Fejezziik ki ezeket a tiikrozéseket a 74 = 7.7, és T = TpTe
| ¢ | alakban. Ekkor a || b, és igy a 7574 = (Tp7e)(TeTa) = TvTa
Al Bl
Forditva, valamely 7,7, parhuzamos eltolashoz vélasszunk a két tengelyre me-
réleges e egyenest, amelyik az a és b egyeneseket rendre az A és B pontokban metszi.

szorzat parhuzamos eltolas.

Ekkor 7,7, = TpTeTeTa = TBTA, Vagyis a parhuzamos eltolas két centrilis tiikrozés

szorzata.
[ ]

Tétel. A pdrhuzamos eltoldisok Abel-csoportot alkotnak.

Bizonyitas. Tekintsiik az €1 és €5 eltolasokat €1 = T747p és €9 = ToTp alakban. Van
olyan K pont, melyre TaTp7c = Tk, és igy €162 = (1a7B)(7¢Tp) = (TaTBTC)TD =
T Tp egy eltolds. Az identikus leképezés az ,egység’-eltolas, és 51_1 = TpTA inverz
is eltolds, ezért az eltolasok az izometridk részcsoportjat alkotjak.

A kommutativitdst az ese; = (7¢7p)(TaTB) = (TeTpTA)TE = TA(TDTCOTE) =

(ta7B)(TcTD) = €162 azonossig igazolja. .

Tétel. (Egyértelmi reprezentélds.) Minden e eltoldshoz és P ponthoz pontosan egy
olyan @, illetve R pont létezik, melyre ¢ = TQTp = TpTR.

Bizonyitas. Legyen ¢ = 7x7y a parhuzamos eltolds. Ekkor eTp = 7x7y7p = 70 és
Tpe = TpTx Ty = Tr valamely @) és R pontra, amiért € = 7p7g, illetve € = 7o7p,
ami igazolja az allitast. -
Legyen O egy ¢ eltolas fixpontja. Az egyértelmii reprezentalas tétele szerint
van olyan @ pont, melyre € = 797o. Ebbél 7O = O kovetkezik, amiért @ = O, igy
allithatjuk, hogy az identikus leképezés az egyetlen fixponttal rendelkezd eltolas.

Tétel. (Egyértelmiiség.) Bdrmely két ponthoz pontosan egy pdrhuzamos eltolds lé-
tezik, amelyik az egyiket a mdsikba viszi.

Bizonyitas. Legyen a két pont P és Q.

Egzisztencia. Ha P = @, akkor az identikus leképezés megfelel. Ha P # @,
akkor legyen e a P pontra illeszked6, a PQ egyenesre merdleges egyenes, az f
egyenes pedig legyen a PQ szakaszfelezé merélegese. Ekkor az € = T§Te eltolds
megfelel a tétel feltételének.
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Unicitds. Ha €1 és e9 két olyan eltolds, amelyre €1(P) = e2(P) = Q teljesiil,
akkor az € = 5{152 eltolasnal a P pont fix, ezért ¢ = id, vagyis €1 = 1. -
Tétellink értelmében minden affin eltolas egy parhuzamos eltolas, hiszen bar-
mely két ponthoz pontosan egy affin eltolas létezik, amelyik az egyiket a masikba

viszi, viszont ilyen parhuzamos eltolas is van.

Tétel. Két pdarhuzamos tengelyt tikrézés szorzatin mem vdltoztat tengelyeiknek
egytttes pdrhuzamos eltoldsa.

Bizonyitas. Barmely ¢ = 7,77 és 9 eltoldsra, a kommutativitdsbdl és a konjugalasra

vonatkozé formuldbél adédé e = eyt = Ty(e)Ty(f) igazolja az tételt. -

Definicié. Egy sikizometriat csusztatva tikrézésnek nevezink, ha egy parhuzamos
eltolds és egy olyan tengelyes tiikrozés szorzata, amelynek tengelye invaridans az

eltolésra. N

Egy cstsztatva tikrozés ¢ = 7.77, alakban irhatd, ahol a || b és cLla. A
merolegesség miatt ¢ = 7,7,7. is irhato.

Tétel. (klasszifikdcio) A sikizometridk osszes lehetséges tipusai az identitds, a ten-
gelyes tikrozés, a parhuzamos eltolds, a forgatds és a csusztatva tikrézés.

Bizonyitas. A fixpont tételek szerint barmely sikizometria legfeljebb harom ten-
gelyes tiikkrozés szorzataként allithato el6. Ha a tengelyek szama kevesebb mint 3,
akkor a tételben szerepl6 esetek koziil az els6 harmat kapjuk.

Ha a tengelyek szama 3, és ezek paronként parhuzamosak, vagy kozés ponton
haladnak at, akkor az eddigiek szerint a tekintett izometria tengelyes tiikrozés.

Ha a harom, a, b és c tengely koziil kettd, mondjuk, a és b metszi egymést egy
C pontban, és a harmadik tengely nem halad 4t ezen a kozos C' ponton, akkor a
kovetkezOképpen jarunk el.

Forgassuk el az a és b tengelyeket a C koriil addig, amig a ¢ merdlegesen all a b
tengely b’ képére, majd a C* = b’ Nc pont koriil forgassuk a b’ és c egyeneseket azon
b és ¢ tengelyekbe, amelyekre ¢’ La’ teljesiil. Ekkor rendre az a’, b” és ¢’ egyenesekre
tikrozve a vizsgalt izometriat kapjuk, és ez nem mas mint egy cstsztatva tiikkrozés,

hiszen a' || V", ¢ La’, és ¢/ LV". Ezzel a tételt igazoltuk. -
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A fenti tételt és annak bizonyitasat arra is felhasznalhatjuk, hogy a sikizo-
metridkat a fixpontjaikrél is felismerjiik. Ha egy izometria pontosan egy egyenes
pontjait hagyja fixen, akkor nem mas, mint erre a tengelyre vonatkozé tikrozés. Ha
az izometridnak egyetlen fixpontja van, akkor a koriil a centrum koril egy forgatas.
Ha nincs fixpont, akkor az izometria parhuzamos eltolas vagy csusztatva tiikrozés.

Tétel. Két forgatds szorzata forgatds vagy parhuzamos eltolds. Egy forgatds és egy
pdrhuzamos eltolds barmely sorrendd szorzata forgatds.

Bizonyitas. El6szor a két forgatds szorzatat vizsgaljuk: legyen o1 = 17, egy X
koriili forgatas, po = 747, pedig egy Y koriili forgatéas.
Ha X =Y, akkor poyp; egy X koriili forgatds, ahogy
azt mar korabban lattuk.

Ha X # Y, akkor forgassuk el az a és b tengelyeket
az X koriil az a’, b’ tengelyekbe, a c és d tengelyeket az
Y kortl a ¢/, d’ tengelyekbe 1igy, hogy a b’ az Y ponton
a ¢ pedig az X ponton haladjon 4t, és igy v/ = ¢

b% b= vy teljestiljon. Ekkor @op1 = TaTeTyTa = TaTo Ty Ta =
Tq'Tar, tehat a végeredmény forgatds vagy parhuzamos

eltolds, annak megfeleléen, hogy d' J| a’ vagy d' || a'.

Ratériink a forgatdsok eltoldsokkal vett szorzatdnak vizsgalatara.

Ha a ¢ = 737, valamely X pont korili forgatas, és az
€ = 747, egy parhuzamos eltolas, akkor forgassuk el az
a és b tengelyeket az X koriil olyan a’ és b’ tengelyekbe,
hogy ¥ || d legyen, majd toljuk el a d és ¢ tengelyeket
olyan d’, ¢’ tengelyekbe, hogy b’ = ¢’ teljestiljon. Ekkor
EQ = TaTeToTa = T/ Te' Ty Ta) = Ta'Ta’, t€hdt a végered-
mény forgatds az Y = d' Na’ pont koril. A e szorzat

tekintetében hasonléan lehet eljarni -
Ha figyelembe vessziik azt is, hogy a parhuzamos eltolasok szorzata ismét
parhuzamos eltolas, akkor a fenti tétellel eljarast adtunk arra, hogy négy tengelyes

tiikrozés szorzatat miként lehet két tengelyes tiikrozés szorzatara redukalni.

Tétel. (redukilhatdsig)
(1) Pdros szami tengelyes tikrozés szorzata identikus, vagy elédll 2 kilonbozd
tengelyes tikrozés szorzata.
(2) Pdratlan szdmi tengelyes tikrozés szorzata tengelyes tikrozés, vagy elédll mint
3 kiilonbozd tengelyes tikrozés szorzatdra.

Bizonyitas. Az els§ allitas tgy igazolhatd, hogy péaros szamu tengelyes tiikrozés
szorzatdban négy egymas mellett 1év6 tényezdét az el6zd tétel alapjan két tengelyes
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titkrozés szorzatéra redukalunk. Igy véges 1épésben az egész kifejezés két tengelyes

tiikrozés szorzatira redukalédik. A masodik allitas az elsébdl kovetkezik. -

Definicié. A paros szamu tengelyes tiikrozés szorzataként kifejezhet6 izometridkat
mozgdsoknak, a paratlan szamu tengelyes tiikrozés szorzataként kifejezhetd izometri-
akat pedig iranyitdsvdlto, vagy kériljardst valto izometridknak, vagy dtforditasoknak

nevezzik.
A

Konnyen lathatd, hogy egy izometria pontosan akkor mozgés, illetve atforditas,
ha mint affinitds irdnyitastarté illetve irdanyitast valto.

Az atforditasok nem alkotnak csoportot, mert két atforditds szorzata mozgas,
vagyis a miivelet kivezet a halmazbol. Az dtforditasok a tengelyes tiikrozések és a
csusztatva tlikrozések.

A mozgasok részcsoportot alkotnak az izometridk kozott, hiszen két mozgas
szorzata is mozgas, és egy mozgas inverze is mozgas. A mozgdscsoport elemeit a
parhuzamos eltolasok és a forgatdsok alkotjdk.

Tétel. A sikban két ay,by félegyeneshez pontosan eqy olyan 1 mozgads létezik, amely
bijektiv az ay €s a by félegyenes kiozitt.

Bizonyitas. Legyen A az a4, B pedig a b, félegyenes kezdépontja.

Az egzisztencia igazolasdhoz legyen e az a péarhuzamos eltolds, amelyre
e(A) = B teljesill, majd ¢ az a B koriili forgatas, amelyik az e(ay) félegyenest
a by félegyenesbe forgatja. Ekkor a pu = pe mozgas a tételnek megfeleld.

Az unicitds bizonyitasdhoz legyen iy és ps két megfelel§ mozgas. Ekkor a
iy Y111 mozgés az a, félegyenest pontonként fixen hagyja, de nem lehet tiikrozés,
ezért ,u;lpg =id, és igy pu1 = pe kovetkezik. -

2.5. Egybevagosag és hasonlosag

Definicié. Az A és B ponthalmazokat egybevdgdnak mondjuk, ha létezik olyan
szirjektiv ¢: A — B leképezés, amely tartja a tavolsagot. Ezt A = B jeloli. A ¢

leképezést egybevdgdsagi transzformdcionak nevezzik. A

Vildgos, hogy két euklidészi sik egybevagd, hiszen barmely tengelyes tiikrozés
a stk egybevagosagi transzforméacidja. Konnyl latni azt is, hogy az egybevagdsigi
= reléci6 ekvivalenciarelécio.

Rovid forméaban az egybevagdsagi transzformaciét és a ponthalmazok kozotti
2 egybevagbdsagi relaciot is gyakran egybevdgdsdgnak nevezzik.

Tétel. Az A és B alakzatok akkor és csak akkor egybevdgdak, ha létezik olyan i
izometria, melyre 1(A) = B.
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Bizonyitas. Ha az ¢ sikizometridra «(A) = B, akkor a 1 = ¢| 4 leképezés bizonyitja,
hogy A = B.

Tegytiik fel, hogy az A és B alakzatok kozott 1étezik tévolsidgot tartd, sziir-
jektiv ¢: A — B raképezés. Igazolnunk kell, hogy ez a 1 valamely ¢ sikizometria
megszoritdsa az A halmazra.

Legyen P; € A olyan pont, amelyre Py # ¢ (P;). Ha ilyen pont nem létezik,
akkor A = B, vagyis ¢ = id| 4.

Ha P, # P] := ¢(P,), akkor legyen 7, a P, P] szakaszfelezd merélegesére
vonatkoz6 titkrozés. Jelolje tovabba B’ a 71(B) halmazt. Ekkor a ¢’ := m¢p: A — B’
tavolsagtartd leképezés fixen hagyja a P; pontot.

Legyen most P, € A olyan pont, amelyre Py # Py és Py # Pj := ¢/(Py)
teljesiil. Ha ilyen pont nincs, akkor a 1)’ az identikus leképezés megszoritdsa az A
ponthalmazra, amiért a ¢ a 7, izometridnak a megszoritdsa az A alakzatra, ami
bizonyitja a tételt.

Ha P, # Pj, akkor legyen 15 a Py P} szakaszfelezé merdlegesére valé titkrozés,
és jelolje B" a 1o(B’) alakzatot. Mivel a P, és P) a Py ponttdl azonos tavolsigra
helyezkednek el (hiszen a ¢’ a P, pontot fixen hagyja), a P; pont az elébbi felezd
merdlegesén van, igy a ¢ := m1)’: A — B” tévolsdgtarté leképezésnél a Py pont
is, és a P, pont is fixpont.

AA

Ha " = id| 4, akkor a 1) leképezés nem mds, mint a 775 izometridnak az A
ponthalmazra vett megszoritottja.

Ha " nem az identités, akkor legyen P3; € A olyan pont, amelyre P; #
Pj .= " (Ps) teljestil. A Ps nem illeszkedik a P, P> egyenesre, hiszen akkor a P;
és P, fixpontoktdl mért tavolsdgai, amelyek megegyeznek a Pj§ pont ezekt6l mért
tavolsdgaival, egyértelmiien meghatdrozndk, és igy P; = P lenne.

Mivel a P; és P> pontok a Ps és P} pontoktdl azonos tévolsdgra helyezkednek
el, ezek a pontok a ?Pé szakaszfelez6 merdlegesére esnek. Legyen 13 az erre a felezo
merdlegesre vonatkozoé titkkrozés, és B := 73(B"). Ekkor a ¢ := m3¢": A — B
tavolsagtarté raképezésnél a Py, P és P3 pontok mindegyike fixen marad.

Ha valamely Q € A pontra Q # ¢"'(Q), akkor a nem kollinedris P; (i = 1,2, 3)
pontok a 1" tévolsdgtartdsa miatt a @ és 0"’ (Q) pontoktdl rendre azonos tévolsigra,
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vagyis a Qu"'(Q) szakasz felez6 mer6legesén helyezkednek el. Mivel azonban a
P; (i = 1,2,3) pontok nem kollinedrisak, ez lehetetlen. Emiatt ¢ fixen hagyja
az A minden pontjit, vagyis ¥ = id|4, igy az ¢ = 717273 izometridnak az A
ponthalmazra vett megszoritottja éppen . Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Ebbél a tételbodl azonnal adddik, hogy két haromszog egybevagd, ha megfeleld
oldalaik paronként azonos hosszusaguak.

Definicié. A sik, illetve a tér A és B ponthalmazit (alakzatdt) hasonlénak nevezziik,
ha létezik olyan sziirjektiv x: A — B leképezés és pozitiv A € R szam, hogy az A
minden P, Q) pontparjara d(x(P), x(Q)) = M(P, Q) teljesiil. A hasonliség jelolésére

az A ~ B jelet hasznéljuk, a \ értéket a hasonldsdg egyiitthatdjanak hivjuk. A

A hasonlésag nyilvan ekvivalenciarelacié.

Tétel. Az A és B alakzatok akkor és csak akkor hasonléak, ha létezik olyan & dila-
tdcid, hogy 6(A) = B.

Bizonyitas. Ha a ¢ dilataciéra 6(A) = B, akkor a §| 4 leképezés bizonyitja, hogy
A ~ B. Ha A ~ B, akkor létezik olyan sziirjektiv ¢p: A — B leképezés és 0 < A € R
szém, hogy az A minden P, ) pontpérjara d((P), ¥ (Q)) = Ad(P, Q) teljesiil. Ekkor
a Y = Oytp: A — Oq/5(B) transzformacié egybevigésig, tehat létezik egy ¢
izometria, melyre t| 4 = ¢’ és 1(A) = O1/x(B). Legyen most 6 = Ox¢. Ez olyan
dilataci6, melyre ¢ = § ‘ A, ami igazolja az allitast. -
Eszerint két haromszog hasonld, ha megfelel6 oldalaik hosszai ardnyosak.

2.6. Szogek és mérésiik

A kovetkezékben az e félegyenest az e egyenesre kiegészito félegyenest e_ jeldli.
Zéart félegyenesek esetén e; és e_ ugyanazon E = e; Ne_ pontbdl indul ki és
e = ey Ue_. Nylilt félegyenesek esetén e, Ne_ = ), és mindkét félegyenes az
E =¢)\ (e; Ue_) pontbdl indul ki. Altalaban zért félegyenest hasznalunk.

Definicié. Kititt szognek nevezziikk az azonos pontbdl kiindul6 rendezett félegye-
nesparokat. A kozos O pontbdl induld ey és fi félegyenesek altal alkotott kotott
szoget (e4, f+) jeloli. A O pontot a szdg csdcsinak az ey és fi félegyeneseket a
s269 szdrainak mondjuk.

€+
o-/ ¢ >

— [+ a— a

Tetszéleges ay félegyenes esetén az (ay,ay) kotott szoget nullszégnek, az

(a—,ay) kotott szoget egyenesszognek hivjuk. A
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Egy (e, f+) kotott szogbél tetszbleges € eltolassal adddo az (e(f4),e(e)) ko-
tott szogeket egydlldsi szogeknek mondjuk. Egy (e, f1) kotott szog mellékszogének
nevezziik az (fi,e_) és (f-,ey) kotott szogeket, az ezekkel egyalldstiakat pedig
kiegészitd szogeknek hivjuk. Az (ey, f1) és (f—,e_) kotott szogeket csicsszogeknek,
a veliik egyallasuakat pedig vdltoszdgeknek, mondjuk.

A nem egyenes- és nem nullszog (f, g+ ) és (f+, hy) kotott szogekre azt mond-
juk, hogy f-partos kotott szogek, ha a gy és hy félegyenesek pontjai f-partosak.
Mivel az f-partossag a pontok halmazan ekvivalenciarelacio, a gy és hy félegyene-
sek akkor és csak akkor f-partosak, ha valamely G € g4 és H € hy pont f-partos.
Eszerint az f-partossag a kozos elso félegyenessel rendelkez6, nem egyenes- és nem
nullszog kotott szogek halmazan is ekvivalencia-relacio, és ennek is két ekvivalen-
ciaosztdlya van, melyeket P~ és 73;{ jelol (nem azonosit).

Azt mondjuk, hogy az fi félegyenes elvdlasztja a nem az f egyenesen 1évé gy
és hy félegyeneseket, ha az (f1,g+) és (f+, hy) kotott szogek nem f-partosak.

Tétel. Ha a kozos O pontbol indulé pdronként kilonbozé g4, hy, ki félegyenesek
eqy O pontra illeszkedd f egyenesre nézve f-partosak, akkor gy, hy és ki kozil
pontosan eqy elvdlasztja a mdsik kettot.

Bizonyitas. Legyen f’ egy tetszOleges, az f egyenessel parhuzamos egyenes az f
azon félsikjaban, amely tartalmazza a g4, hy és k4 félegyeneseket. Ilyen van, hiszen
a g4, hy és ki félegyenesek f-partosak.

a Legyen G =g, Nf',H=h,Nf" és K =k, Nf. Ezek
a pontok léteznek, hiszen a g, h és k egyenesek nem

pérhuzamosak az f, és igy az f’ egyenessel sem, és
mindegyikiik az f egyenes f’ egyenest is tartalmazd
F= félsfkisban van.

A G, H és K pontok koziil pontosan egy elva-
lasztja a masik kettot, mondjuk a H. Ekkor a K és GG pontok a h egyenes két
kiilonboz6 félsikjaba esnek, amiért a ki és g4 minden pontja a h kiilonb6z6 félsik-
jaba esik, hiszen a k és g egyenes is pontosan az O pontban metszi a h egyenest,
amiért a félegyeneseken beliil biztosan nincs a h egyenesnek pontja. Ez azt jelenti,
hogy a h, elvilasztja a gy és ky félegyeneseket. Ugyanilyen indoklés igazolja, hogy
a g4 és hy félegyenes k-partos, a k4 és hy félegyenes pedig g-partos. Ez bizonyitja

az allitast. .

Tétel. Bdrmely v izometria esetén az t(hy) félegyenes akkor és csak akkor vdlasztja
el az 1(gy) és t(ky) félegyeneseket, ha hy elvdlasztja a gy és ky félegyeneseket.

Ennek igazolasdhoz csak az el6bbi tételiink bizonyitdsaban alkalmazott mod-
szerben kell észrevenni (14sd az 4brét), hogy ha egy félegyenes (az dbran h. ) elvdlaszt
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két félegyenest (az dbran a g4 és k4 félegyeneseket), akkor barmely o szakasztartd
transzformdcié melletti képe (o(hy)) is elvdlasztja a két félegyenes képeit (o(g4)

és o(k)).

Definicié. Rogzitsiik az f1 félegyenest, és a vele azonos pontbdl kiindulé félegye-
nesek egyik partossagi osztalyat, amelyet jeloljon ’P;f. Az egyszerliség kedvéért az
f egyenesre es6 egyenesszoget és nullszoget is soroljuk a ’Pf+ osztalyba.

h +
ks Py \h+ 77;{ i g+ o P;r
o I+ f+ I+

_ 0O _ P
Py 9+ Py I olgy hy

Az ’P;{ partossagi osztaly kivalasztasa alapjan a kotott szogek két, egymassal inverz
rendezését hatdrozza meg az

(f+vg+) € ’PJ: és (era th) € P?v vagy
(1) ¢ (f+,94), (f4,hy) € 7); és g elvalasztja az fy és hy félegyeneseket, vagy
(f+:9+), (f+,hy) € Py és hy elvilasztja a gy és f félegyeneseket,

(f+7g+) € ’P;— és (f+7h+) € Pf_v vagy
(2) ¢ (f+.94), (fy,hy) € P} és g4 elvdlasztja az fi és hy félegyeneseket, vagy
(f4,9+), (fr,hy) € 73f+ és h, elvalasztja a gy és fi félegyeneseket,

feltételrendszer. Rogzitve ezek egyikét, mondjuk az (1) rendszert, azt mondjuk, hogy
az (f1,gy) kotott szog megelézi az (f1, hy) kotott szoget, és ezt (f1,9+) < (f+,h+)

jeloli, ha az (f4,g4) és (f+, hy) kotott szog teljesiti az (1) feltételrendszert. A

Nyilvanval6, hogy az azonos elsé félegyenesii kotott szogekre most megadott
két rendezés teljes és egymas inverze, ha pedig Pf+ a félegyenesek masik partossagi
osztélyat jeloli, akkor ugyanazon két rendezés adddik, csak az (1) és (2) feltételrend-
szerek megcserélédnek.

A feltétel szerint az egyenesszog az egyik rendezésben a legutolsd, és ebben a
rendezésben nincsen legelsé elem, az ezzel inverz rendezésben viszont az egyenesszog
a legelsO, és nincsen legutolsé elem. Ez a megfigyelés lehetévé teszi a rendezés
rogzitését az egyenesszog legutolsénak vagy legelsének valasztdsaval.

Definicié. Az (e, f1) és a (g4, hy) kotott szogeket m-reldcidban allénak mondjuk,
ha van olyan p mozgés, hogy u(es) = g4 és u(fy) = hy. Az m-relaciot < jeloli. A

Mivel a forgatasok és az eltolasok is mozgasok, az egyenesszogek, és ugyanazon
kotott szog kiegészito szogei is m-relacidban allnak egymassal.
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Az identikus leképezés azt mutatja, hogy az m-relacié reflexiv. Mivel a moz-
gasok inverze is mozgas, adédik, hogy az m-relacié szimmetrikus, és minthogy a
mozgasok szorzata mozgas, kovetkezik, hogy az m-relaci6 tranzitiv is. Ezeket fogal-
mazza meg tételiink.

Tétel. Az m-reldcid ekvivalenciareldcio.

Tétel. Az (ey, f1) ~ (94, hy) reldcié akkor és csak akkor teljesiil, ha van olyan &
eltolds, melyre eteTre™ = 1,71, €s az Ocp = €4 N fy, Ogn = g+ N hy metszéspon-
tokra, valamint minden E € ey, F € fy, G € g+ és H € hy nem a metszéspontokba
esd pontokra az O EF és OgpGH hdromszogek azonos koriljdrdasiuak.

Bizonyitas. Sziikségesség. Mivel (ei, fy) ~ (g4,hy), van pontosan egy olyan
mozgds, melyre p(eq) = g4+, p(f1+) = hy és igy nyilvan p(Oey) = Oy, is. Ekkor

TgTh = Tu(e)Tu(f) = (,uTe,u_l)(,quu_l) = MTeTf/J,_l. (2.6.1)

A mozgasok paros sok tiikrozésbol dllnak, tehat p eltolas vagy forgatds. Ha p egy
eltolas, akkor a bizonyitas készen van.

Tegyiik fel, hogy u egy forgatas, melynek valamely O pont a forgdspontja.

Ha O = O.y, akkor az azonos kozéppontu forgatdsok felcserélhetésége miatt
az elébbi egyenléség tigy folytatédik, hogy utetep™t = 7.7f, mely szerint az € = id
eltolas bizonyitja az allitast.

Ha O # Oy, akkor az egyértelmii reprezentalds tétele szerint van olyan m
egyenes, melyre u = TmToo,,. Vegyik az m egyenessel parhuzamos mey egyenest
az Ocy ponton at. Ekkor = (T;yTm. ;) (Tm.;To0O.; ), ahol € := 70Ty, , egy eltolas,
© 1= Tm,;Too,, Pedig egy forgatds az O,y koriil, ezért a (2.6.1) egyenlet tigy folyta-
t6dik, hogy uteTn ™t = epreTrpte™!, amelybél az azonos kdzéppontu forgatasok
felcserélhet8sége miatt a bizonyitand6 7,7, = eterpe ! adddik.

A sziikséges feltétel masodik része vildgosan kovetkezik abbdl, hogy barmely(!)
E cey és F e fy pontokra az O EF és az (1(Oe ) pu(E)p(F') haromszogek — ahol
Ogh = g+ Nhy = pler) Np(f+) = w(Oey) és p(E) € g4, p(F) € hy — azonos
koriiljarasuak, hiszen p irdnyitastartéd affinitas.

5(€+)/§~\ )
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Elégségesség. Legyen ¢ olyan eltolds, melyre ETeTfE*I = 74Tp. Ekkor 7471, =
Te(e)Te(f), amiért Ogp = gNh = g(e)Ne(f), és igy létezik egy olyan ¢ forgatds az Ogyy,
pont koriil, melyre p(e(e4)) = g4+. Legyen u = pe. Ez egy mozgés és p(Ocs) = Og,
ezért tetszbleges E € ey \ {Ocs}, F € f+ \ {Ocr} pontokra az O,y EF hiromszog
és az Oyppu(E)p(F') hdromszog azonos koriiljarasu.

Maésfeldl viszont

TyTh = ETeTE T = Te(e)Te(f) = PTe(@)Te(NP = Tu(e) Tu(f) = TaTu(f)

miatt 7, = 7,(5), vagyis h = u(f). Mivel a G € g4 és H € hy pontokra az Oy GH
héromszog azonos kortiljarasi az O, E'F' hadromszoggel, mely azonos koriiljarasi az
Ogni(E)pu(F') hédromszoggel, kovetkezik, hogy H és u(F) a h egyenesnek ugyanazon
Oy altal kimetszett félegyenesére esik, vagyis hq = pu(fy).

Ezzel a tételt teljes egészében bebizonyitottuk. -

Vegyiik észre, hogy a fentiek szerint az e7.7pe™! = 7,7, egyenl6ség ekvivalens
m

azzal, hogy (e1, f1) ~ (g4, hy) vagy (eq, f+) ~ (g4, h_) legalabb egyike teljesiil.
Definici6. Az f, félegyenes a (g, hy) kotott szog felezdje, ha (g4, f+) ~ (f4, h+)A

Jegyezziik meg, hogy (g4, f+) ~ (fy,hy) esetén a két kotott szoget egymasba
vivé 11 mozgés csak g N h centrumu forgatds lehet. Ennek p = 7,7¢ forméjabol
7r(9+) = Tepl9+) = Te(f+) = 7ems (f+) = p(f+) = ho, vagyis 77(g4) = hy adddik.

Tétel. Minden kotott szognek pontosan kettd felezdje van, melyek egyenessziget
alkotnak egymdssal.

Bizonyitas. Tekintsiik a (g4, hy) kotott szoget, és legyen G € g4 és H € hy olyan
pont, hogy d(O,G) = d(O, H), ahol O = g N hy a két félegyenes kozos kiindulasi
pontja.

Legyen f a G H szakaszfelezé meréleges egyenese. Nyil-

H i véan 74(0) = O, és 74(G) = H, ezért 74(g94) = hy.
F oy, Tekintsitk most a (g4, f+) kotott szoget, ahol fi
0 el az f egyenes valamely, az O pont altal kijelolt félegyene-
e s se. Legyen F' € f. olyan pont, hogy d(O, G) = d(O, F),

és legyen e a GF szakaszfelez6 merSleges egyenese.
Nyilvan 7.(0) = O, és 7.(G) = F, ezért 7.(9+) = f+.
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Ekkor a 7. felcseréli a g, és fi félegyeneseket, a 7y viszont felcseréli a g, és
hy félegyeneseket, ezért a p = 747, € M mozgésra pu(g4) = f+ és p(f+) = hy
teljesiil. Tehat az f egyenes mindkét félegyenese felezi a kotott szoget, amivel a
tétel egzisztencia részét belattuk.

Az unicitas tekintetében induljunk ki abbél, hogy amennyiben f, és f! is
felezi a (g4, hq) kotott szoget, akkor 747(g94) = 7 (hy) = g4, vagyis a 7p7y
forgatas invaridnsan, ezért fixen hagyja a g, félegyenest, amiért csak az identitas
lehet, tehat f = f’. -

Tekintsiik most a (g4, by ) kotott szog (hy, g— ) kiegészitdjét, és e kotott szogek
szogfelez8inek f illetve f’ egyenesét. Az f egyenesre tikrozve a g, félegyenest a
hy félegyenes adédik, ezért a 7; tiikrozés a g_ félegyenest a h_ félegyenesbe viszi,
amiért a (hy, g—) kiegészitd szog a tiikrozés hatdsira a (g4, h—) kotott szogbe megy
at. Ez azt jelenti, hogy a 7 titkrozés az f' félegyenest az f’ félegyenesbe viszi,
tehat f L f.

Tétel. Tekintsiink eqy nem egyenes széget. Ekkor azon pontok halmaza, melyek e szog
szarainak egyeneseitdl egyenld tdvolsigra vannak a szdg és mellékszdge szogfelezd
egyeneseinek unidja.

Bizonyitas. A szog vagy mellékszoge szogfelezjére valo tiikkrozés helyben hagyja
a szogfelezd pontjait, felcseréli a sz0g szarait, tartja a merdlegességet és izometria,
ezért mindkét szogfelez6 pontjai egyenld tavolsdgra vannak a szog szaraitol.

Elég tehat megmutatnunk, hogy a szarak egyeneseitol egyenl6 tavolsagra 1év6
barmely @) pont valamelyik szogfelez6n van.

Tekintsiink egy O pontban egymaéast metsz6 g, h egyenespart és rajtuk kiviil
egy tetszOleges Q pontot. A ) pont merdleges vetiilete a g és h egyenesekre, rendre
legyenek Q- és R. A h egyenes O pontbdl indulé és az R pontot tartalmazé
félegyenesét jeldlje hy, a g egyenes O pontbdl indulé és a Q+ pontot tartalmazé
félegyenesét pedig jelolje g+. Legyen fi a (g4, hs) kotott szog azon szogfelezdje,
amely a () ponttal h- és g-partos is.

Tegyiik most fel, hogy Q ¢ f.. Ekkor Q az R vagy Q pontok egyikével —
mondjuk az R ponttal — f-partos.
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Az RQ egyenes metszi az f szogfelezét, mert kilonben f || RQ, és igy f L h,
amibél hy = g4 kovetkezik, holott (g, hy) nem egyenes szog. Legyen P = QRN f,
P+ pedig ennek merdleges vetiilete a g egyenesre. Ekkor d(g,Q) = d(h,Q) =
d(R,Q) < d(R,P) = d(h,P) = d(g, P), mivel @ azonos tdvolsdgra van a sz0g
széraitol, Q € RP, és P egyenld tavolsdgra van a szog szaraitol. (Ez mutatja, hogy
az dbra baloldalan lathaté szitudcié nem johet létre.)

Mivel d(g, Q) < d(g, P), a @ ponton at a g egyenessel parhuzamosan hizott

egyenes metszi a PP-L szakaszt valamely S € PPL pontban, amiért

d(P,S) = d(P,g) = d(S,g9) = d(P,h) = d(Q,g9) = d(P,h) — d(Q,h) = d(P, Q).

A PQS nem kollinearis pontok &ltal alkotott haromszogben SP 1 SQ, igy a
Pitagorasz-tétel értelmében d(P, Q) > d(P,S), ami ellentmond a feltételezésiinkbél
bizonyitott d(P, Q) = d(P,S) egyenldségnek, tehat feltételezésiink nem valésulhat
meg, ami bizonyitja a tétel allitasat. -
Tovabb kovetjiik a vektoroknal bevalt eljarast.

Definicié. A kotott szogek m-relacié szerinti ekvivalenciaosztalyait szabad szogek-
nek nevezziik. A szabad szogek halmazédt A jeloli. Egy szabad szog elemeit a szabad
s20qg reprezentdnsainak nevezink. Az (ey, f1) kotott szog altal reprezentalt szabad

szoget <(ey, f4) jeloli. A

Fontos megfigyelni, hogy minden szabad szog kétott szogek egy-egy halma-
za. Az ugyanabban a szabad szogben 1év6 kotott szogek egyméssal m-reldciéban
allnak. Egyenesszégnek hivjuk azt a szabad szoget is, melynek reprezentansai az
egyenesszogek. Ennek e a jelolése.

Lemma. (egyértelmii reprezentalds) Bdrmely e; félegyeneshez és a € A szabad
s20ghoz pontosan egy olyan fi félegyenes létezik, amelyre (e4, f+) € a.

Bizonyitas. Legyen (g4,hs) € a. Ekkor pontosan egy olyan p mozgds létezik,
melyre pu(g1) = ey. Legyen fy := p(hy). Ekkor (eq, fy) ~ (g4,hy) € a, fgy
(e4, f+) € a is teljesill.

Ha fy és f! félegyenesekre (e, f1) ~ (e, f}), akkor létezik olyan p mozgas,
hogy p(ey) = eq és u(fy) = fi. Az p(es) = eq egybeesésbdl kovetkezik, hogy

az identikus leképezés, amiért p(f1) = f alapjan f, = f| adédik. -

Definicié. Legyen « és [ szabad szog, (a4,b4) € v, és (by,cy) € 5. A v szabad
szoget az « és 8 szabad szdgek Gsszegének mondjuk, amit a v = a4+ § formulaval

fejeziink ki, ha (a4,cy) € 7. A
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Tétel. A szabad szdgek dsszege egyértelmd.

Bizonyitas. Legyen (a4,by) € a és (a/,V,) € a, valamint (by,cqy) € B és
(V. ) € B. Azt kell beldtnunk, hogy (a+,ci) ~ (a/,,c})

Nyilvan (ay,by) ~ (a/,, b)) és (by,cq) ~ (¥, c)) is teljesiil, amiért léteznek

olyan fi, és pup mozgdsok, hogy palay) = aly, pa(bs) = b, és pg(by) = ¥y,
pp(ey) = .

Mivel minden félegyenesparhoz pontosan egy mozgas létezik, mely az egyiket
a masikba viszi, a kozépsé két egybeesés miatt po = pg, amiért po(aq) = a/, és

pa(es) = ¢y azt jelenti, hogy (a4, cy) ~ (a/,,c,). Ez volt a bizonyitandé. -

Tétel. A szabad szdgek az 6sszeaddssal eqy Abel-csoportot alkotnak.

Bizonyitas. Szabad szogek Gsszege szabad szog, az (a4, a4 ) altal reprezentalt 0 =
<(ay,ay) szabad szog pedig nyilvan az dsszeadds nulleleme.
Az asszociativitast az aldbbi formula mutatja:

(a+B)+v=(2(ay,by) + <(by, cq)) + <y, dy) = <ag, c4) + (e, dy)
= d(at,dy) = <(ag,b4) + (2(by, cq) + ey, dy)) = a+ (B +7)-

Az invertdlhatésdgot mutatja, hogy az <(at,by) + <(by,ay) = <(ag,a4)
szerint az <t(a4,by) és <(by,ay) szabad szogek egymés ellentettjei.

A kommutativitds vizsgdlatdhoz legyen o = <t(ay,by), f = <t(by,cy) =

<(dy,aq),ésvy=a+p = <(as, cy). Azt kell igazolnunk, hogy a f+a = <(d4, ay )+
<(ag,by) = <t(d4,by) szog is 7.
Mivel g két reprezentinsa m-relaciéban all, 1étezik egy u
mozgés, melyre pu(by) = dy, és u(cy) = ay, és ez egyér-
telmii. Szintén létezik egy egyértelmii v € M mozgés is,
melyre v(ay) = di. Mivel mindegyik félegyenes ugyan-
abbdl az O pontbdl indul ki, a p és a v mozgas is az
O pont koriili forgatés. Ekkor v(cy) = v(p=t(ay)) =
pt(v(ay)) = p~1(dy) = by, hiszen a v és u forgatdsok
szorzaskor felcserélhetdk.

A v forgatas miatt (ay,cy) ~ (dy,by), ami igazolja a kommutativitast. -

Az m-relacidra fentebb igazolt ekvivalens feltételt haszndlva a kommutativitast
azzal is igazolhatjuk, hogy 7,7c = ToTo(Ts7e) = TaTo(TaTa) = (TaT6Ta)Ta = TaTp, 68
az a forgatds, amely az a félegyenest d, félegyenesbe viszi, a forgatdsok masodik
tengelyének egyértelmiisége miatt a ¢ félegyenest a b félegyenesbe viszi, és mozgas
lévén tartja a koriiljarast.
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Vezessiik be a szabad szogek természetes n € N szammal valé szorzasat az

def
no:=oa+ -+«
N———

n

ismételt Osszeadas roviditéseként. Az igy bevezetett egésszel szorzas nem injektiv,
hiszen példaul a 2§ = « egyenletnek a két szogfelezd tulajdonsdgai alapjan pontosan
két kiilonb6z6 megoldédsa van. Az « nullszogre pedig az € egyenesszog megoldas,
hiszen ¢ + ¢ = 0.

El6bbi tételiink alapjan a kotott szogeknél megfogalmazott, a kotott szogek
és forgatasok kozotti Osszefiiggés az alabbira vezet.

Tétel. A szabad szogek és barmely O régzitett pont kérili forgatdsok kézétt a
©: <aq,by) = TaTp leképezés a két kommutativ csoport kézétt homomorfizmus.

A ¢ homomorfizmus nem izomorfizmus, hiszen béar az identikus forgatasnak
és a centralis tiikkrozésnek pontosan egy-egy 6se az az <((ay,by) szabad szog, ahol
a L b, illetve a = b, de a tobbi forgatdsnak mindig pontosan ketté ése van, mégpedig
<(at,by) és <(a_,by).

Tétel. Tekintsiik a rendre az O és O pontokbol indulé fi és f!. félegyeneseket, és
rogzitsink az ezekkel kezdddd kotott szogek halmazdn egy-egqy < és <’ rendezést is.

Ekkor a ¢ (f+,9+) — (f,.g") leképezés, ahol (f+,g+) ~ (f.q’) szigorian
monoton a < és <’ rendezésekre nézve.

Bizonyitas. Mivel a mozgasokat egy félegyenes és annak képe meghatarozza, pon-
tosan egy olyan u mozgds létezik, melyre u(f1) = fi. fgy (fr.9+) % (fhrdl)
kovetkeztében p(gy) = g is teljesiil, vagyis o: (fy,g4) = (u(fy), u(gy))-

« sz

tartjak a félegyenesek elvilasztdsat, ami a fentivel bizonyitja az allitast. -
A kotott szogek két inverz rendezése miatt ez az eredmény a szabad szogek

két inverz rendezését hatarozza meg az alabbiak szerint.

Definicié. Rogzitsiink egy f, félegyenest és a vele kezd6dé kotott szogeken egy
rendezést. Azt mondjuk, hogy az a szabad szdg kisebb mint a [ szabad szog, ha az
(f+,a4) € a és (fy,by) € B reprezenténsokra (fy,a4) < (f1,b4). Ezt a relaciot

o < 3 jeloli. A

A szabad szogek Osszeaddsa dltaldban nem monoton miivelet erre a rendezésre
nézve. Ha f és g két egymdsra meréleges egyenes, akkor <t(f1,9-) + <(fy,9-) =

A fy, fo) = <(frr94) +<2(fy,94), holott (f1,9-) < (f4,9+)-
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A kotott szogek szogfelezdi miatt minden « szabad szogre egyértelmiien 1étezik
az az %a szabad szog, mely elvdlasztja az « és a nullszog szabad szogeket (vagyis
0< %a < avagy a < %a < 0), és %a + %a = «. Ha valamely n € N természetes

. 1 . ST e 1 1/ 1
szdmra 5o mar definidlt szabad szog, akkor legyen srra = 3 (5 ).

Tétel. Rdgzitsiik a szabad szdgek egy rendezését, valamint o és (B legyenek szabad
szagek.
(1) Ha a < B, akkor %a < %6
(2) Ha 0 < a, B (illetve a, < 0), akkor van olyan N € N, hogy minden n > N
esetén s-a < B (illetve B < z-av).
(3) Minden n € N esetén 2" (zz0) = av.

Bizonyitas. (1) Vegyiik észre, hogy ha o < 0 < f3, akkor a szogfelezd definici6ja
1 1

miatt o < 5o <0 < %ﬂ < B miatt teljesiil. Emiatt, és mert — (%a) = 5(—a),
elegendd 0 < o < 3 esetén igazolni az allitast.
Vegytlink fel egy O pontbdl indul6 f, nyilt fél-
egyenest, és legyenek g, és h azok az egyértel-
mil nyilt félegyenesek, melyekre <(f4,9+) = «
és <(fy,hy) = B, valamint legyenek gl és
h}|r azok az egyértelmii félegyenesek, melyekre
<(f+,g-1l,-) = %a’ és <I(f+vh}i-) = %ﬂ Vegyiik
fel az A € g4, F € fy és B € hy pontokat
az origdtél egységnyi tavolsagra. Igy az a B!
pont, melyre 2B}, = Fo + Bo, a hl félegyene-
sen van, az az A" pont pedig, melyre 24}, = Fp + Ao, a g} félegyenesre esik.
Mivel a g, félegyenes elvdlasztja a hy és f félegyeneseket, vagyis g, metszi
az F'B szakaszt, vannak olyan A, > 0 és x > 1 valds szdmok, hogy A+ p = 1, és

Ao = k(ABo + 1Fp). Eszerint

245 = Fo + Ao = (1 + kp)Fo + kABo = (1 + ku)Fo + kA(2BS — Fo)
= (1 —r(\—p))Fo +2kAB}.
Mivel
lfn()\fu)zlfn\/mzlfn\/m
>1—ry/A2+ p2 +20u(Bo, Fo) = 1 — k|ABo + uFo| = 1 — |Ao|
>1-1=0,

az A} elébbi eldéllitdsaban szerepld mindkét egyiitthaté nem negativ, ami azt
jelenti, hogy az A! pont gl félegyenese elvdlasztja az F és B! pontok f, és h}‘_
félegyenesét. Ezzel az (1) 4llitast igazoltuk.
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(2) Mivel 0 < o < B esetén 0 > —a > —f3, és — (3a) = 3(—a), elegendd a
0 < a < f esetben bizonyitanunk. Vegyiik észre, hogy %6 nem egyenesszog, ezért

elegendd az allitast o < € esetén megmutatni.

n+1
9+

tn—i—l

O e

Vegytink fel egy f nyilt félegyenest, és legyenek g7 és h, azok az egyértelmi
nyilt félegyenesek, melyekre <(fy,g%) = zwa (n € N), és <(f4, hy) = B. Valasszuk
a félegyenesek halmazin azt a rendezést, melyben 0 < hy =< gi.

Legyen f+ olyan félegyenes, melyre 2<((f, f+) = e. Valasszunk egy tetszdleges
F € f, pontot, és toljuk el paArhuzamosan az f+ félegyenest tigy, hogy a kezdépontja
az F pontba keriiljon. Az eltolt félegyenest jeldlje f .

A g% (n > 0) félegyenes metszi az f# félegyenest, mondjuk, a G,, pontban,
hiszen az (1) allités szerint g} (és igy minden g7) félegyenes elvilasztja az ftoés
f+ félegyeneseket, mert o < € = 2<(f, f+).

Tekintsiik a Gp41 (n > 0) pont t,41 tavolsigit a g7 félegyenestSl. Ekkor
tnt1 = d(Gni1, F), mivel a szogfelez6k pontjai egyenld tavolsidgra vannak a szog
széraitol. A Pitagorasz-tétel miatt t,,11 < d(Gyp, F)—d(Gpt1, F), amib6l t,, 11 < 2t,
adédik, amiért t,41 < t1/2".

Ha g_l‘_ < h.,akkor az allitas igaz. Ha hy =< gi, akkor hy metszi az fi egyenest
valamely H pontban. Valamely N € N szamra t1 /2" < d(H, F), igy minden n > N
esetén a G,y € HF, vagyis g% elvdlasztja az f félegyenest a h, félegyenestdl,
amiért s-o = <(f4,9%) < <(f4,hy) = B, ahogy az dllitésban szerepel.

(3) Teljes indukciéval bizonyitunk. Az 4llitds n = 1 esetben a definialé egyen-
l6ség. A 2”(%04) = « indukcios feltétel és 2,1%04 definiciéja kovetkeztében

gn+1 1 al = ia—i—ia 4ot La—l—ia
2n+1 - 2n+1 2n+1 2n+1 27l+1

ami igazolja az allitast. Ezzel a tételt teljes egészében bizonyitottuk.
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Az a = <(CAB), 8 = <(ABC) és v = <(BCA) szdgeket az ABC haromszog
belsd szdgeinek nevezziik.

Tétel. A hdaromszog belsd szdgeinek Osszege egyenesszog.

Bizonyitas. Legyen a hiromszog hirom csicsa A, B és C. Legyen a = <(CAB),
8 =<(ABC) és v = <(BCA).

Vegyiik azt az egyetlen eltoldst, mely az A pontot a C' pontba
viszi. Ez az eltolas az a megadott reprezentansat egy olyan
kotott szogbe viszi, melynek félegyenesei a C' pontbdl indul-
nak, koziiliikk az elsé a b = AC egyenes része, a masodik, ¢
egyenes pedig padrhuzamos a ¢ = AB egyenessel. Ez az eltolt
kotott szog is az a szabad szoget reprezentalja.

Vegyilk most azt az egyetlen eltolast, amely a B pontot
viszi a C pontba. Ez az eltolas a § megadott reprezentansat egy olyan kétott szogbe
viszi, melynek félegyenesei a C pontbdl indulnak, koziiliik az elsé a ¢/, a masodik az
a = BC egyenes része. Ez az eltolt kotott szog is a B szabad szbget reprezentalja.

A C pontra vonatkozé kézéppontos tiikrozés a v megadott reprezentansat egy
olyan kotott szogbe viszi, melynek félegyenesei a C' pontbdl indulnak, koziilik az
elsé az a = BC, a masodik a b = AC egyenes része. Ez a kozéppontosan tiikkrozott
kotott szog is a v szabad szbget reprezentalja.

FEzek szerint hdrom olyan 1j reprezentansat kaptuk a g, v és « szabad sz6-
geknek, hogy koziiliik az elsének a masodik a4 félegyenese a masodiknak az elsé
félegyenese, a harmadiknak az els6 b, félegyenese megegyezik a masodik k6tott szog
masodik félegyenesével. Eszerint az elsé kotott szog elsd, és a harmadik kotott szog
masodik félegyenese parban éppen a [+ v+ « Osszeget reprezentalja. Marpedig ezek
a félegyenesek egybe esnek (hiszen parhuzamosak a ¢ egyenessel és a C egy kozos

pontjuk), amiért ez az egyenesszog egy reprezentansa, ami bizonyitja az allitdst. -

A sik azon transzformadciéit, amelyek tartjak a szabad szogeket, szdgtartd
transzformdcioknak nevezziik. Ilyen példaul a centralis dilatacié, mely minden kotott
szoget vele egyallast kotott szogbe visz, de ilyen minden mozgas is, a szabad szog

definiciéja értelmében.
Tétel. Egy kollinedcio akkor és csak akkor szdgtarto, ha irdnyitastarto dilatdcio.

Bizonyitas. Minden iranyitast tart6 dilatacié egy mozgés és egy centralis dilatacid
szorzata, marpedig mindkettd Orzi a szogeket.

A forditott allitas igazoldsdhoz legyen ¢ egy szogtart6 kollinedcié. Ekkor min-
den <(f4,9+) szogre <(f+,9+) = <e(f+), ¢(g+)), tehét létezik olyan p mozgas,
melyre (1(0(f+)) = f+ és p(e(9+)) = g+
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2.6 Szogek és mérésiik 97

Legyen v = po . A 1 is szogtartd kollineacio, tehat barmely (fy,hy) ko-
tott szogre <(f, hy) = <(¥(f+),¥(hy)) = <(f1,v(hy)), amibdl az egyértelmil
reprezentalds tétele miatt ¢ (hy) = hy kovetkezik.

A 9 affinitds tehat invaridnsan hagy minden az O = f, N g, pontbdl kiinduld
félegyenest, és fixen tartja a kézos O kezdSpontjukat.

Tekintsiik a Tp& helyvektorsik ©)(Pp) := ((P))o transzformaciéjat, ami
a 1 linedris Osszetevéje. Mivel a ¢ affinitds invaridnsan hagyja az O kezd6ponti
félegyeneseket, minden v helyvektorhoz van egy A, valés szadm, melyre ’(ZJ(’U) = Ay
és ez érvényes a v minden tObbszorosére is.

Legyen {u,v} a ToS egy bézisa. A w = {u + mv helyvektorra

Aol + Aymv = Apw = P(w) = P(lu) + P(mwv) = A lu + Aymo,

addédik, amibdl az egyértelmii bazisbontas miatt A, = A\, és A, = A\, kovetkezik,
vagyis az 6sszes A\, megegyezik.

Legyen A az a konstans, amelyre eszerint ¢)(w) = Aw teljesiil minden w
helyvektorra. Ekkor tetszéleges P, () pontparra

d(e(P),p(Q)) = d(u(p(P)), n(p(Q))) = d(¥(P),(Q)) = [(¥(P))o — (%(Q))ol
= [¥(Po) = $(Qo)l = [\Po = AQo| = IN|Po — Qo
= [Ald(P,Q),
vagyis ¢ dilatacié. Ezzel a tételt belattuk. -
Ha irdnyitatlan szogek tartasit (o(+a) = +a) szabjuk feltételnek, akkor az
Osszes dilataciot kapjuk eredményiil.

Tétel. Legyen p > 0 valds szam. Ekkor pontosan egy olyan m: A — (—p,p] C R
szigorian monoton figgvény létezik, melyre m(e) = p, és

m(a) +m(B) +2p, ham(a)+m(8) < —p
m(a+ B) =< m(a) + m(B), ha —p <m(a)+m(B) <p.
m(a) +m(B) —2p, hap<m(a)+m(B)

Bizonyitas. Rogzitsiink egy o = <((f4, g+) nem nulla szabad szoget, és — az egy-
szertség kedvéért — valasszuk a szabad szogek azon rendezését, melyre 0 < «.
Egzisztencia. Rendeljiik a gy félegyeneshez az 1, az f félegyeneshez a 0 szam-
jegyet, majd végezziik el a kovetkezo eljarast N alkalommal egymas utén:
Minden olyan félegyenespar altal meghatarozott kététt szégnek vegyiik
a félegyenesekkel f-partos szogfelezGjét, melyek félegyenesei mar rendel-
keznek szammal, és nincs Gket elvalaszto szamozott félegyenes. Egy igy
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98 2. Euklidészi sik

keletkezé szogfelezb félegyeneshez rendeljiik hozza az altala felezett szog
félegyeneseihez rendelt szamok kéziil a kisebbet. Ezutan minden régeb-
bi szamozott félegyenes szamahoz irjunk hozza még egy 0 szamjegyet,
és minden tjabb szdmozott félegyenes (a most keletkezett szogfelez8k)
szamahoz irjunk hozza még egy 1 szamjegyet.

01 011 010 011 010

10 100 001 100 001
g \<j< g \Xﬂ& g g‘g
ki £,700 ha £, 000 h £, 000

Az eljaras minden 1épésében nevezziik az olyan szamozott félegyenesekbél 4116
parokat tiresnek, amelyekhez nincs 6ket elvalasztd szamozott félegyenes. Ekkor a
kovetkezot allitjuk.

A fenti eljards minden lépésében az ires félegyenespdrok szdma dupldzodik,

azok eqymassal mind m-reldcioban dllnak, az dltaluk reprezentdlt szabad

sz20g pedig a k-adik lépésben %a.

Teljes indukciéval bizonyitunk. A kezdd, ,nulladik” 1épésben nyilvan igaz az
allitas, hiszen csak egyetlen egy ilyen tires félegyenespar van. A kovetkezd, elsé
lépésben is igaz marad az allitas, hiszen a g4 félegyenessel f-partos szogfelezével
feleztiik az tires (fy, g+) félegyenespar kotott szogét.

Tegyiik fel most, hogy a k-adik 1épés eredményeként is 2* egymassal m-
relacidoban 1évo kotott szoget hatdroznak meg az iires félegyenesparok.

Az eljaras (k+1)-edik 1épése az indukcios feltétel miatt 2F szogfelezd félegyenest
hatdroz meg gy, hogy mind ugyanazon f-partossagi osztdlyba tartozik. Tekintsiik
egy ilyen 1j szogfelezo két partjan létrejott iires egyenesparok altal meghatarozott
kotott szogek kozos (hiszen szogfelezés tortént!) € szabad szogét. A € nagyobb,
mint a nullszog, mert az 0j szogfelez6 és az altala felezett, az el6z6 1épésben még
ires félegyenespar altal meghatdrozott kotott szog mindkét félegyenese ugyanazon
f-partossagi osztalyba tartozik. Eszerint 0 < &, és £ + & = Qk a, amibdl £ = 2,}“ Q@
adodik, és ezzel a teljes indukcids bizonyitast el is végeztiik.

Jelélje az {z)}1_, szamjegyekkel (tehdt az elsd szdmjegy xo!) szamozott fél-
egyenest g7, ahol x = Ziv:o :Ek%k. Vilagos, hogy xj az x valés szdm kettes szam-
rendszerbeli alakjanak a ,kettedes vessz6” utani k-adik szamjegye, ha k > 0. Mivel
véges sok szabad szog Gsszege is szabad sz0g, a 271:[:0 mnz%oz formula szabad szoget
hataroz meg. Vildgos, hogy gi = fy, és g_1~_ =g+

Most teljes indukciéval igazoljuk, hogy

N
1
Afy,97) = an a, aholx:Zku—k,ésNGN.
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2.6 Szogek és mérésiik 99

Az N = 0 esetben gSL = f4 és g}r = g4 mutatja az allitas helyességét. Az N =1

esetben az egyetlen 4j <(f4, gi/ 2) = %a egyenlGség teljesiilését mutatja, hogy gi/ 2

. oy . e, 1/2
éppen az (f+, g+) kotott szog felezSje, igy 2<(f1, 95'%) = <(f+,9+) = a.

Tegyiik fel, hogy az &llitas N esetén is teljesiil, és nézziik N + 1 esetén. Ha
xn+1 = 0, akkor az indukcids feltétel szerint igaz az allitas. Ha zy41 = 1, az azt

" 1 + 1
jelenti, hogy g% felezi a (gi 2N ,gi 2N+1) kotott szoget, ezért
o1 N+1
far9%) = <(far95 ") + 2N+1 an 2N+1O‘7 an
n=0

ami éppen a bizonyitand6 formula.
Jelolje D a diadikus szdmok halmazét a [0, 1] intervallumban, vagyis

N+1

{an 'NeNésa,e{0,1}, n=1,. }u{o,l}.

Legyen az f’ egyenes parhuzamos az f egyenessel, a g, egyenes egy G' #
fNg = 0O pontjan 4t. Az f’ egyenesnek minden g7 (z € D, x # 0) félegyenessel van
egy G* metszéspontja. Vélasszuk az f' egyenesen azt a rendezést, melyre G* < G*
valamely 0 # x € D esetén. Ekkor a félegyenesek partossdganak vizsgélatakor mar
latott monotonitasi kapcsolat miatt a G* pontok szigorian monoton né6vé médon
vannak elrendezve az [’ egyenesen, vagyis GY < G* pontosan y < x esetén.

Legyen z egy tetszdleges valds szam a (0,1)
GY nyilt intervallumbdl, és vegyiik az £, = {GY :

g+:g1 g 91 f’yGD’OSny}éSHm:{Gy:ye
) la D, z < y < 1} ponthalmazokat az f' egye-

nesen. A Dedekind-axiéma szerint 1éteznek az
+ = limsup L, és H, = liminf H, hatdrpon-
tok, melyekre nyilvan L = H, teljestil.

Ha z = > 07 @,5 (@, € {0,1}), akkor tekintsik az zy, = ZN+11 :cn 2 és
xﬁ =ay+ 2¥V szdmokat minden N € N esetén. Nyilvin zy < 2 < xN, ezért
G*~ < L, < H, < G°N

Legyenek az O pontbdl kiindulé és az L, illetve H, pontokon athaladé fél-
egyenesek rendre £, és h,. Ekkor minden N € N esetén <(({, %) < <<({y,hs) <
<I(gm§,gzx) = 2na amibdl <t(¢,, h;) = 0 kovetkezik, tehdt ¢, = h,, és L = H.
Nyilvin minden 2 € D esetén £, = g7, ezért a tovabbiakban minden z € (0, 1)
esetén legyen g7 = £,.

Eszerint az x — (fy,g%) hozzarendelés a [0, 1] intervallumon jol definidlt és
szigorian monoton.
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Most igazoljuk, hogy minden 0 < 8 < « sz0ghoz létezik olyan = € (0,1), melyre
B = <(f4,9%). Tekintsiik azt az egyértelmii e félegyenest, melyre § = <((f4,ey),és
messe ez az e, félegyenes az f' egyenest az E pontban. AD, ={yeD: GY X E}
és D} = {y € D, E < G¥} halmazok az f’ egyenesen nem iiresek, hiszen elébbinek
a 0, utébbinak az 1 eleme. Legyen 2~ = limsupDy és t = liminf ID)E. Nyilvan
x~ < zT.Ha z~ < z7, akkor van olyan y € D szam, melyre z~ < y < x™, és igy
x~ definiciéja miatt E < GY, z* definiciéja miatt pedig GY < E, ami ellentmondas,
tehét 2~ = zt. Ekkor 2~ < 2T miatt G* < E < G*', vagyis E = G , amit
bizonyitani akartunk.

Eszerint az  — (f4,g7) hozzarendelés a [0,1] intervallumon sziirjektiv is,
tehat Osszességében bijektiv, és szigoriian monoton.

Eredményeink alapjan az

def { <I(f+7g-x|-)7 0< z< 1,
T T = .
<I(f—‘r77-f+g+ )a 0<—z< 15

szorzas a diadikus szamokkal vald szorzas kiterjesztése, teljesiti a disztributivitas
za+ya = (z+y)a formuldjit, és szigortian monoton névé, ha —1 < z,y,x+y < 1,
valamint szigortian monoton.

Legyen most a = %e, vagyis g L f. A fentiek és a bijektivitas szerint ekkor

(x4+1)p/2, ahol f—a=<(fr,97), haa<pB<e,
xp/2, ahol 3 =<(fy,9%), haO0<p<a,
—xp/2, ahol 8 = <(f4,71,9%), haa< B <0,
—(z+1)p/2, ahol f+a=<(fy,77,.97), ha f < a,

m: B +—

éppen a tétel feltételeinek megfelel szigoriian monoton fliggvény.

Unicitds. Legyen « olyan szabad szog, hogy m(a) = p/2 > 0. A monotoni-
tds miatt ekkor minden x € (—1,1) valds szdmra —p/2 < m(za) < p/2, amiért
tetszbleges —1 < z,y,z + y < 1 szdmok esetén m(za) + m(ya) = m((z + y)a).

Tekintsitk az f(z) = m((x—[z])a)+[z]p/2 valds fiiggvényt, ahol [-] az egészrész-
fuggvényt jeloli. Az f additiv, mert

fa+y) =ml@+y—lr+y)a) + [+
= f(x) + fy) + ([z +y] = [2] - [y])g + (] + 1] - [ + v,

és ha [z +y] — [2] - [y] = 1, akkor m(([y] + [z] = [z + y])a) = m(—0) = —p/2. Az f
szigorian monoton néveked§ is, mert f(1/4) =m (%a) =p/8 > 0, igy a Fiiggelék
F.10 szakasza szerint f homogén, tehat m(za) = xp/2 , ha —1 <z < 1.

A megadott tovabbi azonossdgokat kihasznalva ugyanezen x valds szamokra
m((z + 1)a) = m(za) + p/2 = (z 4+ 1)p/2 és m((x — 1)a) = m(za) — p/2 =
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2.7 Szogfiggvények és trigonometria 101

(x — 1)p/2 adddik, amiért m(zxa) = xp/2 kovetkezik, ha —2 < x < 2. Mivel ez
lefedi m teljes értékkészletét, és m szigortian monoton, a legnagyobb, vagyis az
€ egyenesszOg esetére r = 2 adddik, vagyis « reprezentansaiban a félegyenesek
merdlegesek egymasra. Ez tehat az altalunk fentebb megadott fiiggvénnyel egyezik
meg, amivel a tétel bizonyitasa teljessé valt.

[
Legyen 0 < p € R, és definidljuk az & mtveletet a
a+b+2p, ha a+b< —p,
a®b=1< a+b, ha —p<a-+b<p,
a+b—2p, ha p<a-+hb,
szabdllyal. Vildgos, hogy ekkor ((—p,p], ®) egy kommutativ csoport.
Definicié. Az m: (A,+) — ((—p,p], ®) izomorfizmust szégmérésnek nevezzik. A

Tételiinkben a p = 7 szamot valasztva, a szokdsos ,radian” szerinti szogmérés
adodik. A p = 180 esetben a szabad szogek ,,fok” szerinti mérését kapjuk.

Mivel a szogmérés bijektiv, a szabad szogeket meghatarozzak a szogmérés altal
hozzajuk rendelt szamok, ezért értelmes azt mondani, hogy ,,a 60°-o0s szdg”, melyen
a 60° mértékili szabad szoget értjiik.

Innentdl a szog kifejezés, ha nincs masra utalds, szabad szoget jelent.

2.7. Szogfiiggvények és trigonometria

Legyenek O az (e4, f4) kotott szog cstcsa, és rogzitsitk a P € ey pontot.
Jelélie X3 (A, P) az Xo(\, P) pont f egyenesre vett
Xo(\, P) meroleges vetiiletét. Minthogy ugyanazon egyenesre
)
merdleges egyenesek parhuzamosak, a parhuzamos sze-

€+

P 16k tétele szerint
F d(0, X5\, P)) _ d(O,X5(1,P)) _ d(O,Ph)

egy a \ értékétdl fiiggetlen allandé, ahol P a P meréleges vetiilete az OQ egyenesre.
Legyen u = OP* ésv = OP. Ha P € f, akkor Pitagorasz-tétele szerint |v —wu|? +
|lu* = |v|?, amelyet kibontva a norma és az euklidészi szorzds kozti Osszefiiggés
alapjén |u|? = (u,v) adédik. Ugyanigy eljarva P+ € f_ esetében (jv —u|?+|u|? =
|v]?), az adddik, hogy

d(0, P+) lul _ (u,v) " 1, haPtef,
d0,P) v |ul-|v|

B 1, haPtey.
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Ezt az értéket minden mozgas valtozatlanul tartja, hiszen a mozgasok tartjak a
tavolsagot, az euklidészi szorzatot, a merdlegességet és a merdleges vetiiletet is.

Definicié. Legyen oo = <t(ey, f1), és legyen O az (ey, f1) kotott szog cstcsa, va-
lamint uw € Tp G az fi, u € TpS pedig az e félegyenes egy-egy iranyvektora. A

(u,v)
[ul-lv|

szamot az « szabad szég koszinuszdnak nevezzik. Ezt cos « jeloli. A

Hasznaljuk még a cos(ey, f4) := cos « jelolést is, mely esetben azt is mondjuk,
hogy ez az e félegyenes f, félegyenesre vonatkozé koszinusza, vagy az (e, f1)
kotott szog koszinusza. Vildgos, hogy cos(eq, f1) = cos(f4,e1).

A koszinusz mintdjara egy masik szogfliggvényt is érdemes bevezetni. Legyen O
az (e, fy) kotott szog cstcsa, és legyen P € ey nem az O pontban. Jeldlje X3 (A, P)
az Xo(A, P) pont merdleges vetiiletét az f egyenesre. Minthogy ugyanazon egyenesre
merdleges egyenesek parhuzamosak, a parhuzamos szelok tétele szerint

d(Xo(\, P), X5(\, P))  d(P,Pt)

d(0,Xo(\, P)) ~ d(0,P)

egy a \ értékétdl fiiggetlen 4llandd, ahol P+ a P merdleges vetiilete az f egyenesre.
Legyen most Q € fy az a pont, melyre d(O, P) = d(O,Q), és legyen Q+ a Q
merdleges vetiilete az e egyenesre.
Ekkor az O pont a PQ szakasz t felezé merSlegesére
esik. Legyen T a PQ felezé pontja. Nyilvan T' € t. A t
egyenesre vonatkozoé 7y tiikrozés felcseréli az e és f egye-
neseket és a rajuk meréleges PPt és QQ szakaszokat,
hiszen 7 (P) = Q, és a tiikrozés tartja a merdlegességet.
Eszerint 7,(P+) = Q*, és igy d(O, P+) = d(0,Q%),
amiért

d(P,P) _ d(Q.Q")

d(O,P)  d(0,Q) "

Definicié. Legyen oo = <t(e4, f+), legyen O az (e, f+) kotott szog cstcsa és legyen

P € e, nem az O pont. A P meréleges vetiiletét az f egyenesre jelolje P+. Ekkor

d(P,Pt) (e .. . . ..
a o py Szamot az (e4, f1) kotott szog szinuszdnak nevezzik.

A

Jelentos eltérés a koszinusztoél, hogy a kotott szog szinusza sosem negativ.

Vegyiik észre, hogy minden mozgas valtozatlanul tartja a kotott szog szinuszat,
hiszen tartjak a tavolsagot, a merdlegességet és a merdleges vetiiletet is. A mozgasok
tartjak a szabad szogeket és azok korabban definialt barmely rendezését is.
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2.7 Szogfiggvények és trigonometria 103

Definici6. A szabad szogek egy elére rogzitett rendezése mellett az o = <t(f1, g+)
szabad sz0g szinuszdt a

sin o := Sln(.f+79+)7 ha 0 < «
—sin(fy,94), haa <0

formuléaval adjuk meg. A

Ezen definicié értelmében sin a+sin(—«) = 0 és sin(f4, g9+ ) = | sin<t(f4, g+)|-

A sz6gek és a szogfiiggvények (koszinusz és szinusz) kozti kapcesolat egyszeriibb
jelolése érdekében bevezetjiik az (FOG) := (f4, g+) jelolést is, ahol O = fy N gy,
O #F € fy és O # G € gy. Ekkor persze <(FOQG) := <(f4,g+) is érvényes,
emiatt sin(FOG) = | sin <(FOG)|.

Koszinusztétel. Tekintsink eqy A, B,C' hdromszéget. Ekkor
d*(A, B) = d*(C, A) 4 d*(C, B) — 2d(C, A)d(C, B) cos <(ACB).
Bizonyitas. A fenti definiciot, az euklidészi normat és a szorzast hasznald
d%(A,B) = |AB|? = |CB — CA? = (CB — CA,CB — CA)

— |CBP? + |CA]? - 2|CB||CA| cos(ACB)
=d*(C,B) +d*(C,A) — 2d(C, B)d(C, A) cos <(ACB)

levezetés igazolja allitasunkat.

Szinusztétel. Tekintsiink eqgy A, B, C hdromszdget. Ekkor
d(A,C)  sin(ABQC)

d(C,B) sin(CAB)’

Bizonyitas. Legyen C merSleges vetiilete az AB egyenesre C*. Ekkor definici6
szerint

d(c,ct) .
AAC) =sin(CAB) és AC.B)

mely formuldk hanyadosa igazolja a tétel allitasat.

1
d(C, C™) = sin(ABC),

Tétel. A koszinusz a szabad szogek [0, €] részhalmazdn monoton csokkend, a szinusza
a szabad szégek [She, 3€] részhalmazdn monoton névekvd.

Bizonyitasként emlékeztetjiik az olvasét, hogy az f egyenesre nézve partos
kotott szogek rendezését éppen a masodik félegyenesiik és egy, az f egyenessel par-
huzamos f’ egyenes metszetpontjainak az f’ egyenesen adott rendezésével adtuk
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104 2. Euklidészi sik

meg, mely rendezés monoton kapcsolatban van a tavolsdggal, ami viszont éppen a
sz0g koszinusza. A szinusz esetében a parhuzamos egyenes helyett egy, az f egyenesre
merdleges f” egyenest kell tekintentink, melyen a méasodik félegyenesek metszés-
pontjainak az f egyenestdl vett tavolsdga az f egyenes két félsikjaban egymassal
ellentétesen monoton.

Tétel. (pitagoraszi dsszefiiggés) Minden o € A szabad szégre sin® o + cos? v = 1.

Bizonyitas. Pitagorasz tétele szerint a C' csticsndl ortogonélis ABC haromszogre
d*(A, B) = d*(A,C) + d*(C, B). Ha a = <(C AB), akkor ebbél definici6 szerint

_ d*(A,C)  d*(C,B)

2
'= 24,8 " @4 B)

= cos? a +sina

kovetkezik, ami bizonyitja az allitast.

Fontos kovetkezmény, hogy —1 < sina,cosa < 1.

Addiciés formulak. Minden «, 8 € A szabad szogre

(1) cos(—a) = cos(a) és cos(e — a) = — cos(a);
(2) sin(—a) = —sin(a) és sin(e — «) = sin(a);
(3) sin(ie — @) = cos(a);

(4) sin(a+ ) = sinacos 8 + cos asin G;

(5) cos(a+ ) = cosacos B — sinasin .

Bizonyitas. Az (1), (2) és (3) a definiciobdl kozvetleniil kovetkezik.

A tovabbiakban az abra jeloléseit fogjuk haszndlni, vagyis az ABC harom-
szoghen o = <(CAB), B = <(ABC) és v = <(BCA), valamint C+ a C merdleges
vetlilete az AB egyenesre.

C'y C

B ¢+t A cLt B A

(4) Ha o+ = €, vagy a+f = 0, akkor az allitds az (1) és (2) allitasok kozvetlen
kovetkezménye, ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy o+ 5 # € és a+ 3 # 0. Ahogy
mér lattuk, v = € — a — (8, amiért siny = sin(a + ) érvényes.

Felirva a koszinusztételt az ABC hiromszog AC és BC oldalara, azok éssze-
gébdl d(C, A) cosa + d(B, C) cos = d(A, B) adodik. Mivel a, 5 és 7 is a nullszog
azonos oldaldn van a szabad szogek barmely rendezésében, formuldnkat elosztva az
AB oldal d(A, B) hosszaval, és alkalmazva a szinusztételt, (4) képlete adédik.
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2.7 Szogfiggvények és trigonometria 105

(5) Az (1)—(3) és (4) azonossdgokbdl kovetkezd

cos(a + ) = sin (%e — (a+ B)) = sin (% - a) cos(—pf) + cos (% - oz) sin(—p)

= cosacos 3 — sinasin

formula igazolja az allitast. -

A szabad szogek méréseinek bijektivitasa miatt valds fliggvényeket is generdl-
hatunk a sin és cos fiiggvényekbol.

Rogzitsiik a szabad szogeknek azt az m mérését, melyre a mérés maximu-
ma p € Roc. Legyen sin: (—p,p] — R az a fliggvény, melyre sin(m(a)) = sinq,

cos: (—p,p] — R pedig az a fliggvény, melyre cos(m(a)) = cosa. Nyilvin
lim,,—pcosz = lim, »pcos(—x) = lim, n,cosz = cosp = 0, és hasonlbéan
lim,\,_psinz = —sinp = 0. Ez lehet6vé teszi ezen sin és cos fliggvények kiter-

jesztését a teljes szdmegyenesre.

Definicié. A valds sin: R — R és cos: R — R szogfiiggvények azon 2p szerint
periodikus fiiggvények, melyekre a (—p, p] intervallumon rendre sin(m(«)) = sin «

és cos(m(a)) = cosa. A

A definicié szerint tehét

sin e = sin (m_1<m - 24%})), & coST = oS (m_l(x - 2p[%])),

ahol az egyenl6ségek baloldaldn a valés, jobboldalan pedig a szogekre vonatkozo
szogfiiggvények allnak.

Tétel. Minden valds x,y € (—p,p| és természetes n szamra
(1) cos(—x) = cos(x), és cos(p — x) = — cos(z);

(2) sin(—x) = —sin(z), és sin(p — x) = sin(z);

(3) sin (3p — ) = cos(z);

(4) sin?z +cos?z =1, és igy —1 < sinx,cosz < 1;

(5) sin(x + y) = sinz cosy + cosxsiny;

(6) cos(x +y) = coszcosy — sinxsiny;

(7) sin(nz) = Y\ [(n— 1)/2]( 1)1(2 +1) cos"—2i—1 1 . sin2i+l o
(8)

cos(nx) = Z[n/o2]( 1)t(3;) cos™ 2" zsin® x;

Bizonyitas. A (1)—(4) &llitasok a szabad szogekre vonatkozé analég allitdasok koz-
vetlen kévetkezményei.
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106 2. Euklidészi sik

Az (5)-(6) &llitasok szintén a szabad szogekre vonatkozd analég allitdsok
kovetkezményei, hiszen a szabad szogek 0sszege mérésének eredményei az

r+y+2p, haz+y<-—p,
r+y—2p, hap<z-+uy,

mivelet szerint valtoznak.

A (7) és (8) formuldk az n = 1 esetben trividlisak, n = 2 esetben megegyez-
nek az (5) és (6) formuldk = y helyettesitésével, az n > 2 esetre pedig teljes
indukciéval igazolhatok kiilon kiilon a paros, illetve a paratlan n szamokra, az in-
dukcids lépésben (5) és (6), valamint a szomszédos binomidlis egytitthatdk osszegére
vonatkozé azonossag felhasznélasdval. Ez most az olvaséra marad. -

A walds sin és cos fuggvényeket osszefoglaléan trigonometrikus fiiggvényeknek
vagy szogfliggvényeknek is nevezik. A Flggelék F.9 szakasza tovabb térgyalja ezek
tulajdonsigait.

2.8. Teriilet és teruletformak

Bar joval nagyobb altalanossagban lehetne vizsgalni a teriilet mérését, a bonyolult
részletek elkeriilése és néhany szép geometriai tény feltdrasa érdekében most csak a
konvex sokszogek P halmazan vizsgalédunk.

Amennyiben egy paralelogramma egyik oldalat alapnak nevezziik, akkor eme
oldal és a szemkozti oldal tavolsagat a paralelogramma magassdgdnak mondjuk. Az
olyan paralelogrammat, melynek szomszédos oldalai egymasra meréleges egyene-
seken vannak, téglalapnak neveziink. Ha a szomszédos oldalak hossza megegyezik,
akkor a téglalapot négyzetnek nevezzik.

Tétel. Pontosan egy olyan t: P — R hozzdrendelés létezik, amelyre minden K, K1
és Ko konvex sokszdg esetén teljesilnek a kovetkezok:
(0) ¢(K) = 0;
(1) Ha K =K1 UKz, és a K1 N Ko metszet kozos €l, akkor t(KC) = t(K1) + t(Ka);
(2) Minden ¢ izometridra t(p(K)) = t(K);
(3) Valamely egységnyi oldald négyzethez t az 1 értéket rendeli.

Bizonyitas. El6bb megmutatjuk, hogy van ilyen ¢ fiiggvény, aztan igazoljuk, hogy
csak egy ilyen van.
Egzisztencia. Tobb 1épésben konstrudlunk egy alkalmas ¢: K — ¢(K) fiiggvényt.

1. A K egy ABC hdromszog. Jelolje a, b és ¢ a megfelel$ cstucsokkal szembeni
oldalak hosszat, és legyen m,, my és m, rendre az A, B és C csticsok tavolsiga a
szemkozti oldal egyenesétol.
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Definidljuk a ¢(K) értéket minden K haromszogre a t(K) = a - m,/2 formuléval.
A szinusztétel értelmében mindegy melyik oldalt valasztottuk a hozzarendeléskor,
hiszen a-mg =b-mp = ¢ - me.

Azonnal kovetkezik, hogy amennyiben egy K haromszoget valamely csticsdbdl
kiindul6 egyenes a K; és Ko haromszogekre vag, akkor ¢(K) = t(IC1) + t(K2).

2. A K egy konvex ABC'D négyszog. Ebben az egyik, mondjuk, az AC 4tlét
behizva a négyszog az idegen ABC és AC'D haromszogek unidjaként all el6. A
masik, BD atlét behizva a négyszog az ABD és BC'D haromszogek unidjaként all
elé. Legyen a két atlo metszete az M pont. Ekkor az elébbi allitasunk kévetkeztében

t(ABC) + t(ACD) = t(ABM) + t(BCM) + t(AMD) + t(DMC)
= t(ABM) + t(AMD) + t(BCM) + t(CDM)
= t(ABD) + t(BCD).

Definialjuk a ¢(K) értéket minden K konvex négyszogre a t(K) = t(ABC) +
t(ACD) = t(ABD) + t(BCD) formulédval.

Ebbél méris kovetkezik, hogy minden egységoldali K négyzetre t(K) = 1,
hiszen mindkét atl6 egységnyi befogdju derékszogii haromszogekre osztja az egység-
oldalt négyzetet.

3. A K egy konvex k-sz6g. A IC koriiljarasa szerint sorba rendezett csticsait
jelolje Py, Ps, ..., Py, és formuldink egyszeriisitése érdekében vezessiik be a Py =
Py, jelolést is. A K konvex k-szbget az azonos csicsbdl indulé atlék éppen k — 2
haromszogre ,,bontjak”. Legyen ezek t-értékeinek Osszege

k-1
f(d) = Z t(PjP;P;iy1), je€{0,1,....,k—1}

i=0
i¢{j,i+1}

Allitjuk, hogy fix(j) nem fiigg a j szamt6l. A k = 3 esetben minden j esetén
ugyanaz a haromszog adddik a ,bontdsbol”; tehat fic(1) = fic(2) = f(3). Ak =4
esetre bizonyitdsunk iménti 2. 1épése igazolja, hogy fi-(1) = fx(2) = f(3) = fx(4).

Teljes indukcids 1épésként tegyiik fel, hogy a
(k — 1)- és (k — 2)-szogeknél fi(j) nem fiige a
7 megvalasztasatél. Ehhez elegendd belatni, hogy
frc(§) = fx(j + 1) minden lehetséges j esetén. Mint-
hogy ugyanakkor a csticsok szamozasanal szabadon
valaszthatd, hogy melyik legyen az elsd, elegendd lat-
nunk, hogy fic(1) = fx(2).

A kovetkez6 formula az dbra jelOléseivel és az egyenlOségjelek alatt az éppen

alkalmazésra keriilé indukciés feltétel, az egyenlOségjelek felett pedig ama csics
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feltiintetésével, mely éppen alkalmazdasra keriil, igazolja varakozasunk:

S
—

k—1
=Y HP\PPip1) = t(PLPyPs) +t(PPsPy) + Y t(PiPiPiys)
=2 3

@
(
kS

Py
2, (PP PsPy) + t(PaP5... PoPy)

= t(PyP3Py) + t(PyPLPy) + t(PyPs ... PuPy)

2 HPPsPy) + H(PiPs .. PPiPy)

k—1

P:

2 HPPPY) + (Zt(PzPiPiH) n t(PQPkp1)>
i=4

E
[

= t(PQPiPL'+1) + t(PQPkpl) = f)C(2)

g

Il
w

Eszerint minden K konvex k-szogre fi(1) =--- = fi(k).

4. At: K~ fic(1) hozzdrendelés teljesiti az (0) — (3) feltételeket.

A (0) feltétel teljesiil, hiszen minden K sokszogre t(K) > 0.

A (3) feltétel is teljesiil, hiszen azt még a négyszogeknél megmutattuk.

A (2) feltétel belatdsahoz el6szor vegyiik észre, hogy az izometridk a harom-
szog oldalhosszait, a csticsok és oldalegyenesek tavolsagait tartjak, ezért barmely
képharomszoghoz a t ugyanazt az értéket rendeli, mint az 6sharomszoghoz. Eb-
bol kovetkezik, hogy minden konvex sokszogre vonatkozoan a t fiiggvény értéke az
izometridkra nézve invarians, hiszen minden konvex sokszoget haromszogekre oszta-
nak fel barmely csticsabdl induld atléi, és a t a csiicsbdl indulé haromszogfelbontas
alapjan rendeli hozza az értéket.

Az (1) additivitdsi feltétel igazoldsahoz vegylink egy egyenessel K1 és Ko
konvex sokszogekre kettéosztott K sokszoget. Legyen az egyenesiink két metszete
a IC sokszog oldalaival a @ és R pont. Vegyiik a K7 haromszogekre bontasat a
@ cstcsabol, és a Ko hdromszogekre bontasat ugyancsak a @ csticsabdl kiindulva.
A két haromszogekre bontas unidja a K sokszog egy haromszégekre bontasa a @
hatérpontjabdl kiindulva, ezért ¢(K) = (K1) + t(Kq).

Unicitds. Igazoljuk, hogy ha a t': I — t(K) fliggvény teljesiti a (0) — (3) feltételeket,
akkor ' = t.

Legyen L,, olyan téglalap, melynek egyik oldala 1, masik pedig m > 0
m | f(m) hossztsagu. Legyen f(m) = t/(L,,). Az (1) és (0) tulajdonsdgok

1 miatt az f(m) fliggvény additiv és monoton novd, a (3) szerint pedig
f(1) = 1. A Fiiggelék F.10 szakasza szerint tehdt f(m) = m.
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Legyen most L, ¢ egy olyan téglalap, melynek egyik oldala m > 0,
mf - g(l) masik oldala pedig ¢ > 0 hosszisdgu. Legyen g(¢) = ¢/ (L) Az

l (1) additivitasi és a (0) pozitivitdsi tulajdonsag miatt a g(¢) fiiggvény
additiv és monoton noévé, és elébbi szamitdsunk alapjan g(1) = m. A Flggelék F.10
szakasza szerint tehdt ¢g(¢) = ml, vagyis t' (L, ) = ml.

A Tekintstink most egy haromszoget. A leghosszabb
oldalaval szemkozti cstcs legyen A, a masik két
csics pedig legyen B és C. A leghosszabb oldal
hossza legyen a, az A merdleges vetiilete erre AL,
c’ B’ Legyen m, = d(A, A'), az AA~ szakasz felezépont-
B AL ¢ Japedig M'. Legyen e az az M’ ponton athalad6
egyenes, mely parhuzamos a BC oldallal. Az e met-
szete az AB és AC oldalakkal legyen rendre C’ és B’, a B és C pontok mer6leges
vetiiletel az e egyenesre pedig legyenek rendre Mg és Mp.

A fentiek szerint ¢/ (BCMpMc) = amgy/2. A BMcC' hdromszog az AM'C’
haromszoggel, a CMpB’ hiromszog az AM’'B’ hiromszoggel egybevdgd — hiszen
szogeik megegyeznek, és d(B, M¢) = my/2 = d(A, M') = my/2 = d(C, M) —, igy
a t' fliggvény az additivitdsa és a (2) tulajdonsiga szerinti izometridkra vonatkozd
invariancidja miatt az ABC haromszoghoz éppen a téglalaphoz rendelt értéket
rendeli, vagyis t'(ABC) = ¢ (BCMpMc¢) = am, /2, tehat t = ¢’ minden haromszog
esetében.

Mc e M Mp

Mivel minden konvex sokszog haromszogekre bonthatd, a ¢ és ¢ egyezése a
haromszogeken és additivitasi tulajdonsaguk a két fliggvény egyezését bizonyitja

minden soksz6godn, amivel a bizonyitas teljessé valt. -

Definicié. A t(K) értéket a K konvex sokszog teriletének nevezzik. A

Eszerint a haromszogek teriilete t = am, /2, a paralelogrammak teriilete ¢t =
a - m, ahol a az egyik oldal, m pedig ezen oldalhoz mint alaphoz tartozé magassig.

Vilagos, hogy ha egyenesekkel ,szétvagva” t6bb konvex sokszogre osztunk fel
egy konvex sokszoget, és abbdl Gsszedllitunk egy masik konvex sokszoget, akkor a
kapott konvex sokszog teriilete megegyezik a felvagott konvex sokszog tertiletével.

Azt mondjuk, hogy a K3 konvex sokszog a Ky konvex sokszog dtdaraboltja,
ha véges sok egyenes a K7 konvex sokszoget olyan konvex sokszogekre osztja fel,
amelyek mozgassal transzformalt képeinek diszjunkt unidja a Ko sokszog. Ha a Ko
és IC1 konvex sokszoghoz létezik véges sok olyan egyenes, hogy ezekkel a Ko konvex
sokszog a K; konvex sokszog atdaraboltja, akkor azt mondjuk, hogy a K a Iy
konvex sokszogbe darabolhatd. Ezt Iy < /Cy jeldli.

A < reldciét (egymadsba) dtdarabolhatésdgnak nevezzik.
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Vildgos, hogy az dtdarabolhatésag reflexiv és szimmetrikus. Annak részletes
atgondolasa, hogy tranzitiv is, tehdt ekvivalenciareldcid, az olvaséra marad azzal
az utmutatassal, hogy ha i > ICo < IC3, akkor a Ko sokszogdn rendelkezésre 4llo
két egyeneshalmaz egyike a K; sokszogbe darabolashoz, masika a K3 sokszogbe
darabolashoz hasznélhato, egyiitt azonban olyan darabokra vagjak a Ko sokszoget,
hogy azokbdl K és K3 is kirakhatd, ami dtdarabolhatésagukat igazolja.

Wallace—Bolyai—Gerwien-tétel. Két sokszdg teriilete akkor és csak akkor egyezik
meg, ha dtdarabolhatok egymdsba.

Bizonyitas. Az viladgos, hogy ha két konvex sokszog atdarabolhaté, akkor a tertiletiik
megegyezik, hiszen az izometridk nem valtoztatjdk a teriiletet, és a tertilet additiv.

A forditott irdnyt 1épésrél lépésre bizonyitjuk. Ekozben a haromszogeknél a
kovetkezé jeloléseket hasznaljuk. Az oldalak hossza a, b és ¢, melyekre a < b, c
teljesiil. Ezekkel szemben rendre az A, B és C' cstcs van, az A mer6leges vetiilete
a szemkozti oldalra A~

1. Minden hdromszdg dtdarabolhaté egy a és my, /2 oldali téglalapba.
Legyen e az AA' szakaszfelezé merSleges. Le-
gyen M’ = e N AAL, valamint ¢’ = e N AB és
B’ = en AC. A parhuzamos szel8k tétele szerint
az utobbi ketto az elmetszett oldalak felezOpontja.
c’ B’ Allitsunk a B és C' pontokba a BC' oldalra meréle-
B AL C ges egyenest, ezek metszete az e egyenessel rendre
legyen M¢ és Mp. Mivel megfelel6 oldalaik parhu-

A

MC e M’ MB

zamosak, és atfogoik egyforma hosszuak, az AC' M’ és BC' M¢ haromszogek is és
az AB'M’ és CB’' Mp haromszogek is egybevigbak, s6t ezeket ¢ és Tp/ egymadsba
viszi. Ez azt jelenti, hogy ABC >t BCMpgM¢, ahogy éllitottuk.
2. Ha egy paralelogramma alapja a és magassag m, akkor ez a paralelogramma
atdarabolhaté egy a és m oldald téglalapba.
M A No D Legyen ABCD egy felté/tel szer}nti para}elc.).g—
ramma, a = d(A, D), és tegyiik fel el6szor,
/ / hogy a paralelogramma maésik, b = d(A, B)
M/ Mp C y Ne oldala révidebb, mint a. Legyen M és N rend-
B re az AB és C'D oldalak felezOpontja. Legyen
ezek merdleges vetiilete az AD és BC oldalakra rendre M4 és Mp, illetve Np és
N¢. Mivel oldalegyeneseik parhuzamosak és atfogdik hossza egyenld, a BMpM, az
AM M, a CNgN és a DNpN haromszogek egybevagodak, ezért az MaMpNcoNp
téglalap teriilete megegyezik az ABCD paralelogramma teriiletével. A téglalap
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2.8 Tertilet és tertiletformak 111

egyik oldaldnak hossza d(Ma, M) = m, a méasik oldaldnak hossza pedig
d(MBaNC) = d(B7MB) + d(MBaNC) - d(Ca NC) = d(B7C) =a,

ami igazolja 2. allitdst a paralelogrammék hosszabb oldalara.

Ha b > a, akkor vegyiink egy olyan k € N szamot, melyre ka > b teljesiil, és
vagjuk fel a paralelogrammat a BC oldallal pdrhuzamos, a BC' oldaltdl ¢m/k (£ =
1,...,k—1) tdvolsdgokra 16v6 egyenesekkel. Az igy kapott k darab paralelogrammék
nyilvan egybevagdk egymassal, hiszen megfelel6 oldalegyeneseik parhuzamosak és
megfelel6 oldalaik hossza egyenld. Ezen paralelogrammak oldalai a és b/k hossztak,
a BC egyenessel parhuzamos oldalegyeneseik tavolsdga pedig m/k. Mivel b/k <
a, el6bbi részeredményiink szerint mind atdarabolhatdk egy-egy a és m/k oldali
téglalapba. Ezt a k darab a és m/k oldali téglalapot az a hosszisdgt oldalaiknal
osszeillesztve éppen egy a és m oldali téglalapot kapunk, ami igazolja 2. allitasunkat.

3. Minden téglalap atdarabolhaté egy vele azonos teriiletii olyan téglalapba,
amelynek egyik oldala egységnyi.

Vegyiink egy ABCD téglalapot, mely oldalainak hossza a = d(A, B) és b =
d(B,C). Ha a = 1 vagy b = 1, akkor nincs sziikség atdarabolasra.

Ha valamelyik oldal, mondjuk a < 1, akkor legyen D’

/ /
4 A D 12 az a pont az AD egyenesén, amely az ABCD téglala-

—
2 pon kiviil van, és d(C, D') = 1. Ez a D’ pont Pitagorasz

a 1
B tétele szerint éppen /1 — a? tavolsigra van a D pont-
B b o tol. Az A’ pont legyen olyan, hogy d(A’, D) = b, és

A’ az AD oldalegyenesen D ugyanazon oldaldra esik,
mint A. Ekkor a 2. lépésben igazoltak szerint ABC'D <t A’BCD’, és szintén a 2. 1é-
pés eredménye értelmében az A’ BCD’ paralelogramma dtdarabolhaté egy olyan
A’BC'D" téglalapba, melynek egyik oldala éppen d(C,D’) = 1.

Ha a > 1 > b, akkor a fenti eljardst a téglalap masik oldalara végezzik el.
Ha a > 1 és b > 1, akkor legyen D’ egy olyan pont az AD egyenesén, amely
az ABCD téglalapon kiviil van, és d(C,D’) = ab.
Ilyen D pont létezik, mert a < ab. Az A’ pont ezek

/ /
4 A D D utén legyen olyan, hogy d(A’,D’) = b, és A’ az AD

% -
a 7 b oldalegyenesen A ugyanazon oldalara esik, mint D. Ek-
A kor 2. pontunk szerint ABCD <t A’BCD’, és szintén

B b C a 2. lépésiink értelmében az A’BCD’ paralelogram-

méanak atdaraboltja egy olyan ugyanolyan alappal és
magassaggal rendelkez6 A’BC’'D” téglalap. Mivel ennek a téglalapnak az egyik
oldala az ab hosszisagi C'D’, a méasik pedig 1, ez igazolja allitdsunkat.
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112 2. Euklidészi sik

4. Minden sokszég atdarabolhato egy vele azonos teriiletii téglalapba, amelynek
egyik oldala egységnyi.

Bontsuk fel a sokszoget haromszogekre az egyik pontbdl kiindulé atlokkal.
Az 1. pontunk alapjdn daraboljuk mindegyik haromszoget egy téglalapba, majd a
3. pontunk szerint egy egységnyi oldala téglalapba. Ezeket a téglalapokat sorban
mozgassuk el tigy, hogy az egymas utan kovetkezdk metszete az egységnyi hossztisagu
oldaluk legyen, a nem egymasutan kovetkezOk pedig diszjunktak legyenek. Ezzel
egy egységnyi oldalu téglalapot kapunk, amely atdaraboltja a kiindulasul adott
sokszognek, ahogy allitottuk.

Mivel az < dtdaraboltsag ekvivalencia-relacié, a 4. pont bizonyitja a tételt.

Egy paralelogrammat meghatdroznak barmely csiicsabdl indulé élei, melyeket
megfeleltethetiink a csticshoz tartozd helyvektoroknak, igy egy helyvektorparokon
értelmezett fliggvényhez jutunk, ha ezen helyvektorparokhoz rendeljiik az altaluk
meghatarozott paralelogramma teriiletét. A tertilet invaridns az eltoldsokkal szem-
ben, igy a helyvektorparokhoz a teriiletet rendel6 ezen fiiggvény a szabad vektorok
V terében is értelmezheto.

Vildgos, hogy egy vektorpar akkor és csak akkor alkot bazist, ha az altala meg-
hatdrozott paralelogramma nem elfajuld, vagyis a teriilete nem nulla. Fiiggvényiink
szoros kapcsolatat a bazisokhoz tovabb erdsithetjiik a bazisok kozti dtmenetek fi-
gyelembevételével.

Egy f: VXV — R fliggvényt antiszimmetrikusnak mondunk, ha argumentumai
felcserélése hatdsira el8jelet vélt, vagyis f(u,v) = — f(v,u). Az ilyen fiiggvényekre
flu,u) = —f(u,u) =0 teljesiil.

Definicié. Egy f: V x V — R fiiggvényt teriletformdnak hivunk, ha antiszimmet-
rikus, és egyik valtozéjaban linearis. Ha f azonosan nulla, akkor elt{iné forméarél

beszélink. A

Legyen {ug,vo} C ToS egy bézis. Egy masik {uq, v} bazist vilasztva, az O
pontot fixalé koordindtatranszformaciok kozil pontosan egy ¢ viszi az el6bbi bazist
az utébbiba. Legyen

+1, ha ¢ irdnyitast tarto,
e(ur,v1) =4 0, ha w1, v; nem bézis,
—1, ha @ iranyitast valto.

Az ¢ nem nulla értéke a béazisokat két osztalyba sorolja, és ez a két osztaly nem
fligg a kiindulasi bazis valasztésatol.

Tétel. Az f(Uo,Vo) = (Uop, Vo)t(OUPV) figgvény, ahol Po = Up + Vo, és
t(OUPV) az OUPV paralelogramma teriilete, egy teriletforma.
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2.8 Tertilet és tertiletformak 113

Bizonyitas. Az f fiiggvény antiszimmetrikus, hiszen a béaziselemek felcseréléséhez
tartozé koordinata-transzformacié irdnyitast valté. Emiatt a linearitast, ami a ho-
mogenitas és az additivitds egytuttes teljesiilése, elegendd az els6 valtozoban igazolni.

Az f fiiggvény homogén. Az f fliggvény homogén a pozitiv valés szamokkal
val6 szorzasra nézve, hiszen ha az egyik béaziselem pozitiv tobbszorosét vessziik,
akkor ¢ értéke nem valtozik, de a paralelogramma megfeleld élének hossza ugyanigy
tobbszorozodik, igy pedig a paralelogramma teriilete is ugyanigy tobbszorozodik.

Az f fiiggvény homogén a nullaval valé szorzas esetében is, hiszen akkor a
vektorok fiigg6vé vallnak, és akkor f értéke definicié szerint 0.

Az f figgvény homogén a negativ valds szamokkal valé szorzasra nézve is,
hiszen ha az egyik vektort a (—1)-szeresét cserél§ ¢ irdanyitast valté koordinatat-
ranszformécio, mikozben a paralelogramma teriilete nem valtozik, hiszen az oldalak
hossza és tavolsaga sem valtozik.

Az f fiiggvény additiv is.

g Ennek igazolasdhoz legyen w = Wp, Qo =
P Q u+w, Ro =v+wés Sp =u+ v+ w, va-
U lamint az egyszeriiség kedvéért e(u,w) = 1, és
u v > g(v,w) = 1, amibél mar e(u+v,w) = 1 is kovet-
0 vow W R kezik. Vildgos, hogy f(u + v,w) = t(OPSW),
és f(u,w) + f(v,w) =t(OUQW) + t(OVRW).

Nyilvan

t(OVP) + t(OUQW) + t(OVRW)
= t(OVP) + {(VPSR) + t(OVRW) = t(OVP U VPSR U OVRW)
= t(OPSRW) = t(OPSW UWRS) = t(OPSW) + t(WRS).

Mivel az OV P és a W RS haromszogek oldalai egyforma hosszisagtiak, e haromszo-
gek egybeviagoak, amiért ¢(OV P) = t(WRS). Akkor viszont iménti formulankbdl

éppen a bizonyitand6 t(OUQW) + t(OVRW) = t(OPSW) kovetkezik. -

Tétel. Két nem eltind teriletforma egymds valds szammal vett tobbszorose.

Bizonyitas. Legyen f és f is egy teriiletforma, és legyen v olyan valds szam, hogy
a rogzitett {wo, vo} bazisra f(ug,vo) = vf(ug, vg) teljesiil. Ekkor tetszéleges u =
AuUg + LyVo €8 v = A\yug + 1,0 vektorokra

f(u, ’U) = f()‘uuo + My, Vo, Avuo + ,uva)
= )\uf(u()a Ao + ,u”UUO) + :uuf(vOa Avug + ,UU'UO)
= )\u)\vf(um uo) + )\uuvf(uo, ’Uo) + Nu)\vf(vm uo) + Mquf(Uo, ’Uo)

= ()‘u,uv - /ffu)\v)f(u07710) = I/()‘u,uv - Nu)\v)f(umUO) = Vf(“?“)' u
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114 2. Euklidészi sik

A tertletméréssel valé 6sszhang megtartdsa érdekében, ha masként nem jelez-
ziik, akkor azt az f teriiletformat hasznaljuk, amely valamely ortonormalt {eq, es}
bézishoz az f(e1,ez) = 1 értéket rendeli, vagyis

f(u,v) = )\uﬂv - /Ju)‘v = det (;\\u /Lu) )
v Mo
ahol u = A\, ey + pyes, és v = Ayeq + uyeo. Mivel egy paralelogramma szemkozti
oldalainak tavolsdga a szomszédos oldal hosszanak és a két oldal kozti o sz0g
szinuszdnak szorzata, a bizonyitds azt is mutatja, hogy f(u,v) = |ul|v|sin a.
Legyen O a K konvex sokszog egyik csucsa. A K tobbi cstcsa altal megha-
tarozott helyvektorok halmazét jelolje Hi,o = {Po : P # O a K cstcsa}. Legyen
Hic.o € Hi.o x Hr.o olyan, hogy (Po, Qo) € Hi,o akkor és csak akkor, ha PQ a
IC egy éle.

Tétel. Egy f teriletforma a

tKy=7 D |f(uw)

(u,’v)er)':l)c,o
formuldval teriletfiigguényt hatdroz meg a konvex sokszogek halmazdn.

Igazolasul elég arra gondolni, hogy |f(Po,Qo)| éppen az OPQ hiromszog
tertiletének duplaja, a sokszogek teriilete pedig a formuldban foglalt haromszogfel-
bontas eredménye, de minden haromszog kétszer szerepel az 0sszegzésben, hiszen
az O ponttal szembeni haromszogoldal végpontjai két sorrendben szerepelnek.

Jegyezziik meg, hogy az f teriiletforma éppen a formula dltal meghatarozott
teriiletfiiggvénybdl szarmazik.

A teriiletforméat hasznalva az affinitdsok egyszerii jellemzéséhez jutunk.

Tétel. Az euklidészi sik eqy @ hdromsziogtarto leképezése akkor és csak akkor affinitds,
ha létezik olyan 0 < X\ € R valds szdm, hogy minden K hdaromszogre t(p(K)) = At(K),
ahol t a teriletfiiggvény.

Bizonyitas. EI6bb az ,akkor” allitdssal foglalkozunk. A teriilet és teriiletforma kozti
kapcsolat alapjan elegendd belatni, hogy a teriiletforméhoz létezik az allitasnak
megfelel6 konstans.

Tekintsiink egy tetszéleges ¢ affinitast és ennek @ linearis 6sszetevojét.

Ha f a szokdsos teriiletforma, akkor ¢ linearitdsa miatt a f (u,v) =
f(&(u), (v)) is tertiletforma, ezért ezek egyértelmiisége miatt létezik olyan v kons-
tans, hogy f = v f, ami igazolja a tétel ,akkor” allitdsat.
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2.8 Tertilet és tertiletformak 115

A forditott, ,csak akkor” allitas igazoldsahoz vegyiik a szokasos t teriiletfiigg-
szerint létezik olyan A > 0 konstans, hogy top = A - t.
Ekkor a ¢ transzformacié olyan, hogy

A, B, C kollinearis pontok < 0 = t(ABC)
© 0= A(ABC) =to p(ABC) = t(p(A)p(B)e(C))
< (A), p(B),¢(C) kollinedris pontok.

Ez egyfeldl azt jelenti, hogy ¢ injektiv, masfeldl viszont azt, hogy altalanos helyzetii
pontharmasokat altalanos helyzetli pontharmasokba visz.

Tekintsiik a tetszbleges A, B, C nem kollinearis pontokat, az AC' egyenesen
pedig egy tetszéleges D pontot. A ¢ fentebbi tulajdonsiga miatt a D pont ¢(D)
képe a ¢(A)p(C) egyenesre esik, a B pont képe viszont nem esik a ¢(A)p(C)
egyenesre, ezért

d(A, D) _t(ABD) _ M(ABD) _ t(p(A)p(B)p(D)) _ d(¢(A), ¢(D))

d(A,C)  t(ABC)  M(ABC)  t(p(A)p(B)p(C)  d(e(A),o(C))’
vagyis a ¢ tartja a metrikus osztéviszonyt.

Az euklidészi stk vizsgalatakor lattuk, hogy pontosan az affin leképezések tart-
jak a metrikus osztoviszonyt és a pontharmasok altalanos helyzetét, ami bizonyitja
a ,csak akkor” allitast. -

A tételiink &altal az affinitdshoz rendelt egyértelmi pozitiv valds szam kiszami-
tasahoz elegendd egy négyzet teriiletét megnézniink. Mivel az affinitdsok tartjak a
parhuzamossigot, a négyzet képe paralelogramma. A teriiletformdak vizsgalatakor
lattuk, hogy ezek tertilete illetve térfogata az egy csucsbol kiindul6 éleikhez tartozd
vektorokbdl Gsszeallitott matrix determinansa, ezért a tételben szereplo egyértelmii
szam valbjaban az affinitds determindnsdnak abszolut értéke.

Azon ¢ affin transzforméacidkat, melyekre nézve a teriilet invaridns, vagyis
t =t o, terilettartonak nevezzik.

Vildgos, hogy az izometriak tartjak a teriiletet is, igy determindnsuk 41, amit
persze korabban mar igazoltunk az euklidészi metrika vizsgalata kézben, de nem

csak az izometridk ilyenek, elég a (3 ﬂO ) A) matrixta (X # 0) affinitdsokra gondolni.
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A sik felfedezése

Ebben a fejezetben az eddigiekben kiépitett rendszer kiillonbo6z6 elemei kozti j
kapcsolatok, 1j geometriai objektumokat és jelenségeket mutatunk be. Persze nem
fér ide a sik Osszes érdekessége, hiszen oridsi a valaszték, igy aztdn ez a vilogatés
csak néhany kiemelkedéen fontos téma kiemelése a sok koziil.

3.1. llleszkedési tételek

Affin invaridnsoknak nevezzilk egy geometriai alakzat vagy objektum olyan tulaj-
donsagait, melyeket az affin transzforméciok nem valtoztatnak meg. Ilyenek az
osztdviszony, a teriiletarany és persze az illeszkedés és a parhuzamossag is. Az ilyen
tok, de altalaban rovidebb tton is célt ériink, ha felhasznéljuk az euklidészi metrikat,
vagy akar a teriiletfliggvényt.

E szakasz tételei és kiillonosen altalanositasaik jol mutatjak, hogy az oszté-
viszonyt érdemes volt gy kiterjeszteniink, hogy barmely két kozonséges A és B
pontra és egyenesiik co4p idedlis pontjira (ABooap) = —1 legyen. Vildgos, hogy
ezzel a kiterjesztéssel az osztéviszony bijektiv hozzarendelést valdsit meg a valds
szamok és az idedlis ponttal bovitett egyenes pontjai kozott.

Ceva tétele. Legyenek az X,Y és Z pontok rendre az ABC hdromszog BC, AC
és AB oldaldin. Az AX, BY és CZ egyenesek akkor és csak akkor metszik eqymdst
egy kozos pontban,ha

C

Bizonyitas. Ha a megadott egyenesek egy kozos P ponton mennek at, akkor a
harom egyenes hat kis haromszogre bontja az eredetit. Ekkor

d(B,X) t(ABX) t(PBX) t(ABX)—t(PBX) t(ABP)

d(X,C) t(ACX) t(PCX) t(ACX)—t(PCX) t(ACP)’
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118 3. A sik felfedezése

d(C.Y) _ t(BCP) ,. d(A,Z) _ t(CAP)

dY,A) — WBAP) ©S UZ,B) ~ #CBP)’ amiért

és ugyanilyen szamitassal

d(B,X)d(C.Y) d(A,Z) _ HABP)t(BCP) tCAP) _
d(X,C) d(Y,A) d(Z,B) _ t(ACP) t(BAP) t(CBP)

Ha ﬁf})c(; 3(5,2)) gg’;:gg =1, akkor legyen P = AX NBY, éslegyen Z' = CPN

AB. Elébbick szerint ekkor S22 ACI) HLZL — 1 s teljesiil, amiért Sg ) =
d(A,Z)

AZ5)" Ebbdl Z = Z' kovetkezik, amivel a tétel bizonyitasa teljessé valik. -
Jegyezziik meg, hogy Ceva tételébol kovetkezik a haromszogek nevezetes pont-
jai létezésének java része, igy példaul a beirt kor kdzéppontja, a sulypont stb.
Ceva tételét nem a teljes altaldnossdgaban adtuk meg. Ceva tételének altalanos
formaja azt mondja ki, hogy a rendre a BC, AC és AB oldalegyeneseken 1év6 X,
Y és Z pontok altal meghatarozott AX, BY és C'Z egyenesek akkor és csak akkor
metszik egymést egy kozos (esetleg idedlis) pontban, ha az osztéviszonyokra

(BCX)(CAY)(ABZ) = 1.

Ennek bizonyitasa is elvégezheto a fenti médszerrel az X, Y és Z pontok lehetséges
elhelyezkedéseinek vizsgalataval.

Menelaosz tétele. Legyenck az X, Y és Z pontok rendre az ABC' hdaromszog BC,
AC és AB oldalegyenesén gy, hogy X ¢ BC. Ha az X, Y és Z pontok kézés
egyenesre esnek, akkor

d(B,X) d(C,Y) d(A, Z)

A(X,C) AV, A) d(Z,B) _ "

Ha az X, Y és Z pontok teljesitik ezt a formuldt, és Z € AB valamint Y € AC,
vagy Z ¢ AB ésY ¢ AC, akkor az X, Y és Z pontok egy kizds egyenesre esnek.

Bizonyitas. Ha a megadott pontok egy kozos e egyenesre illeszkednek, akkor legye-
nek T4, T és Te rendre az A, B és C pontokbdl az e egyenesre allitott merdleges
egyenesek talppontjai.

ZTpT, T Y X

Mivel AZT4 és BZTg ugyanaz a szog, vagy csucsszogek, az AZT 4 és BZTg
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3.1 Illeszkedési tételek 119

d(A,Z) _ d(A,Ta)
' d(Z,B) — d(B,Tp)"

Eszerint

derékszogi haromszogben a szinusztétel szerint

dcy) _ dCTc) oo d(B,X) _ d(B.Tp)
d(Y,A) — d(ATa) *° d(X,C) — d(C.Tc)"

Hasonlé meg-

fontolasbdl és

d(B,X)d(C,Y)d(A,Z) d(Tg,B)d(Tc,C) d(Ta, A) )
d(X,0) d(Y,A)d(Z,B)  d(C,Tc) d(A,Ty) d(B,Ts)

Ha ‘;g}g; (é((gfﬁ)) ZE?:Q = 1, akkor legyen e az X € BC\BC ésY € AC pontok
’ (B,X) d(C,Y) d(A,Z")

kozos egyenese, és legyen Z' = eN AB. Elébbiek szerint ekkor Z(X 0 AV A) A7 B) =

1 is teljestil, amiért ;léqu’ZB/; = ggé’gg, vagyis Z = Z'. A tétel bizonyitdsit befejeztiik.

]
Menelaosz tétele teljes altaldanossagaban azt mondja ki, hogy a rendre a BC),

AC és AB oldalegyeneseken 1évé XY és Z pontok akkor és csak akkor kollinedrisak,
ha (BCX)(CAY)(ABZ) = —1. Ennek bizonyitésa is elvégezhet a fenti médszerrel
az X, Y és Z pontok elhelyezkedésének megfelel$ kiillonféle esetek vizsgalataval. A
Pasch-axiéma alapjan mindossze két esetet kell vizsgalni, ugyanis vagy csak egy pont
nem esik a haromszog oldalaira, vagy egy sem. Menelaosz tétele akar a Pasch-axiéma
pontositott altalanositasanak is felfoghato.

Gallai-Sylvester tétel. Ha egy véges sok pontot tartalmazd halmaz birmely két
pontjara illeszkedd egyenesre a halmaznak még legaldbb egy pontja illeszkedik, akkor
a halmaz pontjai kollinedrisak.

Bizonyitas. Legyenck a P = {P;}I_, ponthalmaz pontjai nem kollinearisak.

A P pontjai legfeljebb (TQL) =n(n —1)/2 illeszkedd egyenest hatdroznak meg,
hiszen ennyi a pontparok szama. Legyen ezen egyenesek halmaza £. Legyen D =
{(P;, P;, P) : P; ¢ P;P, € £}. A D véges halmaz mindegyik eleméhez rendeljiik a
pontnak az egyenestdl vett d(P;, P;Py) tévolsagat. Ilyen tavolsagbol véges sok van,
tehat van ezek kozott legkisebb. Legyen ez a legkisebb szam ¢. Ez nyilvan pozitiv, és
van olyan i, j, k szimharmas, hogy ¢ = d(P;, PjPy). Legyen a @ pont a P; merSleges
vetiilete a P; P, egyenesre.

Mivel minden pontpar egyenesén legaladbb harom pont
van, a P; Py, egyenesre is esik még legaldbb egy tovabbi,
mondjuk a P, pont. A P;P, egyenesen a Pj, P és
P, pontok koziil legalabb ketté a ) pont ugyanazon
oldalara esik. Legyen ez a két pont P; és Pj. Ezek

pontosan egyike valasztja el a Q ponttdl a masikat.
Legyen ez mondjuk a P; pont. Ennek merdleges vetiilete a P; P, egyenes-
re legyen R, a () merdleges vetiilete a P; P, egyenesre pedig legyen S. Ekkor a
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120 3. A sik felfedezése

parhuzamos szel6k tétele és a derékszogili haromszog befogdja és atfogdja kozti
egyenlGtlenség szerint

d(Pj,PiPk) = d(PJ,R) < d(Q,S) < d(Q,Pl) =1t.

Ez az egyenl6tlenség ellentmond a F;, P; és P, pontok kivdlasztdsdnak, ezért a
P; Py, egyenesre nem illeszkedhet a /P halmaz egyetlen tovabbi eleme sem.
A tétel feltételei szerint a ponthalmaz minden egyenesén legalabb harom pont

van, igy a fentiek szerint a ponthalmaz kollinedris, ami az allitas. -

3.2. Dilatacidékrdl bovebben

Tétel. A nem izometrikus dilatdcicknak pontosan egy fizpontja van.

Bizonyitas. Mivel a nem izometrikus dilatacié megvaltoztatja a pontok tavolsagat,
legfeljebb egy fixpont 1étezhet, igy csak annak létezését kell kimutatnunk. Legyen
a vizsgélt dilatacio jele 4, egytitthatéja A # 1.

P Tegyiik fel, hogy § a dilatacié minden e egyenest vele parhu-

zamos d(e) || e egyenesbe visz.
/ Vélasszunk egy tetszéleges e egyenest és azon P # @)
pontokat, melyek § melletti képei P’ # Q'. Ha P = P’ vagy
Q' Q= Q' akkor taldltunk fixpontot. Ellenkez6 esetben P # P’
és Q # @', amiért az ¢’ = 6(e) = P'Q’ egyenes kiilonbozik az
e egyenest6l. Mivel P # Q, a PP’ és a QQ’ egyenesek is kiilonbozéek.

A PP'Q'Q négyszog nem lehet paralelogramma, hiszen Ad(P, Q) = d(P’, Q")
és A # 1, tehat a PP’ és QQ’ egyenesek metszik egymést valamely M pontban.
Ugyanakkor a p = PP’ egyenes invaridns a ¢ dilaticiéra nézve, mivel §(p) képe
athalad a P’ ponton és feltételiink szerint parhuzamos a p egyenessel. Ugyanilyen
indoklés szerint a ¢ = QQ’ egyenes is invaridns, amiért az M = pNg = 6(p)Nd(q) =
0(M), vagyis az M fixpont.

Most azt az esetet nézziik, amikor a § dilatacidhoz létezik
olyan e egyenes, amely vele nem parhuzamos ¢’ = §(e) egye-
nesbe transzformalédik, amiért az e és €’ egyenesek metszik
egymaést valamely P pontban, és persze P/ = §(P) € ¢/. Ve-
gyunk az €’ egyenest nem a P’ pontjidban metsz6 olyan f

egyenest, mely parhuzamos az e egyenessel. Mivel a dilata-
ci6k parhuzamos egyeneseket parhuzamos egyenesekbe transzforméalnak, nyilvan
e || f/ =48(f) is teljestll, és ezért f )| f, amiért a két egyenes metszi egymést egy
Q@ = f N f' pontban, melyre természetesen Q' = §(Q) € f'.
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Mivel \dd(P, Q) = d(P’,Q’) és A # 1,a PQQ' P’ négyszdg nem paralelogramma,
ezért a PQ és a P'Q’ egyenesek metszik egymdst valamely M pontban. El6bb
a dilataciét, majd a parhuzamos szel8k tételét (hiszen QQ' = f' || ¢ = PP’)

alkalmazva
d(6(M),P")  Ad(M,P) d(M,P)  d(M,P')

d(6(M),Q") ~ M(M,Q)  d(M,Q)  d(M,Q')
adddik. Mivel az osztéviszony két pont ismeretében egyértelmiien meghatarozza a
harmadikat, ebb6l §(M) = M kovetkezik, amivel a tételt bebizonyitottuk. -
A fixpont 1étezését sokkal dltaldnosabban targyalja a Fiiggelék F.4. szakasza.

Tétel.
(1) A kozéppontos dilatdcidk és az eltoldsok mellett minden egyenes képe pdrhu-
zamos az dsével.
(2) Ha egy dilatdcié mellett minden egyenes képe pdrhuzamos az dsével, akkor az
kézéppontos dilatdcio vagy eltolds.

Bizonyitas. (1) Mivel a padrhuzamos eltoldsok kozéppontos tiikrozések szorzataként
allnak el6, elegend? az allitast a kézéppontos dilatdcidkra igazolni. Minthogy minden
kozéppontos dilatacid egy pozitiv egytitthatés kézéppontos homotécia, vagy egy
ilyennek a vele egyez6 kozéppontra vonatkozd kdzéppontos tiikkrozéssel vett szorzata,
a parhuzamos szelOk tétele értelmében elegend6 a koézéppontos tiikkrozésekre belatni
az allitast.

Legyen adott egy 7¢ kozéppontos tiikrozés, és egy e egyenes. Az e egyenesen
valasszunk P és @ kiilonb6z6 pontokat tgy, hogy a C ponttdl mért tavolsaguk
kiilonb6z6. Ekkor a C pont felezi a Pre(P) és Q7o (Q) szakaszt is, amiért a par-
huzamos szelSk tétele értelmében a P1o(P)7¢(Q)Q négyszog egy (esetleg elfajult)
paralelogramma, amiért PQ || 7¢(P)7c(Q), ahogy a tétel allitotta.

(2) Mivel minden dilatéci6 egy pozitiv egyiitthat6s kozéppontos homotécia és
egy izometria szorzata, és elébbi az (1) pont szerint az egyeneseket veliik parhuzamos
egyenesbe képezi, elegendé az allitast izometridkra igazolni.

Vegyiink most egy olyan ¢ izometridt, melynél minden e egyenes c(e) képe
parhuzamos az Osével, vagyis c(e) || e. Ha ¢ nem identikus, akkor van olyan P
pont, melyre P # ((P). Tekintstink olyan @ és R pontokat, hogy P, @ és R nem
esik egy egyenesre. Feltételiink szerint PQ || ¢«(P)u(Q), QR || t(Q)c(R), és RP ||
t(R)L(P), vagyis a PQR és a t(P)u(Q)t(R) haromszogek a végtelen tévoli egyenesre
perspektivek.

Ha Pu(P) || Qu(Q), akkor a nyitott konyv tétele szerint Pu(P) || Ru(R) is
teljesiil, és Pu(P)u(Q)Q, Pu(P)(R)R, valamint Ri(R).(Q)Q is paralelogramma.
Legyen ¢ az az eltolds, melyre «(P) = ¢(P). Ekkor Pu(P)e(Q)Q és Pu(P)e(R)R
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is paralelogramma, amiért 1(Q) = £(Q), és t(R) = &(R). Eszerint e !¢ a nem
kollinedris P, Q és R pontokat helyben hagyja. A fixpont tételek szerint tehat e~ 1¢
az identikus leképezés, tehat « = ¢ eltolas.

Ha P(P)NQL(Q) = O, akkor a Desargues-tulajdonsdg miatt Pe(P)NRu(R) =
O is teljesill, és a parhuzamos szelSk tétele miatt d(P,O) = d(«(P), O), d(Q,0) =
d(1(Q),0), és d(R,0) = d(«(R),0). Eszerint 7ot a nem kollinearis P, @ és R
pontokat helyben hagyja, igy fixpont tételek szerint 7ot az identikus leképezés,
tehét « = 7o centrilis tikrozés. -

Az eredmény gy is értelmezhetd, hogy a kozéppontos dilatacidk és az eltolasok
helyben hagyjék az idedlis egyenes pontjait.

Legyen e egy eltolas. Ennek linearis Osszetevoje az identitds, tehat F@ =
s(P)s(Q; minden (P, Q) kotott vektorra. Ebb6l kovetkezik, hogy ugyancsak minden
(P, Q) kotott vektorra és minden e eltoldsra Pz—:(P; = Qe(Q) is teljesiil, vagyis ez a
vektor fliggetlen a P pont valasztasatél. Ez indokolja, hogy ezt a szabad vektort az
e eltolas eltolds-vektordnak nevezzik.

Tétel. Két eltoldas szorzatanak eltolds-vektora az egyes eltolds-vektorok dsszegével
eqyenld. Az eltoldsok és a szabad vektorok Abel-csoportjai izomorfak.

Bizonyitas. Az els6 allitast a barmely két €1 és g4 eltoldsra érvényes

Pey(e1(P)) = Peo(P) + e3(P)ea(e1(P)) = Pey(P) + Peq(P),

formula igazolja.

A miésodik allitast azzal bizonyitjuk, hogy az eltoldsok £ csoportjardl a vektorok
V Abel-csoportjiba val6 € — v(e) := Pe(P) leképezés izomorfizmus. Az elsé allitds
szerint ez homomorfizmus, tehat csak a bijektivitast kell igazolni.

A homomorfizmus miatt, ha v(e;) = v(ey), akkor v(e165 ') = 0, vagyis a e165
eltolasnak minden pont fixpontja, amiért €1 = €5. Ez éppen az injektivitas.

A sziirjektivitds igazolasa érdekében tekintsiink egy PQ) szabad vektort. Ha
P = Q, akkor ez az identikus eltolashoz rendelt eltolas-vektor, ezért a tovabbiakban
feltessziik, hogy P # Q. Legyen e és g a PQ egyenesre merdleges két egyenes tgy,
hogy e atmegy a P ponton, g pedig a PQ szakaszt felez6 merSleges. Ekkor az
€ = 7,7, izometria egy eltolds, és Pe(P) = P(Q), vagyis a leképezés szlirjektiv. -

A bizonyitasbdl kiolvashatd, hogy az eltolas tévolsdga éppen kétszerese az
eltolas két tikrozése tengelyei kozti tavolsdgnak. Az eredmény maga pedig értel-
messé teszi az eltolasoknak egy egységnyi helyvektorral és az eltolas tavolsaga altali
megadésat, vagyis elegendd az u egységnyi vektor ¢ tavolsagi gl eltolasardl beszélni.

Legyen O a ¢ forgatas kozéppontja, fy pedig egy ebbdl indulé félegyenes. Az
O pontbdl indul6é minden g, félegyeneshez létezik pontosan egy olyan O kdzépponti
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1 forgatds, melyre ¥(f;) = g+, amibdl a forgatdsok felcserélhetdsége miatt

Ufo(f+)) = <@ (f+), (e(f+))) = Ug+, (W (f+))) = <9+, v(9+))

kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy az <t(fy,¢(f+)) szog nem fiigg az f} félegyenes
valasztasatol, ami indokolja, hogy ezt a szabad szoget a ¢ forgatas forgdsszégének
nevezzik.

Tétel. Két azonos kozépponti forgatds szorzatinak forgdsszdge az eqyes forgdsszé-
gek osszegével egyenld. Az azonos kozépponti forgatdsok és a szabad szégek Abel-
csoportjai izomorfak.

Bizonyitas. Legyen a f egy tetszbleges O kezd6pontu félegyenes, ¢ és ¢ pedig egy
O kozéppontu forgatas. Ekkor

A4, p(D(f4)) =< frs p(f) +Lo(f4), o (0 (f1)) =< [+, o(f+) +<(f+,¥(f+))

igazolja az els6 allitast.

A masodik allitast azzal bizonyitjuk, hogy az O kozéppont koriili @ csoport-
jardl a szabad szogek Abel-csoportjdba vald ¢ — o () := <(f1, o(¥(f1))) leképezés
izomorfizmus. Az elsé allitas szerint ez homomorfizmus, tehat csak a bijektivitast
kell igazolni.

A homomorfizmus miatt, ha (@) = o(p2), akkor o (p1p5 ') a nullszog, vagyis
a Y1y ! forgatds minden félegyenest fixen hagy, amiért ¢; = @y. Ez éppen az
injektivitas.

A sziirjektivitds bizonyitasa érdekében tekintstink egy <((f+, g+ ) szabad szoget.
Ha f, = g4, akkor az identikus forgatas a szog Ose, igy innentdl feltehetjiik, hogy
f+ # g+. Legyen h az (fy, g4 ) kotott szog felezéje. Ekkor a ¢ = 75,7 izometria egy
forgatés, és <(f4, p(f+)) = <(f+, 9+), vagyis a leképezés szlrjektiv. -

A bizonyitdsbdl kiolvashatd, hogy a forgasszog éppen kétszerese a forgatas
két tiikkrozésének tengelyei altal bezart szognek. Az eredmény maga pedig értelmes-
sé teszi a forgatasoknak a kozéppontjuk és forgasszogiik dltali megadasat, vagyis
elegend® az O pont koriili o szogll g forgatésrél beszélni.

A forgatasok szoge maéshol is megjelenik.

3.2.1. Tétel. Minden A egyiitthatds dilatdicio matrizdnak alakja bdrmely ortonormdlt
bazisra épiild koordindtdzdsban M - ( cosa Sina), vagy M - (Cf)so‘ sin o ), ahol «a
—SsSln«& COSs & Sin — COS &«

valamely (—m, 7] szdm.

Bizonyitas. Mivel minden dilatéicié egy pozitiv egyiitthatos kézéppontos homoté-
cia, és egy izometria szorzata, elegendd az 1-egyiitthatos dilatdcidkra, vagyis az
izometridkra bizonyitani az allitast.
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Valamely 1 = xp o £o koordinatazasban a d euklidészi metrika alakja

A~ (o, 50), ¥ (@1,1)) = V(w0 — 21)% + (yo — 1)

A keresett izometria ebben a 1) koordinitdzdsban egy olyan ¢: R? — R2
koordindta-transzformacié, melyre (z,y) — (a,b) + ¢((z,y)), ahol a,b € R tetszdle-
ges szdmok, a linedris 0sszetevo pedig

B =) (7002,

A metrikat megadé fentebbi képlet és a ¢ izometrikussiga alapjan

A" p(mo, yo), v B(z1,y1)) = AW (2o, yo), ¥ (21, y1))
=d(¥ ™ (2o, y0), ¥ (z1,11)),

ami azt jelenti, hogy mikézben (a,b) tetsz6leges lehet, a @ egy izometria. Eszerint

(o—z1)*+(yo—11)°

= ((e1120+©2190) — (1171 +02191)) > + (1220 +P2250) — (L1271 +P2291))”

= (11 (zo—21)+ @21 (yo—11))* + (Pr2(z0—21) +P22(yo— 1))

= (zo—21)2(31 +¢72) —2(oy1 +yox1) (11021 +P129022) + (Yo — 1) * (031 +©32)

minden (xg,yo) és (z1,y1) esetén.
Azonnal kévetkezik, hogy

O+ el =1, eupa+ e =0, é ¢+ ps =1 (3.2.1)

szitkséges és elégséges feltétele annak, hogy ¢ egy izometria legyen.
A négyzetes tagokat tartalmazé egyenletekbdl kovetkezik, hogy valamely « és
B valds szdmra @11 = cos a, w12 = sina és a1 = sin 5, Y99 = cos 3, amibél

0 = p11p21 + Q12922 = cosasin § + sinacos f = sin(a + 3)
miatt 8 + a = kr adddik, ahol k € Z. Eszerint a k paritasatol fiiggéen

cosa  Sina

¢((z,9) = (=,y) , vagy ¢((z,y)) = (z,y)
< ) (

cosa  sino >

—sina  cosa sina —cosa

Ahogy mar lattuk, az u és v vektorok pontosan akkor egységnyiek és ortogo-
nalisak, ha a xyg(u) = (ug,u1) és x5(v) = (v, v1) koordinatdkra u? + u3 = 1, és
(v1,v2) = £(—ua,u1). Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy valamely 5 valés szdmra
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(up, u1) = (cos B,sin 8), és (vg,v1) = £(—sin B, cos ). Eszerint a koordindtdzasban
hasznélt bazisrdl az {u, v} bazisra valé attéréskor a ¢ mdtrixa a

cosfS  sinf cos  sinf
—sinf cosf vagy sinf3 —cosf

matrixok egyikével konjugalédik. Ugyanakkor

( cos f3 sin5> < cos o sina) :< cos(a + f3) sin(a+ﬁ))

—sinf cosf —sina  cosa —sin(a+ B) cos(a+ )

ami azt mutatja, hogy a konjugalds nem valtoztat a fentebb talalt

cosa  sina & cosa  sina
—sina  cos« sin@  —cos«
matrixokon, ami a tételt bizonyitja.
Figyeljiik meg, hogy

cosa  sina (1 0 cosa  sina
sina —cosa) \0 -1 —sina cosa )’
vagyis a két izometriatipus kozott egy affin (tengelyes) tiikrozés teremt kapcsolatot,
mely eszerint izometria az euklidészi geometridban, ha a bazis ortonormalt.
A forgatasok origét fixen hagyd, irdnyitast tarté izometridk, igy az euklidészi

geometridk izometridinak alakjara vonatkozo tételiink értelmében a ¢ forgatas
bérmely {u, v} ortonormélt bazisban

(@) )

cosa  Sina
—sina  cosa

alakd, ahol « valamely (—m, 7] szdm. Tekintsiik most az f+ = {z(1,0) : > 0} £él-
egyenest. Ennek képe o(f) = {x(cosa,sina) : @ > 0}. A szogek koszinuszdnak és
szinuszdnak definicidja szerint cos <(fx, p(f1)) = cosa és sin<t(f1,p(f+)) = sina,
ami a szogmértékek és a trigonometrikus fiiggvények radidn szerinti Osszefiiggése
értelmében azt jelenti, hogy <(f+,¢o(f+)) = a.

3.3. Haromszogek szogei és oldalai

Egy hiromszog belsd szoge mellékszogét kilsd szognek hivjuk. Ahogy mar lattuk, a
kiils6 szog megegyezik a két nem mellette 16v6 bels6 szog dsszegével, amiért a kiilsé
szogek Osszege dupla egyenesszog. Konnyt 1latni, hogy ez minden sokszogre igaz.
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A mer6leges egyenesek félegyenesei altal alkotott szoget (fél egyenesszog) de-
rékszognek nevezzilkk. A derékszogii haromszogben a derékszoggel szemkozti oldalt
atfogonak, a tobbi oldalt befogénak nevezzik.

Azokat a haromszogeket, melyeknek két oldala egyenld hosszisigu, egyen-
6 szdard hdaromszdégnek, a két egyenl6é hosszu oldalt szdraknak, a harmadik oldalt
alapnak mondjuk. Egyenld oldalinak vagy szabdlyosnak nevezziik a haromszoget,
hogy minden oldala azonos hossziisagu.

Tétel.
(1) Egy hdaromszogben nagyobb széggel szemben hosszabb oldal taldlhatd.
(2) Egy deréksziogli hdromszogben az dtfogé mindig hosszabb, mint barmely befogd.
(3) Az ABC egyenld szdri hdromszogekben az alapon lévs, <(CAB) és <(ABC)
szogek megegyeznek egymdssal.

Bizonyitas. (1) Ahogy ezt a szinusztételnél mar emlitettiik, a valés szinuszfigg-
vény monoton novekedését haszndljuk a [0,7/2] intervallumon. Ha a haromszog
minden szoge a [0, 7/2] intervallumba esik, akkor az allitds kozvetleniil kovetkezik
a szinusztételbdl a monoton novekedés miatt. Ha van olyan szog, amely a [7/2, 7]
intervallumba esik, abban a cstcsban a kiilsd szog a [0, 7w/2] intervallumba esik, és na-
gyobb, mint a nem mellette fekvd bels6 szogek, igy ezekre megint a szinusz-fliggvény
monotonitasat hasznélva adodik az allitas.

(2) Derékszogli hdromszogben az dtfogéra illeszkedd két szog dsszege derékszog,
igy mindkettd kisebb a derékszognél, ezért ezen dllitdsunkat (1) bizonyitja.

(3) Ha az egyenld szérakhoz tartozé szogek kiilonboz6ek lennének, akkor az
egyik nagyobb lenne, mint a mésik, amib6l (1) szerint a szogekkel szemben 1év6

oldalak nem lehetnének egyforméak. Ez igazolja az allitast. -

Eszerint az egyenld szaru haromszog két alapon 1év6 belsé szoge egyenlo.

Tétel. Két nem elfajulé haromszog egybevagd, ha
(1) megfeleld oldalaik hosszai egyenldek,
(2) két oldaluk hosszai és az dltaluk kozrefogott irdnyitatlan szogik egyenld,
(3) két oldaluk hosszai és ezek kizil a hosszabbikkal szemkozti iranyitatlan szogek
egyenldk,
(4) egy oldaluk hossza és irdnyitatlan szdgeik megegyeznek.

Bizonyitas. Vizsgiljuk az A1 B1C; és As BoCs haromszogeket, melyek csiicsaiban
1év6 szogek rendre ap, By és 71, illetve ag, B2 és 79, illetve a csiicsokkal szemben
1év6 oldalak hossza rendre aq, by és cq, illetve ag, by és co.

(1) Ezt mar bizonyitottuk az Euklidészi sik fejezet 2.5 szakaszaban.
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(2) Ha, mondjuk, ay = «q, akkor létezik egy ¢ izometria, melynél az olda-
lak A; ponttal kezd6d6 félegyeneseire ((A1B1) = A2Ba, t(A1C1) = AxCy, és
t(A1) = As. Mivel a félegyeneseken a pontokat egyértelmiien jellemzi a kezdd-
ponttdél mért tavolsdguk, ebbdl ((By) = Bs és 1(Cy) = Cy kovetkezik, amiért az
tla, oyt A1B1C1 — A9 ByCy egybevagosag a két haromszog kozott.

(3) Ha, mondjuk, a3 < by, a1 = ag, by = by, és B = [a, vegyiink fel

a By kezddponti A, ponton 4thaladd félegyenesen egy olyan A) pontot, mely-
re d(By, A1) = d(Bg, A}). Mivel <(A1B1Cy) = <(A2B2Cs) vagy <(A1B1Cy) =
—<((A2B2C5), van olyan p mozgdas, amely a (A;B1Cy) kotott szoget az (A BaCh),
vagy a (Tp,co,(A2)B2Cs) kotott szogbe viszi. Mivel ez izometrikus, p(By) =
By, u(C1) = Cs, és p(41) = A} vagy p(41) = 7B,c,(A4}). Alkalmasan va-
lasztva tehdt az . izometridt «(B1) = B, 1(C1) = Cq, és (A1) = Al
Ha A} # A, akkor A1 Cy A5 egy egyenld sza-
ri haromszog, melynek a Cy pontban talal-
kozé szarai by = by hosszusaguak, alapja pe-
dig az m szakasz. Az egyenl6 szart héa-
romszog alapon 1év6 szogei kisebbek az ala-
pon 1éve kiils6 szogeknél. Az alapon fekvo
sz0g az A BoCs haromszog kiilsd szoge, vagy-
is nagyobb a [y szognél. Az alapon fekvo
kiilsd szog o) = <(B2A1Cy), ezért o < Bo.
Ugyanakkor a feltétel szerint a; < by, amiért
d(A}, Ba) < d(A}, Bs), és {gy a nagyobb szoggel szemben hosszabb oldal 6sszefliggés
értelmében fs < o). Ez az ellentmondés mutatja az A} # Ay feltétel lehetetlensé-
gét, vagyis 1(A1) = Asg, és igy t|a, Byt A1B1C1 — A2 BoCs egy egybevigdsig a
két haromszog kozott.

(4) Legyen, mondjuk, a; = asg, és aq = aa, f1 = Pa, és 71 = Ya.
Vegyiik ismét azt az ¢ izometriat, amelyikre
t(B1) = Ba, 1(C1) = Cy, és a 3 szabad szog
(C1B1 A1) reprezentdnsat az ¢ a (CoBsAs)
kotott szogbe viszi. Legyen A} = (A1),
és Olll = <I(BQA’1C2) Ha By < All =< AQ,
akkor of > a9, hiszen o} az A]C2A; héa-
romszog A} csucsandl 16vé kiilsé szoge. Ha
By < Ay < Al akkor of < ag, hiszen ay
az AsCo A} hiromszog As csicsdndl 16v6 kills6 szoge. Eszerint A] = Ag, vagyis
(A1) = Ag, gy az t|a, 8,0y A1B1C1 — A3 BaCo egybevigdsig a két haromszog
kozott.
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Tétel. Két nem elfajuld haromszog hasonld, ha
(1) megfeleld oldalhosszaik ardnyai egyenldek,
(2) megfeleld iranyitatlan szdgeik egyenldek,
(3) két megfeleld oldaluk oldalhosszai ardnyosak és az ezek kizti szogik egyenld.

Bizonyitas. Ismét az A1 B1C7 és Ay BoCs haromszogeket vizsgaljuk, melyek csi-
csaiban 1év6 szogek rendre aq, 81 és 71, illetve aso, B2 és s, illetve a cstcsokkal
szemben 1év§ oldalak hossza pedig rendre aq, by és c1, illetve as, by és ca.

(1) Ha ag/bg = al/bl, és b2/c2 = bl/Cl, akkor ag/al = bg/bl = 62/01, amibol
a haromszogek hasonlosagat az Euklidészi sik fejezet Egybevagosag és hasonlésag
szakaszaban mar bizonyitottuk.

(2) Ha a1 = ag, 1 = B2, és 71 = 72, akkor a szinusztétel szerint a megfelel
oldalak hosszai ardnyosak, igy (1) bizonyitja az &llitast.

(3) Ha v1 = 72, és ba/az = b1/ay, akkor az el6z6 tétel (2) Aallitdsa sze-
rint az A BoCo hdromszog barmely Oy, s, homotécia melletti képe egybevigd
az A1 B1Ch haromszoggel, vagyis 1étezik olyan ¢ izometria, hogy a két haromszog
k6z6tt L]0, .. (4sB2C) " Oy je, (A2B2C2) — A1 B1C1 egy egybevigésdg. Eszerint a
0 = O, /e, ¢ dilatici6 egy hasonlésdg a két haromszog kozott.

]
Tétel. A hdaromszég minden szdgfelezdje a mellette 1évd oldalak hosszainak ardnyd-
ban osztja a szemkozti oldalt.

Bizonyitas. Vizsgiljuk az ABC haromszoget, melynek csicsaiban 1évé szogek rend-
re «, 3 és 7.

Tegytiik fel, hogy az A pontra illeszkedé szogfelezé metszi a BC' egyenest
valamely (esetleg idedlis) A’ pontban, és alkalmazzuk a szinusztételt az AA’'B és
AA’C haromszogekre.

Ha A’ € BC, akkor

d(B,A") d(B,A")/sin(a/2)  d(B,A)/sin{  d(B,A)

d(A",C)  d(A’,C)/sin(a/2)  d(A,C)/sin(e —€)  d(A,C)’
ha pedig A’ ¢ BC, akkor
d(B,A") d(B,A")/sin(e/2+a/2) d(B,A)/sin{  d(B,A)
d(A,C)  d(A,C)/sin(e/2 F af2) d(A,C)/sin(¢) d(A,C)’
ahol £ = <(BA’A).
Ha A’ egy ideélis pont, akkor a hdromszog egyenld szard, amiért a metrikus
osztéviszony definicidja szerint

d(B,A) _ | _d(B,A)
dA,C) T dA,0)

Ezzel az éllitast bizonyitottuk.

KuRrusa ARPAD

Ver.: 2021:08:19:12:04:28 © Kurusa Arpad (2019 — 2021)



3.4 Haromszogek nevezetes pontjai 129

3.4. Haromszogek nevezetes pontjai
Tétel. A hdromszdgek dtellenes oldalakat metszd szdgfelezdinek van kézds pontja.

Bizonyitas. Tekintsiink egy ABC haromszoget, és annak az A, B és C' csticson
4dtmend, a szemkozti oldalakat rendre az A’, B’ és C’ pontokban metsz8 szogfelezbit.
Az AA', BB’ és CC’ szogfelezket rendre Ossze-
vetve a BB'C, CC'A és AA'B hiromszog-
gel, a Pasch-axiomabdl kovetkezik, hogy rendre
AA'NBB’', BB'NCC' és CC'NAA’ nem tires,
vagyis barmely két szogfelez6 metszi egymast.

Az A pontbdl kiindul6 szogfelezé azon

¢ pontok halmaza, melyek egyenld tavolsagra
vannak az AB és AC oldalegyenesektél. A B pontbdl kiinduld szogfelezd azon
pontok halmaza, melyek egyenld tavolsagra vannak a BC és BA oldalegyenesektol.
Eszerint AA’ és BB’ metszete egy olyan F' pont, mely a hdromszog mindhdrom
oldaldtél egyenld tavolsdgra van. Ez viszont azt jelenti, hogy F' a C'A és C'B oldal-

egyenesektdl egyenld tdvolsagra van, amiért a C'C’ szogfelezére esik. -

A tételben szerepld szogfelezOket belsé szdgfelezdnek szokas hivni. Ha ezek
F metszéspontja, mint kézéppont koril az F' oldalegyenesektdl mért tavolsagaval
mint sugéarral kort rajzolunk, akkor ennek a kérnek mindegyik oldallal csak egyetlen
kozos pontja lesz, hiszen az oldalakon 1évé tobbi pont nagyobb tavolsagra helyez-
kedik el. Ezt gy fejezziik ki, hogy a kor érinti az oldalakat. Ezt az egyértelmiien
meghatarozott kort a haromszog beirt kérének nevezziik.

Ha a belsé szogfelezék koziil kettd helyett a belsé szogfelezére meréleges kiilsé
szogfelezOket vessziik, a fenti bizonyitassal analég moédon adédik, hogy ezek a szog-
felez&k is egy pontban metszik egymas. Harom ilyen pont van, ezek a haromszog
hozzdirt kéreinek kozéppontjai.

Tétel. A haromszogek oldalfelezd merdlegesei kozos pontra illeszkednek.

Bizonyitas. Két oldalfelez6 merdleges nem lehet parhuzamos, hiszen a rajuk meré-
leges oldalak is metsz6k. Két oldalfelez6 meréleges metszéspontja mind a harom
csucstél egyforma tavolsadgra van, amiért illeszkedik a harmadik oldal oldalfelezé

merolegesére is. -

Ha az oldalfelez6 merolegesek O metszéspontja, mint kézéppont koril az O
csucsoktol mért tavolsagaval, mint sugdrral kort rajzolunk, akkor ez a kor a ha-
romszog mindharom csiicsan atmegy. Ezt az egyértelmiien meghatarozott kort a
héromszog korilirt korének nevezzik.
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Egy hiaromszog barmely P cstiicsanak és a szemkozti oldal egyenesére vett
P+ meréleges vetiiletének egyenesét a haromszog magassdgvonaldnak, a d(P, P+)
tavolsagot pedig a haromszog magassdaginak nevezzik.

Tétel. Bdrmely hdromszég magassdagvonalai illeszkednek egy kozos pontra.

Bizonyitas. Huzzunk az ABC haromszog minden csticsan at egy a vele szemben
1év6 oldallal parhuzamos egyenest.
Ezen egyenesek metszéspontjai legyenek
A, B’ és C' gy, hogy A’ a B,C pontokon
4tmend egyenesek, B’ a C, A pontokon dtme-
né egyenesek és C’ az A, B pontokon dtmend
egyenesek metszete. Tekintve, hogy BCAC’
és BCB’A is paralelogramma, az A pont fe-
lezi a B'C’ szakaszt, és ugyanilyen okbdl B
és C is felezi a C'A’ illetve A’B’ szakaszt.
S Eszerint az ABC haromszog csticsaibdl kiin-
8 A dul6é magassdgvonalak az A’ B'C’ hiromszog
oldalfelez6 merdlegesei, melyekrdl épp az imént lattuk, hogy egy pontban metszik

egymast. -
Egy haromszog barmely csicséat a szemben 1év6 oldal felezépontjaval 6sszekoto

szakaszt a haromszog sulyvonaldnak neveziink.

Tétel. A hdromszogek sulyvonalai kézos pontra illeszkednek. Ez a pont a silyvonalak
oldalhoz kézelebbi harmadoldja.

Bizonyitas. Tekintsiik az ABC haromszoget, és valasszunk egy O pontot.

Az AB szakasz F felezépontjanak Fp hely-
vektorara Fp = %(Ao + Bo). A CF szakasz
F ponthoz kézelebb esé S harmadolépontjanak
F helyvektorara az osztoviszony alapjan

A

S 2Fo + Co 1
=—— " =_(4A B )
B o So "1 3( o+ Bo +Co)

Mivel ez a formula szimmetrikus a haromszog cstcsaira, a harmadolépontokat kisza-
mitva a masik két stulyvonalra, ugyanez az eredmény adodik, amiért a silyvonalak

oldalakhoz kozelebbi harmadolépontjai egybeesnek. -

Egy haromszdg magassagvonalainak metszéspontjat magassdigpontnak, silyvo-
nalainak metszéspontjat pedig sulypontnak nevezziik.
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Tétel. Bdrmely hdaromszog M magassdgpontja, S silypontja és kérilirt korének O
kézéppontja kozos egyenesre illeszkedik. Az S pont harmadolja az OM szakaszt, és
az O ponthoz esik kézelebb.

Bizonyitas. Legyen M’ az a pont, melyre M/, = 3So = Ao + Bo + Co.
Ekkor az M’ A egyenes merdleges a BC' egyenes-
re, mert

(M{, — Ap,Co — Bo) = (Co + Bo,Co — Bo)
=|Coli o —IBolio =0,
hiszen a |OO|d,O és |Bola,0 is a koriilirt kor O

kozéppontjanak egyez6 tavolsaga a csticsoktol.
Ugyanigy igazolhat6, hogy az M’ pont raj-

ta van az Osszes magassagvonalon, akkor pedig az M’ = M, vagyis Mo = 3So,
ahogy allitottuk. -
A tételben szerepld egyenest Fuler-egyenesnek nevezziik.
Az ABC hiromszogben jeldlje A', B', C' a megfelel6 magassidgvonalak talp-
pontjait, A2, B2, C? a megfelel$ oldalfelezé pontokat és A3, B3, C? a csticsokat az

M magassagponttal 6sszekot6 szakaszok felezépontjait.

Tétel. (Feuerbach). Az A%, B® és C* (i = 1,2,3) pontok kéz0s korre illeszkednek.
Ennek a kérnek a kozéppontja az OM szakasz F felezdpontja, sugara pedig a kérilirt
kor sugardnak a fele, ahol O a kérilirt kor kézéppontja, M pedig a magassdgpont.

Bizonyitas. Legyen F' az OM szakasz felezopontja. Ekkor az eddigiek alapjan

2Fo = Mo =3So = Ao + Bo + Co,
2(C3 — Fo) = (Ao + Bo) — (Ao + Bo + Co)
= —Co,
2(C3 — Fo) = (Mo + Co) — Fo = Co

azonossagok adodnak. Az utolsé két azonossagbol
azonnal kovetkezik, hogy az F pont felezi a C3C?
szakaszt, és d(F,C3) = d(F,C?) = r/2, ahol r a
koriilirt kor sugara. Mivel C3Ct L.C1C?, Thalész
tétele szerint a C! pont az F ponttél ugyanakkora tavolsigra van, mint a C? és C3

pontok az F' ponttdl, ami r/2.
Az Al és B (i = 1,2,3) pontokra vonatkozéan az allitds hasonléan igazolhato,

amivel a bizonyitdst befejeztiik. -
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A tételben szerepl6 kort Feuerbach-, vagy kilenc pontos kornek nevezzik.

A haromszognek tobb mint 6000(!) tovabbi nevezetes pontja ismert [10]. Ezek
koordinatakkal valé megadéasat nagyon megkonnyiti a jelen konyvben terjedelmi
okokbdl nem targyalt, amigy az osztéviszony altalanositasanak tekinthetd baricent-
rikus koordindtdzas.

3.5. Masodrendii gorbék metrikus tulajdonsagai

Az eulidészi metrika lehetévé teszi a mésodrendii gorbéknek a kordabbi, az Affin
fotengely-transzforméciéval meghatarozott osztalyozasanak tovabbi finomitdsat.

Foétengely-transzformacio. Az euklidészi sik bdrmely mdsodrendd gorbéjéhez van
olyan izometria, mely a mdsodrendd gorbét az

2?2 {1, (la) a2 y2{1, (2a) yg_{m, (3a) 0_{93, (4a)

2T 0, (2b) 1, (3b) 1, (4b)

0, (1b) a2 b2
egyenletek pontosan egyikének megolddishalmazdvd teszi, ahol 0 < a,b,p € R.

Bizonyitas. Legyen ¢ az a koordinatazas, melynél a metrikara
(7 @, y), 07 (2, 1) = (z = 2)* + (y — ),

amiért (9~ (2,y), 97 (2,)) = zz + yt, és [p~(2,y)| = V22 +y2
Legyen a mésodrendii P gorbe egyenlete ebben a koordindtdzasban f(z,t) =

() A() + () (%) +d = 0, abol A = (©%2),és a1y, 013, 020,b,,d € R nem
mind nulla. Ez azt jelenti, hogy P = {P: f(¢(P)) = 0}.

Ha ¢ egy izometrikus koordinatatranszformacid, akkor az euklidészi sik ¢, =
¢~ pp izometridja olyan ¢, (P) halmazba viszi a P halmazt, melynek egyenlete a

¢ koordinatazasban f o ¢~1(-,-) = 0, hiszen
Fo ¢ ((pe(P)) = fod™ (¢(o(P))) = f(p(P)).

Ezért innentél csak az alkalmas izometrikus ¢ koordindtatranszforméaciot keressiik.

Az Affin fétengely-transzformécio bizonyitasdnak 1épései szerint haladunk az-
zal a megszoritdssal, hogy csak izometrikus koordinatatranszformaciot hasznalha-
tunk.

I. eset: a;7 = a1z = age = 0 és b = ¢ = 0. Ekkor d # 0, és nincs megoldas,
melynek (4b) tipusi egyenlete van.

II. eset: a1 = aj2 = age = 0, és b2 + ¢ > 0. Ekkor az

b c d
z,t) = Vb% 4 2 z 4+ t+
&0 (x/b2+c2 N \/b2+c2>
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forma mutatja, hogy az izometrikus

b c
o: (2,t) = (z,y) = (2,1) ( \/biﬁ @) =+ (4 bzd_,_c?’O)

Vo2+c? Vb4 Y
koordindtatranszformacio esetén a gérbe ¢, melletti izometrikus képének egy (4a)
tipusu egyenlete van.

ITLa. eset: ajo = 0 és aj1ase = 0. Az Affin f6tengely-transzformécié bizonyita-
sanak ebben a lépésében alkalmazott koordinatatranszforméacié nyilvan izometrikus,
tehdt most is egy (3a), (3b) vagy (4b) tipusi egyenlet adddik.

IILDb. eset: a1 = 0 és aji1agse # 0. Az Affin f6tengely-transzformécié bizonyita-
sdnak ebben a lépésében alkalmazott koordinatatranszformacié nyilvan izometrikus,
tehat most is egy (1a), (1b), (2a), (2b), illetve (4b) tipusi egyenlet adddik.

IV. eset: a3 # 0. Az Affin f6tengely-transzforméci6é bizonyitasinak ebben a
lépésében alkalmazott

61 (2,) = (2,9) =(2,1) (W —a)g (A - cm)g)

—a12€, —a128_
koordinatatranszforméaciordl kell igazolnunk, hogy izometrikus. Tekintsiik az
1,1 1
uy = 9(L,0) = (A — an)éy, On —an)él) = (=)
& &
u_ = ¢<0a 1) = _a12<£+7£7)'
vektorokat. Ezekre

(up,u_) =0,

) = (g + ) = 50 —am) — O~ =1
(u_us) = ~ah(E +€) = (-0 — o)+ O —on) = 1

teljesiil, tehat {u, ,u_} egy ortonormélt bézis. Eszerint ¢ izometrikus koordindtat-

ranszforméacié ami teljessé teszi a bizonyitast. -

Definicié. A sik azon P pontjainak halmazit, amelyekre d(F, P) = ed(P, e) teljesiil
valamely F ¢ e pont, e egyenes és € > 0 valds szdm esetén, kipszeletnek nevezzik.

Az e egyenest direktriznek vagy vezéregyenesnek, az F pontot fokusznak, az
e > 0 értéket a kupszelet numerikus excentricitdsinak, az Pp helyvektorokat a
kupszelet radiuszvektorainak, a fokuszon 4t a vezéregyenesre bocsdjtott merdleges

egyenest pedig a kupszelet tengelyének hivjuk. A
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Vildgos, hogy a kupszeletnek az F fokusszal nem e-partos P pontjaira
d(F, P) > d(P, Pt) teljesiil, ezért 0 < ¢ < 1 esetén a kuipszelet minden pontja
e-partos a fokusszal, ha pedig € > 1, akkor a kupszeletnek a direktrix mindkét
partjan van pontja.

Azt a szakaszt, amelynek végpontjait a (nem parabola) kipszeletbdl a tengely
metsz ki, nagytengelynek nevezziik. Ellipszis esetében kistengelynek nevezziik azt a
szakaszt, melynek végpontjait a nagytengely szakaszfelezé merdlegese metszi ki az
ellipszisbél.

Tétel. A kupszelet ellipszis, ha 0 < € < 1, parabola, ha € = 1, és hiperbola, ha 1 < .
Minden valédi mdsodrendi gorbe kupszelet vagy kor.

Bizonyitas. Legyen F- az I pontnak az e egyenesre vett meréleges vetiilete, jelolje
t az F és F* pontok t = d(F,e) = d(F, F*) tavolsdgat, és legyen P, a P pontnak
az FF+ egyenesre vett merSleges vetiilete.

Tekintsiik azt a ¢ koordinatazast, melyre a
‘P(FL) = (0,0), p(F) = (t,0), és p(e) =
{(0,y) : y € R}. Ekkor Pitagorasz tétele sze-
rint (t — )% + y? = €222, ahol p(P) = (z,y).
Ezt rendezve

(1—e)a? +y? =2z +t>=0

adédik, amiért a kupszelet masodrendii gérbe, mely matrixanak sajatértékei 1 és
1 — £2. Ez igazolja az elsé allitast.

A maésodik allitdshoz csak annyi a dolgunk, hogy a kupszeletek imént kapott
maéasodrendii egyenletébdl, amelyben ezuttal a kor esete miatt az € = 0 is megenge-
dett, a t és € paraméterek megfelel6 megvilasztasaval minden valédi masodrendii
gorbe egyenletét megtalaljuk.

Ha e = 1, akkor egyenletiink az y? = 2t(x —t/2) alakot veszi fel, ezért az 6sszes
(3) tipust valédi mdsodrendii egyenletet megkapjuk a t = p vdlasztdssal konkrétan
a y? = 2p(z — p/2) formaban.

Az e ¢ {0,1} esetben egyenletiink teljes négyzetekké alakitdsaval az

b2 2
#stign(lfs)y—:l
a

et
[1—e2|

alaku egyenletet kapjuk, ahol a = Hfitﬁl’ b= , és a,b > 0. Figyeljik meg,

hogy a # b!
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Eszerint az Osszes (2) tipusd valédi masodrendi egyenletet megkapjuk az

2

VaZ 152 b2 (z+ )" 2
e= Yo + ést = valasztéssal az —— Vart?? Y _ 4

a VaZ + b2 a2 b2

alakban.
Ha az (1) tipust valédi mésodrendii egyenletben a = b, akkor a gorbe kor.
Ha az (1) tipust valédi mésodrendii egyenletben a # b, mondjuk a > b, akkor
megkapjuk az

a?—b% b2 (z - m)z y

= ést = 2 valasztassal az

forméaban.
Ezzel minden nem kor valédi méasodrendii gorbe egyenletét el6allitottuk kup-

szeletként az e és t paraméterek megfelel6 valasztasa mellett. -

A bizonyitasban nyert formulak alapjan vilagos, hogy a kor az ellipszisek hatar-
helyzetével is ,értelmezhets” a kupszeletek kozott, ugyanis legyen b,, olyan sorozat
(n € N), mely az a szdmhoz tart, és legyen P, a bizonyitds utols6 egyenletének meg-
oldashalmaza a b,, és a paraméterek mellett. A P, ellipszist az y = 0 egyenes mentén
az (—a?/\/a® — b2,0) vektorral eltolva, a kapott P, gérbe eleget tesz az ‘Z—i + by—; =1
egyenletnek, és hatdrhelyzete emiatt nyilvdn — hiszen (b, —b)y/1 — 22/a? — 0 min-
den z esetén — az a sugart kor 2 +y? = a? egyenletének tesz eleget. Vegyiik észre,
hogy a konvergdlas kézben ¢, — 0, t,, = 00, és e,t, — a, vagyis a kor numerikus
excentricitasa 0, ,,vezéregyenesének” tavolsdga a fékusztol ,végtelen”, ugyanakkor
ezek ,szorzata” éppen a kor a sugara.

Tétel. A kupszelet pontjainak a fokusztol vett r tavolsdgdra és a fokuszbol a direkt-
rizre bocsdjtott merdleges egyenes, valamint a ponthoz a fokuszbdl vezetd félegyenes
O szdgére a direktriznek a fokusszal partos, illetve nem partos oldaldn rendre

L ewe = —
T_scos®+17 were = s O — 1

teljestil, ahol t a fokusznak a direktriztél mért tdvolsdga, és £ = te.

Bizonyitas. A mér bevezetett jeloléseken tul legyen e’ az F pontra illeszkedd e
egyenessel parhuzamos egyenes. Ez két olyan P; és P, pontban metszi a kiipszeletet,
amelyek tavolsdga az F' ponttdl £ = et.
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A kupszelet tetszileges P pont-

P g P t Py jara a tétel szovegezése szerint
(@,9) i T ) iézgt r=d(F,P),és © az FF* és FP
FrlV g L o F félegyenesek szoge.
P, (0,0) P, T (t,0 Tekintsiik a kiipszelet olyan
S =ct P pontjat, amely a direktrixnek
Pty . P az I fékuszt is tartalmazo félsik-
e ¢ e jaba esik. Ekkor

r=ed(P,e) = ed(P,Pt) = ed(P.,F*) = e(t —rcos©) = £ — ercos O,

amibdl a tétel elsé formuldja kovetkezik.
Ha a kupszelet P pontja a direktrixnek az F' ponttal ellentétes partjara esik,
ami, ahogy méar megmutattuk, csak hiperbola esetén lehetséges, akkor 1 < € és igy

r=ed(P,e) = ed(P,Pt) = ed(P.,F*) = (rcos©® — t) = ercos © — /,

amibdl a tétel masodik formuldja adddik. -

A most kapott egyenletek a kupszelet pontjaihoz tartozo szogek és tavolsagok
Osszefiiggésével egyértelmiien leirjdk a kupszeletet. Ezek a kupszelet fokdlis egyen-
letei. A tovabbiakban az ¢ konstanst a kupszelet sugardnak vagy paraméterének
nevezzik.

Mivel az r érték nem lehet negativ, az elsd esetben a cos © > —1/¢, a masodik
esetben a cos © > 1/¢ feltételnek kell teljesiilnie.

Az ellipszis minden © értékre teljesiti az elsd, és semmilyen értékre sem tel-
jesiti a masodik feltételt, hiszen € < 1, ezért az ellipszis korldtos ponthalmaz, a
direktrixnek a fékuszt tartalmazé oldalan.

A parabola a © = +7 szogeket kivéve minden © esetén teljesiti az elsd, és
semmilyen © esetében sem teljesiti a masodik formulat, hiszen ¢ = 1, és © = +7
miatt a nevezo nulla lenne. Ezért a parabola nem korladtos ponthalmaz a direktrixnek
a fokuszt tartalmazo oldalan.

A hiperboldnél az els6 formula ekvivalens azzal, hogy a © < — arccos(—1/¢)
és az arccos(—1/¢e) < O egyenl6tlenségek koziil az egyik teljesiil. A masodik formula
viszont az |©| < arccos(1/e) egyenlStlenséggel ekvivalens. Ezek szerint a hiperbola
nem korldtos ponthalmaz, melynek a direktrix mindkét oldaldan van pontja. Mivel
arccos(—1/e) + arccos(1/¢) éppen az egyenesszog, a hiperbola két egyenest hataroz
meg, melyek négy negyedre osztjak a sikot, egyikiikben a fokusszal. A hiperbola a
fékuszt tartalmazoé siknegyedben és az ezzel nem félegyenesben hatéaros siknegyed-
ben helyezkedik el. A két egyenest aszimptotanak nevezzilk, az irdnyvektoraikat
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aszimptotikus irdnyoknak hivjuk. A hiperbola mindkét agin 1évé pontok tetszé-
legesen kozel keriilnek a sajat siknegyedét hatarolé aszimptotakhoz, mikézben a
pontjainak fékusztél mért tavolsdga a végtelenbe tart.

Vegylik észre, hogy a kor nem kupszelet. Indirekten tegyiik fel, hogy mégis az.
Ekkor a korlatossaga miatt ellipszis. Az ellipszis szimmetrikus a tengelyére, ezért
FFL egy atmérs két végpontjaban metszi a kort, melynek hossza r(r) — 7(0) =

1—2 — llﬁ = tIQf;, aminek fele a kor sugara. Mivel a kor kézéppontja az atméro
végpontjaitol azonos tavolsagra van, a kézéppont a vezéregyenestol %((t — 1—58) +
(t + 1—_?15)) = t1=-7 tdvolsdgra helyezkedik el. Ezt az € excentricitdssal megszorozva

éppen a kor sugara addodik, amiért a kor kozéppontja raesik a korre, vagyis sugara
0. Ez ellentmond az € > 0 és t > 0 feltételeknek, tehat a kor nem kipszelet.

A kupszeletek elsé fokalis egyenletében az e = 0 megengedésével minden kor
eldallithaté, ezért a tovabbiakban a koroket mégis a kupszeletek kozé soroljuk.

Tétel. Két kupszelet akkor és csak akkor
(1) hasonld, ha numerikus excentricitdsuk megegyezik,
(2) egybevdgd, ha hasonld, és a sugaruk megegyezik.

Bizonyitas. A kupszelet akkor és csak akkor kor, ha € = 0, két kor pedig akkor és
csak akkor egybevigd, ha a sugaruk megegyezik. Ha ¢ # 0, akkor a kupszelet (r, ©)

polérkoordinataju pontjaira
+r

rcos® —t’

Mivel a dilatacidk se a szakaszok hosszanak aranyait, se a szogeket nem valtoztatjak
meg, a dilataciék nem valtoztatjik az egyenlet jobb oldalan &ll6 kifejezés értékét,
vagyis hasonlé kupszeleteknek azonos a numerikus excentricitasuk.

Barmely két pont-egyenes par dilataciéval egymasba transzformalhatd, ezért
az azonos numerikus excentricitasu kupszeletek fékusz-direktrix parjainak ilyen
egymasba transzformalasa igazolja, hogy minden azonos numerikus excentricitasa
kupszelet hasonld egymashoz. Ezzel a tétel els6 allitasat igazoltuk.

A hasonlosag akkor és csak akkor izometria, ha a fokusz-direktrix tavolsag,
vagyis a paraméter (sugdr) és az excentricitds hanyadosa nem véltozik. Ez igazolja
a tétel masodik allitasat. .

Jegyezzik itt meg, hogy eszerint barmely két parabola hasonld egyméssal.

A nagytengely felez6pontjara tiikrozott fokuszt és direktrixet, valamint ugyan-
azt az excentricitast haszndlva egy az eredetivel egybevagd kupszeletet kapunk. Ez
egybeesik az eredetivel, hiszen tengelymetszeteik egybeesnek.

Tekintsiik az i—z + ?;—j = 1 egyenletil ellipszist, ahol a > b. Ennek fékuszai
az origéra szimmetrikusan az z-tengelyen helyezkednek el, igy koordindtéik (+c,0)
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valamely ¢ > 0 szamra. A direktrixek parhuzamosak az y-tengellyel, egyenleteik

x = te valamely e > 0 szamra. Viladgos, hogy a numerikus excentricitds a fokuszokra

kiszdmitva 1 = =% = <% Egzerint (e — a)(c + a) = (e + a)(a — ¢) vagyis ec = a?,

a—c cta
b4l L — a-—ac _a _ e 1_ _e-0
amibdl - = =2 = & = £, Az excentricitdst a (0,b) pontra kiszdmitva - = Nl
4 : 2 _ 32 2 4 o _a® _ _ d?
adodik. Eszerint a® = b° + ¢ és igy e = - = T

Tekintsiik az 2—2 — "g—j = 1 egyenletili hiperbolat, ahol a > b. Ennek fékuszai
az origéra szimmetrikusan az z-tengelyen helyezkednek el, igy koordindtdik (+c,0)
valamely ¢ > 0 szamra. A direktrixek parhuzamosak az y-tengellyel, egyenleteik
x = £e valamely e > 0 szamra. Vilagos, hogy a numerikus excentricitds a fékuszokra

s 7. 1 _ a—e _ eta : 2 4a ? liac—a2igig
kiszamitva - = 2= = &7, vagyis ec = a” & igy - = ) = ¢ = a A
s ez b PV ) 1 _ a(c—e) T 1
excentricitast a (c, oV c? —a?) pontra kiszdmitva ¢ = N adodik. Ebbdl = =
2 2
a(c*—a*) _ av/c2—a? : 2 __ 12 2 4ot _a? _ a?
ST T o . Eszerint a” = b +¢* ésfgy e = 4 = T

Tétel. Az ellipszis (ezittal a kor is) azon pontok halmaza, amelyek fokuszoktdl mért
tdvolsagainak dsszege a nagytengely hossza.

A hiperbola azon pontok halmaza, amelyek fokuszoktol mért tdvolsdgai kiilonb-
ségének abszolut értéke a nagytengely hossza.

Bizonyitas. Legyen egy € numerikus excentricitdsa ellipszis két fokusza Fy és Fy,
az ezekhez tartozé vezéregyenesek pedig legyenek ey és es. Legyen P ennek az
ellipszisnek tetszéleges pontja, melynek merdleges vetiiletei az e; és eo egyeneseken
rendre Pj- és Ps-. Ekkor az elsé allitast igazolja, hogy

d(Fl,P) + d(P, Fg) = {—:d(el,P) +€d(P, 62) = 2€d(61,62) = 2ece = 2a.

Legyen egy & numerikus excentricitasu hiperbola két fokusza Fy és Fs, az ezek-
hez tartozé vezéregyenesek pedig legyenek e és es. Legyen P ennek a hiperboldnak
tetszéleges pontja, melynek merdleges vetiiletei az e; és ey egyeneseken rendre Pi
és Ps-. Ha d(Fy, P) > d(P, F), akkor a masodik allitast igazolja, hogy

d(Fy, P) — d(P, Fy) = ed(e1, P) — ed(P, eq) = 2ed(eq, e2) = 2ce = 2a.
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Tétel. Az ellipszis barmely fokuszabdl indulé minden félegyenesen pontosan eqy pont
esik az ellipszisre.

A hiperbola barmely fokuszdabol indulé minden félegyenesen pontosan egy pont
esik az hiperbola kiozelebbi dgdra.

Bizonyitas. Vegyiik egy fokuszbdl induld félegyenesen a kupszelet X pontja altal
elvalasztott X, és X pontokat.

X o X Xk

(& Xb
F1 F2

A haromszog-egyenl6tlenség alapjan az ellipszis esetén

d(Fy, Xp) + d(Xp, Fp) < d(Fy1, Xp) + d(Xp, X) + d(X, Fp) = d(F1, X) + d(X, F»),
d(Fth) +d(Xk7F2) = d(F17X) +d(X7Xk) +d(Xk7F2) > d(FhX) +d(Xv F2)7

a hiperbola esetén pedig

d(Fl,Xb) - d(Xb,FQ) < d(Fl,Xb) + d(Xb,X) — d(X, Fg) = d(Fl,X) — d(X, FQ),
d(Fl,Xk) — d(Xk,FQ) = d(Fl,X) —|—d(X,X]€) — d(Xk,Fg) > d(Fl,X) — d(X, }72)7

adddik. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. -

Definicié. Az X a kupszelet kiilséd pontja, ha

e d(F1,X)+d(X, F2) > 2a és a kipszelet egy ellipszis,

o |d(F1,X) —d(X, Fy)| < 2a és a kipszelet egy hiperbola,

e d(F,X) > d(X,e) és a kiupszelet egy parabola,
ahol Fi, F» a fokuszok, e pedig a parabola direktrixe. A kupszelethez nem tartozé
és nem kiils6 pontokat a kupszelet belséd pontjanak nevezzik.

A kupszelet érintdjének neveziink egy egyenest, ha a kipszelettel kozos egyetlen

pontjan kiviil minden pontja kiilsé pont. Az érinté és a kupszelet egyetlen k6zos

pontjat érintési pontnak mondjuk. A

Tétel. Minden K kupszeletet minden P pontjdban pontosan egy érintdje van.
o Az e érintéd merdleges a P rddiuszvektordra, ha KC kor;
o Az e érintd felezi a P és a fokuszok hdromszogének a P pontndl 1évd kiilsd
szogét, ha K nem kor ellipszis vagy K hiperbola;
o Az e érintd felezi a P pont rddiuszvektora és a P pontbdl a direktrixre dllitott
merdleges egyenes belsé szogét, ha K parabola.
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Bizonyitas. A kor esetében az érinté érintési pontja egyben az érintének a kor
kozéppontjahoz legkdzelebb es6 pontja is, amiért Pitagorasz tételébdl kdvetkezben
az érint6 merdleges kell legyen az érintési pontot a kézépponttal 6sszekdto egyenesre.
Ilyen egyenes egyetlen van, és a Pitagorasz-tétel miatt tényleg érintd is.

Megmutatjuk, hogy a tételben szerepl6 szogfelezOk valéban érintdk.

A kipszelet valamely P pontjahoz jelolje e a megfeleld szoglelezdt, Fj az Fy
fokusznak az e egyenesre vonatkozé tiikorképét, illetve parabola esetén Pt jelélje a
P pontnak a direktrixre vett meroGleges vetiiletét, valamint legyen P, # P € e egy
tovabbi pont az e szogfelezon.

. F

Ellipszis és hiperbola esetén a szogfelezés miatt az Fj pont a PF) egyenesre,
parabola esetében viszont éppen a direktrixre, a P pontba esik.
A haromszog-egyenlStlenség alapjin az ellipszis esetében

d(Fy, P) + d(Pr, F>) = d(Fy, Py) + d(P1, Fy)
> d(F1,F2/) = d(Fl,P) + d(P, Fé) = d(Fl,P) + d(P, FQ),

a parabola esetében d(Fy, P1) = d(Py, P+) > d(Py, Pi*), mert a P, Pi- P+ harom-
sz0g derékszogi, a hiperbolanal pedig

d(Fy, P) —d(Py, Fy) = d(Fy, Py) — d(Py, F3)
< d(F1,Fy) = d(Fy, P) — d(P, F}) = d(F1, P) — d(P, F»).

Ezen egyenlotlenségek alapjan a P; pont mindig kiils6 pont, és ezért az e szogfelezd
érinto.

Igazoljuk, hogy a kipszeletek minden pontjahoz csak egyetlen érinté htuzhato.

Tekintsiink egy kupszeletet mint egy kip S sikkal vett metszetét, és a kiupszelet
valamely X pontjaban legyen e egy érint6. Ha a kip @ csicséara és az e egyenesre
illeszked S, sik tartalmazza a kap egy alkotéjat, akkor az alkotd és az S sik
metszéspontja — ha van ilyen — az S és az S, sik metszetében van, vagyis az
e egyenesre esik. Mivel e egy érint6, az S, sik a kupnak csak az X@Q alkotéjat
tartalmazza. Az S, sik a kup alapsikjat ezért egy olyan egyenesben metszi, amely az
alap korét egyetlen pontban metszi, vagyis az alapkornek érintéje. Mivel ez az érint6
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egyértelmilen meghatarozott, az X ponthoz rendelt S, sik is egyértelmi, amibél az
e =8NS, érintd egyértelmiisége kivetkezik. -

Tételiink bizonyitasdban lattuk, hogy ha mondjuk, az F; fékuszt tiikrozziik
egy érintére, akkor annak tiikorképe éppen az Fy fékusz korili 2a sugarta korre esik.
Ebbél kovetkezik, hogy az Fy fokusznak az érintékre vett mer6leges vetiiletei ennek
a 2a sugard kornek az Fy pontbdl valé 1/2 ardny kicsinyitett képén vannak. E kor
sugara nyilvan a, kézéppontja pedig az ellipszis O kézéppontja, hiszen O felezi az
F1 F; szakaszt. Ezt az O kézéppontt a sugart kort az ellipszis f6korének nevezziik.

Minden ellipszis egy kor affin képe, ezért meglepének tiinhet e kovetkezo
eredmény.

Tétel. Ha eqy ellipszis nagy- és kistengelye rendre 2a > 0 és 2b > 0 hosszi, egy-
mdsra merdleges érintéinek metszete arra a V/a? + b% sugari korre esik, melynek
kézéppontja az ellipszis kozéppontidval egyezik meg.

Bizonyitas. Legyen az ellipszis F' fokuszanak tavolsidga az O kozépponttdl c.
P Ekkor Pitagorasz tétele szerint ¢ 4+ b? = a?.

Tekintstink most egy olyan P pontot, melyen
keresztiil az ellipszishez htuzott e és f érintok me-
rélegesek egymadsra. Jelolje F¢ és F/ rendre az F
merdleges vetiileteit az e és f érintékre és legyen
w=FF¢ o= FIFe,

e

Ekkor FF¢PF/ egy téglalap, ezért F/P = u,

|v| = d(F, P), és

|Po|? + |Fol? = |Po — Fol? + 2(Po, Fo) = |F& — F4? + 2(Po, Fo)
= |F§12 + [F§* + 2((Po, Fo) — (F&. FL))
—|F5[2 + [FSJ +2((OF +u,0F" —u) — (OF,0F)))
= F§1* + |FSP +2((v, u) — (u,u) = [F§* + | ).

Eszerint d(O, P) = |Po| = Va2 + a2 — 2 = v/a? + b2, hiszen F¢ és F7 az ellipszis
fékorén van. A bizonyités teljes. -

Befejezésil a korok néhany olyan tulajdonsagat gyujtjik 6ssze, melyek e sza-
kaszban mar bizonyitasra keriiltek esetleg az altalanosabb ellipszis esetére, vagy az
olvasé kénnyen bizonyithatja azok valamelyikébdl.

Tétel.
(1) Hdrom mem kollinedris pontra pontosan egy kérvonal illeszkedik, ami nem
mds, mint a pontok hdromszégének korilirt kore.
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(2) A kor kézéppontjatdl a kor sugardndl kisebb tdvolsdgra lévé pontok alkotjdk
kor belsejét.

(3) A nem a kor belsejéhez és a kérvonalhoz tartozd pontok alkotjdk a kér kiilsejét.

(4) Ha egy korvonalnak egy mdsik kor belsejében és kiilsejében is van pontja, akkor
a két kérvonal pontosan kettéd pontban metszi eqgymdst.

(5) A kor érintdi azok az egyenesek, melyeknek pontosan egy kozds pontjuk van a
kérvonallal.

(6) A kor érintdi merdlegesek a kiézos pontbeli sugdrra.

(7) Ha két pont egy egyenes ugyanazon oldaldn van, akkor pontosan egy korvonal
illeszkedik rdajuk, amely érinti az adott egyenest.

(8) Két ponthoz és ezeken keresztiili egy-egy kilonbozd egyeneshez pontosan egy
olyan kér van, mely az adott pontokban az azon dtmend adott egyeneseket
érinti.

Jegyezziik meg tovabba, hogy az érinté és a kor kozos pontjat érintési pontnak
nevezziik. Két kort pedig koncentrikusnak hivunk, ha kézos a kdzéppontjuk.

3.6. Korok, szogek és kortarté transzformaciok

A korok, a szogek és a tavolsdgok aranyai kozotti kozeli kapcesolatra mar lattunk
jeleket ebben a konyvben

A kovetkez6 két tétel tovabb erésiti a gondolatot, hogy e harmas — a kor, a
sz0g és a tavolsadgaranyok — mélyebb kapcsolatban vannak egymassal.

Egy szakasz a végpontjain dtmen6 minden kort két, az egyenesére nézve kii-
16nb6z8 partossdgu részre, az ugynevezett korivekre oszt. A korivek két végpontjat
0sszekotd szakaszt a kor hidrjanak hivjuk.

Azt az « irdnyitatlan szoget, amelyet azon két félegyenes hatdroz meg, amelyek
egy adott P pontbdl indulnak és dtmennek a szakasz két végpontjan, a szakasz P
pontbeli ldtoszdgének nevezziik. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a szakasz a P pontbdl
« $z0q alatt ldtszik.

Latészog-tétel. Legyen adott eqy v # 0 sz6q és eqy AB szakasz. Ekkor létezik olyan
P pont, melybél az AB szakasz ~y sz0g alatt ldtszik.

Azon pontok halmaza, melyekbdl az AB szakasz v sz6q alatt ldtszik, az A, B és
P pontokra illeszkedd kornek az a korive, és annak az AB egyenesre vett tukorképe,
amely AB-partos a P ponttal.

Bizonyitas. A szinusztétel értelmében az AB szakaszfelezé f merSlegesén az a P
pont, mely a T = f N AB ponttél d(T, B) cos(y/2)/ sin(y/2) tévolsagra van, éppen
megfelel az elsé allitas feltételének.
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Legyen O az f és a PA szakaszfelez6 merdlegesének metszéspontja. Ez egyenld
tavolsagra van az A, B és P pontoktol, tehat azt a korivet kell vizsgdlnunk, amely
korének kozéppontja O, atmegy az A, B és P pontokon, és g-partos a P ponttal,
ahol g = AB. C

Legyen ennek a korivnek egy tetszéleges pontja C. Nyilvan a C' és P pontok
g-partosak, és C' is két, egyenld szara haromszoget alkot az A, B pontokkal és a kor
O kozéppontjaval, ahogy minden ezen a koriven 1év6 pont.

Attdl fiiggben, hogy a C pont az O ponttal g-partos vagy se, a COA és COB
egyenlészara haromszogek O cstcsandl 1évé killsé vagy belsé szogeinek Osszege
éppen az AB szakasz O pontbeli latészoge.

Barmely egyenld szarti haromszog csticsanal 1évé belso, illetve kiilsé szog a
két alapon 1év6 egyenlo szog Osszege, illetve az Osszeg kiegészit6 szoge. Eszerint az
AB szakasz 1atészoge a C pontbdl fele akkora, mint az O pontbeli 14tészdg, vagy
annak kiegészité szoge. Ezt alkalmazva a P pontra is, adédik, hogy az AB szakasz
latoszoge a C' pontbdl egyenld a P pontbeli v szoggel.

Vildgos, hogy a P pontot tartalmazé korivet tiikkrozve a g egyenesre, ugyanazon
latészogeket kapjuk.

Most igazoljuk, hogy a megadott korivekre nem illeszked6 C pontokra a 1até-
sz0g aszerint nagyobb vagy kisebb, mint 7, hogy a C ponttal AB-partos koérivnek
a korén beliil, vagy kiviil vannak.

Elészor figyeljiik meg, hogy az A és B pontokban a korivek érintéi éppen ~
szoget zarnak be a g egyenessel, mert az AOB egyenl6 szari haromszog csicsanal
1év6 szoge 2y vagy 2m — 2+, igy az alapon fekvd szoge m — v vagy +.

Tekintstink egy C’ ¢ g pontot.

Ha C’ a vele g-partos koron beliil van, és C a C’B egyenesnek a korivvel vett
nem B metszete, akkor C’ € CB, és az ACC' haromszog C pontnal 16vé belsd
szoge 7. A C' pontndl 1év8 <(AC’'B) ennek az ACC’ hromszognek kiilsd szoge,
igy nagyobb mint ~.
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Ha C' a vele g-partos kéron kiviil van, és a C’B szakasznak van C’ ponttal
g-partos korivvel metszete, akkor ezt a metszetet jelolje C. Igy C € C'B, és az
ACC" haromszog C pontnél 16v6 kiilsd szoge v. A C” pontndl 1évE belsd szog ezért
kisebb mint .

c’ - C C c’ - T
S o 7/\ / O Y
@) \ A 5 !
A Y 7.
& 2 » » W‘K/ 'Y/B
A B A\ B .

Ha C’ a vele g-partos koron kiviil van, és a O’ B szakasznak nincs a C’ ponttal
g-partos korivvel metszete, akkor az ABC’ haromszog B cstcsanél 16v6 kiils6 szoge
legfeljebb «. Ez azért kovetkezik, mert a B pontban az érint6 éppen v szbget zar
be a g egyenessel, hiszen az érintére meréleges OB egyenes a g egyenessel m/2 — v
szOget zar be, ha az O pont g-partos a P ponttal, és v szoget zar be, ha az O pont
nem g-partos a P ponttal. Mivel tehdt az ABC' hdromszog B csticsdndl 1év6 kiilsd
szoge legfeljebb ~, az AC’B héaromszog C' csiicsdndl 1évé belsd szoge is kisebb,
mint .

Eszerint csakis a koriven 1év6 pontokra teljesiil, hogy a latészog megegyezik a
P pontnal 1év6 1atdszoggel, amivel a bizonyitast befejeztiik. -

Fontos megjegyezni, hogy a bizonyitas a tételnél tébbet ad, mert a megadott
szognél kisebb illetve nagyobb latészoggel rendelkezd pontok halmazat is megadja.

A derékszogili 14t6sz0g specidlis esete kiillonosen fontos, habar korabban mar
masként bizonyitottuk.

Thalész tétele. Egy szakasz mint dtméréd folé irt kér pontosan azokat a pontokat
tartalmazza, amelyekbdl a szakasz két végpontja derékszog alatt ldtszik.

A tételben szerepld kort Thalész-kérnek is nevezik.

Apolléniosz tétele. Legyen a sikban adott az A és B pont, és legyen 0 < X # 1

valds szdm. Azon P pontok halmaza, melyekre d(A, P) = Ad(P, B), egy olyan K
kérvonal, melynek o sugardra és K kézéppontjdra

_ Ad(A, B)

Q - |A2 _ 1| I

Bizonyitas. Tekintsiink egy tetszéleges P pontot, melyre d(A, P) = Ad(P, B). Messe

az <{(APB) szogfelez8je az AB egyenest a C pontban, a P pontra illeszked PC

és (ABK) = —\°.

egyenesre merSleges egyenes pedig messe az AB egyenest a D pontban.
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A c B K D!
Legyen B’ a B pont tiikkorképe a PC egyenesre, a B” pedig a B pont tiikorképe
a PD egyenesre. Ekkor a parhuzamos szelok tétele szerint
d(A,D) d(A,P) d(A,P)

=N S DB AL P dBP)

d(A,C)  d(A,P) d(A,P)
d(C,B) d(P,B") d(P,B)

Eszerint a C' és D pontok minden P pont esetén véltozatlanok, és a P pontbdl a C'D
szakasz derékszog alatt latszik, ami azt jelenti, hogy a tétel feltételeinek megfeleld
minden pont éppen a CD szakasz f6l6tti Thalész-koéron van.

A CD szakasz flotti Thalész-koron 16v6 osszes P pont teljesiti a tétel feltéte-
leit, hiszen
d(A,P)  d(A,P) d(A,C) d(A, P) d(A, P) d(A,D)

d(P,B) d(P,B") d(C,B) A& d(B,P) d(B',P) dD,B) A

Ezzel a tétel els6 allitasat bebizonyitottuk, a C és D pontok kozti tavolsag, illetve
a CD szakasz felezépontjanak meghatarozéasa az olvaséra marad.

Apollbniosz tételében ugyan nem megengedett a A = 1 eset, de tudjuk, hogy
olyankor a megfelelé P pontok halmaza éppen a szakasz felez6 merSlegese. Erdemes
felfigyelni a bizonyitasbdl arra a korabban mar bizonyitott Gsszefliggésre, mely sze-
rint egy haromszog szogfelez6i mindig a mellettiik 1év6 oldalak hosszanak aranyaban
osztjak a szemben 1év6 oldalt.

Két euklidészi sik kozotti leképezést kortartonak neveziink, ha minden kor képe
is kor. A dilatdciok ilyenek, hiszen — mivel egy kor definicié szerint az adott ponttdl
adott tavolsdgra 1évé pontok halmaza — kort korbe képeznek. Be fogjuk latni, hogy
bizonyos értelemben csak a dilataciok kortartd transzforméaciok.

A Kkortarté transzforméciok szempontjabol a

\A / D latoszog-tétel a szogek egyformasdganak, az

B \ Apolloniosz-tétel a tavolsagaranyok egyformasa-
ganak tartasara utal.

c ? A Azt mondjuk, hogy a kollinearis A, B, C és D

pontok elvdlasztjdk egymdst, ha AC N BD = BC.
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Ugyanezt mondjuk az egy korre illeszkedé A, B,C és D pontokra, ha az A és C
pontok két ivének mindegyike pontosan egy pontot tartalmaz a B és D pontok
kozl.

Tétel.

(1) Ha az A, B,C és D pontok nem illeszkednek egy egyenesre vagy egy korre,
akkor létezik két, eqymdst nem metszd kor igy, hogy az egyik az A, C, a masik
a B, D pontokra illeszkedik.

(2) A kollinedris A, B,C és D pontok akkor és csak akkor vdlasztjak el egymdst,
ha nem létezik két, egymdst nem metszd kor melyek egyike az A, C, mdsika a
B, D pontokra illeszkedik.

(3) Az egy korre illeszkedd A, B, C és D pontok akkor és csak akkor vdlasztjdk el
eqymdst, ha nem létezik két, eqgymdst nem metszd kor melyek egyike az A, C,
mdasika a B, D pontokra illeszkedik.

Bizonyitas. (1) bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy az AC és BD szakaszokat felezd
m és n meroOlegesek nem eshetnek egybe, hiszen akkor a négy pont egy korre vagy
egyenesre illeszkedne.

C

B B D

Ha most a két felezémerdleges metszi egymast valamely X pontban, akkor
az A és C pontok tavolsiga az X ponttél nem lehet egyenlé a B és D pontok X
ponttdél mért tavolsagaval, hiszen akkor a négy pont egy korre illeszkedne. Ebbél

viszont kovetkezik, hogy X létezése esetén az X kézépponti A ponton atmend, és
az ezzel koncentrikus B pontra illeszkedd korok megfelelnek az (1) dllitdsanak.

Ha viszont a két felezGmerdleges nem metszi egymast, akkor az AC' egyenes
parhuzamos a BD egyenessel, igy van egy olyan e egyenes, amely ezekkel parhu-
zamos és mindkettot kiillonboz6 félsikjaban tartalmazza. Messe ez az egyenes az n
egyenest az N pontban, az m egyenest az M pontban. Az ANC' és a BM D ponthéar-
masok altal meghatdrozott korok nem metszhetik egymast, mert az M # N pontok
kivételével az e egyenes killonbo6z6 oldalan vannak, ezért ezek a korok megfelelnek
az (1) allitasdnak.
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A (2) bizonyitdsdhoz elegendé megjegyezni, hogy a kor konvex, tehdt minden
hirjanak minden pontja a belsejében van, igy ha a pontok elvilasztjak egymaést,
akkor a B pont minden az A és C pontokra illeszked6 kornek bels6 pontja, a D pedig
kiilsé pontja, mert nincsen rajta az AC hiron. Ebbél kévetkezik, hogy minden az
A és C pontokra illeszked6 kor és minden a B és D pontokra illeszkedd kor metszi
egyméast. Ha a pontok nem véalasztjak el egymést, akkor az AC' és a BD szakaszra
rajzolt Thalész-korok nem metszik egymast.

A (3) allitdsnél, ha a pontok az O kézépponti kéron nem valasztjak el egymast,
akkor a nem metsz6 korok kozéppontjanak az A és C' pontokba illetve a B és
D pontokba hiizott érintéparok metszéspontjait haszndlhatjuk. Ha az egyik ilyen
metszéspont nem jon 1étre, akkor az egyik érinton egy a kortdl elegendden tévol 1év6
pontot hasznalunk. Ezek a korok nem metszik egymaést, hiszen a D és C' ponton
atmend, azokban rendre a BD és AC koreit érintd kor a BD korét tartalmazza, de

beliil van az AC korén.
A
B
e D

Ha a pontok elvélasztjak egymést, akkor az AC hir a B, illetve a D pontbél
egymast kiegészité szog alatt latszik, igy barmely az AC hiirra rajzolt kor egyik

latészoge kisebb, a masik pedig nagyobb lesz, mint a B és D pontokbdl mért 14t6szog,
tehat az egyik a koron belill, a masik a koéron kiviilre keriil.

Ezzel a tétel minden allitasat minden esetben beldttuk. -

Tétel. (Radon) Az egymdstdl kilonbozé AC és BD pontpdrok akkor és csak akkor
valasztjak el eqgymdst, ha az A és C' ponton dtmend minden kér metszi a B és D
ponton dtmend Osszes kort.

Az eqgymastol kiilonbozd AC' és BD pontpdrok akkor és csak akkor vdlasztjdk
el egymdst, ha AC N BD # ).

Ennek kénnyti bizonyitasa az olvaséra marad, de maris alkalmazzuk a kortartd
transzformaciokra, hiszen ezen eredmény szerint a kortarté transzformaciok az
elvalasztast is tartjak.

Tétel. A sik bijektiv, kortarto transzformdacioi dilatdciok.
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Bizonyitas. Legyen ¢ egy bijektiv, kortart transzformacié.

Tegyiik fel, hogy C € BD, és a B' = p(B), C' = ¢(C) és D' = (D) pontok
nem kollinedrisak. Legyen K a B’C’D’ haromszog koré irt kor.

Tekintsiik azt az A* és E* pontot, melyre Aé = A\ B¢ és Eé = \-D¢.
Ekkor az A*, B,C és D pontok, vala-
mint a B,C,D és E* pontok is elvi-
lasztjak egymést minden 1 < A valds

A o

szamra, sOt pontosan ezek azok a pon-
tok, melyek a B, C, D pontokkal egyiitt
elvalasztjak egymast. Sot, nyilvinvalo-
an a \ és az A és E* pontok rendezé-

se monoton kapcsolatban van, vagyis
1 <p < Mesetén C < D < E* < E* és E* < E* < C < B pontnégyesek
elvalasztjak egymast.

Az elvélasztés tartdsa miatt Ay = p(A*) és E} = ¢(E*) pontok olyanok,
hogy az A}, B',C’", D’ és B',C’, D', E, pontnégyesek is elvalasztjak egymdst minden
1 < A val6s szdmra, valamint az A} és E pontok rendezése is monoton kapcsolatban
van a A szammal. Minthogy az A*, B, D és E* pontok mindig elvélasztjak egymaést,
ugyanez igaz az A\, B’, D', Ej pontokra is, ezért minden A) pont a B', E, iven
van, és minden E;, pont a A}, D’ fven van minden 1 <y és 1 < \ esetén.

Eszerint 1éteznek az A és az E;, pontok halmazdnak nem a B és D pontokba
es6 Aj és E| hatarai, és ezekre A{, B',D’, E| elvilasztjdk egymdst. Kovetkezés-
képpen van olyan X’ pont, melyre A),Y’, E{, X’ elvilasztjak egymést minden
Y € {B,C, D} és minden 1 < X esetén.

A bijektivitas miatt 1étezik egy X pont, melyre X’ = ¢(X). Az X nem lehet az
AB egyenesen, hiszen azon nincsen olyan pont, amire A*,Y, E*, X elvilaszthatnd
egymést minden Y € {B,C, D} és minden 1 < p1 és 1 < X esetén (ugyanis X nem
lehet a BD szakaszon, viszont elegendéen nagy 1 < A esetén mindenképpen bele
fog esni az ANEX szakaszba).

Mivel X nem esik a BC'D egyenesre, a B,C, D, X pontok sem egy egyenesre,
sem egy korre nem esnek, tehat nem is valasztjék el egymast, ami ellentmond annak,
hogy a B’,C’, D', X' pontok viszont elvalasztjik egymést.

Az a feltevésiink tehat, hogy kollinearis pontok transzforméltja lehet nem
kollinearis is, ellentmondésra vezetett, ami azt bizonyitja, hogy ¢ egyenességtarto.

Eszerint ¢ egy kortart6 kollinedcié. A kollinedcidk tartjak a paralelogrammaé-
kat, a kortartd leképezések pedig a négyszogek korbeirhatdsdgat, igy téglalap ¢
melletti téglalap. Mivel barmely derékszogii haromszog kiegészithetd téglalappa, a
derékszogli haromszogeket is tartja a ¢. Ez azt jelenti, hogy a derékszogeket tartja,
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akkor viszont a négyzeteket is, hiszen az olyan téglalap, melynek az &tl6i merdéle-
gesek egymasra. Ezért, ha ABC' egy egyenl6 szaru derékszogii haromszog, akkor a
©(A)p(B)(C) haromszog is egyenld szari derékszogli hdromszog.

Egy kollineaciot viszont meghataroz harom pont és a képe, ami jelen esetben
nyilvdn egy B — ¢(B) eltolasbdl, egy B koriili forgatasbol, ami a BC' félegyenest
a p(B)p(C) félegyenesbe viszi, és egy By centralis dilatdciobol rakhaté dssze, ahol
A = d(e(B),p(C))/d(B,C), hiszen p(A) épp akkora tavolsdgra van a B ponttdl,
mint a ¢(C).

Ezzel az allitast belattuk.

3.7. Inverzid

Inverziv siknak nevezzilk az S sik egy formélis oo ponttal valé bévitését, vagyis az
S U {oo} halmazt, ahol a co pontot minden egyenesre illeszkeddnek tételezziik fel.

Definicié. Az O koézéppontu o sugari K korre vonatkozd inverzionak nevezzilk az
t: SU{oo} = SU {0} leképezést, melyre

P, ahol P, = Ppp?/d*(P,0), ha P # O és P # oo,
t(P)=14 oo, haP=0,és
O, ha P = 0.

A K kort és O pontot az inverzié alapkorének, illetve kozéppontjinak nevezziik. A

Konnyt megfigyelni, hogy az inverzid
(1) bijektiv;
(2) fixpontjai pontosan az alapkorének pontjai;
(3) az alapkorének belsé pontjait az alapkorén kiviilre viszi;
(4) az alapkorének kiilsd pontjait az alapkorén beliilre viszi;
(5) a kozéppontjan dtmend egyenesek kozéppontjan kiviili pontjainak halmazat
invaridansan hagyja.
Azt is konnyti latni egy kis szamolédssal és az azonos szogli derékszogii haromszogek
hasonlésagat hasznalva, hogy
(6) az azonos O kozéppontt, g1, illetve g2 sugart korre vonatkozo ¢1 és 1o inverzidk
12 0 17 szorzata egy A = (02/01)? egyiitthatés O, centralis dilatdcio;
(7) ha az alapkoron kiviili P pont alapkoérhoz hizott érint6je a T pontban érinti
az O kozéppontu alapkort, akkor az O PT derékszogi haromszog T' cstcsdnak
az OP oldalegyenesre vett meréleges vetiilete a P pont képe.

Tétel. Az inverzio
(8) a kézéppontjin nem dtmend egyenest a kozéppontjdn dtmend korbe viszi;
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(9) a kozéppontjdn dtmend kort a kozéppontjan nem dtmend egyenesbe viszi;
(10) a kézéppontjan nem dtmend kort a kézéppontjin nem dtmend kérbe viszi.

Bizonyitas. A (8) igazoldsdhoz tekintsiink egy egyenest, amely nem megy &t az
inverzié O kozéppontjan. Legyen az O merdleges vetiilete erre az egyenesre A,
ennek az ¢ inverzié melletti képe A’

Pl

Az egyenesen vett barmely P pontnak legyen az inverze P’. Ekkor az
inverzi6 szerinti d(O, P)d(O,P’) = o* = d(0,A)d(0,4’) egyenlbség miatt
d(0,P)/d(O,A) = d(O,P")/d(O, A") ad6dik. Mivel az OAP és OP’ A’ haromszo-
geknek az O pontndl kozos szogik van, az OAP haromszog hasonlé az OP'A’
haromszoghtz. Mivel az O AP haromszog derékszogi, és derékszoge az A pontnal
van, a P’ pontbdl az O A’ szakasz derékszog alatt latszik, vagyis az egyenes képe az
OA’ szakasz folotti Thalész-kor.

Mivel a fentiek szerint az egyenes és a Thalész-kor kozott bijektiv kapcsolat jon
létre (az O ponton dtmend egyenesek egyszerre metszik Sket, és akkor mindkett&t

pontosan egy pontban), az is igaz, hogy a Thalész-kor képe az egyenes, amiért a (8)
és (9) is teljesiil.

Tekintsiink most egy olyan D kozéppontt £ kort, amely nem megy at az ¢
inverzié O kozéppontjan. Ha D = O, akkor az L kor képe egy vele koncentrikus,
tehat az O pontot szintén nem metsz6 kor lesz, ezért innentél csak a D # O esetet
vizsgaljuk.

Legyen az OD egyenes metszete ezzel a korrel a C és E pont. Legyen P egy
tetszOleges pont az £ kéron, és messe az L kor az OP egyenest még a () pontban
is, ami érint6 esetén megegyezik a P ponttal.

Ekkor az OPC' és OQF héaromszogek hasonldak, hiszen van egy kozos szogiik
az O pontnél, tovabba a P pontnél és az E pontnél egyforma a szogiik a CQ szakasz
latékorén. Eszerint d(O, Q)/d(0,C) = d(O, E)/d(O, P), vagyis d(O, Q)d(O, P) =
d(0, E)d(0O,C) éllando.

KuRrusa ARPAD

Ver.: 2021:08:19:12:04:28 © Kurusa Arpad (2019 — 2021)



3.7 Inverzid 151

Legyen \ = WZ(O,C)’ ahol p az inverzié alapkorének sugara. Legyen P’ =
0x(Q). Ekkor az £ kér minden P pontjara d(O, P")d(O, P) = ¢?, tehat P’ = 1(P),
és a P’ pontok éppen az L kor O, melletti képén vannak, ami természetesen kor,

és ezzel a (10) allitast bebizonyitottuk. -

A bizonyitas kdzben felfedezett, de a jelen konyvben terjedelmi okokbdl nem
targyalt, d(O, Q)d(O, P) = d(O, E)d(O, C) alland6 az O pontnak az L kérre vonat-
kozo hatvdnyaként ismert.

Az egyenesek és a korok kozos halmazat a kdgyenesek halmazanak mondjuk,
elemeiket pedig kogyenesnek nevezziik. Egy kogyenes tehdt egyenes vagy kor, és
minden egyenes, illetve minden kor is kogyenes. Két metsz6 kogyenes szdgén azt a
szoget értjiik, amelyet a metszéspontjukban 6ket érint6é két egyenes zar be.

Ezzel a fogalommal az inverzi6 egy kogyenest tart6 bijekcié az inverziv sikon.

Tétel. (11) Az inverzid tartja a kogyenesek sziogét.

Bizonyitas. Egy egyenes inverziv képe mindig atmegy az origdn, és a kép origdbeli
érint6je parhuzamos az eredeti egyenessel, ezért két egyenes szoge megegyezik képeik
szogével.

Az inverzié tartja az érintOket és a kogyenesek szogét mindig a metszéspont-
jukban hizott érintéik hatdrozzak meg. Az egyenesek szogét az inverzidk tartjak,
ami a tételt bizonyitja. -

A kortartasra mar ismert tétel atvihetd a kogyenest tarto leképezésekre.

Tétel. Az inverziv sikon minden bijektiv, kégyenest tartd ¢ leképezéshez van olyan
O pont, hogy ¢ egy O pontot fizen hagyo dilaticio, vagy egy O pontot fixen hagyo
dilatdcio és egy O kozépponti inverzio szorzata.

Bizonyitas. Ha a co pont képe a ¢ mellett az O pont, akkor vegyiink egy O ko-

zéppontu ¢ inverziét, és legyen ¢ = 1o p. A ¢ leképezés is bijektiv kogyenestartd
leképezés az inverziv sikon, és ¢(o0) = 0.
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Mivel ¢(c0) = 00, az egyenesek képe csak egyenes, a korok képe csak kor lehet,
hiszen a kéroknek nem eleme a oo pont. Tehat ¢ egy bijektiv kortartéd kollineécio,
amir6l mar bizonyitottuk a kortarto leképezéseknél, hogy dilatacié. Ezzel a tételt
belattuk. -

A sik azon leképezéseit, amelyek tartjak a szogeket, szdgtartonak vagy kon-
formnak nevezziik. Mig az affin sik kollineaciéi koziil a dilataciok a szogtartok, addig
az inverziv stkon minden kogyenestarté bijektiv leképezés szogtarto.

3.8. Transzformacidcsoportok és szabalyos pontrendszerek

Bar ebben a szakaszban csak a sikrél lesz szé, sok bemutatott fogalom és néhany
eredmény a térben is hasznalhat6 illetve bizonyithatd. Gyakran fogjuk hasznalni az
eltolasok és vektoruk, illetve a forgatasok és szogiik Osszefiiggéseinek vizsgalatakor
bevezetett £, jelolést a tu vektori eltoldsra és a @ jelolést az O pont koriili «
sz0gll forgatéasra.

Tétel. Egy csak forgatdsokbdl allé csoport minden nem identikus elemének ugyanaz
a kézéppontja.

Ha egy forgatdsokbdl dllé @ csoport véges (a 2w szoggel eltérd forgatdsokat
nem tekintjik kilonbozdnek), akkor ciklikus, és valamely O pontra és n € N szdmra
&= {2 k=0,1,...,n—1}.

Bizonyitas. Legyen ® egy forgatasokbdl allé csoport. Ha valamely két kiillonb6z6
A # B pontra ¢ tartalmaz egy ¢% és egy goﬁB nem identikus forgatast, akkor a
oL = @jcp% és cp‘}) = @%(p% forgatasok is az ® csoportban vannak.

Vildgos, hogy ¢9, = w%wégpéﬁ = ('DZ;L;C’ ezért egyfell § = ~, masfeldl D =

@%C. Ugyanigy ¢ = ¢%phHps" = @Z%D, amiért C' = o3 D.

Mivel ¢, 03, € ®, kivetkezik, hogy ¢’ € @, és a ¢, ¢l szorzat is az ®
csoporthoz tartozik. Ez a szorzat egy eltolds, igy csak a @ csoportban csak tgy
lehet, ha identikus, vagyis ¢/, = ©%, amib8l C' = D kévetkezik. Minthogy D = @BBC
és C'= 4D, B=C =D = A adédik, tehdt az ® csoport minden eleme ugyanazon
pont koriili forgatas. Ez a tétel elso allitasa.

Legyen a tovabbiakban ® véges csoport, melynek elemei egy O pont koriili ¢8
forgatasok, ahol 0 < ar < 27. Legyen « a legkisebb pozitiv szog, melyre ¢g € ®

Vildgos, hogy ¢ € @ esetén ¢f® = (¢3)™ is ® eleme minden m € N
természetes szdmra, amiért az inverzelem léte miatt minden k € Z esetén pi* € ®.
Az ® csoport végessége miatt igy lenni kell olyan k,m € N szdmoknak, melyekre
OFr = B amiért cp(om_k)a = id, vagyis (m — k)a = 2x. Legyen n € N az a
legkisebb természetes szam, melyre na = 27.
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Ha apg € @, akkor a ¢/, = ap'ggoaa[ﬁ/a] forgatas is @ eleme, de § # a[B/q]
esetén, 0 < v = 8 —a[B/a] < a lenne, ami lehetetlen, mert o a legkisebb eléforduls
sz0g, ezért = «aff/a], ami igazolja a tétel masodik Allitasat. -

Legyen X az izometridk egy részcsoportja. Egy P pont X melletti pdlydjdn a
Y(P) = {¢«(P) : ¢ € ¥} halmazt értjik.

Egy ¢ izometridt egy P ponthalmaz szimmetridjinak mondunk, ha ((P) C P.
E tartalmazasra alkalmazva az ¢ izometridt P C ¢~ (P) kovetkezik, amit dsszevetve
a kiinduldsi tartalmazédssal, azt kapjuk, hogy minden szimmetridra ¢(P) = P.

Azt mondjuk, hogy egy P ponthalmaz az izometridk valamely ¥ csoportjira
nézve invariins, ha P minden pontjanak palydja a P ponthalmazon beliil marad.
Viladgos, hogy ekkor X elemei a P ponthalmaz szimmetriai.

Ha ¢; és 12 a P szimmetridi, akkor ¢1 (P) = P, és 12(P) = P, amiért t2(¢1(P)) =
P is teljesill, ezért a P ponthalmazt szimmetridi csoportot alkotnak.

Definicié. Egy ponthalmaz szimmetriacsoportjin a szimmetridi csoportjat értjﬁk.A

A szimmetriacsoport tehat az izometriacsoport leghévebb, a ponthalmazt in-
varidnsan hagyo részcsoportja. Figyeljiik meg, hogy a P ponthalmaz izometrikus
transzformécioi izomorfidtdl eltekintve nem véltoztatjak meg a szimmetriacsopor-
tot, hiszen «/({(P)) = ((P) akkor és csak akkor, ha (7! o/ o ((P) = P, vagyis az
¢+ oo (! konjugdlds a régi szimmetriacsoportot az Gjra képezi. Ez a leké-
pezés viszont nyilvan izomorfizmus az izometridk csoportjaban, igy annak minden
részcsoportjan is.

Vildgos, hogy korladtos ponthalmaz esetén a szimmetriacsoport nem tartalmaz-
hat sem eltolast, sem csusztatva tiikkrozést, és — éppen ezért — a szimmetriacsoport-
ban 1év0 6sszes tiikrozés tengelyének egy kozos pontra kell illeszkednie, valamint ezen
tiikkrozéseken tul csak ezek kozos pontja koriili forgatasokat tartalmazhat, melyek
ezen tiikrozések szorzataibdl allnak.

A szimmetriacsoportbeli mozgédsokat fedémozgdsoknak, ezek csoportjat fedd-
csoportnak nevezzik.

Véges ponthalmaz szimmetriacsoportja véges, hiszen ekkor a szimmetriacso-
port izomorf a P teljes permutaciécsoportjanak valamely nem feltétleniil valddi
részcsoportjaval.

Példaul a szabdlyos haromszog csicsai halmazdnak szimmetriacsoportja a
harom elemi halmaz teljes permutéacidécsoportja. Ennek igazoldsara sorszamozza 1,
2 és 3 a haromszog cstcsait, legyen O a haromszog kozéppontja, egyben a csiicsokon
atmeno magassigvonalak metszete, melyekre vonatkozé tengelyes tiikrozést jelolje
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T;, ha a magassagvonal éppen az i-vel szadmozott csiicson megy at. Ekkor a

. 27/3 —27/3
id T1 T2 T3 o Yo

) 0 ! ) ) !
123) 123 123 123 123) 123
123 132 321 213 231 312
leképezés egy izomorfizmus a szimmetriacsoportrél harom elem teljes permuté-

s s . . 27 /3 /
ciécsoportjra. Jegyezziik meg azt is, hogy ¢, = T|Ty = ToT3 = T3T] €S

9052”3 = T2T1 = T3T2 = T173.

Euklidészi sikon egy sokszoget szabdlyosnak mondunk, ha minden rendezett
csics- vagy élparjahoz van olyan szimmetridja, mely a par els6 elemét a masodikban
viszi. Ilyen szabélyos sokszoget kapunk, ha csicsait egy P # O pontnak a ciklikus
D= QDQOkﬂ/n :k=0,1,...,n—1} (n € N) forgdscsoport szerinti palydja elemeiként
adjuk meg sorban. Az O ponto a szabalyos sokszdg kézéppontjanak nevezzik.

Tétel. A szabdlyos n-szég csucsai halmazdnak szimmetriacsoportja 2n elemd.

Bizonyitas. Vilidgos, hogy a szabalyos n oldali sokszognek szimmetriatengelyei

e az oldalal oldalfelez6 merdlegesei, és

e paros n esetén az egymassal szemben talalhato csticsparok egyenesei.
Ez Osszességében paritdstol fiiggetlentl n szimmetriatengelyt jelent. Ezek koziil
egyhez valamely masikat valasztva kapjuk a forgatasokat. Az identikus leképezéssel
ez 1 +n+n— 1= 2n izometriat ad.

Most igazoljuk, hogy nincs tovabbi izometria a szimmetriacsoportban.

A szabélyos n oldald sokszog minden pontja egyforma tavolsagra van a sokszog
kozéppontjatdl, ezért ez a pont a szimmetriacsoport minden elemének fixpontja,
vagyis minden szimmetriatengely és minden forgatas kozéppontja a sokszog kozép-
pontjara illeszkedik.

A tengelyekre vonatkozé tiikkrozések a tengelyre nem es6, ahhoz legkdzelebbi
cstucspontot egy ugyanolyan tavolsagra 1évo cstcspontba kell vigyék, amiért ha a
tengelyre nem esik csticspont, akkor ez a két pont a sokszog egy oldalat alkotja.

Ha a csoportban 1évé valamely forgatast tgy allitunk el6 két titkkrozés szorzata-
ként, hogy az egyik tiikrozés tengelye a felsoroltak koziil keriil ki (ezt megtehet;jiik,
hiszen az egyik tengelyt szabadon valasztjuk), akkor a masik titkkrozés is a csoport
eleme kell legyen (hiszen el6all a csoportbeli forgatds és egy csoportbeli titkrozés
szorzataként), fgy a fentiek szerint annak tengelye is a felsoroltak kozé kell essen.

Ezzel az allitast igazoltuk. -

Definicié. Egy P ponthalmazt szabdlyosnak nevezziik, ha minden Py, P, € P pont-
parhoz 1étezik a P szimmetriacsoportjaban olyan ¢ izometria, mely az els6 pontot

a masodikba viszi, vagyis ((P;) = Ps. A
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Vegyiik észre, hogy szabalyos ponthalmaz minden egyes pontjanak a szabalyos
ponthalmaz szimmetriacsoportja melletti palyaja az egész szabélyos ponthalmaz.

Véges szabdlyos ponthalmazok a szabélyos n-szogek cstcshalmazai, de ide tar-
tozik a téglalap csticshalmaza is, és minden egy, illetve ketté elemi ponthalmaz.
Az ilyen véges szabalyos ponthalmazok szimmetriacsoportjai megegyeznek a szaba-
lyos sokszogek szimmetriacsoportjaival, mert a pontoknak a szimmetriatengelyek
metszéspontjatol azonos tavolsagra kell lenniiik, és a tengelyek kozti szogek koziil
a végesség miatt lennie kell legkisebbnek, amiért a tobbi sz6g ennek egész szamu
tobbszorose kell legyen, hiszen kiillonben kisebb szogl forgatés is lenne a csoportban.
A legkisebb forgatds szoge ezek szerint 27 /n valamely n € N természetes szdmra.

Végtelen szamossagu szabdlyos ponthalmaz példaul a kor, az egyenes, a sik
vagy a négyzetracs.

Diszkrétnek neveziink egy ponthalmazt, ha a pontjai kozti tavolsagok alséd
hatéra pozitiv (nem nulla).

Figyeljiik meg, hogy a diszkrét ponthalmazoknak minden korldtos tartoméanyba
csak véges sok pontja esik. Ezt konnyen lathatjuk az ,oroszlanfogdsi” moédszer
alkalmazasaval. Tegyiik fel, hogy a P diszkrét ponthalmaznak végtelen sok eleme esik
az 7 oldalii Ny négyzetbe és a pontparjai kozti legkisebb tavolsag p. Vagjuk fel az Ny
négyzetet két kozépvonala mentén. Ezzel négy r/2 oldalt négyzetet kapunk. Vildgos,
hogy a P diszkrét ponthalmaznak legaldbb az egyik r/2 oldali négyzetbe végtelen
sok pontja esik, kiildnben nem lehetne végtelen sok pontja az Ny négyzetben. Legyen
N tehdt az egyik olyan r/2 oldald négyzet, amelybe a P diszkrét ponthalmaznak
végtelen sok pontja esik. A mostanihoz hasonléan 1épést most az N7 négyzettel téve,
majd egyre tovdbb, egymésba skatulydzott négyzetek olyan N; sorozatdt kapjuk,
hogy mindegyikbe végetlen sok pontja esik a P diszkrét ponthalmaznak, mikézben
oldala hossza r/2%. Minthogy egy ilyen négyzet két pontja kozti legnagyobb tévolsig
V21 /2%, ami elég nagy i € N szdmra tetszélegesen kicsiny lehet, ez ellentmond a
p < V2r/2" kévetelménynek. Tehat diszkrét ponthalmazoknak minden korldtos
tartomanyba csak véges sok pontja esik.

Szabdlyos pontrendszernek hivjuk a végtelen, diszkrét, szabalyos ponthalma-
zokat. Szabalyos pontrendszert legegyszeriibben ugy kaphatunk, ha vessziik lineé-
risan fiiggetlen egységnyi helyvektorok egész egyiitthatds linedris kombinaciéinak
végpontjait. Az ilyen szabdlyos pontrendszereket rdcsnak nevezziik. A racsok ugy
is eloallithatok, hogy vesziink u és v linearisan fiiggetlen egységvektorokat, és te-
kintjiik valamely tetszéleges O pont palyajat az € = {3kt . k,¢ € Z} csoport
mellett.

Azon pontok halmazat, melyek kézelebb vannak egy adott racsponthoz, mint a
tobbi racsponthoz, a racs Dirichlet-celldjanak, vagy Voronoj-sokszdgének nevezziik.
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Barlow tétele. Egy sikrdcs szimmetriacsoportjanak forgatdsokbdl allé részcsoportjai
2, 3, 4 vagy 6 elemd ciklikus forgdscsoportok.

Bizonyitas. Legyen R = £(P) a récs, ahol u és v linedrisan fliggetlen egységvek-
torok, és & = {else™ . ¢,m € Z}. Az £ csoport nyilvin részcsoportja a racs ¥
szimmetriacsoportjanak.

Legyen ® a racs ¥ szimmetriacsoportjanak egy forgatasokbodl 4ll6 részcsoportja.
Ahogy fentebb mar lattuk, ekkor ® minden eleme ugyanazon, mondjuk, O pont
koriili forgatés.

Ha P # O a récs egy pontja, akkor a ®(P) pélya a d(O, P) sugart kor és a
racs kozos részhalmaza, igy csak véges sok pontot tartalmaz. Mivel két forgatés
megegyezik, ha kozos kdzéppontjukon kiviil egy masik pontot is ugyanabba a pontba
forgatnak, kovetkezik, hogy az ® csoport véges (a 27 szoggel eltérd forgatasokat
nem tekintjitkk kilonbozonek), tehit & = {gaékﬂ/n :k=0,1,...,n — 1} valamely
n € N szamra.

Tekintsiink a 3 szimmetriacsoport barmely n-edrendii ® 4 és ® 5 forgatdsokbol
allé részcsoportjat, ahol A és B jelenti a forgatasok kozéppontjat. Ezek elemeinek
szorzatai nyilvan a szimmetriacsoport elemei, és a kovetkezo tipustiak lehetnek:

L L etk thm/n forgatas, ha k + £ # n,
g 2d(AB)sin(tn/n)  oltol4s, ha k + € = n.

Ez azt jelenti, hogy eff(A’B) sIn(r/n) jg g szimmetriacsoport eleme, amiért az eltolas

hosszéra min(s,t) < 2d(A, B) sin({r/n) < 2d(A, B) teljesiil.

Belattuk tehat, hogy azon A pontok H halmaza, melyekben a récs szimmet-
riacsoportja egy n-edrendii forgatasokbdl allé részcsoportot tartalmaz, olyan, hogy
minden pontjanak %min(s, t) sugard korén beliil nincsen még egy pont, vagyis H
diszkrét ponthalmaz.

Most igazoljuk, hogy H elemszama végtelen.

Mivel ® és £ elemeinek szorzatai is a racs X szimmetriacsoportjaban vannak,
a wié&{;(o) = €ff€;ftap20kw/ " Mey s forgatds is a rdcs ¥ szimmetriacsoportjanak

ls

£semt(O) pontokban is van forgatasok egy ® csoporttal izomorf n-

edrendl ®_cs.me (o csoportja, mely a rdcs ¥ szimmetriacsoportjanak részcsoportja.
v uw

eleme, és igy az ¢

Legyen @ a ‘H halmaz egyik O ponthoz legkézelebb es6 pontja. Ilyen van, hiszen
a ‘H ponthalmaz diszkrét. Ekkor a 30207/" = @272‘47"(0) = spé”/mpé”/"gpé%/" forgatds
“q

is n-edrendfi és a rdcs ¥ szimmetriacsoportjaban van, tehdt O’ € H. Ugyanigy a

soi—;/” = S027;7<7,L(Q) = go?;/n@éﬁ/"cpg?ﬂ/" is a racs X szimmetriacsoportjaban van,
)

o’

tehdt Q' € H eleme.
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Nyilvéan d(0,Q) = d(Q,0’) = d(0',Q’), és mivel Q a H egyik O ponthoz
legkézelebbi pontja, d(O,0’) > d(Q, 0) és d(0, Q") > d(Q, O) is teljesiil.

Q o’

0 Q'
Ha n > 6, akkor d(0,0") < d(Q,0). Ha n = 6, akkor OQO’ egy szabélyos
héromszog, tehat 2w /n = 2w /6. Ha n = 5, akkor d(O, Q') < d(Q, O), hiszen 27/6 <

7 /2. Eszerint n < 4, ami az allitds volt. -

Definicié. Ha izometridk egy Z csoportja mellett minden P pont péalydjanak csak
véges sok pontja esik minden korldtos tartoményba, akkor azt mondjuk, hogy 7
diszkrét izometriacsoport. Ha 7 minden eleme mozgéas, akkor diszkrét mozgdscso-
portrol beszélink.

Izometridk egy Z csoportjara nézve alaptartomdnynak neveziink egy 6sszefiiggd

tartomanyt, ha minden pont palyaja pontosan egy pontban metszi. A

Egy Z csoportnak tobb alaptartoméanya is lehet, és ezeket a Z csoport elemei
egymasba transzformaljak. Eszerint az alaptartomanyok nem metszik egymast, és
egyttt lefedik a sikot, mert minden pontnak tartalmazzak pontosan egy palyaelemét.
A matematikai gyakorlatban poligonokat szokas alaptartoménynak véalasztani, de a
valasztas szabadsaganak miivészi felhasznalasa is lehetséges, ahogy azt M.C. Escher
képei mutatjak.

Minden réacs barmely Dirichlet-celldja a racsot el6allité £ eltoldscsoport alaptar-
tomdnya, mert £ elemei nyilvin minden Dirichlet-cellat egymasba transzformalnak

— tehat ezek egymads eltoltjai —, mikoézben az Gsszes ilyen tartomany uniéja nyilvan
lefedi a a sikot, mert minden pont valamelyik racsponthoz kozelebb van, mint az
Osszes tobbihez.

Tétel. Bdrmely M diszkrét mozgdscsoport barmely u vektor irdnyi dsszes eltoldsa
egy £ = {ekt . k € Z} alaki részcsoportot alkot valamely t > 0 szdmra.

Bizonyitas. Nyilvanvald, hogy £ az M egy részcsoportja, hiszen u irdnyu eltolasok
szorzata és inverze is u iranyd. Emiatt £ diszkrét mozgascsoport.

Tekintsiink egy tetszbleges P pontot. Az £(P) pélya egy egyenes részhalmaza,
ezért az E(P) palyaelemei kozil legfeljebb ketté olyan van, amely nincs tdvolabb a P
ponttél, mint barmely masik palyaelem. Legyen Q = ¢, (P) ezek koziil az, amelyre
t > 0. Nyilvan Xt € € minden k € Z esetén.
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p y —t[s/t
Legyen most ¢}, € £ tetszOleges eltolas. Akkor az €], = €5,eu [s/1]

eleme. Az s # t[s/t] esetben r < ¢ lenne, ami lehetetlen, mert akkor e, (P) kézelebb
lenne a P ponthoz, mint a @ pont, igy s = t[s/t], ami igazolja a tételt.

eltolés is £

Tétel. Minden M diszkrét mozgdscsoport barmely forgatdsokbol dllé részcsoportja

o = <p20kﬂ/n :k=0,1,...,n— 1} alakd valamely O pontra és n € N szdmra.

Bizonyitas. Legyen ® az M diszkrét mozgascsoport egy forgatasokbdl allé részcso-
portja. Ahogy fentebb mar lattuk, ekkor & minden eleme ugyanazon, mondjuk, O
pont kortli forgatas.

Legyen P # O egy pont. Ekkor az ®(P) péalya a d(O, P) sugara kor és az M(P)
palya kozos részhalmaza, igy csak véges sok pontot tartalmaz. Mivel két forgatés
megegyezik, ha kozos kdzéppontjukon kivil egy masik pontot is ugyanabba a pontba
forgatnak, kovetkezik, hogy az ® csoport véges (a 27 szoggel eltérd forgatasokat
nem tekintjiik kiilonbozének), vagyis ® = {cp?)kﬂ/" :k=0,1,...,n — 1} valamely

n € N szamra, ahogy allitottuk. -

Tétel. (Diszkrét mozgdscsoportok osztalyozdsa). Sikmozgdsok egy nem trividlis M
csoportja akkor és csak akkor diszkrét mozgdscsoport, ha
(1) egyetlen 27 /n (n € N) szdgi forgatds, vagy
(2) egyetlen eltolds, vagy
(3) egyetlen eltolds és eqy m szogl forgatds, vagy
(4) kettd figgetlen eltolds, vagy
(5) kettd figgetlen eltolds és eqy m szdgii forgatds, vagy
(6) kettd figgetlen eltolds és eqy 2w /3 szdgii forgatds, vagy
(7) kettd figgetlen eltolds és eqy w/2 szogii forgatds, vagy
(8) kettd figgetlen eltolds és egy w/3 szogii forgatds
generdlja.

A bizonyitas elott jegyezziik meg, hogy Barlow tétele miatt a kettd fiigget-
len eltoldst tartalmazo6 diszkrét mozgdscsoportok csak 27 /2, 27w /3, 2w /4 vagy 27/6
szogl forgatasokat tartalmazhatnak, hiszen minden M mozgascsoport nyilvan rész-
csoportja barmely P pont M(P) pélydja szimmetriacsoportjinak.

A diszkrét mozgascsoportok tételiink szerinti osztdlyozasa alapjan valéban van
példa is olyan rendii forgatasok el6forduldsara, melyet Barlow tétele megenged. A
most kovetkezd bizonyitdsban a szogek eme korlatozasat a koncentraltsdg kedvéért
masként bizonyitjuk a 2. pontban.

Bizonyitas. Minden sikmozgas eltolds vagy pont koriili forgatas, ezért M csak
ilyen transzformdciékbdl all. Tobb esetet vizsgdlunk, ezeket fastruktira szerint

sorszamozzuk.
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1. Ha M nem tartalmaz eltolist. Ekkor M minden eleme forgatas. Te-
kintsiink ezek koziil két kiilonb6zd ¢4 és 4,0% nem identikus forgatast. Ekkor a
oL = @i(p%(p;‘a forgatés is M eleme. Nyilvin v = 3, és B = ¢,*C, hiszen
C = ¢, (C). Csakhogy C # B esetén a @’é@gﬁ € M egy eltolas lenne, ami kizart,
ezért C = B, és igy A = B, vagyis az M minden eleme ugyanazon pont koriili
forgatas. Alkalmazva fentebbi, forgatdsokra vonatkozo tételiinket, éppen az (1) pont
allitasdhoz jutunk.

2. Ha M tartalmaz eltoldst. Legyen P egy tetszOleges pont, £ pedig az M
Osszes eltoldsabol allo részcsoportja.

Mivel M diszkrét mozgdscsoport, az € is diszkrét mozgascsoport, ezért az £(P)
palydnak léteznek a P ponthoz legkdzelebbi pontjai. Legyen egy ilyen Q = &t (P),
ahol u egységnyi, vagyis d(P, Q) = t.

Ha van egy ¢@ forgatas az M mozgas-
O )2 ¢ %/% csoportban, akkor ¢% ) = eu9Bey’
2 L0 is az M csoport eleme. Eszerint az
{5}- Eu( ) 2tsin(a/2) 4 —a altolds is M
o Ev = Pt (0)Po cltolas 1s
% eleme, ahol v egy alkalmas egységnyi

vektor (lasd az abrat). Ebbél kovetke-

z8leg t < 2tsin(«w/2), amiért 1/2 <
sin(a/2), vagyis 7/6 < a/2 < 57/6. Minthogy ez minden forgatdsra érvényes, az
O pont korili legkisebb szogii forgatasra is teljestilnie kell, mely fentebbi tételtink
értelmében csak o = 27 /n és n = 2,3,4,5,6 esetében igaz.

Tovébb sziikithetjiik a vdlasztékot, ha figyelembe vessziik, hogy ¢%* € M
is teljesiil, és igy az szef%a(u) eltolds is az M eleme. Ha o < 7/2, akkor ennek
hossza 2¢sin(7m/2 — «), amiért ¢t < 2t cos(a), vagyis a < 7/3 kovetkezik. Ezt nem
teljesiti a lehetséges minimadlis forgdsszogek listdjabol a 2m /5 szog, tehat a legkisebb
forgdsszogek csak m, 2w /3, /2 vagy 7/3 lehetnek.

2/a. Ha M nem tartalmaz két fiiggetlen iranyd eltoldst. Ekkor az M csoportnak
van olyan &, eltoldsa, hogy minden eltoldsa £kt alakd, ahol k € Z.

2/a/a. Ha az M csoportban nincsen forgatds. Ekkor M = {eF* . k € 7}, ami
igazolja a (2) pont allitasat.

2/a/b. Ha az M csoportban létezik nem identikus forgatds. Legyen o3 € M

* eltolds is M eleme, amiért

. . 7 t _ t —
nem identikus forgatas. Ekkor az oo (u) = PCHELLO
03 (u) = tu, és igy a = 7 kévetkezik.

Eszerint a [, o) = ekt T e Mt forgatdsok is az M csoportban vannak minden
k € N esetén. Ezek és egy £ eltolds szorzata a <p;(k+m/2)(o) = gpgkt(o)aﬂt forgatés,

amit az is igazol, hogy egy ilyen forgatds és egy eltolds el"'¢™,., , _ szorzata ¢p,
Eu

(0)

BEVEZETES A GEOMETRIABA

Ver.: 2021:08:19:12:04:28 © Kurusa Arpad (2019 — 2021)



160 3. A sik felfedezése

t(k+m)/2

ahol P = &4 O, amit a kovetkez6 bizonyit:
P= <pﬂ/2
= eMtm Mo etk+m)/2(0) = gmt(ekt/Zngsfkt/2)€i(Z+n)/2€’tlfk+m)/2(O)
eifk+2m)/2wzszz"/2<0> ek ram e 05(0) = eilt 2 0)
Sikm2(0),
Két ilyen forgatas szorzata pedig tjra az sg,k_é)t = 9”:51/2@90:3/2(0) eltolas,

vagyis M Osszes elemét megtaldltuk: M = {eFt o7, 2.}, ahol k, ¢ € Z. Ez bizo-
Eu

o
nyitja a (3) pont allitdsat. @

2/b. Ha M tartalmaz fiiggetlen iranyd eltoldsokat. Miutan fentebb mér kiva-
lasztottuk a legkisebb tavolsdgra mozgaté !, eltoldst, legyen £ = {&f : €5 € M
és u, v figgetlenek}. Ez M részcsoportja, ezért diszkrét mozgdscsoport, amiért az
E'(P) pélyanak létezik a P ponthoz az 6sszes tobbinél nem messzebb 1év$ pontja.
Legyen ez a Q = &5 (P), ahol v egységnyi, vagyis d(P, Q) = s.

Legyen most ¢, egy tetszlleges eltolds az M csoportban. Mivel a sikban
vagyunk, és u, v fiiggetlenek, léteznek olyan x, y valds szamok, hogy rw = ztu+ysv.
Legyen Qi = eq P10t (W+)s el (P), ahol i,5 =0, 1.

Q! = w]t ([y]+1)s . QU = ggw]ﬂ)tggy]ﬂ)s

d tu /?
' P ° x
s Ew ( ) /S’U /y!S’U
tu rw / Jp

Qo 0 _ sﬁf]tgy Q1,0 _ ng]+1)t€§’[y]+1)s

Ezek a pontok egy paralelogramma négy csticsat alkotjak. E paralelogramma
oldalainak hossza s és t, és belsejében tartalmazza a P pontot. Ha P nem esik a
csticsok valamelyikébe, akkor tavolsaga az egyik csticstoél kisebb, mint a paralellog-
ramma egyik oldaldnak hossza (ennek az egyszerii ténynek az elemi bizonyitdsa az
olvaséra marad), holott az E£(P) pélya két legkozelebbi eleme s, illetve ¢ tévolsdgra
van a P ponttol. Tehdt a P pont a paralelogramma valamelyik csicsaba esik, vagyis
P = Q% valamely i,j = 0,1 esetén. Ez azt jelenti, hogy 7, = gllel+ ot (l+s)s
valamely 4,7 = 0,1 esetén, tehat & = {e%ckt . k, 0 € Z}.

2/b/a. Ha az M csoportban nincsen forgatds. Ekkor M = £, ami igazolja a
(4) pont allitasat.

2/b/b. Ha az M csoportban létezik nem identikus forgatds. Ekkor a 2. pontban
igazoltak szerint a legkisebb szogti nem identikus forgatés csak ¢f, cp?;/ , cpg/ 2 vagy

©o /3 lehet valamely O pontra. Most ezeket vessziik sorra.
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2/b/b/a. Ha ¢F € M a legkisebb szogi forgatds. Ekkor nem lehet a csoportban
mas szogl forgatas, mert a tobbi lehetséges szog ennél kisebb lenne.

A 2/a/b indoklasa alapjan tudjuk, hogy egy eltolds és egy 7 szogil forgatés
azteﬂtnpz“/%mm(o) szorzata ¢, melynek kozéppontja P = ghltan)/2, t<k+m)/2(0).

Mivel az Gsszes lehetséges szorzas eredményét lattuk, megallapitjuk, hogy M =
{ebsekt om resr2 k2 ) : k,0 € Z}. Ez igazolja az (5) pont allitasat.

2/b/b/b Ha ¢ € M a legkisebb szogil forgatds, ahol oo # m. Ekkor M
tartalmazza az ! oo (u) = = el oo eltolast is. Azonban M pontosan kettd fiiggetlen
irdny1 eltolast tartalmaz ezért £v = ¢ (u) és s =t.

2/b/b/b/a. Ha <p27r/3 € M a legkisebb szogii forgatds. Ekkor a csoportban
nem fordulhat eld a m szogli forgatés, mert e forgatdsok szorzasakor m —27/3 = 7/3
szOgli forgatds jonne létre, holott feltételiink szerint 27 /3 a legkisebb szogli forgatés
a csoportban. Tehdt az M csoportban csak +27/3 szogli forgatdsok vannak.

Az M csoport tartalmazza a @E,/Eit(o) = 5“5’“90?;/3 2Fte ! forgatasokat.

/3

Két ilyen o_ “/ =k (0) és ‘pant/smt(O) forgatas szorzata cpP , ahol a P kézéppont

nyilvédn a két forgatas A = el 0) és B = 77 (0) kozéppontjait szabélyos

héromszogre kiegészité pont. Eszerint
P=@*B = @l e (0) = e £ts 21 (0) = €lts £, 0™ A
A A A

—7/3 bt _kt _ _nt mt 0t kt —Tr/3
=e w/s w/z o Ew& (O)_Ewg/%%g/“”us@;"/%% /3,0 (0)

0t kt ___nt _ft mt kt
= 5@7;/3eraw/3v5w;/3u5¢5w/3u(O) = 5—u5u+v€u+v5—v(0)

— E’Etm+€—n)t€£}m+€—k)t<0)

)

. 47 /3 47 /3 ..
vagyls ¢p ' =@ clm =)t (=Rt () nem 1j csoportelem.

Egy eltolds és egy forgatds ele mtgoiz/ k(0) szorzata gp?f/ 37 melynek koézép-
pontja P = Ev(3€+m+n)/3€ftu(3k+2m n)/S(O)’ mert

P = QDQN/SP _ Entgmt (6“6“(,020‘”/3 ;kt ;Zt)(62](3Z+m+n)/352(31@-5-2771—71)/3(O))

n m 27 /3 m+tn m—n
fEE)H )tE’EfH' )t<Po/ sf,( + )/362(2 )/3(0)

(e k t(m+n)/3 t(2m—n)/3 2m/3
EE} +n)t5£ +m)t5¢?;/3v 550 /s, PO (0)

E£€+n)t6g+m)tgi(75j:)/352’(2m—n)/3(O)

Ei(3€+m+n)/3€2£3k+2m—n)/3 (O) )

Ezeket a most vizsgalt szorzatokat tekintve, az utobbi formuldk részleteibdl vilagos,
hogy sem ezek egymassal, sem ezek eltolassal vett szorzatai nem vezetnek tjabb
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162 3. A sik felfedezése

forgatasokhoz, ezért M &sszes eleme {etfekt, wit?%? 216/ 0 )}7 aholi,j € Zési+j=

0 (mod 3). Ez igazolja a (6) allitast.

2/b/b/b/b. Ha % € M a legkisebb szigii forgatds. Ekkor a cpg/Q ismételt
végrehajtdsa miatt van a csoportban 7 szogi forgatas is. Nem fordulhat el6 a
csoportban 27/3 szogli forgatds, mert e forgatdsok szorzasakor m — 27w /3 = /3
szOgli forgatds jonne létre, holott feltételiink szerint 7/2 a legkisebb szogli forgatés
a csoportban. Tehét az M csoportban csak +7/2 és 7 szogli forgatdsok vannak.

Az ilyen M csoport szintén tartalmazza a ¢ /tQEkt(O) = Eétsktwg/za_kt -
forgatasokat.

Két 90:4255} ) alaku forgatds szorzatanak kozéppontja éppen a két forgatas
kozéppontjat mint dtfogdt egyenld szart derékszogii haromszogre kiegészité pont,
ezért az eredmény a @Zet /2 k2, formaban irhat6. Ezen 7 szogi forgatasok szorzatét
az eltolasokkal mar ismerjitk a m szogii forgatas esetébél (2/b/b/a).

Egy eltolds és egy /2 szogii forgatas elte mtgozg/t 5(0) szorzata <p71r3/ 2, melynek

t(20+m+n)/2 t(2k+m n)/2 (O)

kozéppontja P = e, , mert

/2 n m /2 m-+n m—n
P = gH*P = e (@l oy o) (2T PP 0)

_ gntgmt(gétekt(p‘g/Q ;ktg—ft)(Ei(2l+m+n)/2552k+m—n)/2)(O)

55]”“taﬂ“*’"”sog/zsﬁ,(m*")/stf’"‘"’”(O)

_ 65}n+l)t

€&k+m)t€t(;"+n)/2675(77(72—:)/280‘6/2 (0)

o

t(m+n)/2€3§u(mfn)/2(0)

n+0)t _(k+m)t
(n-)t (e m)t gL

= 6’0
62}(2€+m+n)/2535u(2k+m7n)/2(O)'

Ezeket a most vizsgélt szorzatokat tekintve, az utébbi formula részleteibol
vilagos, hogy sem ezek egymassal, sem ezek eltoldssal vett szorzatai nem vezetnek
tijabb forgatasokhoz, ezért M &sszes eleme {ettekt, <p7rt/32 9720y’ o ctn/2 tl/2(o)} ahol
hlii,jeZési+j=0 (mod 2). Ez igazolja a (7) allitast.

2/b/b/b/c. Ha <p > € M a legkisebb sz6qt forgatds. Ekkor a csoportban nem
fordulhat el8 /2 szogli forgatds, mert 7/2 — w/3 = /6 kisebb mint 7 /3, holott a
feltétel szerint 7/3 a legkisebb forgdsszog. Ugyanakkor vannak a csoportban a 7 és

2w /3 szogl forgatdsok a gog/ % ismételt végrehajtasa miatt.

/3 0t kt 7r/3 —kt —Lt
Az M csoport természetesen tartalmazza a ¢ citekt(0) = EvEu PO Cu o

/3

forgatasokat is. Két ilyen 4,062/,55,“(0) és ‘Psv{tsmt(o) forgatés <pP szorzatanak

P kozéppontja éppen a két forgatds kozéppontjanak szakaszdra mint alap-
ra rajzolt egyenldszart, 7/6 alapszogli hdromszog csicsa. Allitjuk, hogy P =
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gf,“kMmeHn)/3521(%”“”7")/3(0), mert
P— s027r/313
/3 /3 — m-+2n m—n

_ (%Z/tskt(O))(%?{tsm(o))(et( k4t4+m+2 )/3€t(2k+5+ )/3(0))

_ (Eétgkt(pg/?) 1—th —ét)( nt mt(pg/?’ 1—LmtE;nt) Ztv(—k+€+m+2n)/3€52k+€+m—n)/3(O)

:Eétgktwﬁ/3 (n— é)t) (m—k)t 7r/3 t(—k+€+m—n)/3 t(2k+é—2m—n)/3(o)

n—~ m—k k+4+m—n)/3 2k+4—2m—n)/3 2mw/3
:Eétgktg( % )t) (w/3 )tgt(%/;ir + )/ t(zw/Jg )/ Sﬁo/ (0)
Yo °6 Yo
:getgktg(n l)) (m— k)t t( k+£+m—n)/3 t(2k+£ 2m— n)/3(0>

5v( k+€+m+2n)/3€z(2k+ﬁ+m n)/S(O).

A 27/3 szogli forgatdsok szorzatdt az eltoldsokkal mdr ismerjiik a (2/b/b/b/a)
esetbdl. Ugyancsak ismerjitk a 7w szogli forgatasok szorzatat az eltolasokkal a
(2/b/b/a) esetbol.

Osszességében tjabb csoportelem mar nem keriilhet elS, ezért M osszes ele-
me {e“eﬁt,@“!ti“(o),@ﬁfi’ t]/s(o)ﬂp /2172 (o)) .+, ahol £,k h,l,i,j € Z,i—j =
0 (mod3)ésh+1=0 (Inod 2). Ez 1gaz01_]a a (8) 4llitast, és ezzel a bizonyitast be
is fejeztiik. -

A tétel allitdsandl joval tobbet igazoltunk, hiszen meg is adtuk az egyes ge-
neralt M csoportok elemeit is. Nyilvanvald, hogy az alaptartomany az els6 hdrom
diszkrét csoport esetében nem korlatos, a tobbiben korldtos, de azt is fontos meg-
jegyezni, hogy az origd megvaltoztatasaval a megadott csoportjaink is valtoznak,
habar izomorf médon.
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A tér geometriaja

Ez a fejezet szemléletében az Affin sik és az Euklidészi sik cimii fejezetek folytaté-
sanak tekinthet6, de nem hagyja figyelmen kiviil a A sik felfedezése cimil fejezet
tapasztalatait sem. Célja, hogy ezekre épitve kiemelje a tér geometridjanak a sikbeli
esettel mutatkozo analégidit, és ramutasson a kiilonbségekre.

4.1. A tér axiomai

Legyen adott egy T halmaz. Ennek elemeit pontoknak nevezziik. Legyen ugyancsak
adott T részhalmazainak egy G és S halmaza. ElObbi elemeit egyeneseknek, utébbi
elemeit sikoknak nevezziik.

Ha a g € G egyenesre és a P € T pontra P € g teljesiil, akkor azt mondjuk,
hogy a P pont illeszkedik a g egyenesre, vagy a g egyenes illeszkedik a P ponton.'

Ha az S € S sikra és a P € T pontra P € S teljestil, akkor azt mondjuk, hogy
a P pont illeszkedik az S sikra, vagy a S sikon van.

Ha az f, g € G egyenesekhez létezik olyan S € S sik, melyre fUg C S teljesil,
akkor azt mondjuk, hogy az f és g egyenesek egy sikra illeszkednek.

Ha t6bb pont kozos egyenesre illeszkedik, akkor a pontokat kollinedrisnak, Ha
tobb pont vagy egyenes kozos sikra illeszkedik, akkor ket komplandrisnak mondjuk.
Altaldnos helyzetiinek nevezziik a pontokat, ha nem komplanérisak. Ha t6bb sik
vagy egyenes kozos pontra illeszkedik, akkor 6ket konkurrensnek nevezziik.

llleszkedési axiémak.

(J1) Minden egyenesre legaldbb két kilonbozd pont illeszkedik.
(J2)

(J3) Hdarom nem kollinedris pontra pontosan egy sik illeszkedik.
(Ja)

Két kiilonb6z6 pontra pontosan egy egyenes illeszkedik.

Ha egy egyenes két kiilonbozo pontja egy sikra illeszkedik, akkor az egyenes
minden pontja a sikra illeszkedik.

(J5) Ha két stknak van kézos pontja, akkor létezik legaldbb még eqy ettdl kiilonbozd
kézds pontjuk is.

L Ahogy a sfknal, a térben is igen sok nem definialt, de szemléletes megfogalmazas létezik, melyeket
hasznalni szeretnénk. Ezeket a megfelel6 definidlt fogalommal egyenértékiinek fogadjuk el.
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(Jo) Létezik hdarom nem kollinedris, és négy nem komplandris pont.

(J7) (Parhuzamossigi axiéma). Minden egyeneshez és rajta kivili ponthoz pontosan
egy olyan egyenes létezik, amely benne van az egyenest tartalmazé valamely
stkban, illeszkedik a pontra, és nem metszi az egyenest.

Jegyezziik meg, hogy a (J1), (J2) és (J7) tulajdonképpen csak a sik megfeleld
axiomainak jelen helyzethez sziikséges mértékiit mddositdsai.

Parhuzamosnak mondunk egy sikot és egyenest, ha metszetiik tires, vagy a sik
tartalmazza az egyenest.

Két egyenest parhuzamosnak mondunk, ha kozos sikra illeszkednek, és ebben
a sikban sikbeli értelemben parhuzamosak. Két sikot pdrhuzamosnak mondunk, ha
pontonként megegyeznek, vagy nincs kézos pontjuk. Vildgos, hogy mindkét most
definidlt parhuzamossagi reldcid, melyeket egyarant || jelol, szimmetrikus és reflexiv.

Ha két kiilonbo6z6 egyenes nem illeszkedik kozos sikra, akkor kitérd, ha kozos
sikra illeszkednek, de nem parhuzamosak, akkor metszd egyenesekrol beszéliink.

Tétel. Nem pdrhuzamos sikok metszete eqy egyenes. A sikok kézti pdrhuzamossdg
ekvivalencia-reldcio.

Bizonyitas. Az els6 allitassal kezdjiik. Legyen P a nem parhuzamos S és S sikok
egy kozos pontja.
A (J5) axiéma szerint van még egy @) # P pont is az
S1 N S5 metszetben. A (J4) axiéma szerint a @ # P
pontok g egyenese is az S; NS3 metszet része. Ha volna
az &1 N Ss metszetben olyan pont, mely nem esik a g
egyenesre, akkor a (J3) axiéma miatt S; = S3 lenne,
ami nem lehet, mert nem parhuzamosak. Ezzel belattuk
az elso allitast.

Tekintsitk az Sy || Sz || Ss sikokat. Ha az S
sik egybeesik az S; és Ss sikok valamelyikével, akkor S || Ss kovetkezik, ezért a
tovabbiakban feltessziik, hogy &1 # Sa # Ss.

Ha S; [| Ss, akkor az els§ éllitas szerint egy kozos g = S; N Ss egyenesben
metszik egymdst. Az Sy stk nem metszi a g egyenest, hiszen S || S || Ss.

Tekintsiik a Q € g, R € §1\ g és S € Ss tetszéleges pontokat, és legyen S a
@, R és S nem kollinearis pontok egyetlen kozos sikja. Az S sik metszi az S1, Sy és
S3 sikokat, hiszen mindegyikkel van k6z0s pontja, vagyis mindharom sikot egy-egy

egyenesben metszi.

Ag =8NS, 92 =8N8; és g3 = SN S3 egyenesekre Sy || Sz || S miatt
g1 |l 92 || g5 teljestl, {gy a parhuzamossigi axiéma miatt g1 = g3, hiszen mindkét
egyenes atmegy a @ ponton, és parhuzamos a go egyenessel.
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Minthogy R € g1 = g3 C S3, mikézben R € S1\ g, a (J3) axiéma miatt S; = Ss
kovetkezik. Ez ellentmond a S || S5 feltételezésnek, igy igazolja az 4llitast.

Tétel. Az egyenesek kozti pdrhuzamossdg ekvivalencia-reldcid.

Bizonyitas. Tekintsiika g1 || g2 || g3 egyeneseket. Ha barmely kett6 egybeesik, akkor
a tétel allitasa teljesiil, igy a tovabbi vizsgalatokhoz feltessziik, hogy az egyenesek
paronként kiilonbozéek.

Ha a ¢1 || 92 || g3 egyenesek egy sikba esnek, akkor az egyenesek sikbeli
parhuzamossdganak tranzitivitdsabol kovetkezik g1 || gs.

Legyen S és S3 rendre a g1 és go, illetve a g2 és
g3 egyenesek kozos sikja.

Ha az &7 siknak és a g3 egyenesnek van egy
koz0s pontja, akkor az nem lehet a go pontja, ezért
az Sq és Sz sikoknak van harom nem kollinedaris
kozos pontjuk, amiért egybeesnek, mely esetben
mar belattuk az allitast.

Legyen P a g3 egyenes egy tetszOleges pont-
ja, So pedig az a (J3) axiéma szerint egyértelmi sik, amely tartalmazza a g1 egyenest
és a P pontot. Legyen g5 az Sy és Sz sik metszete. Nyilvdn P € g4 N gs.
Amennyiben a g§ egyenes metszi a go egyenest, akkor az Sy sik egybeesik az
S sikkal, mert a koz0s g1 egyenesiikre nem illeszkedd g4 N g2 pont is kozos pontjuk.
Emiatt a P € g5 C S2 = 81, amiért S§; = S3, és ebbdl mar belattuk az 4llitast.
Amennyiben a g egyenes nem metszi a g, egyenest, akkor az Ss sikban a go
egyenesre és a P pontra alkalmazva a parhuzamossigi axiémét, g5 = g3 adodik,
vagyis a g1 és a gs egyenes is benne van az Sy sikban. Ha nem metszik egymast,
akkor parhuzamosak, ami éppen a bizonyitando6 allitas. Ha metszik egymast, akkor

S1 = 83, mely esetben mar belattuk az allitast. -

Tétel.

(1) Két egyenes vagy pdarhuzamos, vagy kitérd, vagy pedig metszd.

(2) Ha a g és h egyenesek kitéréek, akkor a g egyenesre pontosan egy, a h egye-
nessel pdrhuzamos sik illeszthetd.

(3) Ha egy egyenes nem pdrhuzamos egy sikkal, akkor pontosan egy pontban metszi.

(4) Hdrom siknak vagy nincs kézés pontja, vagy egyetlen kézés pontjuk van, vagy
pedig eqy kiozds egyenesre illeszkednek.

(5) Ha hdrom siknak nincs kozés pontja, akkor pdronkénti metszésvonalaik pdr-
huzamosak.

(6) Egy stkhoz egy ponton keresztil pontosan egy pdrhuzamos sik van.
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(7) Pdrhuzamos egyenesekre illeszkedd metszd sikok metszésvonala pdrhuzamos
az egyenesekkel.

Bizonyitas. Az (1), (3) és (4) 4llitdsok a definiciébdl kézvetleniil kovetkeznek.

A (2) allitashoz azt kell észrevenni, hogy a g pontjain dthaladd, a h egyenessel
parhuzamos egyenesek uniéja egy sik, hiszen a parhuzamossagi relacié tranzitivitdsa
miatt ezek az egyenesek mind parhuzamosak egymassal.

Az (5) &llitds a (4) kozvetlen kovetkezménye.

A (6) 4llitds igazolasdhoz vegyiik észre, hogy két ilyen sik (4) miatt egybeesik,
ezért elég mutatnunk egy ilyen sikot. Ha az adott S sikban vesziink egy e egyenest,
és azzal parhuzamosan egy f egyenest az adott P ponton at, majd valamely az e
egyenest metsz6 g egyenesre és az f egyenesre alkalmazzuk a (2) eredményt, akkor
épp egy kivant sikot kapunk.

A (7) 4llitas az (5) kozvetlen kévetkezménye.

Rendezési axiéomak.
(R1) Minden egyenesen adott két teljes rendezés, amelyek egymds megforditottjai.
(R2) Minden sikban igaz a sikbeli Pasch-axidma.

Iranyitottnak mondunk egy egyenest, ha rogzitjiik valamely rendezését, amit
most is < jelol. Ezzel a sikbeli esethez teljesen hasonlé médon bevezethetdk a
szakasz, félegyenes és a félsik fogalmak.

Ha S egy sik, akkor a T\ S P és Q pontjardl azt mondjuk, hogy az S sikra
vonatkozélag S-partosak, ha PQ N'S = (). Pasch axiémajabdl (a sikbeli esethez
hasonléan) igazolhatd, hogy az S-partossdg ekvivalencia-reldcié, amelynek legfel-
jebb két ekvivalencia-osztdlya van. A folytathatésagi axiémabdl kovetkezik, hogy
pontosan két ekvivalencia-osztaly van. Ezeket az S két nyilt félterének nevezzik.

Folytonossagi axiomak.
(F1) Minden egyenesen teljesil a folytathatdsdgi axidma.
(Fo) Minden egyenesen teljesil a Dedekind-axioma.

Definicié. Az eddigi — illeszkedési, rendezési és folytonossagi — axiémakat teljesité

T =(T,S,G) rendszereket affin térnek nevezzik. A

Tétel. Az affin tér minden sikja affin sik, vagyis pontjainak halmaza, az dltala
tartalmazott egyenesek halmaza, az affin tér illeszkedési és rendezési reldcioival
olyan rendszert alkot, mely teljesiti az affin sik ariomarendszerét.

E tétel bizonyitésa az olvaséra marad azzal a megjegyzéssel, hogy a (J3) és (J4)
axiémak biztositjak a térbeli egyenesekre vonatkoz6 axiomék sikbeli egyenesekre
val6 alkalmazhatdsagat.
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A (J3) axiéma szerint hdrom pont mindig komplandris, ezért a hdromszdg fogal-
mat, ahogy a vele kapcsolatos tobbi fogalmat is, a sikban méar definidlt fogalommal
megegyezoen értelmezziik. Minthogy a parhuzamos egyenesek komplanarisak, a pa-
ralelogramma fogalmat és a vele kapcsolatos tobbi fogalmat is, a sikban mar definidlt
fogalommal azonosan értelmezziik.

A @: T — T’ leképezéseknek az egyenesekkel kapcsolatos tipusait, az egyenes-
séget tartot, az egyenestartot és a kollinedciot is a sikndl megadott médon definidljuk.

Két affin teret izomorfnak mondunk, ha van koztiik egy kollinedcié. A ¢: T —
T leképezéseket a tér transzformdcidinak neveziink. Az ilyen kollinedcidk a tér
bijektiv transzformaciécsoportjanak részcsoportjat alkotjak. Ennek bizonyitasa a
sikbeli esethez hasonlé.

Nyitott konyv tétele. Ha AA'B’B eqy paralelogramma, akkor a B, B',C’, C pontok
akkor és csak akkor alkotnak paralelogrammdt, ha az A, A’,C',C pontok is parale-
logrammadt alkotnak.

Bizonyitas. Mivel az AA’ és a BB’ szerepe az &llitdsban felcserélhet, elegendd
csak az akkor” iranyt igazolni, az egyben a ,csak akkor” allitast is igazolja.
Mindenekelétt vegyiik észre, hogy ha AA’B’B és B'BCC’ egyike elfajul6 pa-
ralelogramma, akkor a tétel allitdsa a sikbeli esetben elvégzett bizonyitas szerint
kovetkezik, hiszen ilyenkor az A, A’, B, B’,C és C’ pontok egy sikba esnek.
A tovdbbiakban AA’B’B és B'BCC’ is nem elfajul6 paralelogramma.
Az egyenesek parhuzamossdganak tranzitivitdsa miatt AA’ || C'C, és igy az
A, A, C" és C pontok mind egy sikba esnek.
Ha az AC és A'C’ egyeneseknek nincs kozos pontja, akkor definicié szerint
AC || A’C’', ami az iménti észrevétel miatt éppen a tétel allitasa.
Tegyiik fel, hogy az AA’ B’ B sikja nem
esik egybe a B'BCC’ sikjaval.

Ha az AC és A’C’ egyeneseknek
van kozos pontja, jelolje ezt P. Ez azt
jelenti, hogy az ABC és A’ B'C’ sikok-

N nak van kozos pontja, amiért van kozos
h egyenese is. Ha h metszi az ABB'B
- sikot, akkor ez a metszéspont az ABC

és az A’ B'C’ sikon is rajta van, igy raj-

' B

ta van ezeknek az ABB’B sikkal vett metszetén is. Ezek a metszésvonalak éppen az
AB és A’B’ egyenesek, melyek viszont parhuzamosak, tehdt nincs metszetiik. Esze-
rint h nem metszi az ABB’B sikot és ugyanezzel a gondolatmenettel igazolhatéan
nem metszi a B’BCC’ sikot sem. Tehat h pdrhuzamos a BB’ egyenesre illeszked6
ABB'B és B'BC(C' sikkal is, amiért e két stk megegyezik.
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Az ellentmondés bizonyitja, hogy AC || A’C’, ha az AA’B’'B sik nem esik
egybe a B’BCC" sikkal.

Ha az AA’B'B és B'BCC’ sikjai egybeesnek, az
allitast visszavezetjiik a most bizonyitott eredmé-
nyiinkre.

Legyen S az AA'B'B, egyben a B'BCC" sik-
ja is. Vegylink fel egy tetszoleges D pontot ezen
a sfkon kiviil, majd vegyiik azt a D’ pontot, ami-
vel a BB’ D’ D négyszog paralelogramma, lesz. Ilyen
pontosan egy van, hiszen ez a pont a B’ ponton ke-

resztiil a BD, illetve a D ponton keresztill a BB’ egyenessel parhuzamos egyenesek
metszete. Minthogy a BDD'B’ sikja nem esik egybe az S sfkkal, el6bbi eredmé-
nytink értelmében ADD’'A’ és CDD'C’ is paralelogramma. Ezekre tjra el8bbi
eredményiinket haszndlva kapjuk, hogy AC || A’C’, ahogy a tétel allitja. -

Az egyenesek parhuzamossigi relacié szerinti ekvivalencia-osztalyait most is
idedlis pontoknak, ezek halmazat viszont idedlis siknak nevezzik. A sikok parhuza-
mossag szerinti ekvivalencia-osztalyait idedlis egyeneseknek hivjuk.

A haromszogek pontra, illetve egyenesre valé perspektivitasanak fogalma meg-

egyezik a sikndl megadottal, itt azonban a Desargues-tulajdonsag mindig teljestil.

Desargues-tétel. Tekintsink olyan nem elfajulé ABC és A’B'C’ hdromszogeket,
amelyekre A+ A', B# B', és C # C".

Az idedlis elemekkel kiegészitett térben az ABC és A’B'C" hdromszogek akkor
és csak akkor perspektivek pontra nézve, ha egyenesre nézve is perspektivek.

Bizonyitas. 1. eset: A két haromszog sikjai nem esnek egybe.

Pontra perspektivitds = egyenesre perspektivitds. A feltétel szerint az
A, B, B, A’ pontok egy sikban vannak, mikozben az AB egyenes az ABC hiromszog,
az A’'B’ egyenes az A’ B'C’ hiromszog sikjdba esik. E két egyenes metszéspontja
ezért az emlitett harom stk metszéspontjaba kell essen. Eszerint a megfelel6 oldal-
egyenesek metszéspontjai mindig a két haromszog sikjdnak metszésvonalara esnek,
ami bizonyitja az allitast.

Egyenesre perspektivitds = pontra perspektivitdas. A feltétel szerint a megfeleld
oldalpérok pontjai, vagyis az {A, B, B’, A}, {A,C,C’, A’} és {B,C,C’, B’} pontné-
gyesek is egy-egy sikra illeszkednek. E hdrom sik paronként metszi egymést az AA’,
BB’ és CC" egyenesekben. Ha két ilyen egyenesnek van kozos pontja, az mindhdrom
siknak k6zos pontja, igy rajta kell legyen mindharom egyenesen, vagyis az egyenesek
egy ponton, a harom sik egyetlen kézos pontjan mennek at. Ha ilyen kozos pont
nincsen, akkor az egyenesek parhuzamosak, hiszen nincsen metszetiik, de paronként
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egy sikba esnek.

2. eset: A két haromszog ugyanarra a sikra illeszkedik. Haszndljuk az dbra
jeloléseit, ahol az ABC és A’ B'C’ hdromszogek az X pontra és a PQR egyenesre
perspektivek, D egy, a haromszogek S sikjan kiviil esé pont, g az az egyenes, mely
atmegy a D ponton és parhuzamos a CC” egyenessel, ha AA" || BB’ || CC’, kiilonben
viszont atmegy az X = AA’ N BB’ N CC’ ponton; Y # C, D pedig olyan pont a
CD egyenesen, melyre az YC' || g.

Pontra perspektivitds = egyenesre perspektivitis. Ekkor a @), R és Y pontokra
illeszkedd S’ sik nem esik egybe az S sikkal, hiszen Y nincs az S sikon, és a g metszi
a C'Y egyenest valamely D’ pontban.

Az ACD és A’C'D’,a BCD és B'C' D', végiil az ABD és A’ B'D’ nem elfajul6
haromszogparok pontra nézve perspektivek, igy az 1. esetben latottak szerint a
kovetkezok figyelheték meg:

e ACNA'C'=R,CDNC'D' =Y, é ADN A'D’ egy egyenesre esik,

e BCNB'C'=Q,CDNC'D' =Y, és DBN D'B’ egy egyenesre esik.

e BANB'A'=P, ADNA'D’, és DBN D'B’ is egy egyenesre esik.
Az elsb két megfigyelés miatt BDNB'D’ és ADNA'D' is az S’ sikra esik, az utolsd
megfigyelés miatt pedig a P € S’ is teljesill, vagyis a P pont az S és S’ sikra is
illeszkedik, ahogy definicidja miatt a @ és R pontok is az S NS’ egyenesre esnek,
ami igazolja az allitast.

Egyenesre perspektivitds = pontra perspektivitds. Legyen C” az a pont az A’C’
egyenesen, melyre az ABC és az A’B’'C” héromszogek az AA’ N BB’ — esetleg
idedlis — pontra nézve perspektivek.

Ekkor az iméntiek miatt ABC és A’B’C" egyenesre nézve is perspektiv, még-
pedig a PR egyenesre, mert P = ABN A'B’ és R = AC N AC' = AC n AC".
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Eszerint a B'C’ egyenes és a B'C" egyenes is ugyanazon @Q = PR N BC pontban
metszi a PR egyenest, amiért C' = PR N B'Q = C”, amit bizonyitani kellett.

Az axiémék attekintése és Desargues tétele vezet a kovetkezd felismeréshez.

4.1.1. Tétel. Az affin tér sikjai Desargues-tulajdonsdgiak.

4.2. Koordinatazasok és transzformaciok

Most is a rendezett pontparok a kotott vektorok, ezek p-relacid szerinti osztalyai a
szabad vektorok, melyek Osszeadasa és szorzasa is ugyanagy torténik.

A helyvektorok is ugyanigy keletkeznek, ugyancsak vektortér struktarat kap-
nak. Az O pont dltal meghatirozott helyvektorok halmazat ToT jeloli. Most is a
paralelogramma-szabaly hatarozza meg az 6sszeadasukat.

Tétel. A tér helyvektorterei harom dimenziésak.

Bizonyitas. Legyenek a P, @ és R pontok a térben olyanok, hogy O, P, Q és R
nem esnek egy sikra.

Tetszbleges S ponthoz legyenek P/, Q'
és R’ azon pontok, melyeket rendre az
S pontra illeszkedd, az OQR, OPR, illet-
ve OPQ sikkal parhuzamos sik metsz ki
az OP, OQ és OR egyeneseken. Ekkor
a sikokban kimetszett négyszogek parale-

R R logrammak lesznek.

Eszerint So = P, +Q+ Ry = kPo+AQo + 1Ro, vagyis minden helyvektor
eléall a Po, Qo és Ro helyvektorok linedris kombindcidjaként. A Py, Qo és Ro
helyvektorok filiggetlenek is, hiszen a P, @, R és O pontok nincsenek egy sikban,
vagyis {Po,Qo, Ro} a To% helyvektortér bazisa.

Tétel. A tér pontjai bijektiven rendelheték az R3 rendezett szdmhdrmasaihoz.

Bizonyitas. Legyen O egy pont, Tpo%¥ pedig az ebbdl induld helyvektorok tere. Jeldlje
¢o a bijektiv P — Pp hozzarendelést.

Legyen a Tp%T tér egy bazisa u, v és w, valamint legyen minden h € Tp%
helyvektorra h = kpu + Apv + ppw. Jelolje xg a bijektiv h +— (kp, Ap, pp) hozza-

rendelést. Ekkor a ¢ = x5 0 £o a kivant tulajdonsdgi 7 — R? leképezés. -

Definici6. A tér fentiek szerint definidlt ¢: 7 — R3 bijektiv leképezéseit a tér
koordindtazdsdnak nevezziik. A koordindtazasok soran kapott valés szamharmasok
halmazat koordindtatérnek hivjuk.
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A tér azon egyeneseit, melyek tartalmazzdk az origét és a valasztott béazis
elemeinek végpontjait, a koordindtdzds tengelyeinek nevezzik.

A
Tétel. Az R3 koordindtatér vektorteret alkot az
(21,2, 23) + (y1,Y2,¥3) = (T1 + Y1, T2 + Y2, 73 + Y3) €3
A- ($1, o, .’133) = ()\.’1717 )\.’1?27 )\.’173)
miveletekkel, ahol A € R tetszdleges, és minden i = 1,2,3 természetes szamra

xi,Y; € R tetszdleges szamok.

A vektortér-feltételek ellenOrzése most is olyan egyszerii, hogy a bizonyitas az
olvaséra marad, ahogy a béazisbontédssal kezelhet6 alabbi allitas igazolédsa is.

Tétel. A tér minden ToT helyvektortere izomorf az (R3, 4+, {\-}rer) vektortérrel.

Ez az izomorfia nem kanonikus, mert nem fiiggetlen a bazisok megvdlasztasatol,
de azt is jelenti, hogy a tér helyvektorterei egymassal is izomorfak, ami amugy a
kanonikus vp +— vg izomorfia is biztosit.

Tétel. A tér eqy S részhalmaza akkor és csak akkor sik, ha bdarmely koor-
dindtdzasdhoz léteznek olyan a,b,c,d € R szdmok, hogy (a,b,c) # (0,0,0) és a
tér (x,y,2) koordindtaji pontja pontosan akkor eleme az S ponthalmaznak, ha
ar +by+cz=d.

Bizonyitas. Ha S egy az O origbn dtmend sik, akkor vegytink olyan P és ) pontot
rajta, melyre O, P, nem kollinedrisak. Ekkor az S sik TpS helyvektorsikjaban a
Po és Qo helyvektorok egy B bazist alkotnak, ahogy azt mar lattuk. Eszerint

S={ReT:Ro=APo+uQo, ahol X\ pueR}
ami azt jelenti, hogy a ¢ = xp 0 o koordinatazasnal

o(S) ={(z,y,2) € R®: (z,y,2) = Ap(P) + pp(Q), ahol A, u € R},

vagyis ¢(S) pontjainak koordinatai (Axp + pxg, A\yp + Hyg, Azp + pzg) alaktak,
ahol ¢(P) = (zp,yp,2p), és ¢(Q) = (2Q,Yq,2q). Legyen a = ypzq — zpyq,
b=zprg —xpzq és ¢ = xpyo — ypxq. Ekkor a ¢(S) elemei az ax + by +cz =0
egyenlet megoldasai, ami egyszerli helyettesitéssel ellenérizheto.

Ha az a, b és c egyiitthaték mind nulldk, akkor ypzg = 2pyq, 2pTg = Tp2Q
és xpyg = ypxq, és feltételezve, hogy xp # 0 (hiszen ¢(P) # 0 miatt nem lehet
©(P) osszes koordindtaja nulla), Z2p(P) = ¢(Q). Mivel p(P) és p(Q) bazist alkot

7IP
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a sik helyvektorterében, ez nem lehetséges, tehat az a, b és ¢ egyiitthaték nem mind
nulldk, mondjuk ¢ # 0.

Ha (0, Y0, 20) és (z1,y1,21) is az ax + by + cz = 0 egyenlet megoldésa, akkor
tetszbleges A\, u € R szdmokra (Axg+ px1, Ayo + py1, Azo + pz1) is megoldds, ezért az
ax + by +cz = 0 egyenlet megoldésai egy M vektorteret? alkotnak. Ha 0 = Ap(P) +
we(Q) = (Axp + pxrg, \yp + nyg, Azp + pzq), akkor Aep = —pzg, Ayp = —pyq,
és Azp = —pzg, amibdl e = ANzpyg — yprg) = —prQyo + pygrg = 0, és
pe = p(rpyq — yprq) = rp(—=Ayp) — yp(=Azp) = 0, vagyis A = p = 0 adddik.
Eszerint a p(P) és ¢(Q) bézist alkot az M vektortérben, és igy

P(S) = {(z,y,2) €R®: (w,y,2) = Ap(P) + up(Q), ahol A, p € R}
={(z,y,2) €R3:ax + by + cz = 0},

ahogy a tétel allitja.
A tétel masik, forditott allitdsahoz tekintsiik az ax + by + cz = 0 egyenletet.
Mivel a, b, c € R nem egyszerre nulla szamok, egyikiik, mondjuk ¢, biztosan nem nul-

la, amiért (—¢,0,a) és (0, —c,b) az egyenlet egymésnak nem t6bbszorss megoldésai
és az egyenlet barmely (x Yy, z) megoldaséra (x,y, z) = = (—c,0,a) + “(0, —¢,b),
hiszen £a + £Lb = mfy = =% = 2. Eszerint az M ketdlmenzms vektortér,

melyben (—c¢,0,a) és (0, —c,b) egy bazis. Minthogy ¢ bijektiv, léteznek olyan P és
Q pontok, hogy ¢(P) = (—¢,0,a) és »(Q) = (0, —c,b), vagyis

M ={(z,y,2) € R : (x,y,2) = Ap(P) + pp(Q), A, i€ R}

A jobb oldalon felismerhet§ a P, @ pontokra és az O origéra illeszkedé S = {R :
Ro = APo + pQo, A\ p € R} sik o(S) képe, ami igazolja az allitdst az origén
atmend S sik, illetve az ax + by + cz = 0 egyenletek esetére.

Ha S’ tetsz6leges sik, legyen S ezzel parhuzamos, az origén dtmend sik. Legyen
0’ €8, és P,Q € S, az origbval nem kollinedris pont. Ekkor

S ={R €T :R,=0p+ AP+ uQo, ahol \, u € R}.

Ha az O’ koordinétédja (xo, yo, 20), akkor eszerint S’ pontosan azon pontokbdl &ll,
melynek koordindtéi (zo,y0z0) + Az p,yp, 2P) + (20, Y0, 2q), ahol A, u € R. Az
xo = Yo = 20 = 0 eset fentebbi vizsgalata alapjan pontosan ezek a koordinatak az
ax + by + cz = d egyenlet megoldésai, ahol d = axg + byg + czg. Ezzel a tétel egészét

igazoltuk. -

Tétel. Két sik a térben akkor és csak akkor pdrhuzamos, ha a valamely koordindtd-
zdsban nekik megfeleld ax +by +cz =d és a’'v +by+ 'z = d' egyenletekhez létezik
olyan \ € R szdm, melyre Aa = a’, \b =V és A\c = ¢ teljesiil.

2L4sd a Fiiggelék F.3. szakaszat!
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4.2 Koordinatazasok és transzforméciék 175

Bizonyitas. Ahogy fentebb, most is a két egyenlet k6zos megoldédsait kell megke-
resniink. Egyszerii helyettesitéssel lathaté, hogy

a'd—ad Vd—bd )

ha a’'b — ab’ # 0, akkor (a’b — a —a’

b'd—bd c'd— Cd/>
"Ve—bd b — b/’
a'd—ad  cd-— cd’)

70

ha b'c — bc’ # 0, akkor (0

ha ¢'a — ca’ # 0, akkor (

b
ca— ca ca' —ca

az egyenleteink k6z6s megoldédsai.

Ha tehat a két siknak nincsen kozos pontja, akkor b’ = V¢, ca’ = ca és
ab’ = da'b is teljesiil. Vegyiik figyelembe, hogy (a,b, c) # (0,0,0) miatt a # 0, b # 0
vagy ¢ # 0. Ha a # 0, akkor létezik egy A € R szdm, melyre Aa = d/, és igy
0=a'b—abl = Xab—ab = Xb—V, vagyis b’ = \b is teljesiil, és ugyanigy ¢’ = Ac is
adodik. Hasonlbéan jarhatunk el a b # 0 és a ¢ # 0 esetben is, ami igazolja a tétel
allitasat kiilonbozo sikok esetében.

Ha a két sik egybeesik, akkor a ax + by +cz = d és a’z + by + 'z = d
egyenletek megolddsai egybeesnek. Tegyiik fel, hogy (zo, yo, 20) egy kozos megoldas.
Mivel (a, b, c) # (0,0,0), feltehetd, hogy az egyik, mondjuk, az a szdm nem nulla.

Minden g € R esetén (xo,yo, z0) + p(b, —a, 0) is kozos megoldés, hiszen a(xzo +
ub) + b(yo — pa) + czo = axo + by + czo = d, és a megolddsok egybeesnek. Eszerint
a'(xo + pb) + V' (yo — pa) + c'zo = d is teljesiil, amiért a’zg + V'yo + ¢'29 = d’ miatt
a’'pub — ' pa = 0 minden p esetén, vagyis ab’ = a’'b. Ugyanigy kapjuk az ac’ = a’c
Osszefliggést is, melyekbdl a # 0 miatt a Aa = a’ egyenletet teljesitd A € R szamra
b = Xb és ¢ = Ac is adddik, ahogy a tétel allitja. -

Itt is érdemes az Osszes egymadssal parhuzamos sik (ko)normdlisairél beszélni.
Az ax + by + cz = d egyenletli egyenesek esetén ezek a (Aa, Ab, A\¢) szdmharmasok
(A € R nem nulla).

Most a kénnyebb kezelhetoség érdekében elnevezziik a sikok képeit a koordi-
natatérben, habar késébb latni fogjuk, hogy valéjaban ezek is sikok.

Definici6. Az R3 koordinatatérben az ax + by + cz = d (a® + b? + ¢ > 0) alaki
egyenletek megoldashalmazait koordindtasiknak nevezzik. Ezek halmazat Sy jeléliA

Ennek értelmében beszéliink ax + by + ¢z = d (egyenletii) koordindtasikrol.

Ha két koordinatasik metszete nem iires, és nem esnek egybe, akkor metsze-
tik egy koordindtaegyenes. A fenti jeloléseket hasznalva ugyanis tegyiik fel, hogy
(20, Y0, 20) egy kozos megoldas. Ekkor minden p € R esetén az (g, yo, 20) + (b’ —
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b'e,ea’ — da,abl — a'b) is megoldas, hiszen

a(bd —V'c) + b(ca’ — c'a) + c(ab’ — a'b) = 0,
a' (b —b'c) + b (ca’ — da) + ' (ab — a'b) =0,

mérpedig (bd’ — ¢, ca’ — 'a,ab’ — a’b) csak akkor (0,0,0), ha a két sik paArhuzamos
egymassal.

Tétel. A koordindtaterek egyenesein a lexikografikus rendezéssel az (R3, Sk, Gy,) rend-
szer affin teret alkot.

A bizonyitds az Osszes axiéma ellendrzését kivanja meg. Ez lényegében ugyan-
igy megy mint a sik esetén. Az (R3, S, Gr) rendszert valés affin térnek nevezziik.

Tétel. Az affin terek izomorfak a valés affin térrel.

A tér esetén is sok kiilonbozé koordindtazéas létezik, az ezek kozti kapcsolat
most is a stkhoz hasonléan alakul. A p = xgo&p és ¢’ = xp' 0 &o’ koordindtdzdsok

T ) T bijektivek, igy a

},\ }, p=¢ 0ol =xmoloolsloxg',
=9 loy' =£5" oxp' oxp oo
R —% 5 RS
atmenetleképezések is bijektivek. A ¢ a koordinatatér, a ¢ pedig
az affin sik transzformacidja, ezért ahogy a sik esetén, elébbit most is koordindta-
transzformdcionak, utébbit pedig affin transzformdcionak nevezzik.
A sikbeli esettel teljesen analég médon az affin transzforméaciok kollineéciok,
a koordinatatranszforméaciok pedig tartjak a koordinataegyeneseket és bijektivek.
Vegyiik észre, hogy a kollinedcidk ezuttal a sikokat is tartjak, valamint a siktar-
t6 bijekcidk tartjak az egyeneseket is, emiatt a siknal tapasztalt eredmények szinte
valtozatlan formadban maradnak érvényben a tér esetére.

Tétel. Az R3 koordindtatranszformdcidi éppen az

ailz a2 as
(x,y,2) = (x0,%0,20) + (z,9,2) | a1 a2z as3

azy a3z2 ass

alakid transzformdciok, ahol a mdtriz determindnsa nem nulla. A tér affin transz-
formdcidi éppen a tér kollinedcidi.

Tétel. Tetszbleges négy dltaldnos helyzetd (x1,y1,21), (Zo,Y0,20), (T—1,Y—-1,2-1)
és (w4,yi, z;) koordindtaponthoz létezik az R? koordindtatér pontosan egy olyan ¢
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4.3 Euklidészi tér 177

koordindtatranszformdcidja, melyre (x1,y1,21) = ©(1,0,0), (20, Yo, 20) = ¢(0,0,0),
(1‘717 Y-1, Z*l) = @(Oa 1, 0)7 ¢s (xh Yi, Zi) = 30(07 0, 1)

Az affin tér tetszdleges két dltaldnos helyzeti pontnégyeséhez pontosan egy
olyan affinitds létezik, mely az egyik pontnégyest a mdsikba viszi.

4.2.1. Tétel. Eqgy egyenességet tarto leképezés akkor és csak akkor kollinedcio, ha
tartja az osztoviszonyt, és van négy dltaldnos helyzeti pont, melyek képe is dltaldnos
helyzetd.

Tétel. Egy affinitds mdtrizai egymds konjugdltjai, ahol a konjugdlds mdtriza a
koordindtdazdsok kézti koordindtatranszformdcio mdtriza.

Bizonyitas.

P Tekintsiik az 4bran ldthaténak megfeleléen a ¢ és ¢’
T———7 koordinatézasokat. A v affinitdsnak a ¢ koordinata-

l@ (‘Ol zésban a U, a ¢’ koordindtdzdsban a ¥’ koordindta-

o' R3 _ v ps o' transzformdcié felel meg. A ¢ és ¢ koordindtdzasok
l(b: o ool ld) kozti koordindtatranszformacié legyen ¢ = ¢ o1,

/ A Dbizonyitds befejezése az Affin stk fejezet

R? ——— R 1.4.2. Tétele bizonyitdsaval teljesen analdg. -

Eszerint egy affinitds matrixaibdl ezuttal is kiolvashaték azon invariansok,
amelyek az affinitasok geometriai jellemzdi, vagyis amelyek a konjugaldssal nem
valtoznak meg. Ezittal is a matrix determindnsa® a legfontosabb ilyen, és ahogy a
sik affinitasai esetében, tgy ezuttal is irdnyitasvaltd, illetve irdnyitastarté affinitasrol
beszéliink aszerint, hogy az affinitds determinansa negativ vagy pozitiv.

Az eltolds, a tengelyes affinitds, az affin kézéppontos titkkrozés, az affin homo-
técia és a nyiras definicidja megegyezik a sikbeli esettel, de van néhany kiilonbség
ezek viselkedésében.

Az affin kozéppontos tiikkrozések a térben irdnyitasvaltok, mig az affin homo-

téciak a féatlobeli elemiik elGjelétol fliggden tartjak vagy forditjak az irdanyitast.

4.3. Euklidészi tér

Ahogy a sikon, most is érdemes az affin tér pontparjain értelmezett olyan d fliggvé-
nyeket vizsgédlni, melyekhez van olyan ¢ koordinatazas, hogy

(™" (0, Yo, 20), ¢~ (w1, 91, 21)) = V(@0 — 21)% + (Yo — y1)* + (20 — 21)?

minden (zg, Yo, 20) és (z1,¥y1,21) koordindtara. Ahogy a sikon, itt is bizonyitan-
do, hogy ez a fiiggvény teljesiti a szigori hiaromszog-egyenlétlenséget. A kulcs itt

3Lasd a Fiiggelék F.6. szakaszat!
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is a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenl6tlenség, melyet megint egy egyszerii
algebrai 0sszegzés, a

(23 + 45 + 20) (2 + 45 + 21) — (wox1 + Yoy1 + 2021)°

(4.3.1)
= (zoy1 — Yor1)* + (Yoz1 — 20y1)* (201 — T021)? > 0

formula igazol. A d fiiggvény tehat affin metrika, amit ezuttal is euklidészi metri-
kdanak neveziink. Az olyan affin tereket, melyek ilyen metrikaval ellatottak euklidészi
térnek nevezzik. Két euklidészi teret izomorfnak mondunk, ha van koztiik egy kol-
lineacid, amely tartja a tavolsagot.

Ahogy a sikon, gy a tér esetén is teljesiil, hogy barmely d és d’' euklidészi
metrika esetén van olyan ¢ affinitds, melyre d'(P,Q) = d(¢(P), ¢(Q)). Ennek
megfeleléen minden euklidészi tér izomorf.

A siknal 1atott médon vezethetd be az

1
(w,v) == Z(ju + o = [u—v*).

euklidészi szorzas is, melynek ugyanazon tulajdonsigai vannak.

Két metsz6 egyenest akkor mondunk merdlegesnek, iranyvektoraik ortogonali-
sak, ami az euklidészi szorzatuk eltiinését jelenti.

Egymast metsz6 egyenest és sikot merdlegesnek neveziink, ha az egyenesnek
a stkra vett merdleges vetiilete egyetlen pont. Ilyenkor a vetiileti pont megegyezik
a metszésponttal és minden a sikban ezen athaladd egyenes merdleges a metsz6
egyenesre.

Két metsz6 sikot merdlegesnek mondunk, ha a metszésvonalukra merdleges
barmely sikkal vett metszésvonalaik merdlegesek.

Tétel. Két kitérd egyeneshez pontosan egy mindkettére merdleges egyenes van.

Bizonyitas. Korabban mar lattuk, hogy a g és h kitérd egyeneseket pontosan egy-
egy olyan sik tartalmazza, amely parhuzamos a masik egyenessel. Mindkét egyenest
merdlegesen vetitve a masik sikjara, a vetiilet, amely nem lehet parhuzamos az abban
a sfkban 1évé masik egyenessel, metszi az ottani masik egyenest. A metszéspontokat
0sszekoto egyenes eszerint olyan, hogy mindkét sikra és mindkét egyenesre merdleges.

Ha e és f egyenes is merdleges a g és h kitér6 egyenesekre, akkor jelolje ezek
metszéspontjait a g és h egyenesekkel rendre Ey, E), és Fy, F},. Az e egyenesre az E,
és L}, pontokban merdleges S, és Sy, sikok rendre tartalmazzak a g és h egyeneseket
és parhuzamosak. Ugyanez igaz az F, és Fj, pontokban az f egyenesre merdleges
sikokra, amib6l kovetkezik, hogy ezek is az S, és Sj, sikok. Emiatt f || e, amiért e és
f komplandris. Ha kiloénbozéek, akkor ebbdl kovetkezik, hogy e és f is komplanéris,

tehdt e = f, ami bizonyitja az egyértelmiiséget. -
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4.3 Euklidészi tér 179

A két kitérd egyenesre egyszerre merdleges egyenest a kitérd egyenesek nor-
maltranszverzilisinak nevezzik.

A térben az (Xp,n) = c egyenletli ponthalmaz egy S sik, és ezzel ugyantgy
definialjuk a tér sikra vonatkoz6 7s: T — T tiikrozését:

(rs(P))o = Po +2(c — (Po,n))n.

Ennek megfeleléen a szakaszfelez6 merodleges egy sik, amely dtmegy a szakasz fele-
zOpontjan és amelyre valo tlikrozés az egyetlen tiikrozés, mely felcseréli a szakasz
végpontjait.

Fixponttétel. Legyen v egy térizometria.

(1) Ha v négy, nem egy sikra illeszkedd pontot fixen hagy, akkor az identikus
transzformdcid.

(2) Ha ¢ hdrom nem kollinedris pontot fixen hagy, akkor identitds, vagy a hdrom
fixpont sikjdra vonatkozo tikrozés.

(3) Ha v kettd kiilonbozd pontot fizen hagy, akkor identitds, vagy a két fizpon-
ton dtmend valamely sikra vonatkozo tikrozés, vagy két ilyen sikra vonatkozo
tikrozés szorzata.

(4) Ha ¢ fizen hagy egy pontot, akkor identitds, vagy a fizponton dtmend valamely
stkra vonatkozo tirézés, vagy két ilyen sikra vonatkozo tikrézés szorzata, vagy
hdrom ilyen sikra vonatkozo tikrézés szorzata.

Bizonyitas. El8szor jegyezziik meg, hogy minden @) pont és annak ¢(Q) képe azonos
tavolsdgra van minden fixponttdl, mert d(F, Q) = d((F), 1(Q)) = d(F, (Q)).

(1) Ha egy @ pont nem egyezik meg a ¢(Q) képével, akkor a megjegyzésiink
szerint minden fixpont a Qu(Q) felezd merdleges sikjara illeszkedik, ami nem lehet,
hiszen a fixpontok nem illeszkednek egy sikra. Tehdt minden @ pontra Q = ¢(Q).

(2) Ha egy a fixpontok sikjira nem illeszkedd @ pont esetén @ = ¢(Q), akkor
(1) szerint ¢ = id.

Ha egy a fixpontok sikjara nem illeszkedd @) pont nem egyezik meg az ¢(Q)
képével, akkor megjegyzésiink szerint minden fixpont a Qi(Q) felezd merdleges S
sikjara illeszkedik, ezért a 75t izometria a harom fixponttal egyiitt a () pontot is
helyben hagyja, {gy (1) szerint 75¢ = id, amibél atszorzassal « = 75 ad6dik.

(3) Ha egy a fixpontok egyenesére nem illeszked @ pont esetén @ = 1(Q),
akkor (2) szerint ¢ identitds vagy a fixpontokra illeszkedd sikra vonatkozo titkrozés.
Ha egy a fixpontok egyenesére nem illeszkedd @) pont nem egyezik meg az ¢(Q)
képével, akkor megjegyzésiink szerint minden fixpont a Qi(Q) felezd meréleges S
sikjara illeszkedik, ezért a 75t helyben hagyja a fixpontokat és a ) pontot. Ekkor
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(2) szerint 7s¢ identitas vagy a fixpontokra illeszked6 sikra vonatkozé tiikrozés. A
Ts tukrozéssel atszorozva az allitas addodik.

(4) Ha egy fixponttdl kiilonb6z8 Q pont esetén Q = (@), akkor (3) szerint
¢ identitas, vagy a fixponton atmend valamely sikra vonatkozo tiikrézés, vagy két
ilyen sikra vonatkozoé tiikkrozés szorzata.

Ha egy fixponttdl kiilonbozé @ pont esetén @ # 1(Q), akkor megjegyzésiink
szerint a fixpont a Qu(Q) felezd merdleges S sikjara illeszkedik, ezért a 75t helyben
hagyja a fixpontot és a @) pontot. Ekkor (3) szerint 7s¢ identitds, vagy a fixponton
atmené valamely sikra vonatkozo tiikrozés, vagy két ilyen sikra vonatkozo tiikrozés
szorzata. A 7s tikrozéssel atszorozva az allitas adddik.

]
Tétel. Minden v térizometria elddllithato legfeljebb négy sikra vonatkozo tikrozés

szorzataként.

Bizonyitas. Ha ¢ # id, akkor létezik olyan @ pont, amelyre @ # +(Q). Legyen S
a Qu(Q) szakasz felez6 mer6legese. Ebben az esetben a 7st izometridnal a @) pont

fixen marad, ezért a fixpont-tétel utolsé esete szerint a 75t legfeljebb harom tiikrozés

szorzata. A Ts tukrozéssel atszorozva a tétel adddik. -

Tétel. Ha két sikra tikrozésre 7s, = 7s, érvényes, akkor S1 = Sa.

Bizonyitas. Valasszunk hdrom nem kollinedris P, P>, P3 € S pontot. A feltétel
szerint © = 7, 7s, identitas, ezért helybenhagyja a P;, P», P3 € S; pontokat. Viszont
P, = u(P) = Ts,7s,(P;) = 7s,(F;) (i = 1,2,3) azt jelenti, hogy az Py, P», Ps € §;
pontok a s, titkkrozés fixpontjai, és ezért az Sy sikra kell essenek, amiért az Sy és So
stkok harom nem kollinearis k6z6s ponttal rendelkeznek, igy egybe kell essenek.
Legyen w az S sikjara merdleges egyenes, a sikkal vett metszete legyen O, és
vegyiink két, egymasra meréleges u és v egyenest az O ponton keresztiil az S sikban.
Ekkor a To helyvektortérben az u, v és w egyeneseken valasztott bazis-helyvektorok
altal meghatarozott koordinatazasban vizsgalva a Ts titkkrozést, a koordinatatérben

0 O
0

1
TS (xvyvz) = (x,y,z) 0 1
0 0 -1

adddik. Ebbdl azonnal 1atszik, hogy a sikra tiikrozések iranyitast valtoé affin tikro-
zések. Ez bizonyitja a kovetkezdt.
Tétel. Pdratlan sok tikrézés szorzata nem lehet egyenld pdros sok szorzatdval.

Tétel. (tiikrozés konjugdlasa) Tetszbleges 1 térizometridra és Ts tikrozésre iTst ™t =

T,(S) €rvényes.
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Bizonyitas. A tételben szerepld egyenlet bal oldala a ¢(S) sik pontjait fixen hagy-
ja, ezért csak erre a sikra vonatkozé tiikrozés vagy az identikus leképezés lehet.
Utobbibdl azonban 75 = id kovetkezne, amely bizonyitja a tételt. -

A tiikrézés konjugdlasi szabdlyat alkalmazva, az 17s = 7,(s)¢ felcserélési sza-
balyhoz jutunk. Az aldbbi tétel ebbdl a sik esetéhez hasonléan, konnyen igazolhatd,

bizonyitasa az olvaséra marad.

Tétel. Két sikra vonatkozo tikrozés szorzatiban a tényezdk akkor €s csak akkor
cserélhetdk fel egymdssal, ha a sikok megegyeznek vagy pedig merélegesek eqymdsra.
Az izometridak merdleges sikokat merdleges sikokba transzformdlnak.

Tételiink alapjan a sikra vonatkozé tiikrozés invaridnsan hagyja a sikjara
merdleges sikokat, ami lehetévé teszi a k6z6s meroleges sikkal rendelkezé sikokra
vonatkozo tikrozések szorzatai viselkedésének a kozos merdleges sikon vald vizsga-
latat, hiszen a merdlegesség miatt a kézos merdleges sikok mind invariansak lesznek
az ilyen tiikkrozések szorzataival szemben is.

Definicié. Két metszo sikra vonatkozé tiikrozés szorzatat tengely korili forgatdsnak,
a két sik metszésvonalat a forgatds tengelyének hivjuk. Ha a két sik merdlegesen
metszi egymast, akkor a tengely koriili forgatast tengelyes tikrozésnek nevezziik. A

Mivel a tengely korili forgatds minden, a tengelyére merdleges sikot invari-
ansan hagy, az alabbi tétel allitdsainak bizonyitasat a sikbeli forgatassal val6 er6s
analogiara utalva az olvaséra hagyjuk.

Tétel. A tengely korili forgatdasokra teljesiilnek a kovetkezdk.
(1) Két kozds hatdrold egyenessel rendelkezd félsikhoz pontosan egy tengely kérili
forgatds létezik, amelyik az egyik félsikot a mdsikba viszi;
(2) A kozos tengely korili forgatdsok kommutativ csoportot alkotnak.
(3) Egy tengely korili forgatds két tikrozd sikjdt a tengely koril tetszblegesen egy-
szerre elforgatva az daltaluk meghatdrozott tengely korili forgatds nem vdltozik.
A térbeli tengelyes tikrozésre teljestiilnek a kévetkezdk:
(4) Tengelye dltal egyértelmiien meghatdrozott, vagyis figgetlen a tikrézé sikok
vdlasztdasdtol;
(5) Bdrmely, nem a tengelyre illeszkedd P pont képe az az eqyértelmdien meghatdro-
zott P’ pont, amelyre a tengely metszi a PP’ szakaszt, és a PP’ felez6merdleges

stkjaban van.

Definicié. Két egymadssal parhuzamos sikra vonatkozo tiikrozés szorzatat pdrhuza-

mos eltolasnak nevezzik. A
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A parhuzamos eltolds invaridnsan hagyja a sikjaira meréleges sikokat, ezért az
alabbi allitasok a sikbeli eltolasokra vezethetdk vissza. Ez most az olvaséra marad.

Tétel. A pdrhuzamos eltoldsokra teljesiilnek a kovetkezdk.

(1) Egy pdrhuzamos eltolds tikrozd sikjait tetszdlegesen egyszerre pdrhuzamosan
eltolva az dltaluk meghatdrozott parhuzamos eltolds nem valtozik.

(2) Két ponthoz pontosan egy pdrhuzamos eltolds létezik, amelyik az egyik pontot
a mdsikba viszi.

(3) A parhuzamos eltoldsok minden egyenest és (igy) minden sikot is énmagukkal
pdrhuzamos egyenesbe, illetve sikba transzformdlnak.

(4) A pdrhuzamos eltoldsok kommutativ csoportot alkotnak.

(5) Két tengelyes tikrozés szorzata pdrhuzamos eltolds, és minden pdrhuzamos
eltolds kifejezhetd két tengelyes tikrozés szorzataként.

Az v = 75,7Ts,Ts, izometridt csusztatva tikrézéseknek mondjuk,
ha 81 || Sz, S1L83 és S2 1S3 teljestil. Mivel a merdlegesség
miatt a 75,7s,Ts, = Ts,Ts, Ts, felcserélhetdség érvényes, ezeket
az izometridkat néha tikrézve csusztatdsnak is nevezziik.

)

Az 1 = 15,75,Ts, izometriat forgatva tikrozésnek nevez-
zik, ha az egymast metsz0 S; és S sikok merdlegesek az Ss
sikra. A Ts,7s,Ts, = Ts,Ts, Ts, felcserélhetéség miatt tikrozve
g~ forgatdsnak is mondjuk.

Az . = 75,75,7s,Ts, alakl izometridkat, ahol S; || Sa,
., 83181, és 54181, csavarmozgdsoknak nevezzik. A csavarmoz-

gasokndl is érvényes a (7s,7s,)(7s,7s,) = (78,75, ) (7s,Ts,) fel-
cserélés, ezért néha csusztatva forgatisnak vagy forgatva csiusz-
tatdsnak is hivjak oket.

Sy

Nyilvanvald, hogy a parhuzamos eltolasok és a tengely koriili forgatasok volta-
képpen olyan csavarmozgdsok, amelyekben a forgatas illetve az eltolds (cstisztatds)
az identikus leképezés, ezért az olyan csavarmozgasokat, amelyek két sikra tiikrozés
szorzataként nem fejezhetdk ki, valddi csavarmozgdsnak nevezzik.

A sikok valasztasanak szabadsaga és a merdleges sikokra vonatkozd tiikro-
zések felcserélhetGsége miatt az egymast valamely C' pontban metsz6, paronként
meroleges R, S és Q sikokat tetszOlegesen és tetszdleges sorrendben véilasztva a
TRTSTQ = TSTQTR = TQTRTS = TQTSTR = TSTRTQ = TRTQTs izometria egyértel-
miien meghatarozott.

Definicié. Ezt az egyértelmiien meghatarozott izometridt a 7¢ jellel jeloljik, és a

C pontra vonatkozé centrdlis tikrézésnek hivjuk. A
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4.3 Euklidészi tér 183

A centrélis tiikrozések involiciok, és C' felezi a pont és képe kozotti szakaszokat.
A fenti is és az alabbi allitasok is a sikbeli esethez hasonléan bizonyithatok, igy az
olvasora maradnak.

Tétel. A centrdlis tikrozések teljesitik a kovetkezdket.

(1) A centrumon dthaladd egyeneseket, és igy a centrumon dthaladd sikokat is
invaridnsan hagyjdk.

(2) A centrumra nem illeszkedd egyenesek és sikok pdrhuzamosak a képikkel.

(3) Két centrdlis tikrozés szorzata pdrhuzamos eltolds, és minden pdrhuzamos
eltolds kifejezhetd két centrdlis tikrozés szorzataként.

(4) Hdrom centrdlis tikrozés szorzata centralis tikrozés.

(5) Tetszdleges harom A, B,C centrumra TATBTC = TCTBTA.

(6) Pdrhuzamos eltoldsok centrdlis tikrézések szorzatdval vald elddllitasindl akdr
az elsd, akdr a mdsodik centrum szabadon vdlaszthato, a mdsik centrum pedig
ezzel mar egyértelmiien meghatdrozott.

A kovetkez6kben a fixpontok szdma szerint hatdrozzuk meg a térizometridk
tipusait. Ha egynél tobb fixpontja van egy izometridnak, akkor a fentiek szerint
csak tengely koriili forgatés, vagy sikra vald tiikrozés lehet.

Tétel. Ha az v térizometrianak pontosan egy fizpontja van, akkor olyan forgatva
tikrozés, amelynél a hdarom tikrézo sik a fizpontra illeszkedik.

Bizonyitas. A fixpont-tétel (4) pontja szerint ¢ identitds, vagy a fixponton adtmend
sikra vonatkozo tiirézés, vagy két ilyen sikra vonatkozd tiikkrozés szorzata, vagy
harom ilyen sikra vonatkozo tiikkrozés szorzata.

Az utolsét kivéve végtelen sok fixpontja lenne a ¢ izometridnak, tehat . =
TS, Ts,Ts, adodik, ahol az A fixpontra A = §; NSy N S3 teljesiil.

to A

[

Q

Legyen t1 := &1 NSy és to := S3 N Sy. Forgassuk el a t; egyenes koriil az S;
és S sfkokat olyan Sj, S} sikokba, hogy S318) teljestiljon. Ezek utdn az Ss és S}
sikokat forgassuk el a t, := S3 N S} tengely koriil addig, hogy az S5 merdlegesen
messe az S sikot. Ekkor S} LS} és 84185, valamint S§ NSy NS4 = A teljesiil. Igy
az ¢ izometridra ¢ = Ts,Ts,Ts, = Ts,TsyTs; = Ts,TsyTs; adodik, ami egy forgatva

tikrozés.
]
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Tétel. Ha az ¢ térizometrianak nem létezik fizpontja, akkor nem identikus pdrhuza-
mos eltolds, vagy valodi csusztatva tikrézés, vagy valddi csavarmozgds.

Bizonyitas. Legyen @ egy tetszéleges pont, és legyen S a Qu(Q) szakasz felezd
merdleges sikja. A Tt izometria a @) pontot fixen hagyja. Ez az izometria nem lehet
az identikus leképezés, mert kiilonben ¢ = 75 dllna, és a ¢ az S sikot pontonként fixen
hagyna. Ezért a korabbi fixponttételek alapjan a kovetkezo esetek lehetségesek.

1. 7st =75,.

2. Tst = TS>TSy 5 ahol S 75 Sy és Q eSS NS,.

3. TSl = Ts,Ts,Ts,, ahol S1NSNS; =0Q.

Az 1. esetben ¢ = 7s57s,, és az S és S; sikok nem metszik egymast, mert
kiilénben a metszetiik fix lenne. Tehat az ¢ nem identikus parhuzamos eltolas.

A 2. esetben az Sy és Sy sikok a t; tengelyben metszik egymast. Ez a tengely
nem metszheti az S sikot, mert a metszet fixen maradna az ¢ izometrianal. Legyen
S3=38,1gy L =Ts5,Ts,Ts, -

¢ Forgassuk el az S; és S sikokat a t1 := §; N Sy tengely

koriil addig, hogy az S) merélegesen messe az Ss sikot.

@ Legyen t5 := 8} N S3. Ezutdn a ty tengely kortil forgassuk
1

el az S3 és S} sikokat addig, hogy az S; merdlegesen messe

/ﬁ az Sy sikot. Igy az S parhuzamos lesz az S sikkal. Ekkor
T = a
1" L= 718578, T8) = TS3TSyTS) = TSyTSy TS

| izometria cstsztatva tiikrozés, hiszen az S} || S5, S7 LS4

és S 1S4 relaciok teljesiilnek.

A 3. esetben legyen Sy = S, igy ¢ = 75,75, 75,75, -

Mivel az 81, 5o, S3 sikoknak egyetlen k6zos pontjuk léte-
zik, a forgatva tikrozésre vonatkozd tételiink értelmében
feltehetd, hogy az Sy és S sikok metszik és merSlegesen
metszik az Ss sikot. Legyen ¢t := §; N S,. Ha az S4 parhu-
zamos az Sz sikkal, akkor az ¢ nyilvan csavarmozgas.

Ha Sy )| Ss, akkor a kovetkez&képpen jarunk el. Az
Sy sikrdl feltehetd, hogy meréleges az Sz és az Sy sikra is,
mert kiilénben az S; és Ss sikokat addig forgatjuk a t metszésvonaluk koriil, amig az
Ss képe merdlegesen nem metszi az Sy sikot. Az Sy és Ss sikok igy is a ¢ tengelyben
metszik egymadst, és merdlegesek az Ss sikra, tovabba az S1,Ss, S3 sikok egyetlen
k6z6s pontja a @ pont. Az S, nem illeszkedik erre a () pontra, mert kiillonben az ¢
fixen hagynd a @ pontot, ezért a to = S; NSy és t1 = S1 N Sz egyenesek kitéréek.
Ugyanakkor a merélegességi viszonyok miatt ¢« = 7s,7s,7s,7s, = (75,7s,)(7s57s, )-

KuRrusa ARPAD

Ver.: 2021:08:19:12:04:28 © Kurusa Arpad (2019 — 2021)
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Mivel 84 18,5, és S31.851, az ¢ a fenti zardjelezés alapjan nem més, mint a t; és ty
tengelyekre vonatkozo tiikkrozések szorzata, tehdt ¢ = 7,7, .

Legyen most R a t1 egyenesre illeszkedd és a to egyenessel
parhuzamos sik, illetve Ry a to egyenesre illeszked? és a 4
egyenessel parhuzamos sik. Ha Q; illetve Qs a t; illetve ¢
tengelyre illeszked6 és az R és R4 sikokra merdéleges sikok,
akkor 74, = 79, TR, €S Tt, = TQ,TR,, gy a merdlegességi re-
lacidk alapjan ¢ = 79, TR, 70, TR, = TQ,TQ, TR, TR, - LiSze-
rint az ¢ valédi csavarmozgds, hiszen Ry || Ra, a Q1, Q2
sikok merélegesen metszik az R, Ro sikokat, és egymast
is metszik mégpedig a t1 és to kitéro egyenesek normaltranszverzalisaban.

]
Az eddigi eredményeket 6sszefoglalva a kovetkezd tételt kapjuk.

Tétel. (klasszifikdcio) A térizometridk dsszes lehetséges tipusai az identitds, a sik-
ra vonatkozo tikrozés, a tengely kérili forgatds, a pdrhuzamos eltolds, a forgatva
tikrozés, a csusztatva tikrozés és a csavarmozgds.

Az alabbi definicié konkretizalja az affinitdsokra mar kordbban bevezetett
irdnyitastartasi fogalom tartalmat a térizometridkra.

Definicié. A péros szamu sikra tiikrozés szorzataként kifejezhetd izometridkat tér-
mozgdsoknak, a paratlan szamu sikra tiikrozés szorzataként kifejezhetd izometridkat

pedig irdnyitdisvalté izometridknak vagy dtforditdisoknak nevezzik. A

Az iranyitasvalto izometridk nem alkotnak csoportot, mert két ilyen szorzata
térmozgas.

A térmozgdsok csoportja nyilvan részcsoportot alkot a térizometriak csoport-
jaban, hiszen két térmozgas szorzata is térmozgas, és egy térmozgas inverze is tér-
mozgas. A klasszifikdcid szerint a térmozgasok Osszes lehetséges tipusai az identités,
a tengely koriili forgatds, a parhuzamos eltolds és a csavarmozgas.

Tétel.
(1) A mozgdsok pontosan a (nem csak valddi) csavarmozgdsok.
(2) Az atforditdasok pontosan a stkra vett tikrozések, a forgatva tikrozések és a
csusztatva tikrozések.

Ha a térben egy nyilt félsikhoz hozzavessziik az egyik zart hatarolo félegyene-
sének a pontjait, akkor az igy nyert alakzatot zdszlonak nevezziik.

Tétel. Tetszbleges (Sy,ly) és (Sy,1',) zdszlohoz egy és csak egy p mozgds létezik,
amelyre (S;) =S, és p(ly) =1,

Bizonyitas. Legyen az [ és a I/, kezdSpontja rendre L és L'.
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Az egzisztencia bizonyitasahoz legyen € az

I:)l»/) . a parhuzamos eltolds, amelyre (L) = L’
R \( teljesiil, p; az a tengely koriili forgatas,

% amelynek ¢ tengelye a L' pontban merd-
leges a I, és (1) félegyenesekre, és az

e(ly) félegyenest a I’ félegyenesbe forgat-

S+

ja. Végiil, legyen ¢y az a I’ tengely koriili forgatés, amely a ¢p,e(S;) félsikot a S’
félsikba forgatja. Ez a u = ¢ p:e mozgas teljesiti a tétel feltételét.

Az unicitds bizonyitdsadhoz, ha uy és ps két olyan mozgds, amelyik az (S, 14)
zaszlot a (S, 1)) zészlora képezi, akkor a 7 e mozgds a I félegyenest és az S,
félsikot is helyben hagyja, igy a ul_l 1o izometria a fixpontok szama alapjin csak az
identitds vagy az S sikra vonatkozé titkrozés lehet. Utébbi eset kizart, hiszen nem
mozgas, ezért u, = 2, ami az unicitast igazolja. -

Az euklidészi tér dilatacidinak annyira analégok a tulajdonsigai az euklidé-
szi stk dilatacidival, hogy itt csak egy, a nem izometrikus dilataciok fixpontjara

vonatkozé eredményt kozliink.

Tétel. Fuklidészi térben a nem izometrikus térdilatdcicknak van invaridns egyenese,
eqy erre merdleges invarians sikja és pontosan eqy fixpontja ezek metszetében.

Bizonyitas. Mivel a nem izometrikus dilatacié megvaltoztatja a pontok tévolsidgat,
legfeljebb egy fixpont létezhet, igy annak is csak a létezését kell kimutatnunk.
Tekintsitk a A # 1 egyiitthatos § dilatécidt, és legyen kK = —1/A, ha 0 irdnyitést
valté, illetve k = 1/A, ha 0 irdnyitast tarté.
Mivel § nem identikus, van olyan P pont, melyre P’ # P. A PP’ egyenesen
vegylik azt a ) pontot, melyre (PP'Q) = k.

s

Vildgos, hogy a Q, homotécia a P’ pontot a P pontba viszi, és Q. a § dilatdci-
oval egyiitt irdnyitast tarto, illetve valto, ezért a p = Q1/x0 szorzat irdnyitast tarto
izometria, vagyis mozgas. A P pont a y mozgédsnak fixpontja, ezért a mozgas olyan
e tengely koriili forgatas, amelynél az e tengely a P pontra illeszkedik. Legyen S a @
pontra illeszkedd és az e egyenesre meréleges sik. Az S sikot mind a p mozgas, mind
a @, homotécia invaridansan hagyja, ezért a 0 = Q. p dilatdciéra nézve is invaridns.
Az S sikban ezért a § dilatacionak van egy F fixpontja. Mivel a dilataciok tartjak
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a mer6legességet, az F' pontban az S sikra allitott f egyenes képe atmegy az F
ponton, és meréleges az S sikra, amiért 0(f) = f, vagyis f invaridns a § dilatdciéra
nézve, ami a tételt igazolja. -

A tér A és B ponthalmazanak egybeviagdsdgan ugyanazt értjik, mint a sik
esetén: 1étezik olyan sziirjektiv ¢: A — B leképezés, amely tartja a tavolsdgot. Ezt a
leképezést most is egybevagdsagi transzformécionak, vagy réviden egybevagosignak
nevezzik.

Ha az A és B alakzatok egybevagdak, azt A = B jeloli. Az alakzatok kozotti

= egybevagosag nyilvanvaléan ekvivalencia-relécié.

Tétel. Az A és B alakzatok akkor és csak akkor egybevdgdak, ha létezik olyan ¢
izometria, melyre ((A) = B.

A bizonyitas a sikbeli eljarashoz annyira analég médon torténik, hogy csak
annyit kell megjegyezni, hogy ezuttal a sikra vonatkozé tiikkrozéseket kell hasznalni.
Ez az olvaséra marad.

Ebbdl a tételbél azonnal adédik, hogy két tetraéder egybevagd, ha megfeleld
éleik paronként azonos hosszusaguak.

Definicié. A tér A és B ponthalmazat most is hasonlénak nevezziik, ha létezik
olyan sziirjektiv x: A — B leképezés és pozitiv A € R szdm, hogy az A minden P,
pontparjara d(x(P), x(Q)) = Ad(P, Q) teljesiil. A hasonl6sig jelolésére az A ~ B

jelet hasznaljuk, a A\ értéket most is a hasonldsdg egyiitthatdjinak hivjuk. A

A hasonlésag nyilvan ekvivalencia-reldcié.

Tétel. Az A és B alakzatok akkor és csak akkor hasonléak, ha létezik olyan & dila-
tdcid, hogy 6(A) = B.

Bizonyitas. Ha a ¢ dilatéciéra §(A) = B, akkor | 4 bizonyitja, hogy A ~ B.

Ha A ~ B, akkor létezik olyan sziirjektiv ¢: A — B leképezés és 0 < A € R
szdm, hogy az A minden P, Q) pontpérjara d((P), ¥ (Q)) = Ad(P, Q) teljesiil. Ekkor
a Y = O1pp: A — Oqp/x(B) transzformdaci6 egybevigdsdg, tehat létezik egy ¢
izometria, melyre t| 4 = ¢’ és 1(A) = O1/x(B). Legyen most 6 = Ox¢. Ez olyan
dilatacio, melyre ¢ = § ‘ A, ami igazolja az allitast.

Ebbdl a tételbdl azonnal addédik, hogy két tetraéder hasonld, ha megfelelo
oldalparjaik hosszainak aranya egyenlo.

A térben a szabad szog fogalmat médositani kell, mert a térbeli(!) tengelyes
tlikrozés mozgés és ugyanakkor a (g, ha ) kotott szog f szoglelezGjére valo térbeli(!)
tengelyes tiikkrozés a (g4, hy) kotott szoget a (hy, g4+ ) kotott szogbe viszi, amiért
a sikkal ellentétben ezek most egyezonek mutatkoznak, vagyis az iranyitott szog
sikbeli fogalmat igy nem lehet a térbe atvinni.
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Definicié. Az (ey, f1) és a (g4, hy) kotott szogeket i-reldcidban dllonak mondjuk,

ha valamely i € T izometridra i(es) = g4, és i(fy) = hy. Az i-reldcidt & jelsli.

A sik esetével analog médon bizonyithatod, hogy az i-relacié ekvivalencia relacié.

Definicié. A kotott szogek i-relacio szerinti ekvivalencia-osztalyait térbeli szabad
szdogeknek nevezzik. A szabad szogek halmazéat A jeloli. Az (ey, fy) kotott szog

altal reprezentalt szabad szoget <(e4, f+) jeloli. A

A térben nem igaz az egyértelmil reprezentélas tétele: konnyen belathatd, hogy
egy sikon beliil pontosan két reprezentansa van egy térbeli szabad szognek, és az
ezen két kotott szog altal a sikban reprezentalt szabad szogek Gsszege nullszog.

Mivel pedig két helyvektor egy sikot feszit ki, most is adddik az

(u,v) := |u| - |v| cos <(u, v) (4.3.2)

osszefiiggés, valamint a sin <(u, v) megfeleld értelmezése.

Két félegyenes szdgét ugy értelmezziik, hogy a két félegyenest parhuzamos
eltolassal kozos kezd6pontu félegyenesekbe toljuk, és az igy nyert kotott szog altal
reprezentalt szabad szog a két félegyenes szoge. Mivel ezek a kotott szogek csak
parhuzamos eltoldsban kiilonbéznek egymastol, ezért ez a szabad szog egyértelmiien
meghatarozott.

et Tetszoleges e félegyenes és S sik szogét az ey félegyenes
/ S sikra vett t1 mer6leges vetiiletének és az e, félegyenes
] szégével értelmezziik, ha ¢t nem egyetlen Pont. ,Ha BEZ et
vetiilete egyetlen pont, akkor az egyenesszog felével értel-

mezzilk az ey félegyenes és S sik szogét.
A koz6s t hatarold egyenessel rendelkez6 Sy és So félsikokbdl
a t egyenesre merdleges valamely S sik messe ki a t1 és to
félegyeneseket. Ezek szogét a Sy és Sy félsikok szogének ne-
A vezlink. A félsikok szoge egyértelmilen meghatdrozott, mert
barmely két, a t egyenesre meroleges sik altal kimetszett

félegyenespar a t egyenes menti eltolassal egymasba viheto.

4.4. Konvex politépok: Euler formulaja

Ahogy kordbban, pontok egy K halmazira azt mondjuk, hogy konvez, ha barmely
két pontjanak zart szakaszat is tartalmazza. Konvex halmazok metszete is konvex,
egy adott P ponthalmazt tartalmazé 6sszes konvex halmaz metszete pedig conv(P),
a konvex burok.
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4.4 Konvex politépok: Euler formuléja 189

Véges sok pont konvex burkét politopnak nevezziik. Négy nem egy sikra es6
pont konvex burkat tetraédernek nevezziik.

Definicié. Egy politopot 3-dimenziésnak mondunk, ha nem tartalmazza egyetlen
stk sem. Egy politopot 2-dimenzidsnak mondunk, ha tartalmazza egy sik, de nem
tartalmazza egyetlen egyenes sem. Egy politopot 1-dimenzidésnak mondunk, ha
tartalmazza egy egyenes, de nem egy pont. A pontokat 0-dimenzibésnak politépnak

nevezzik.
A

Definicié. A 3-dimenzids politép tamaszfélterének hivjuk azokat a zart féltereket,
amelyek tartalmazzak.

Egy ilyen félteret a politdép lényeges tamaszfélterének neveziink, ha hatarold
sikjanak metszete a politéppal egy 2-dimenzids politop. A lényeges tamaszfélterek
hatdrolé sikjait a politép tdmaszsikjdnak, a kimetszett 2-dimenziés politépot (2-

dimenzids) lapnak mondjuk. A

A (2-dimenziés politdp) lap tdmaszfélsikjanak hivjuk azokat a zart félsikokat
a sikjaban, amelyek tartalmazzak a lapot. Egy ilyen félsikot lényegesnek neveziink,
ha hatédrolé egyenese 1-dimenziés politépban metszi a lapot. Az igy kimetszett
1-dimenziés politépokat (1-dimenziés lapnak), vagy élnek.

Az (1-dimenzids politép) él két végpontjit csicsnak nevezzik.

A lapok mindig konvex sokszogek, az élek szakaszok, a csiicsok pedig pontok.*

Tétel. (Euler) Az affin térben barmely konvex politépra | — e + ¢ = 2, ahol ¢ a
konvex politop csucsainak, e az éleinek, | pedig a lapjainak szdma.

Bizonyitas. Valasszuk ki a politép egyik lapjat, és fessiik be az Osszes élét és csticsat.
Ezutan fessiik be a politop éleit és csiicsait tgy, hogy az élekkel egyiitt mindig az
él két csucsat is befestjiik, és csak olyan éleket festiink, amelyeknek méar legalabb
egy csucsa be van festve.

Festés kozben két lapot tarsaknak mondunk, ha van kozos festetlen éliik. Isme-
rosnek mondjuk az £ és Ly lapot, ha £, = Lo, vagy van olyan lapsorozat, amelynek
elsé lapja L1, utolsé lapja Lo és a sorozat barmely két szomszédos lapja tars. Az
ismerésség nyilvan ekvivalencia reldcié, és ha egyetlen él sincs befestve, akkor az
Osszes lap ismerGs az Gsszes tobbi lappal. Az egymassal ismerds lapok osztalyat
laptérsasagnak hivjuk.

Egy laptarsasag lapjainak festett éleit bels6nek, illetve hatarolénak nevezziik,
ha azok két lapja ugyanazon, illetve kiilonb6z6 laptarsasaghoz tartozik. Egy lap-
tarsasag lapjainak azon csicsait, amelyekhez két hatarold él csatlakozik hatarold

4E témakor pontos kifejtése az Affin geometria fejezet 5.3. szakaszéban taldlhaté.
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190 4. A tér geometridja

cstcsoknak mondjuk. Egy laptarsasidg lapjainak azon cstcsait, melyek nem hataro-
16k, bels6 csticsoknak nevezziik.

Vegytk észre, hogy festési szabdlyunk értelmében az egymashoz csatlakozo
belso élek halmaza mindig egyetlen éllel csatlakozik egy hatarold csticshoz, t6bbi
éle pedig belso csiicsokat kot 6ssze gy, hogy vagy belsé éleket kot Gssze, vagy bels6
éleket festetlen élekhez kot.

Festés kozben szamoljuk a festett csticsok és élek szamat, valamint szdmon
tartjuk a laptarsasagok szamat.

A festés kezdetén egyetlen lap Gsszes éle van befestve, amiért a befestett csiicsok
c szama és a befestett élek e szama egyenld, a laptarsasiagok ¢ szama pedig ketto,
tehdt ¢ — e 4+ ¢ = 2 teljesiil. Innentél minden még festhetd él olyan, hogy

(1) egy méar befestett csticsot egy még nem befestett csticesal kot Ossze, vagy

(2) két mar befestett csicsot kot dssze.
Az elsé esetben a ¢ és az e is eggyel né, a laptdrsasdgok ¢ szama pedig valtozatlan
marad, hiszen a festetlen csicsot ,koriilvevs” lapok egy laptarsasagban maradnak.

A maésodik esetben a ¢ valtozatlan marad, az e eggyel né, az ¢ pedig szintén
eggyel n6, mert a most befestett él két csicsa
(2a) vagy egyformdn hatérold,

(2b) vagy az egyik hatdrold, a mésik festett bels6 cstcs,

(2¢) vagy egyformén festett belsd csics,

igy mindharom esetben csiicsaibdl festett éleken keresztiil hatarold csiicsokhoz lehet
jutni, amiért a befestés eredményeképpen ez az él maga is hatérolo éllé valik.

Eszerint az (1) és (2) esetben is a £ — e + ¢ érték valtozatlan marad, tehat
a festés kozben végig £ — e + ¢ = 2 teljesiil. Ugyanakkor, ha minden él befestésre
keriil, akkor minden lap minden éle festett lesz, tehdat minden lap egyediil alkot egy
laptarsasdgot, vagyis ekkor £ = [, ami igazolja a tétel allitasat. -

Most olyan politopokat keresiink, melyeknek minden csiicsat ugyanannyi,
mondjuk h, él tartalmazza és minden lapjanak ugyanannyi, mondjuk ¢ éle van.
Vilagos, hogy h > 3, és i > 3, valamint Euler formuldja alapjan

9] n 2e Jr26 i 1+1 1+1 tohit 1+1>1
=l—-e4+c=——e+—, vagyis —+ ==+ —, tehdt -4+ - > =
i R VEYE ST T e i h 2

HahZGvaginG,akkorh23ési23miatt%Jr%g%Jr%:
csak h =3,4,5 és v = 3,4,5 lehetséges.

Ha h,i > 4, akkor % + % < %, ezért (h,1) € {(3,3),(3,4),(4,3),(3,5),(5,3)}.

Fuklidészi metrika jelenlétében egy politépot szabdlyosnak mondunk, ha min-
den rendezett cstics-, él- és lapparjdhoz van olyan szimmetridja, mely a par elsé
elemét a masodikban viszi. Ez persze azt jelenti, hogy élei, élszogei és lapszogei is
egyenloek, a lapjai és a csiicsszogletei is egybevagoak. Ezek a platoni testek.

KuRrusa ARPAD

Ver.: 2021:08:19:12:04:28 © Kurusa Arpad (2019 — 2021)



4.4 Konvex politépok: Euler formulaja 191

Vildgos, hogy minden platéni test valamelyik (h,4) parhoz tartozik. Megmu-
tatjuk, hogy minden ilyen (h, i) szdmparhoz van is megfelel§ platéni test.

Egy platéni test lapjai ¢ = 3, ¢ = 4 vagy i« = 5 oldalu szabalyos sokszogek,
melyeket egy 27/i szogli forgatds generdl egy nem origéba esé pont palydjaként.
Ez megadja, hogy mekkorak az élszogek, a h pedig megadja, hogy mennyi ilyen
élszognek kell becsatlakoznia egy csiicsba. Mivel a cstucsszogletek egybevagoak, a

csucson at van egy egyenes,
kiszamithatoak a lapszogek.

amellyel minden él és lap egyforma szoget zar be, igy
Igy mér kiszamithatok a kovetkezék:

‘ h ‘ 7 H l ‘ e ‘ c H név H koordinatak ‘
313 4 6 4 || tetraéder (1,1,1), (1,-1,-1), (-1,1,-1), (-1,-1,1)
3|4 6| 12 8 || hexaéder (£1,1,1), (£1,1,-1), (£1,-1,1), (£1,-1,-1)
kocka

413 8| 12 6 || oktaéder (£1,0,0), (0,£1,0), (0,0,%1)

5131 20| 30| 12 || ikozaéder (0,1,£¢), (0,-1,£¢), (1,£,0),
(-1,£¢,0), (1,0,&¢), (-1,0,+¢)

3|51 12| 30 | 20 || dodekaéder || (1,1,1), (1,-1,-1), (-1,1,-1), (-1,-1,1),
(0,1/0,£¢), (0,—1/¢,%¢), (1/¢,0,£¢)
(=1/9,0,&¢), (1/p,£¢,0), (—1/¢,£¢,0)

Platéni testek adatai(a hexaéder a kocka); ¢ = (1 4+ v/5)/2.

A platéni testek tehat a kovetkezéképpen néznek ki:
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4.5. Térfogat, térfogatformak és vektorialis szorzas

A kovetkezdkben a konvex politopok térfogatanak meghatarozasat tiizzik ki célul.
Jelolje ezek halmazat B.

Paralelepipedonnak hivjuk hat olyan zart féltér metszetét, amelyek hatarold
sikjai koziil harom par egymaéssal parhuzamos, és ezen parokban mind a két féltér
tartalmazza a masik féltér hatarolé sikjat. A paralelepipedonnak nyolc cstcsa van,
élei harom parhuzamossagi osztalyba sorolhatok. Ha az azonos csicsba befuté élek
paronként merélegesek, akkor téglatestnek, ha pedig ezen élek hossza is egyforma,
akkor kockdnak nevezzik a paralelepipedont.

Egy 2-dimenzi6s politép (sikbeli konvex sokszog) csicsaihoz hozzévéve azok-
nak a politép S sikjat megvaltoztatd eltoldssal kapott képeit, a kapott ponthalmaz
konvex burka egy 3-dimenziés politép, melyet hasdbnak neveziink. Ha az eltolas
merdleges a sikra, akkor egyenes hasdbrol beszélink. A kiindulasi politépot a ha-
sab alaplapjdnak (alapjénak), az S tavolsdgat az eltoltjatol a hasdb magassdgdnak
nevezziik. A paralelepipedon egy paralelogramma alaplapt hasédb. A téglatest egy
téglalap alapt egyenes hasab.

Tétel. Pontosan egy olyan v: B — R hozzdrendelés létezik, amelyre minden K, K4
és Ko konvex politop esetén teljesiilnek a kévetkezok:
(0) v(K) = 0;
(1) ha K =K1 UK3 és a K1 NKy metszet kézds lap, akkor v(K) = v(K1) +v(Ka);
(2) minden ¢ izometridra v(o(K)) = v(K);
(3) walamely egységnyi oldali kockdhoz a v az 1 értéket rendeli.

Bizonyitasi vazlat. Egzisztencia. Egy megfelel$ v hozzarendelést kell konstrualnunk.
A teriiletmérés konstrukciéjahoz hasonléan a v térfogatfiiggvény konstrudldsat is
azzal kezdjik, hogy a tetraéderekhez v értékeként a ¢ - m/3 értéket rendeljiik hozz4,
ahol t a tetraéder valamely alapjanak teriilete, m pedig a hozza tartozé magassag
hossza. Ennek a hozzarendelt értéknek az alap valasztasatol valo fliggetlenségét a
tetraéder lapszogeinek felhasznalasdval lehet igazolni.

A kovetkez6 1épésben a konvex politépokat tigy bontjuk tetraéderekre, hogy
egy csicsbdl és az Osszes 6t nem tartalmazd lap hidromszogekre bontasanak hé-
romszogeibdl képezziik a tetraédereket. Egy ilyen tetraéderre bontas altal kapott
tetraéderekhez v altal rendelt értékek Osszegét rendelhetjiik v értékeként a polito-
phoz. Ennek a hozzarendelt értéknek a tetraéderre bontastol valé fiiggetlenségét
nem koénnyti igazolni.

Az igy meghatarozott v teljesiti a tétel osszes feltételét.

Unicitds. Egy a tétel feltételeit teljesité v fliggvényrdl az additivitdas és homo-
genitds kozotti, a fliggelékben bizonyitott kapcsolatot hasznalva tudjuk bizonyitani,
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hogy a téglatestekhez a v =t - m szamot rendeli, ahol ¢ a téglatest egyik lapjanak
tertilete, m pedig az ehhez tartozé magassag hossza. Ebbdl a téglalapok és harom-
szogek egymasba darabolhatésdga miatt kovetkezik, hogy az egyenes hasabokhoz a
v a v =t-m szamot rendeli, ahol ¢ a hasidb alapjanak teriilete, m pedig az ehhez
tartozo magassag hossza.
Vegyiink egy K tetraédert, legyen m
a kivalasztott laphoz tartozé magassa-
ga hossza, és osszuk fel a magassigat
n egyenlé részre, majd az osztdspon-
tokban vegytink fel az alappal parhuza-
mos sikokat. E sikokon a tetraéder nem
alapon 1év6 csicsaba befutd harom éle
haromszogeket metsz ki, és a térfogat
pozitivitdsa miatt azonnal felirhatjuk,
hogy Z;:Ol U <v(K) < >, 94, ahol &; = t;m/n = ¥;_1, és t; az i-edik osztépont-
ra fektetett sikban kimetszett haromszog teriilete.

A parhuzamos szel6k tétele miatt az i-edik ilyen haromszog alapja és magas-
sdga is (i/n)-szerese a tetraéder alaphdromszoge alapjanak és magassidganak, ezért
t; = (i/n)? - t, ahol t a tetraéder alapjanak teriilete. Ezt behelyettesitve

adédik. Az alsé és a fels6 becslés is az mt/3 értékhez tart, ha n — oo, amibél a
renddrelv szerint kovetkezik, hogy v(K) = mit/3.

Mivel minden konvex politép tetraéderekre bonthatd, az additivitasi tulajdon-
sag miatt ez igazolja a v fliggvény egyértelmiiségét.

(]
Definicio. A v(K) értéket a K politép térfogatinak nevezzik. A
A sikbeli analégia — az atdarabolhatésigi relacié — azt sugallja, hogy a

tetraéder térfogatanak kiszamitdsira fentebb vazlatosan bemutatott moédszernél
elemibb megoldas is lehet, azoban ez nem igy van. Maxz Dehn 1910-ben bizonyitotta,
hogy a tetraéderek altalaban nem darabolhatok at téglatestekbe véges sok 1épéssel,
vagyis az altalanos tetraéder térfogatanak meghatarozasara mindenképpen mas
modszert kell hasznélni.

Vilagos, hogy ha sikokkal ,szétvagva” tobb konvex politépra osztunk fel egy
konvex politopot, és abbdl 6sszeallitunk egy masik konvex politépot, akkor a kapott
politép térfogata megegyezik a felvagott politop térfogataval.
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Definicié. Azt mondjuk, hogy a Ky és Ky politopok dtdarabolhatdk, és ezt K1 <1 Kq
jeloli, ha a ICq és Ko politépok véges sok sikkal egyforma konvex politépokra vaghaté
szét.

A

Vilagos, hogy az ,atdarabolhatésag” egy ekvivalencia-reléci6.”

Tétel. (Dehn) Szabdlyos tetraéder és kocka nem darabolhatd dt egymdsba.

Bizonyitas. Ha egy sikkal ketté vagunk egy konvex politépot, két konvex politopot
kapunk. Figyeljiik meg, hogy ezek lapszogei
o megegyeznek az eredeti politép lapszogeivel, vagy
o két jonnan keletkezett lapszog Gsszege m, vagy
o két tjonnan keletkezett lapszog Gsszege az eredeti politop valamely lapszoge,
igy ha az esetleges tovabbi darabolaskor kapott Osszes politép Osszes lapszogét
Osszegezziik, akkor abban az 0sszegben az eredeti politép lapszogeinek és a w szognek
természetes szamu tObbszordseit fogjuk taldlni.
A D szabélyos tetraéder minden lapszoge egyforma, legyen ez a. A K egység-
kocka minden lapszoge /2. Ha D 1 K, akkor iménti megfigyelésiink értelmében
k1 'a+l€27T=n1g+n2ﬂ'
teljestil valamely ki, ko, 1,10 € N természetes szamokra. Ebbol kovetkezik, hogy o
raciondlis tobbszorose a 7 szdmnak, vagyis a = pm/q, ahol 1 < g€ Nés 0 # p € Z.
Ugyanakkor vilagos, hogy cosa = 1/3 (és igy sina = 1/8/3), hiszen a szabalyos
tetraéder magassaganak talppontja a szabdlyos haromszog alaplap stulypontja.
Mivel cos(qa) = cos(pm) = £1, a szogfiiggvények addiciés formuldi miatt

+37 = 3%cos(qa)
la/2] q la/2] g\ &

— i -2 20 i

= 3 ;(—1) (21) cos? “* asin”’ o = 37 ;(—1) (22> 3
la/2] q q

(mod 3) ¢y _1 AVEREY q j

% () =2 O3 0)m)
=0 7=0 7=0
1

5((1 174 (1+1)9) =271

Ez az ellentmondas igazolja a tétel allitasat. -
Dehn eredményét gy is lehet fogalmazni, hogy az atdarabolhatdsag relacidja
nem egyezik a térfogatok egyenloségével. Mindazonaltal néhany esetben, miikodik az

atdarabolas®, amire j6 példa a sikbeli eljarassal analég médon bizonyithaté allités,

5Dehn eredeti tételében ennél altaldnosabb 4tdaraboldsok is megengedettek [1].
6L4sd a [1,25] kényveket.
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hogy egy paralelepipedon és egy téglatest térfogata akkor és csak akkor egyezik
meg, ha egymdsba darabolhaték. Ez bizonyitja, hogy egy paralelepipedon térfogata
is egyik alaplapja teriiletének és az ahhoz tartozé magassdganak a szorzata.

Ha azzal probaljuk megkeriilni Dehn tételét, hogy az atdarabolhatdsag defini-
cidjaban megengediink barmely véges sok egybevagd részre vald felbontast, akkor
a Banach—Tarski paradozonba’ iitkoziink, mely szerint barmely két, egy-egy akar-
mekkora gobmbot tartalmazé térbeli halmaz egymésba darabolhaté.

A sikbeli vizsgalatokkal analég moédon egy paralelepipedont meghataroznak
barmely csiicsabdl indulé élei, melyeket kézenfekvo helyvektoroknak tekinteni, igy
egy a helyvektor-halmazokon értelmezett fiiggvényhez jutunk, ha ezen helyvektorok
halmazaihoz rendeljiik az altaluk meghatarozott paralelepipedon térfogatat. A tér-
fogat invaridns az eltoldsokkal szemben, igy a helyvektor-halmazokhoz a térfogatot
rendeld ezen fliggvény a szabad vektorok V terében is értelmezheto.

Vildgos, hogy egy vektorhalmaz akkor és csak akkor alkot bazist, ha az altala
meghatarozott paralelepipedon nem elfajulé, vagyis a térfogata nem nulla. Fiiggvé-
nytink szoros kapcsolatat a bazisokhoz tovabb erésithetjiik a bazisok kozti Atmenetek
figyelembevételével.

A sikbeli fogalmat bévitve egy F: V x V x V — R fliggvényt antiszim-
metrikusnak mondunk, ha barmely két argumentuma felcserélésének hatasara eld-

jelet valt, vagyis F(u,v,w) = —F(u,w,v) = Flw,u,v) = —F(w,v,u) =
F(v,w,u) = —F(v,u,w), ami persze ekvivalens az F(u,v,w) = —F(v,u,w)
és F(u,v,w) = —F(u,w,v) formuldk teljestilésével.

Egy antiszimmetrikus fliggvényre persze F(u,v,u) = —F(u, v, u) = 0 teljesiil.

Definicié. Egy F: V x V x V — R fiiggvényt térfogatformdnak neveziink, ha anti-
szimmetrikus, és egyik véaltozdjaban linearis. Ha ez azonosan nulla, akkor eltiing

formérdl beszélunk. A

Vegyiik észre, hogy a tér szabad vektorain nem elting teriiletforma is létezik.

Vildgos, hogy egy F nem eltling térfogatforma (mindjart bizonyitjuk, hogy
ilyen van) és egy P pont esetén az Fp(u, v) = F(u,v,w) egy teriiletforma, ha w
az u, v altal meghatarozott stk P pont felé mutato egységnyi normalisa.

Vegyiik a ToT helyvektortér egy {ug, vo, wo} bézisét. Egy mésik {u1, vy, w1}
bazist valasztva pontosan egy olyan ¢ koordindta-transzformacié van, amely az
elébbi bazist az utobbiba viszi. Legyen

+1, ha ¢ irdnyitast tarto,
e(uy, vy, wy) = 0, ha wi,v1,w; nem bézis,
—1, ha ¢ irdnyitast valto.

"Lésd a [25] konyvet.
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196 4. A tér geometridja

Az € nem nulla értéke a bézisokat két osztalyba sorolja, és a két osztaly fliggetlen
a kiindulési bazis valasztasatol.

4.5.1. Tétel. Az F(Up,Vo,Wo) =e(Uo, Vo, Wo)v(OUPVWQSR) figguény, ahol
Po =Up+ Vo, Qo = Up + Wo, Ro = Vo + Wo, So = Up + Vo + Wo és
v(OUPVWQSR) az OUPVWQSR paralelepipedon térfogata, eqy térfogatforma.

Az F fiiggvény antiszimmetridja, homogenitasa és additivitdsa a teriiletforma
esetével teljesen analég médon bizonyithatéd. Ez az olvaséra marad.

4.5.2. Tétel. Két nem eltind térfogatforma egymds valds szammal vett tobbszirose.

A bizonyitas a sikbeli eljarassal teljesen analég médon miikodik, ennek elvég-
zése is az olvasora marad. Ugyanakkor jegyezzilk meg, hogy ezuttal

F(u, ’U,’LU) = C(Kw(Auﬂv*/ufu)\v)*,uw()\uﬂv*h:u)\v)“i’)\w(ﬂuﬂv*Hu,ulv))

Au fu By (4.5.1)
=cdet | Ay [y Ky
Aw P Kw

adddik, ahol ¢ = F(ug, vg, wo).
A térfogatformakat hasznalva az affinitdsok egyszerii jellemzéséhez jutunk.

Tétel. Az euklidészi tér egy ¢ tetraédertarto leképezése akkor és csak akkor affinitds,
ha létezik olyan 0 < A € R wvalds szdm, hogy minden IC tetraéderre v(o(K)) = Av(K).

Bizonyitas. El6bb az ,akkor” allitassal foglalkozunk. A térfogat és térfogatforma
kozti kapcsolat alapjan elegend6 belatni, hogy a térfogatformahoz 1étezik az allitas-
nak megfelel6 konstans.

Tekintsiink egy tetszoleges ¢ affinitdst és egy O pontot. Legyen € az az eltolas,
melyre £(¢(0)) = O, és ¢ az O ponthoz tartozé helyvektortér azon transzformaciéja,
melyre ¢(Po) = (ep(P))o. Mivel ¢ affinitds, a ¢ transzformécié linedris.

Ha F a szokdsos térfogatforma, akkor ¢ linearitdsa miatt az a (u,v,w) =
F(p(u), p(v), p(w)) is térfogatforma, ezért ennek egyértelmiisége miatt 1étezik olyan
v konstans, hogy F= vF, ami igazolja a tétel ,akkor” allitasat.

A forditott, ,,csak akkor” allitas igazoldsahoz legyen v a szokésos térfogatfiige-
vény, és tekintsiink a téren egy ¢: T — T transzformaciét, melyhez feltételiink
szerint létezik olyan A > 0 konstans, hogy vo ¢ = A - v.

Ekkor a ¢ transzformacié olyan, hogy

A, B, C, D komplandris pontok < 0 = v(ABCD)
& 0= (ABCD) = v(p(A)p(B)p(C)p(D))
< (A), o(B),9(C), p(D) komplanéris pontok.
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4.6 Vektorok szorzdsai a térben 197

Tehat a ¢ altaldnos helyzetii pontnégyest altalanos helyzetii pontnégyesbe visz.
TetszOleges S sikhoz valasszunk egy S pontot azon kiviil, és tekintsiink az S
sikon tetszoleges A, B, C' pontokat. Ekkor
A, B, C kollinedaris pontok < ¢(A), ¢(B), p(C), ¢(S) komplanaris pontok
< 0=v(ABCS)
© 0= (ABCS) = v(e(A)p(B)p(C)p(S))
< ¢(A4),p(B), p(C), p(S) komplandris pontok
< p(A), p(B),¢(C) kollineéris pontok.
Tekintstink most nem kollinearis A, B, C pontokat ezen az S sikon, az AC' egyenesen

pedig egy tetszéleges D pontot. A ¢ fentebbi tulajdonsiga miatt a D pont ¢(D)
képe a p(A)p(C) egyenesre esik, viszont p(B) ¢ ¢(A)p(C), ezért

d(A, D) _ v(ABDS) _ Aw(ABDS) _ v(p(A)p(B)p(D)¢(S)) _ dp(A), o(D))

d(A,C) ~ v(ABCS)  MW(ABCS) — t(p(A)e(B)e(C)p(S) — d(p(A), ¢(C))

vagyis a ¢ tartja a metrikus osztéviszonyt. Minthogy pontosan az affin leképezések

tartjdk a metrikus osztdviszonyt és a pontnégyesek altalanos helyzetét, ez igazolja
az allitas ,,csak akkor” részét. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. -

A tételiink altal az affinitdshoz rendelt egyértelmil pozitiv valds szam kiszami-
tasahoz elegendd egy kocka képének térfogatat megnézniink. Mivel az affinitasok
tartjak a parhuzamossagot, a kocka képe paralelepipedon. A térfogatformak vizs-
galatakor lattuk, hogy ezek térfogata az egy csticsbdl kiinduléd éleikhez tartozéd
vektorokbol osszeallitott matrix determinansa, ezért a tételben szerepld egyértelmi
szam valéjaban az affinitds determindnsa.

Térfogattartonak nevezziik azon ¢ affin transzformaciokat, melyekre nézve a

térfogat invaridns. Vildgos, hogy az izometridk tartjak a térfogatot, de nem csak az
A0

izometriak ilyenek. Elég a (0 n

) matrixi affinitasokra gondolni.

4.6. Vektorok szorzasai a térben

Gram-Schmidt-eljaras.® Minden linedrisan figgetlen u,v és w vektorhoz léteznek
olyan ey, ey és es egymdsra pdronként ortogondlis eqységuektorok, hogy u = uq€eq,
v = vie1tvsey €s w = wye;+woes+twses valamely uy # 0,v1,vo # 0, wy, we, w3 #
0 € R valds szamokra.

Bizonyitas. Legyen e; egy olyan egységvektor, melyre u = uje; valamely u; € R
valds szamra. Az es egységvektor legyen olyan, melyre v— (v, e1)e; = vges valamely

8 A Gram-Schmidt-eljaras 4ltaldnosabb esetben is miikodik.
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198 4. A tér geometridja

vy € R valés szdmra. Legyen v; = (v,e1). Mivel az u és v vektorok linedrisan
fiiggetlenek, a vo nem lehet 0, ugyanakkor vo{eq, es) = (e1,v —vier) = (e1,v) —
<€1,’l)161> = <€1,’U> — V1 = O, tehat €] 1 €s.

Vilasszuk az ez egységvektort gy, hogy w — (w, e1)e; — (w, ea)es = wses
legyen valamely ws € R val6s szdmra, és vezessiik be a w; = (w, e1) és wy = (w, e3)
jeloléseket. Mivel az u, v és w vektorok linearisan fiiggetlenek, a ws nem nulla.
Eszerint a ws{e;, es) = (e;, w —wie; —waez) = (e;, w) — (e;, wre1) — (e;, waes) =
(e1,w) — w; = 0 egyenlet azt mutatja, hogy i =1 és i = 2 esetén is e; L es.

Figyeljik meg, hogy {e1, es, e3} egy bézis, mert az u, v és w vektorok fiigget-
lenek. A péaronként ortogondlis egységnyi vektorokbdl allé bazisokat ortonormdlt
bazisnak nevezzik. Az egységnyi éli kocka barmely csiicsabdl a szomszédaiba muta-
t6 helyvektorok ilyen ortonormalt bazist alkotnak. Eszerint a szokasos térfogatbol
adodé F térfogatforma minden ortonormalt bazisra 1-et ad eredményiil.

4.6.1. Tétel. Legyen F az a térfogatforma, melynek értéke minden ortonormalt
bdzisra 1, és vegylink egy-eqy w és v vektort. Ekkor létezik olyan x vektor, melyre
F(u,v,w) = (&, w) minden w vektorra.

Bizonyitas. Unicitds. Ha az x és y vektorra is (z,w) = F(u,v,w) = (y,w)
minden w vektor esetén, akkor (x — y, w) = 0 minden w vektorra, igy az * — y
vektorra is, amiért |x —y| =0, és igy ¢ = y.

Egzisztencia. Ha F(u,v,w) minden w vektorra nullat ad, akkor a nullvek-
tort valasztva készen vagyunk, ezért innentdl feltessziik, hogy valamely W vektorra
F(u,v,®) # 0. Ekkor u, v, W bézist alkot a 4.5.1. Tétel szerint.

Vegyiik a Gram-Schmidt-eljardssal adédé {e, ez, es3} ortonormalt bazist,
melyre u = uje;, v = vie; + veeq és W = Wie; + Woes + W3ez valamely uy # 0,
v1, Vg # 0 és Wy, We, W3 # 0 € R valés szamokra.

Ha w = wie; + waeq + wses, akkor a (4.5.1) formula szerint

F(u,v,w) = uyvowsF (e, ez, e3) = (ujvses, w),

ami bizonyitja az allitast az & = ujv.e3 valasztassal. -
A tétel szerinti leképezés a vektoridlis szorzds, vagy mas néven keresztszorzds.

Az (u,v) vektoridlis szorzatat u x v jeldli.

Tétel. Tetszbleges u, v és w vektorokra

(1) u x v=—v x u (antiszimmetria);

(2) (Au) x v =u x (Av) = A(u x v) (homogenitds);

(3) (u+v) xw=uxw+v X w (disztributivitds);

(4) |uxv| = |ullv|sin <(u,v), akkor és csak akkor nulla, ha w és v pdrhuzamosak;
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4.6 Vektorok szorzdsai a térben 199

(5) (uxv) xw = (u,w)v — (v,w)u (kifejtési tétel);
(6) (uxv)xw+ (vxXw)Xu+ (wxu)xv=0 (Jacobi-azonossdg);
(7) |ul?|v|? = (u,v)? + |u x v|? (Lagrange-azonossdg).

Bizonyitas. A minden x vektorra érvényes
(uxv,z) =F(u,v,2) = —F(v,u,x) = —(v X u,x),
(M) x v,2) = F(Au,v,x) = AF(u,v,xz) = (AMu x v), ),
(u+v)xw,z) = Flu+v,w,xz) = F(u,w,z) + F(v,w, )

=(uxw,z)+{vXw,x)=(uxXxw+vXw,)

formuldk rendre igazoljdk az (1), (2) és (3) allitdsokat.

A (4) allitds igazoldsdhoz rogzitsiink egy O pontot, egy r4 illeszkeds S sikot
és egy azon kiviil es§ Z pontot. Ekkor az f: (Up, Vo) — F(Uo, Vo, Zo) leképezés,
ahol U,V € S, egy teriiletforma, hiszen mindkét valtozdjaban linearis és antiszim-
metrikus. A teriiletformakra bizonyitott egyértelmiiség alapjan ebbél az kévetkezik,
hogy |F(Uo, Vo, Zo)| = c|Uo||Vo|sin<(Up, Vo) valamely ¢ > 0 konstansra. Az
Uo, Vo, Zo vektorokbdl a Gram—Schmidt-eljarassal adodé egymasra paronként or-
togondlis ey, ey és ez egységvektorokra eszerint |F(eq, eq, e3)| = ¢ érvényes.

A (6) azonossag azonnal kovetkezik a kifejtési tételbol.

A (6) allitas kovetkezik a (4) és az euklidészi szorzat (4.3.2) formuldjabol.

Végiil az (5) bizonyitds. Ha az u és v egymds tobbszorosei, akkor a formula
trividlisan teljesiil, ezért feltessziik, hogy w és v linearisan fliggetlenek.

Vegyilkk a Gram—Schmidt-eljarassal adédo egymdésra paronként ortogondlis
ey, ey és ez egységvektorokat, melyekre u = uje;, v = vie; + vqey és w =
wi ey + waes +wses valamely ug # 0,v1,v9 # 0, w1, wa, w3 # 0 € R valds szamokra.

Ekkor u X v = ujvqes, és igy

(u X v) X W= wiurvees — Wauivae; = wiug(vier + vees) — ug(wivy + wave)e;
= wiuyv — (W11 + Wwave)u = (w, u)v — (v, w)u.
Ezzel a tételt teljesen bizonyitottuk. -
Vegytk észre, hogy a Lagrange-azonossig nem mas mint a térbeli Cauchy—
Schwarz-Bunyakovszkij-egyenlStlenséghez felhaszndlt (4.3.1) azonosség.
Az (4.5.1) formula alapjan az ortonormalt {e1, e2, es} bézisban
U Xv= 63()\qu - /Lu)\v) - 62(>\u"€v - 5u>\v) + el(uuﬁv - ’fuﬂv)a

amit az
e €y €3

uxv=det | A\, Uy FKu
Ao e Ky
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200 4. A tér geometridja

formalis determinans alakjaban is szokds irni.

Mivel a rogzitett térfogatforma (u X v,w) alakban irhaté, a térfogatformat
vegyesszorzdsnak is szokés hivni, és erre az (u, v, w) = (u x v, w) jelolés hasznéla-
tos. A térfogatforma egyértelmiisége miatt a vegyesszorzatban barmelyik két tag
keresztszorzatanak a harmadikkal valé euklidészi szorzata ugyanazt az eredményt
adja, vagyis példaul (u x v, w) = (u,v X w).
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Affin geometria

A Desargues-tulajdonsagu affin sik és a tér példajan lattuk, hogy a rendezett pont-
parok ekvivalencia-osztalyaibdl valds vektortér konstrualhaté. Ez adja az Otletet az
affin stk és tér alabbi altaldnositasara, melyben az axiémakbdl felépitett affin és
euklidészi geometridk alacsony dimenzids esetként jelennek meg.

Az affin geometria ezen altaldnositdsat nem axiémarendszerre, hanem a vek-
torterek mar 1étezé algebrai struktuarajara épitve hozzuk létre.

5.1. Véges dimenziés affin geometriak

Definicié. Legyen V egy vektortér. Az A halmazon adott &: A x A — V leképezést
affin struktirdnak nevezzik, ha
(1) minden O € A pont esetén a ®p: A — V (Po: P — @(0,P)) leképezés
bijektiv, és
(2) minden P,Q, R € A pont esetén (P, Q) + ®(Q, R) = ®(P, R).
Az A := (A, @) rendszert affin geometrianak nevezzik.
Az (A, D) és (A, ®') affin geometridkat izomorfnak mondunk, ha van olyan
p: A — A’ bijektiv leképezés, melyre a ®(P,Q) — ' (p(P),¢(Q)) kanonikus

izomorfia.
A

A részletek eltt jegyezziik meg, hogy amennyiben V valamely (kommutativ)
test felett adott, akkor a megfelel6 test feletti affin geometriarol beszéliink. Ha éppen
egy véges testet valasztunk, akkor véges affin geometriat kapunk. Ezek szerkezetében
jelentGs eltérések lehetnek, melyeket a test tulajdonsigai hataroznak meg.

A tovabbiakban V valés vektortér.

Valos affin geometrianak hivjuk az R™ koordinatateret a ¢: R™ x R® — R"™
affin struktardval, ha ®(z,y) =z — y.

Az A elemeit pontoknak, a V vektortér elemeit (szabad) vektoroknak mondjuk,
és ennek megfelelden be is vezetjik a PQ := ®(P, Q) jelolést, valamint a pontok
rendezett (P, Q) parjat e szabad vektor reprezentdnsdnak nevezziik.

Definidljuk minden O € A ponthoz a To.A = {O} xV halmazt, és jeloljitk ennek
elemeit a vo := (O, v) szerint. Az a @, : To A — V leképezés, melyre @, : (O, v) —
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202 5. Affin geometria

v, nyilvan bijektiv, ami lehet6vé teszi a Tp.A halmazon egy vektortérstruktira
bevezetését a zup + yuo = (zu + yu)o definiciéval (uv € V és z,y € R). Az
igy definialt vektorteret helyvektortérnek, az elemeit ezért helyvektoroknak nevezzik.
A konstrukcié miatt a helyvektorterek mind izomorfak egymadssal, és a (szabad)
vektorok terével. A @, : A — TpA leképezés, ahol O, P — (O, ®o(P)), bijektiv,
hiszen ®¢ bijektiv, ezért bevezetjitk a Po := (O, ®o(P)) jelolést is.

Az A halmaz kiilonb6z6 P és @ pontjaihoz rendelt PQ := {R € A : létezik = €
R, hogy ﬁ = zl@} alaku részhalmazait egyenesnek nevezziik. A PQ) vektort a
PQ egyenes egy iranyvektordnak hivjuk. Vilagos, hogy az egyenes iranyvektorai
egymasnak nem nulla valés t6bbszorosei.

Az A halmaz kiilénbéz6 P és Q pontjaihoz rendelt PQ = {R € A : 1étezik z €
[0, 1], hogy ﬁ = zPQ} alakd halmazait szakaszoknak nevezziikk. Ha a P és Q
pontokat kivessziik, akkor nyilt szakaszrol beszéliink.

Affin altérnek nevezzikk azon H C A részhalmazokat, melyekre (H,® |y )
affin geomertia, vagyis ®(H x H) a V vektortér linedris altere, més széval 1éteznek
olyan fiiggetlen vy, ..., vy vektorok, hogy ®(H x H) elemei pontosan a vy, ..., vk
vektorok linedris kombinécioi. Az affin altér dimenzidjdn a fiiggetlen vektorok szamat
értjuk. Vildgos, hogy a pont 0-dimenzids, az egyenes pedig 1-dimenzids affin altér.
A 2 affin térben A egy (dim V)-dimenziés altér, ezért ezt értjiik az affin geometria
dim 2l dimenziéjén. A (dim 2 — 1)-dimenzids affin altereket hipersiknak nevezziik.

Az Ay és A, affin altereket pdrhuzamosnak mondjuk, ha megegyeznek, vagy
metszetiik iires, de ®(A; x A;) és P(Az x Ay) egyike tartalmazza a masikat.

Az egyenesek esetén a parhuzamossig nyilvan azt jelenti, hogy irdnyvektoraik
egymas tobbszorosei.

A PQRS rendezett pontnégyest paralelogrammanak mondjuk, ha P@ = ﬁ,
ami nyilvan ekvivalens a QR = ﬁ feltétellel. A P,Q, R, S pontokat a PQRS
paralelogramma cstcsainak, a PQ, RS, QR és PS egyeneseket a paralelogramma
oldalegyeneseinek, a PQ), RS, QR és PS szakaszokat a paralelogramma oldala-
inak vagy éleinek nevezzilk. A kozos csucsot tartalmazo oldalakat (oldalegyene-
seket) szomszédosnak, a kozos csicsot nem tartalmazd oldalakat (oldalegyenese-
ket) szemkdztinek mondjuk. Eszerint a paralelogramma szemkozti oldalegyenesei
parhuzamosak egymassal. Nem kollinedris P, Q, R, S pontokra utébbi forditottja
is igaz, hiszen amennyiben PQ # RS, PQ || RS és QR || PS is teljesil, ak-
kor valamely p1,ps # 0 valdés szamokra PQ) = p1SR és QR = psPS, amiért
P?—I—ﬁ:ﬁ:@—&—ﬁ:ulﬁ—i—ugﬁ. Mivel PQ # RS miatt P ¢ RS, az
SR és ﬁ vektorok linearisan figgetlenek, amiért fenti formuldnkbdl p; = po =1
kovetkezik.

Az A affin tér P°, Pt ..., P* pontjait affin figgetleneknek, vagy az eddigi

KuRrusa ARPAD

Ver.: 2021:08:19:12:04:28 © Kurusa Arpad (2019 — 2021)



5.1 Véges dimenzids affin geometridk 203

elnevezés bovitésével dltaldnos helyzetieknek nevezziik, ha a POPi, ceey POP; eV
vektorok linedrisan fiiggetlenek. Az affin fiiggetlenség nem fiigg a pontok sor-

rendjétél. Valasszuk ugyanis barmely masik, mondjuk az utolsé pontot, akkor a
PPV ... P*PF-1 yektorokra

prpd — _popk  pkpi_ _pOpky pOpi ;=1 ... k),

teljesil, amiért
k—1 . k—1 . k—1
S 2, PP =Y 2, PP+ (Z o — x0> POpk,
1=0 =1 =1

Ez azt mutatja, hogy a két vektorhalmaz pontosan ugyanakkor linedrisan fliggetlen.

Legyen O,P',...,P* az A tér k + 1 affin fiiggetlen pontja. Azon P € A
pontok, melyekre Py = Z?Zl z; P}y valamely z; € R szdmokra, nyilvdn az A tér
k-dimenziés affin alterét alkotjék. Az O, Pt, ..., P* pontokrdl ilyenkor azt mondjuk,
hogy kifeszitik az affin alteret. Vilagos, hogy az affin altér nem fiigg az 6t kifeszitd
pontok sorrendjétél, hiszen egy affin altér pontosan azon pontokbdl all, amelyek az
alappontokkal affin fiiggé rendszert alkotnak.

Legyen dim A = n, és O,P',..., P" € A affin fiiggetlen pontok. Ekkor a
P}, ..., P5 vektorok fiiggetlenek, ezért bazist alkotnak az Tp.A helyvektortérben,
amiért minden X € A pont esetén az X helyvektorhoz 1éteznek olyan egyértelmii
z; ER (i =1,2,...,n) valés szdmok, hogy Xo = > 1, z;P}.

Definicié. Az z: A — R" (X — x = (21,...,2,)) hozzdrendelést az A affin geo-
metria affin koordindtdzdsdnak, az = koordinatait az X pont O, P',..., P" pontokra
vonatkozo affin koordindtdinak nevezzik.

Az O,P',..., P" € A pontokat az affin koordinit4zas alappontjainak, az O

pontot a koordinatazas origdjinak nevezziik. A

L 4tmenetleképezést

Barmely x és y affin koordindtazasok kozti y o x~
koordindtatranszformdcidnak neveziink. Az x~!oy dtmenetleképezéseket affin transz-
formdcionak nevezziik.

Tétel. Legyenek x az n-dimenzids A affin tér egy affin koordindtdzdsa.
(1) Hay is az n-dimenzios A affin tér egy affin koordindtdizdsa, akkor az azonos
pontokhoz rendelt = (x1,...,2,) ésy = (Y1,-..,Yn) koordindtdk kézott az
y = &M +p linedris dsszefiiggés teljesil, ahol M nem elfajuld, (n x n)-tipusi
mdtriz, és p = (p1,...,pn) € R™.
(2) Hay: A — R olyan, hogy valamely nem elfajuld, (n x n)-tipusi M mdtriz és
p=(p1,.-..,pn) €ER" esetén y = xM + p, akkor y is affin koordindtdzds.
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204 5. Affin geometria

Bizonyitas. Az x és y affin koordinitdzasok alappontjait jeldlje O, P!, ... P" és

O',Q,...,Q" Ekkor a V vektortér ﬁ, cee W és O'Q*,...,0'Q™ bazisaihoz

létezik pontosan egy nem elfajuld6 M métrix, melyre O—P]> ="' M z 0'Q".
Minden R pont (z1,...,z,) koordinitdira

O'l=00+0k=Y 2,0P +00=%"2;3 MIOQ' +3 p,0'Q'
j=1 j=1  i=1 i=1

(Z%Mi ‘*‘Pi)O/—Q%:ZZh‘O/—Q;
- i—1

1 j=1

K2

bizonyitja az elso allitast.
A fenti eljarast ,visszafelé olvasva” lathatd, hogy az y; koordinatak pontosan
azon affin fiiggetlen O’, Q, ..., Q™ alappontokbdl szarmaznak, melyekre

— " LT
0'0= > pM;OP’

i,k=1
OQ =3 BHiOP — 06+ 3 (8 - 3" peNr¥)OP
=1 =1 k=1

teljesiil, ahol M =M. -

Ahogy a teljes A tér koordinatazasaira lattuk, ugyanigy az affin alterekre is
bizonyithatd, hogy két kiillonb6z6 koordinatazasa kozott linedris transzformaciok
teremtenek kapcsolatot.

Tétel. Az n-dimenziés A affin tér barmely x affin koordindtdzdsdban minden k-
dimenzids affin altérhez létezik olyan n — k linedrisan fiiggetlen egyenletbdl allo

n
S Alzj+pi=0, i=k+1,k+2,...,n (5.1.1)
j=1

linedris egyenletrendszer, amelyet eqgy X pont (x1,xa,...,x,) affin koordindtdja

akkor és csak akkor teljesit, ha az affin altér eleme.
Forditva, mindazok a pontok, amelyek koordindtdi egy (5.1.1) tipusi egyenlet-
rendszert elégitenek ki, k-dimenzios affin alteret alkotnak.

Bizonyitas. Valasszuk az A affin térben az O, B!,..., B" affin fiiggetlen pontokat
tgy, hogy az O, B, ..., B* pontok kifeszitsék a k-dimenzios affin alteret. Legyen
az ezzel meghatédrozott affin koordindtazas y = (v, ..., yn). Ekkor az affin alteret
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5.1 Véges dimenzids affin geometridk 205

pontosan azok a pontok alkotjik, amelyek koordinatai kielégitik az yx11 = yp42 =
-+ =y, = 0 egyenleteket.

Egy © = (x1,...,2,) koordindtazéasra attérve, a koordindtatranszformécidkra
vonatkoz6 iménti eredményiink szerint pontosan az affin altér pontjaira érvényesek
al= 22;1 fo] +p; (i =k+1,...,n) egyenletek. Ezek fiiggetlen egyenletek,
mert az M méatrix nem elfajuld.

Forditva, ha valamely 2 koordindtdzdsban adott egy (5.1.1) szerinti egyen-
letrendszer, akkor az (M f )41 egylitthaté-matrixot egészitsiik ki (n x n)-tipust

nemelfajulé M matrixsz4, valamint a pg41,...,p, valés szamokat egészitsiik ki a
Dlse- -y Pks Pkt -+ Dn SZAMSOITA.
Ez az M métrix és p = (p1,...,Dk, Pk+1,---,Pn) Szamsor meghatiroz egy

koordinata-transzformaciét, mely egy valamilyen y koordindtdzast az x koordinaté-
zasba visz. Ebben az esetben az egyenleteket pontosan azon pontok z-koordinatai
elégitik ki, amelyek y-koordinatéira yxr1 = Yk4+2 = -+ = yn = 0.

Legyenek az affin fiiggetlen O, By, ..., B, pontok az y koordinatizas alap-
pontjai. A By, By, ..., By affin fliggetlen pontokra illeszkedé affin altér éppen azon
pontokat tartalmazza, melyekre yiy1 = ypq2 =+ =y, = 0. -

Eredményiink bizonyitja, hogy az affin geometridk izomorfak a veliik egyezo
dimenziéju valés affin geometridval.

A (dim A — 1)-dimenzids affin altereket hipersiknak nevezziik. Ilyen a sikban
az egyenes, a térben pedig a sik. A hipersik kettévagja az affin teret aszerint, hogy
a nem r4 illeszkedd pontokra a tétel (5.1.1) képlete pozitiv vagy negativ eredményt
ad. Vil4dgos, hogy kiilonbo6z6 eldjelhez tartozd pontokat 0sszekoto szakasz metszi
a hipersikot, az azonos el6jelhez tartoz6é pontok szakasza viszont nem. Mindkét
el6jelhez tartozo pontok halmazait nyilt affin féltérnek nevezzik. Zart affin féltérrdl
beszéliink, ha a nyilt féltér pontjaihoz hozzavessziik a hipersik pontjait is.

Tétel. Az n-dimenzios A affin tér valamely B°, BY, ..., B"~! affin figgetlen pont-
jaira illeszkedd hipersik egyenlete egy x affin koordindtdzdsban

T To R A |
O 1

det | R
N |

ahol bj a B pont x szerinti affin koordindtdit jeloli.

Bizonyitas. Vilagos, hogy a B’ (i = 0,...,n — 1) pontok {b; 7, affin koordiné-
tai kielégitik a determindnssal adott linearis egyenletet, hiszen ezeket behelyette-
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206 5. Affin geometria

sitve a determindnsban két azonos sor szerepel. Ezért a determindns kifejtése a
B° B',... B" ! affin fliggetlen pontrendszer ltal feszitett hipersik egyenletének
valamely \ valds szdmu tobbszorose, hiszen az affin altér pontjai megoldasat adjak
a determinanssal felirt linearis egyenletnek is.

A ) nem lehet nulla, mert a

Y S |
b by ... bk 1
|
N L |

matrix rangja n—1, hiszen a BO—Bz vektorok linedrisan fliggetlenek, igy a determinéns
els6 sora szerinti kifejtésében van olyan aldetermindns, amelynek nem nulla az
értéke.

Mivel A # 0, a determinédns kifejtésével nyert egyenlet ekvivalens a hipersik

egyenletével, ami igazolja az allitast. -

Fentiek alapjan egy A"~! hipersik és egy AF (k < n) affin altér pontosan
akkor parhuzamos, ha A* C A"~ vagy AFN A1 = (). Az AF és A affin altereket
pedig pontosan akkor parhuzamosak, ha létezik olyan A™ affin altér, amelyik mind
a kett6t tartalmazza, az egyik altér hipersik benne, és ott a két altér az imént
megfogalmazottak szerint parhuzamos.

Két affin altér kitérd, ha metszetiik tres, de nem parhuzamosak. Metszének
nevezziik 6ket, ha nem parhuzamosak és metszetiikk nem iires.

Tétel. Két affin altér parhuzamos, kitérd, vagy metszi eqymdst olyan affin altérben,
amelynek dimenzioja kisebb, mint a két altéré. Eqy hipersik és eqy k-dimenzids altér
parhuzamos, vagy (k — 1)-dimenzids affin altérben metszik egymdst.

A bizonyitashoz a linedris egyenletrendszerek elméletét kell alkalmazni az
alterek egyenletekkel valé lefrdsdra. Ez most az olvaséra marad. A kévetkezd tételt
2 dimenziéban mar igazoltuk, most azonban méasok a koriilmények, ezért az ottani
modszert adaptaljuk.

Tétel. Egy affin geometria ¢ transzformdcidja akkor és csak akkor kollinedcio, ha
minden O ponthoz létezik olyan ¢:V — V nemelfajulo linedris leképezés, hogy

minden X pontra ga(O)(p(X; = @((ﬁz)

Bizonyitas. Legyen ¢: V — V egy tetszdleges nemelfajuld linedris leképezés, O és
P két tetsz6leges pont, a ¢: A — A leképezés pedig olyan, melyre P = ¢(O) és
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5.1 Véges dimenzids affin geometridk 207

X # O esetén m = @(072) Ekkor ¢ nyilvan bijektiv, és az X, Y kiilonb6z6
pontokra illeszked6 XY egyenest a
€A:TINER, X7 = AXY}
e A:3NeR, $(X7)=Ap(XY)}
€ A:3XER, 3(02) - $(0X) = M(0Y) — $(0X))}
= {¢(2) € A: I ER, Pp(Z) - Po(X) = NPp(Y) - Pp(X))}

egyenesbe transzformélja, tehat kollineacio.
A forditott irdny bizonyitdasdhoz legyen ¢: A — A egy kollinedcié. Tébb
lépésben bizonyitunk.

1. Legyen S tetsz6leges 2-dimenzids affin altér (vagyis sik), és tekintsiik ebben
az f és g metsz6 egyeneseket. A bijektivitds miatt a p(f) és ¢(g) egyenesek is
metszik egymdst, ezért van kozos S’ sikjuk (2-dimenziés affin alteriik). Barmely
X € S\ (fUg) ponton keresztiil létezik h egyenes, mely kiilonb6z6 pontokban metszi
az f és g egyeneseket. A h képe olyan h' egyenes, amely két kiilonb6z6 pontban
metszi a p(f) és p(g) egyeneseket, ezért a h' az S’ sikra illeszkedik. Eszerint minden
X € S pont esetén ¢(X) € &', tehét az S sik képe az S’ sik.

2. Ha f és g az S sik egymassal parhuzamos egyenesei, akkor a ¢ bijektivitasa
miatt a p(f), p(g) egyenesek is parhuzamosak az S’ sikban, tehdt a kollinedcié a
parhuzamos egyeneseket parhuzamos egyenesekbe transzformalja.

3. Mivel parhuzamos egyenesek parhuzamos egyenesekbe transzformélédnak, a
paralelogrammak képe is paralelogramma. Ha tehat P, Q, R, S egy paralelogramma
négy cstcsa, akkor p(P), ¢(Q), p(R), p(S) is paralelogramma. Ez azt jelenti, hogy
a @(@) = o(P)o(Q) formuldval definidlt ¢: V — V leképezés jol definidlt, hiszen

— ST akkor és csak akkor, ha o(P)o(Q) = ¢(S)e(R).
4. A ¢ a nullvektort a nullvektorba viszi, mert $(0) = @(ﬁ) = p(P)p(P)=0.
5. A kovetkezd néhany kisebb 1epesben megmutatjuk, hogy ¢ additiv.

5/a. Legyen u = ]@ és v = P . A ®p bijektivitdsa miatt van pontosan
egy olyan R pont, melyre PR = u + v. Ekkor PQRS egy paralelogramma, és
o(P)e(Q)p(R)p(S) is paralelogramma, mert ¢ tartja a parhuzamossdgot. Ekkor

p(w) + $(v) = p(P)p(Q) + p(Q)p(R) = p(P)p(R) = $(PR) = p(u + v),

vagyis ¢ fiiggetlen vektorokon additiv.
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208 5. Affin geometria

5/b. Ha u és v tetsz8leges vektorok, akkor létezik ezektél fiiggetlen w vektor,
amelyre az u + w és v — w vektorok linearisan fiiggetlenek. Ezekre

P(u+v) =¢((u+w)+ (v -w)) = p(u+ w) + ¢(v — w)
= p(u) + d(w) + 4(v) — p(w) = $(u) + 4(v),
teljesiil, amiért ¢ minden vektorra nézve additiv.
6. Minden u € V vektorhoz létezik egy olyan f(-,u): R — R fiiggvény, amelyre
S(Au) = f(\u)p(u), mert ha u = Iﬁ, és )\1@ = ﬁ, akkor R € PQ és ¢
egyenestartdsa miatt @(R) € ¢(P)p(Q) is teljesil, amiért ¢(P)p(Q) definicidja

értelmében van olyan p € R, melyre up(P)o(Q) = o(P)o(R), és igy ¢(Au) =

P(P)p(R) = pp(P)p(Q) = np(u).
6/a. Az f fuggvény additiv az els6 valtoz6jaban, mert

FOA pw)p(u) = G((A + p)u) = ¢(Au) + §(pu)
= fAw)d(u) + fp, w)p(u) = (F(Au) + fp, u)d(u).

6/b. Az f fliggvény multiplikativ az els6 valtozdjdban, mert

FOw)p(u) = p(Apu) = fF(N, pu)p(pu) = fF(A, pu) f (1, u)d(u)
= f(Au)f(p,u)p(u).

6/c. Az f nem fiigg a masodik valtozdjatol, mert u és v fiiggetlen vektorokra
F w)d(u) + (A v)(v) = (Au) + ¢(Av) = ¢(Mu +v)) = f(A u+v)d(u +v)

miatt f(A,u) = f(A, u+v) = f()\, v), ha pedig az u és v vektorok fiiggdk, akkor egy
t6liik fliggetlen w vektorra f(\, u) = f(\, u+w) = f(\,w) = f(\, w+v) = f(\v).
Innentdl kezdve ezért nem tiintetjiik fel az f masodik valtozdjat.

7. Az f definici6jabdl nyilvanvald, hogy f(0) = 0. A multiplikativitdsbdl
f(1) =16 f(A%) = f(AN) = (f(N)? > 0 kdvetkezik. Eszerint ha A > pu, ak-
kor f(A) = f(p) + f(\/mz) > f(u), vagyis az f fiiggvény monoton novekvo.
Az additivitds és homogenitas kozotti, a Fiiggelék F.10. szakaszédban bizonyitott
kapcsolat kovetkeztében az f fliggvény homogén is, vagyis f(1) = 1 miatt f(\) = A.

8. A ¢ leképezés linedris, mert

P(Au+ pv) = p(Au) + S(pv) = fF(A w)@(u) + f(p, v)@(v) = Ap(u) + pp(v).

9. Mivel ¢ bijektiv, minden u # 0 vektorra @(u) # 0, vagyis ¢ is bijektiv.
Ezzel a tételt belattuk.
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5.2 Konvexitds, konvex burok 209

Fontos kovetkezmény, hogy ha két affin geometria kozott van kollineacié, akkor
azok izomorfak.

Tétel. Az affin tér egy transzformdcidja akkor és csak akkor kollinedcid, ha valamely
z affin koordindtdzdsban x — xM + p alaki, ahol M nemelfajulé mdtriz.

A bizonyitas a sikon alkalmazott modszer alapjan kovetkezik, ezuttal az ol-
vaséra marad. Kozvetlen kévetkezmény, hogy az affin transzformaciék pontosan
a kollinedcidk, és a valés affin geometridkban ezek megegyeznek a koordinata-
transzforméciokkal.

Affinitasok alaptétele. Egy n-dimenziés valos affin tér barmely két affin fiiggetien
pontokbol dllé (P°,..., P™) és (Q°,...,Qm) pontrendszeréhez pontosan egy affinitds
létezik, amelyik a P' pontokat rendre a Q' pontokba viszi.

Az affinitasok affin figgetlen pontokat affin fiiggetlen pontokba visznek.

A sikbeli esettel teljesen analég bizonyitas az olvaséra marad. Kozvetlen kovet-
kezmény, hogy az affinitdsok a k-dimenzios affin altereket k-dimenzios affin alterekbe
viszik, mégpedig valamely affin fliggetlen pontokra illeszkedé affin alteret a képpon-
tokra illeszkedo affin altérbe.

Nyilvanval, hogy az affinitdsok csoportot, azon belill az irdnyitast tarto, illetve
ezen belil is az 1-determinansu affinitasok is részcsoportot alkotnak, és tovabbi
csoportokat kapunk, ha ezek koziil csak az origdt fixen tartd affinitasokat tekintjiik.
Ezek koziil a legfontosabbak a kévetkezok:

e AL(n) az affinitdsok csoportja (affin linedris csoport),

e GL(n) :={¢ € AL(n) : $(0) = 0} az dltaldnos linedris csoport,

e SL(n) :={¢ € GL(n) : det ¢ = 1} a specidlis linedris csoport,
ahol n = dim A. Jegyezziikk meg, hogy SL(n) irdnyitast tarté affinitdsokbol 4ll,
és minden irdnyitast tarté vagy valté affinitds el6all SL(n) egy elemének és egy
tengelyes affinitasnak a szorzataként.

5.2. Konvexitas, konvex burok

Ebben a szakaszban csak az affin geometria eszkozeit hasznaljuk, ami a konvexitas
itt megismételt definicidja alapjan természetes is.

Definicié. Valamely ponthalmazt konvernek neveziink, ha barmely két pontjaval
egyiitt a pontokat Osszekotd zart szakasz pontjait is tartalmazza.

Egy P pontot a K konvex halmaz belsé pontjinak mondunk, ha minden ra
illeszkedd egyenesen van olyan nyilt szakasz, mely teljes egészében a K konvex
halmazban van. A bels6 pontok halmazat a IC konvex halmaz belsejének nevezziik.
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210 5. Affin geometria

Egy konvex ponthalmazt szigorian konvexnek mondunk, ha barmely két pontja

nyilt szakaszanak pontjai belsé pontjai. A

Vildgos, hogy az affin alterek, a sikban a félsik, a térben a féltér (akdr zart,
akédr nyitott) konvex ponthalmazok. Az is nyilvanvald, hogy konvex ponthalmazok
metszete is konvex ponthalmaz.

Definicié. Egy P ponthalmaz konver burkdn mindazon konvex ponthalmazok met-
szetét értjik, amelyek a P halmazt tartalmazzak. A konvex burok jeldlésére a conv P

jelolést alkalmazzuk. A

A konvex burok minimalis abban az értelemben, hogy valahdnyszor egy konvex
halmaz tartalmazza a P halmazt, akkor tartalmazza a conv P halmazt is.

A P konvex burkénak el6éallitdsa a P pontjaibdl is lehetséges. Most ezt fogjuk
vizsgalni. A kényelem kedvéért az n szamot mindvégig a vizsgdlt affin tér dimenzié-
jaként értelmezziik.

A szakasz el6allitdsa mintdjara tetszoleges vg, v1, ..., v vektorok Zf:o Aiv;,
linearis kombindcidjat, ahol \; > 0 és Zf:o Ai =1, awvg,v1,...,v; vektorok konvex
linedris kombindcidjdnak nevezziikk. Minden m € N szdmra vezessiik be a

comby, P = {P Py =" AP, ahol PPeP, S A =1, A > 0}

jelolést. Igy példdul a comb; P azon pontok halmaza, melyek a P halmaz pontjai
altal meghatarozott zart szakaszokon vannak. Ezzel a jeloléssel egy K halmaz akkor
és csak akkor konvex, ha comb; K = K.

Vilagos, hogy comb,, P C comb,,41 P, hiszen a konvex linedris kombinacié
nem valtozik, ha egyik vektorat nulla egytitthatoval hozzavessziik. Legyen comb P =
U=, comb; P.

Tétel. convP = combP.
Bizonyitas. TetszOleges

k

, m , k
v = Z)‘ivi és u= Z,ujuj, ahol Ai, pj >0, Y50 Ai =1, 88 Y00 o py =1,
i=0 j=0

és tetszbleges A + pu =1, A\, > 0 szamok esetén A\;, pp; > 0, és

m k
AU+ pu = Z A\v; + ZMMjUj7 ahol 37" o AX; + Z?:o i =A+p=1,
i=0 j=0

ami azt jelenti, hogy comb;(comb,, P U comby P) C comb,, ;P C combP.
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5.2 Konvexitas, konvex burok 211

Eszerint comb P konvex, akkor pedig a konvex burok definicidja értelmében
conv P C comb P.

Mar csak azt kell latnunk, hogy combP C convP. Ehhez elég litni, hogy
comb,, P C conv P, amit teljes indukciéval bizonyitunk.

Vildgos, hogy combgP = P C conv P, és comb; P C conv P, hiszen conv P
tartalmazza a két pontja kozotti szakaszok pontjait.

Tegyiik fel, hogy comb,, P C conv P is teljesiil valamely 1 < m € N esetén.

Ha P € comb,, 1 P, akkor

Po = NPy + AP+ + A P+ Ams1 Pott, ahol PP e P, A >0, S0 = 1.

Ha A\¢ = 0, akkor P € comb,, P, és igy az indukcids feltétel kévetkeztében
P € convP.

Ha A\g = 1, akkor Py egy egytagu linearis kombinacio, ezért P € comby P C
conv P.

Ha Mg € (0,1), akkor a A} = X;/(1 — A\g) szdmokra

m—+1 m—+1 /\1 1 m—+1 1

;Agzzl—Aozq;/\i 1_)\0(1—)\0)—1

1=

ezért a Pl = N\ PY+ -+ X, P+ X, . P5T! helyvektor P’ végpontja benne van
a comb,, P ponthalmazban. Az indukcids feltétel szerint igy P’ € conv P is teljesiil.

Viszont
m+1

Po = XP§+ (1= X0) > NiPh = XoP§+ (1= Xo)P),
i=1
igy P € comb; P C conv P, amiért P € conv P.

Ezzel a tételt belattuk. -

Lemma. Ha egy vektor elddall valamely vektorok konvex linedris kombindcidjaként,
akkor eléall ugyanezek kozil legfeljebb n + 1 konvex linedris kombindcidjaként is.

Bizonyitas. Legyen

v=> XNv;, aholX; >0és 3" N =1,
i=0
és tegytiik fel, hogy v nem all el§ ennél kevesebb v; vektor konvex linearis kombina-
ciéjaként. Ebbdl persze A\; > 0 kovetkezik minden i-re.
Tegytik fel, hogy m > n+1. Ekkor a v; vektorok koziil n4+1 mar linedrisan fiiggd,

ezért léteznek olyan p; és ) valds szamok, hogy 0 = Z? o0 iv;, 0= Z?Jrll phvg, és

po =ty = —1. Legyen pu= 3" i, és p' = S0 pil.
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Ha p+ p/ = 0, akkor legyen A\ = po, A, = pi +pf, ha 0 < i < m+1, és
An+1 = Hpg-

Ha p+ p' # 0,és ¢/ # 0, akkor legyen X, = po, A, = p; — php/i/, ha
O<i<m-+1,88 N 1 =—p pu/p.

Ha pi+p' # 0, és pi = 0, akkor p # 0, és legyen \g = —popu/p's Nj = p;—pap / s
ha 0 <i<m+1,és A1 = (41

Egyszeril behelyettesitéssel lathaté, hogy a A, szdmokra

n+1 n+1

0=> Nvi, é& 0=)Y X,
=0 1=0

valamint \j = —1 és A/, | = —1 legaldbb egyike teljesiil.
Legyen s = min({\;/ — A} : \}; < 0}). Nyilvin s > 0, és valamely j sorszdmra
s = Aj/ — A}, hiszen véges sok pozitiv szdm minimuma, tovabba A; +sA; > 0, hiszen
az s és \; nem negativ, ha pedig A, <0, s < \;/ — X} az s definiciéja miatt.
Eszerint

n+1 n+1

m m m m
U:Z)\ivi:ZAivi+82/\;’0i, és ZA1+SZ>\;:Z)\Z:1,
=0 =0 =0 =0 =0 =0

és ebben a konvex linedris kombindciéban a j sorszémra \; + s)\;- =Aj+ 7—;\,)\; =0.
Tehat a v vektort ez a konvex linearis kombinacié a feltételezett minimumnéal

eggyel kevesebb taggal allitja el6. Ez az ellentmondas bizonyitja a lemmat. -

Tétel. (Carathéodory) convP = comb,, P, ahol n az affin tér dimenzidja.

Bizonyitas. Minthogy conv’P = comb P, elég beldtni, hogy conv’P C comb,, P.
Ehhez conv P definiciéja miatt elég latni, hogy comb,, P konvex halmaz.

Mar lattuk, hogy comb; (comb,, P) C comba,,+1 P, masfell iménti lemmank ér-
telmében comba,, 11 P C comb,, P, igy comb; (comb,, P) = comb,, P, tehét comb,, P

konvex, ami bizonyitja a tételt. -

Tétel. (Radon) FEgy legaldbb 2 + dim 2 kilonbézd pontbdl dlle halmaz két olyan
diszjunkt részhalmazra oszthato, hogy ezek konver burkainak metszete nem dires.

Bizonyitas. Legyenek a pontok helyvektorai Pg, P, ..., Pg‘_l, m > 2+ dim 2.
Az u; := P}y — PJ helyvektorok linedrisan fiiggdk, igy 1éteznek olyan \; nem
mind nulla valds szamok, hogy Z?;;l Aiu; = 0. Legyen \g = — ZZ’;I ;. Ekkor

m—1 m—1
S ANP,=0, é Y N=0.
i=0 i=0
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5.2 Konvexitas, konvex burok 213

Legyen Zo« = {i : A\; > 0}, Z<o = {i : A\; < 0}. Mivel nem az Gsszes \; egyiitt-
haté nulla, az Zp. halmaz és igy a Z<o halmaz sem iires, és definidlhatjuk a
A= Nif Yjer,. A szdmokat.

Legyen
Po< = Z NiP}, ahol {P},:j € To.},
J€To<
P5°= 3" NP}, ahol {PV:j €I}
J€Z<o

Ezek nyilvan konvex linedris kombinaciok, {gy a P°< pont a Py = {P? : j € Ty}
ponthalmaz, a P<? pont a P<g = {P’ : j € Iy} ponthalmaz konvex burkaban
van, vagyis P’< € conv Py< és P< € conv P<.

Mivel Po< és P<o nem iires, Po« N P<g = 0, és Po< U P<o = P, valamint
fentebbi formuldnk szerint P8< = PSO, és igy conv Py N conv P<g # B, a Po< és

P<o ponthalmazok teljesitik a tétel kovetelményét. -

A Radon-tétel értelmében ha egy sikon négy pont kéziil barmely harom &l-
talanos helyzetben van, akkor a négy pont koziil valamelyik kettd olyan egyenest
hatdroz meg, amelynek a masik két pont két kiillonb6z6 oldalara esik. A térben ha
Ot pont koziil barmely négy altalanos helyzetben van, akkor az 6t pont valamely
harom pontja olyan sikot hataroz meg, amelynek a masik két pont két kiillonb6zé
oldaldra esik.

Tétel. (Helly) Ha m szdmi konvex ponthalmaz kozil barmely (1+dim A) ponthalmaz
metszete nem tires, akkor az dsszes metszete sem tires.

Bizonyitas. Legyen K; konvex ponthalmaz (i = 1,...,m). Teljes indukciéval bizo-
nyitunk.

Azm <n-+1=1+dim A esetben az allitas trivialités.

Legyen most m = n+2,é8 K =K N---NK_1 N1 N NKpqa. A
feltétel szerint Kf # (), ezért valaszthatunk egy P € KF pontot. A P! pont minden
K; halmaznak eleme, ha j # 4, {gy ha még P' € K; is teljesiil, akkor a P* pont
mindegyik K; ponthalmazba beleesik, és a tétel dllitasa teljesiil.

A tovébbiakban feltessziik, hogy P* ¢ K; minden indexre, vagyis a P =
{PY,P?,..., P""2} halmazban P* az egyetlen, amely nem eleme a K; halmaznak.

Radon tétele alapjan osszuk a P ponthalmazt két olyan Py és P; részhalmazra,
hogy P = Py UP1, Po NPy =0, és conv Py NconvPy # . Legyen P egy pont a
conv Py N conv P; halmazbdl.

Mivel a K; ponthalmaz tartalmazza az 6sszes nem j indexi P’ pontot, és
Pi e P; (i =0,1) esetén P ¢ P;_;, kovetkezik, hogy Pi_; C K;, ha PJ € P;
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214 5. Affin geometria

(¢ = 0,1). A K; konvexitdsa miatt, ebb6l convPi_; C K; is adédik a Pl e P;
(i =0,1) esetén.

Eszerint conv Py N convP; C K;, mert minden j index esetén convP; C K;,
és conv Pi_; C K; koziil pontosan egy teljesiil, hiszen P = Py U Py és Py NPy = 0.

Mivel P € conv Py N conv Py, minden j indexre P € K;, vagyis P € U;if K,
ami az m = n + 2 esetre igazolja az allitast.

Tegytik fel, hogy az allitas teljesil valamely m — 1 esetén, és tekintsiink a tétel
feltételeit kielégité Ky, . .., K, konvex ponthalmazokat.

Legyen K], 1 = Kp—1NKyy,. Ekkor a Ky, ..., Kpy—2, KI,,_; rendszerre érvényes
a tétel feltétele, hiszen ha a ponthalmazok koziil olyan n + 1 metszetét nézziik,
amelyben a K| _; tag nem szerepel, akkor a metszet a tétel feltétele miatt nem
tires, ha pedig a K], _; ponthalmaz is szerepel a vizsgalt n 4+ 1 ponthalmaz kozott,
akkor az (n + 2)-tagl metszetre mar igazoltak miatt nem lesz iires a metszet.

Az indukci6s feltétel miatt tehdt KN - Ny —oNKL, 1 # 0, igy K10+ Ny, =
Kin--NKpyn_2NK! _, sem iires. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Helly tételének erejét demonstralja a most bemutatasra keriilé két tétel.

Tétel. Ha az AL,..., AT affin félterck lefedik az egész teret, akkor kéziilik kivd-
laszthato legfeljebb 1 + dim A, amelyek szintén lefedik az egész affin teret.

Bizonyitas. Tekintsiik a A° = A\ A, komplementer féltereket. Mivel a A% félterek
egyiitt lefedik a A teret,

m

(AL = [(AVAY) = A\ [ A, =0.

i=1 i=1 i=1
Helly tétele szerint, ha a A* halmazok koziil egyik 1 +n = 1+ dim A metszete sem
lenne iires, akkor az 6sszes metszete sem lenne iires, {gy feltételiink értelmében lennie
kell 14n olyan 4y, . .., %, indexnek, amelyekre ﬂ?:o A" = () érvényes. Ebbél viszont
kévetkezik, ‘hogy a A,..., A" félterek lefedik az egész teret, hiszen Ui_o A7 =
AN\ ﬂ?:o A = A
Tétel. Ha az euklidészi sikon a P,..., P™ pontok minden pdrjdira d(P!, P7) < 1
érvényes, akkor létezik olyan /3 /3 sugari korlap, amely az dsszes PY, ..., P™ pontot

tartalmazza.

Bizonyitas. Tekintsiik barmely P P2 P’ hiromszoget. Ennek legnagyobb szoge
biztosan nem kisebb 7 /3-nal, ezért a Pt P2 P% haromszog legnagyobb oldala, mond-
juk ez éppen Pi1 P2 legalabb /3 sz0g alatt latszik a P% pontbdl. Eszerint a P
pont a P P2 szakasz 7/3 szogli 1atékorén beliil van. Ennek a latokornek a kozép-
pontjabdl a P Ptz szakasz 2w /3 szog alatt latszik, a kor r sugardval kalkuldlva a
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5.3 Konvex politépok és poliéderek 215

P Piz szakasz hossza rsin(7/3). Mivel d(P%, Pi2) < 1, ebbdl r < 1/3/3 kovetke-
zik, vagyis barmely harom ponthoz van olyan pont, mely mind a hdrom ponttol
legfeljebb v/3/3 tavolsigra esik.

Irjunk minden pont koré V/3/3 sugari korlapot. Az iméntiek szerint ezek
kozil barmely harom metszi egymast, igy Helly tétele miatt az Osszes ilyen kornek
létezik kozos P pontja. A P koré vett v/3/3 sugart kor nyilvan lefedi a P, ..., P™

pontrendszert. -

5.3. Konvex politépok és poliéderek

Mivel a konvex ponthalmazok rendszere zart a metszésre és a konvex burok képzésére,
kézenfekvd, hogy trivialis konvex ponthalmazokat hasznalva ezekkel a ,,miiveletekkel”
konstrualjuk meg a konvex ponthalmazok legegyszeriibb példait.

A térben és a sikon is volt mar sz6 a politépokrdl, ezért itt csak emlékeztetiink
a definiciéra és azokra a tulajdonsdgaikra, ahol a kiilonbségek mutatkoznak.

Definicié. Véges sok pont konvex burkat konvex politdpnak nevezziik.

A politépot el6allité pontok egy ilyen rendszerét definidlé rendszernek, a ponto-
kat definidlo pontoknak mondjuk. Ezek koziil azokat, amelyek elhagyasaval a politép
pontjainak halmaza megvéltozik (ez persze csak sziikiilés lehet), lényegesnek nevez-
ziik. Egy politép valamely definial6 rendszerét minimdlisnak nevezzik, ha minden

eleme lényeges. A

Jegyezziik meg, hogy egyetlen pont maga is egy politép, és minimalis definidld
rendszerek léteznek, mert barmely definidlé rendszerbél elhagyva a nem lényeges
pontokat, végiil csak lényeges pontok maradnak.

Egy fontos politépot, az Ggynevezett keresztpolitopot gy kapjuk, hogy vesziink
1+ n (n € N) dltaldnos helyzet(i pontot, majd az egyikre tiikkrézve a tobbi pontot,
az Osszesen 1 + 2n pont konvex burkat vessziik. Azt a pontot, amelyre a tiikrozést
végezziik a keresztpolitép kozéppontjanak hivjuk, és természetesen nem lényeges
definialé pont.

Definicié. Az affin tér k darab altalanos helyzetli pontjanak konvex burkat szimp-
lexnek nevezziik. A definialé pontokat a szimplex csicsainak mondjuk.

A szimplex belsején azon pontok halmazat értjik, amelyekhez tartozé kon-
vex linedris kombindciéban minden egyiitthat6é pozitiv. A szimplex belsejét nyilt

szimplexnek is nevezik. N

A szimplexek is politépok. A 0-, 1-, 2- és 3-dimenzids szimplexek rendre a
pont, a szakasz, a hdromszog és a tetraéder. Carathéodory tétele értelmében min-

BEVEZETES A GEOMETRIABA

Ver.: 2021:08:19:12:04:28 © Kurusa Arpad (2019 — 2021)



216 5. Affin geometria

den konvex burok a generdlé ponthalmaz pontjaibdl képzett szimplexek — nem
feltétleniil véges — unidja.

Definicié. Egy politépot k-dimenzidsnak mondunk, ha k-dimenziés affin altér tar-

talmazza, de egyetlen (k — 1)-dimenzids affin altér sem nem tartalmazza. A

Eszerint egy szimplex dimenzidja éppen eggyel kisebb, mint csiicsainak szama.
Egy féltér dimenzidja pedig megegyezik a befogadd affin tér dimenzidjival.

Definicié. Egy politépot tartalmazé m-dimenziés zart féltereket a politéop m-
dimenziés tdmaszféltereinek mondjuk.

Egy m-dimenziés tamaszfélteret a politép lényeges tdmaszfélterének neveziink,
ha az (m — 1)-dimenziés hatérolé affin altere egy (m — 1)-dimenziés politépban
metszi a politépot. E metszetet a politép (m — 1)-dimenzids lapjanak nevezzik.

A 0-dimenzids lapokat a konvex politép csicsdnak mondjuk. A

Vegyiik észre, hogy egy k-dimenziés politép egyetlen k-dimenziés lapja 6nmaga,
a tobbi f-dimenziés lapja pedig mindig valamely (¢ + 1)-dimenziés lapjénak is ¢-
dimenziés lapja. Egy politop lapjai eszerint a tartalmazasra nézve egy rendezett
halmazt alkotnak, melyet a politép laphdldjanak neveziink.

Vildgos, hogy egy szimplex csticsai kozil ¢ + 1 darab altal meghatarozott
szimplex a szimplex /-dimenziés lapja.

Egy politép olyan tamaszfélterének hatarold affin alterét, melynek hataran
is van a politépnak pontja, tdmasznak mondjuk. Ebben az értelemben beszéliink
tamaszegyenesrol, tdmaszsikrdl és tamaszhipersikrol.

Az n-dimenziés affin térben 1év6 n-dimenziés politép (n — 1)-dimenziés lapjait
a politép hiperlapjdnak, az (n — 2)-dimenziés lapjait a politép hiperélének nevezziik.
A térben elhelyezett tetraéder hiperlapjai tehat a lapjai, hiperélei pedig az élei.

5.3.1. Tétel. n-dimenzics politdp a lényeges n-dimenzics tdmaszainak metszete.

Bizonyitas. Legyen A egy n-dimenzios affin tér mely tartalmazza a P politépot.
Legyen X = {X;}"; a P politépot definidlé pontok halmaza. Legyen P’ a politép
lényeges tamaszféltereinek metszete.

Nyilvdn P = conv X C P’, hiszen P’ konvex, és X C P’. Eszerint a tovabbiak-
ban mar elegendd a forditott, P’ C P tartalmazast, vagyis az X ¢ P = X ¢ P’
implikaciot igazolni.

Legyen X ¢ P.
Mivel a P politép n-dimenzids, léteznek a definidlé pontoknak olyan
Xiys...,X;, részhalmazai, amelyekre az X, X;,,...,X;, pontok altaldnos helyze-

tiiek. Jelolje ¥ az ilyen részhalmazokbdl alkotott S;, .. ., = simpl(X;,,..., X))
szimplexek halmazat.
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5.3 Konvex politépok és poliéderek 217

Jelolje A a definidlé pontok altalanos helyzetii X, , ..., X;, részhalmazaibdl
képzett simpl(X;,, ..., X;, ) szimplexeinek legfeljebb (n — 1)-dimenzids lapjai hal-
mazat.

A ¥ minden S;,, . ;, eleméhez létezik az X ponton keresztiil olyan egyenes,

amely belemetsz ezen S;, . szimplexbe, de nem metszi a A egyetlen elemét sem,

win
hiszen az X pontbdl kiinduld, a A elemeire illeszkedd legfeljebb (n — 1)-dimenzids
affin alterek csak véges sok hipersik unidjanak részei. Legyen ¢;, . ;. egy ilyen
egyenes. Ennek nyilvan véges sok metszete van a ¥ elemeivel, melyeket jeloljon
Zjl-“:jn?ilwwain = gjl‘-wjn N Si1,~-~,in'
Minden (j1,...,Jn) esetén legyen Yy, . . az a pont
& Zj,.,... jniir,....in, Pontok kozil, amely az € :=£;, . ;.
egyenesen elvalasztja az 6sszes Zj, .. j, :is,....i,, pontot
X2 az X ponttél, amennyiben (iy, ... in) # (k1,..., kn).
Megmutatjuk, hogy a kivalasztott Xy, ,..., Xk,
altaldnos helyzet(i definidlé pontok Hy, ...k, hipersikja
olyan, hogy annak kiilénb6z6 partjan van az X pont
és a P politép.

X4 X

X3
X1

Indirekten tegyiik fel, hogy, mondjuk az X,, € X pont a Hy, ., ugyan-
azon oldaldra esik, mint az X pont. Az X pont nem eshet bele a M =
conv(X,, Xg,, ..., Xg,) szimplexbe, mert akkor feltevésiinkkel szemben X €
conv X = P lenne. Ugyanakkor az ¢ egyenest tigy valasztottuk, hogy nem met-
szi a M szimplex egyetlen lapjat sem, mikozben bels6 pontban metszi a Sy, ...k,
szimplexet, ami az M szimplex egy lapja.

A Pasch-axiéma szerint ez azt jelenti, hogy az £ egyenes az M szimplex egy

| lapjat egy bels6 Zj, _j..mk,,,....k;, , pontban metszi a {k1,... kn}

Sm,k
valamely n — 1 elem {k;,,...,k;, _, } részhalmazéra.
X

n

i1k,

Nyilvanvaléan adédik, hogy az X, Xk, .. _, bontok éltaldnos helyze-

ipseenki, € Yiy ... ko X, hiszen X, és X a Hy, ..k, ugyanazon

oldalédn van. Ez ellentmond az Yy, ..., kivalasztasdnak, ezért X,, mégis a Hy, ..k,
masik, az X pontot nem tartalmazé oldalan kell legyen.

tlick, & Zj, __jnim .k

Eszerint 1étezik olyan lényeges tamaszféltér, amelyik az X pontot nem tartal-

mazza, vagyis X ¢ P’ érvényes. Ezzel a tétel bizonyitdsit befejeztiik. -

Definicié. Véges sok zart k-dimenzids affin féltér metszetét konvex poliédernek
nevezziik.

A poliédert el6éllits félterek egy ilyen rendszerét definidlé rendszernek, benne
az affin féltereket definidlo féltereknek hivjuk. Ezek koziil azokat, amelyek elhagyé-

séval a poliéder pontjainak halmaza megvéltozik (ez persze csak bé&viilés lehet),
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lényegesnek nevezziik. Egy poliéder valamely definialé rendszerét minimdlisnak ne-
veziink, ha minden eleme lényeges.

Egy poliédert m-dimenzidésnak mondunk, ha nem tartalmazza egyetlen m — 1-
dimenziés affin altér sem, de valamely m-dimenzids affin altér tartalmazza.

Egy konvex poliéder belseje a definialé féltereinek megfelel nyilt félterek met-

szete. A

A 0-, 1- és 2-dimenzids poliéderek rendre a pont, a szakasz, a félegyenes és az
egyenes, tovabba a legalabb harom &altaldnos pontot tartalmazé poligonok.

Jegyezziik meg, hogy egy affin féltér maga is egy poliéder, és minimalis definidlé
rendszerek léteznek, mert barmely definidlé rendszerbél elhagyva a nem lényeges
affin féltereket, végiil csak lényeges félterek maradnak.

Az alabbi tétel is teljes analégiat mutat a poligonokra méar igazolt hasonld
tartalmu allitassal, az ottani bizonyitas adaptaldsa most is az olvaséra marad.

Tétel. A n-dimenzids konvex poliéder metszete valamely 6t definidlé rendszer Ié-
nyeges definidlé félterének hatdrold affin alterével (n — 1)-dimenzids poliéder.
Barmely konvex poliédernek pontosan egy minimdlis definidldé rendszere van.

Mivel a minimalis definidl6é rendszer egyértelmii, a lényeges definialé félterek
is egyértelmiien meghatarozottak (ti. a minimélis definidlé rendszer elemei).

Definicié. Egy k-dimenziés lényeges definial6 féltér hatarolé affin alterének a poli-
éderrel alkotott metszetét a konvex poliéder (k — 1)-dimenzids lapjdnak nevezziik.

Egy n-dimenziés poliéder (n—1)-dimenziés lapjainak unigjat a konvex poliéder
hatdranak nevezziikk. A 0-dimenzids lapokat a konvex poliéder csicsdnak InondjukA

Vilagos, hogy egy konvex poliéder hatartél kiilonb6zo része éppen a belseje.

Az n-dimenziés affin térben 16v6 n-dimenzids poliéder (n— 1)-dimenzids lapjait
a poliéder hiperlapjanak, az (n—2)-dimenziés lapjait a poliéder hiperélének nevezziik.

A 3-dimenziés térben a tetraéder hiperlapjai tehdt a lapjai, hiperélei pedig az
élei.

Tétel. Egy P konvex poliédernek egy QQ pontja akkor és csak akkor nem csics, ha
létezik olyan szakasz a P poliéderben, amely belsé pontként tartalmazza a @ pontot.

Bizonyitas. A P konvex poliéder n dimenzidja szerinti indukcioval bizonyitunk.
Ha n =1, akkor P egy egyenes, félegyenes, vagy szakasz, igy ha P nem csiics,
akkor a P bels6 pontja, tehat teljesiil az allitas.
Tegyiik fel, hogy minden k < n esetén teljesiil az allitds, és P € P nem cstcs.
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Ha a P pontot egy (n — 1)-dimenzids lap tartalmazza, akkor az indukcis
feltétel miatt van olyan szakasz az (n — 1)-dimenzids lapban, amely belsd pontként
tartalmazza a P pontot, igy az allitas teljesiil.

Ha a P pontot egyik (n—1)-dimenziés lap sem tartalmazza, akkor P a poliéder
bels6 pontja, igy barmely rajta dthaladé egyenesen van olyan 6t tartalmazé nyilt
szakasz, mely a poligon belsejében van.

FEzzel az allitas ,akkor” részét igazoltuk.

A forditott allitas igazoldsédhoz, legyen a @ pont a P poliéderben 1é6vé PR
szakasz bels6 pontja.

Ha n =1, akkor P egy egyenes, félegyenes, vagy szakasz, igy ha P ebben 1év6
szakasz bels6 pontja, akkor nem csucs, tehat teljesiil az allitas.

Tegyiik fel, hogy minden k < n esetén teljesiil az allitas.

Ha a PR szakaszt egy (n — 1)-dimenziés lap tartalmazza, akkor az indukciés
feltétel miatt Q@ nem csics, vagyis az allitas teljestl.

Ha a PR szakaszt egyik (n — 1)-dimenziés lap sem tartalmazza, akkor egyik
végpontja a poliéder bels6 pontja, amiért @) is bels6 pont, tehat nem csics. Ezzel a
bizonyitas teljes. .

Az alabbi tétel alapjan a konvex politépok osztalya egybeesik a korlatos konvex
poliéderek osztalyaval.

Tétel. Minden korldtos konvex poliéder csicsainak konvex burkaként dll eld.

Bizonyitas. Legyen n a konvex poliéder dimenzidja, és jegyezziik meg, hogy minden
korlatos konvex poliéder minden lapja is korlatos, ezért 1éteznek cstcsok.

Jelolje P’ a P korlatos konvex poliéder { P} cstcspontjainak konvex burkat.
Mivel a P konvex, ezért a P’ = conv{P;}!", C P tartalmazds teljesill, igy csak a
P C P’ tartalmazast kell a tovdbbiakban igazolnunk.

Tegyiik fel, hogy van olyan X € P pont, amelyre X ¢ P’ teljesiil.

Az 5.3.1. Tétel bizonyitdsa alapjan a P’ politép valamely H lényeges tdmasz-
hipersikja olyan, hogy a P’ politép és az X pont a H kiilonboz8 oldaldra esik.
Toljuk parhuzamosan a ‘H tdmaszhipersikot az X irdnyaba, akar az X ponton tulra
is mindaddig, amig a P poliédert metszi, de tovabb tolva mar nem metszené. A
P korlétossdga miatt ilyen H' hipersik 1étezik. Legyen P* = H' N P. Ez nyilvdn
korlatos konvex poliéder.

Ha a P* valamely Y cstcsa a P poliéder belsé pontja, akkor tartalmazza egy
szakasz a P belsejében, amely

(1) nem metszi a H' hipersikot, hiszen a P poliéder teljes egészében az H' egyik
zart félterében van, és
(2) nem halad a H' hipersikban, mert akkor ¥ nem lehetne a P* csicsa.
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220 5. Affin geometria

Eszerint P* minden csticsa a P poliédernek is cstcsa.

Ugyanakkor H’' nem metszi a P’ politépot, hiszen az a H tdmaszhipersik X
pontot tartalmazé oldaldn van, {gy a H’ tartalmazza P néhdny csicsat, de nem
metszi a P’ politépot, vagyis a P ezen csicsai nincsenek benne a P’ = conv{P;}/”,
konvex burokban. Ez az ellentmondas azt mutatja, hogy a feltételezett tulajdon-
sdgi X pont nem létezik, vagyis X € P kovetkeztében X ¢ P’ is teljesiil, amit
bizonyitanunk kellett. -

Tételiink azonnali kovetkezménye, hogy az affin térben a hipersikok a konvex
politépokbdl mindig konvex politéopokat metszenek ki.

Végiil bizonyitas nélkiil kozoljiik Euler formulajat az altalanos esetben.

Tétel. (Euler) Bdrmely n-dimenzids konvex politépra

ahol {; a konvex politop i-dimenzids lapjainak szdma.
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Affin metrikak

Az affin metrika fogalmat mar definialtuk az Euklidészi sik fejezet elején. Ez a fejezet
kiilénféle affin metrikakat és azok egymashoz vald viszonyat targyalja. Mivel csak
affin metrikék keriilnek széba, az affin jelz6 altaldban elmarad. Rovidség kedvéért
egy affin metrikaval ellatott affin geometridt metrikus affin geometridnak neveziink.
Két ilyet izomorfnak mondunk, ha létezik koztiik olyan ¢ kollinedcié, melyre

d(P,Q) =d(R,S) <= d(o(P),p(Q)) =d(p(R),¢(5)),

ahol d és d’ a két metrikus affin geometridn adott metrika.

Fontos észrevétel, hogy egy d affin metrika esetén a haromszog-egyenl6tlenség
miatt d(D,C) < d(D,A) + d(A,B) +d(B,C), és d(A,B) < d(A,D)+d(D,C) +
d(C, B), amiért

|d(D,C) —d(A, B)| <d(A,D)+d(C,B), (6.0.1)

vagyis a szakaszhoz a hosszat rendel6 fiiggvény folytonos a szakaszok végpontjainak
tavolsagosszegére nézve.

Tétel. Egy metrikus affin geometria minden egyenesén a tdvolsig az egyenes va-
lamely pontjdtol a ponthoz tartozo két félegyenes egyikén a pontok rendezettsége
szerint szigoruan monoton névd, mdsikdn szigorian monoton fogyo figgvény.

Bizonyitas. Tekintsiik az e egyenesen az O pont dltal a < rendezés dltal meghata-
rozott egy-egy félegyenest. Legyen O < P < Q az egyik, és Q' < P’ < O a mésik
félegyenesen. Ekkor P elvilasztja az O és (Q pontokat, igy a metrika pozitivitasa
és additivitdsa miatt d(O, P) < d(O,P) + d(P,Q) = d(0,Q). Ugyanakkor a P’
elvilasztja az O és Q' pontokat, igy a metrika pozitivitdsa és additivitdsa miatt
d(0,P") < d(O,P")+d(P',Q") =d(0,Q"). -
Egy metrikit Darboua-tulajdonsdginak mondunk, ha tetszéleges nyilt PR sza-
kasz esetén minden \ € (0,d(P, R)) valés szimhoz van olyan Q € PR pont, melyre
d(P, Q) = A\. Egy Darboux-tulajdonsdgt metrikat Darbouz-metrikdinak neveziink.

Tétel. Darbous-metrikus affin geometridban minden nyilt PS szakaszon tetszéleges
A € (0,d(P, R)) szdmhoz pontosan egy Q € PS pont létezik, amelyre A = d(P, Q).
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222 6. Affin metrikak

Bizonyitas. A Darboux-tulajdonsig miatt létezik olyan @Q € PS pont, melyre A\ =
d(P, Q). Tegyiik fel, hogy van egy mésik R € PS pontra is A = d(P, S). A metrika
additivitdsa miatt ekkor d(Q,S) = |d(Q, P) — d(S,P)| = 0, amibdl a metrika

definitsége adja a tétel allitdsat. -

Definicié. A rendezett, kollinearis, nem mind egybees6 P, @), R ponthdrmas metrikus

osztoviszonydnak nevezzik azt a (nem feltétleniil 1étezd) 0 < A € R szdmot, amelyre

Ad(Q, R) = d(P, Q). Ennek jelolésére a (PRQ),4 formét hasznaljuk. A

A metrikus osztoviszony R = @ esetén nem definidlt, R = P esetén 0. Darboux-
metrikus affin geometridban a (PR-)4: PR+ [0,00) leképezés bijektiv, igy 1étezik
pontosan egy olyan F pont a PR szakaszon, melyre d(P,F) = d(F, R). Ezt az F
pont a PR szakasz metrikus felezépontja.

Affin Darboux-metrika valasztdsahoz természetes feltételek a kovetkezok:

(1) a metrikus osztéviszony egyenld az affin osztéviszony abszolat értékével,
(2) az affin felez6pont megegyezik a metrikus felez&ponttal,
(3) a paralelogrammék szemkozti oldalhosszai egyenlk (Minkowski-tulajdonsdg),
(4) a paralelogrammé&k oldalhosszainak négyzetosszege egyenld az &tléhosszainak
négyzetosszegével (paralelogramma azonossdg),
(5) minden hipersikhoz van olyan izometria, mely a hipersik minden pontjit
helyben hagyja, a két felterét viszont felcseréli (tikrozéses tulajdonsdg).
Ki fog deriilni, hogy az elsé harom feltétel valamint az utolsé ketto ekvivalens.

6.1. Izometrikus leképezések

Definicié. Metrikus affin geometridk kozt egy p: M — M’ leképezést izometri-
kusnak nevezziink, ha megorzi — vagy maés szoval tartja — a pontok tavolsagat,
vagyis minden P, Q) € M pontparra d(P, Q) = d'(p(P),»(Q)) (d' a M’ geometridn

értelmezett metrika). Az izometrikus leképezéseket izometrianak is nevezziik. A

Tétel. Az izometriak injektivek és szorzatuk is izometria.

Bizonyitas. Ha valamely ¢: M — M’ izometridra és P, Q) pontokra, p(P) = ¢(Q),
akkor 0 = d'(p(P),»(Q)) = d(P,Q) alapjan a metrika definitsége miatt P = Q
kovetkezik, ami ¢ injektivitdsat igazolja.

Legyen ¢ a o: M — M’ ¢: M’ — M" izometridk szorzata, P és @ tet-
sz8leges pontok a M geometridban, d, d’ és d’ pedig a megfelel6 geometridkon
értelmezett metrika. Ekkor

d"(¢(P), p(Q)) = d" (¥ ((P)), ¥ ((Q))) = d'(¢(P),»(Q)) = d(P, Q)

igazolja, hogy izometridk szorzata is izometria.
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6.1 Izometrikus leképezések 223

Tétel. Az izometriak tartjak az eqyenességet, szakaszt szakasz, félegyenest félegyenes,
egyenest egyenes és sikot stk részhalmazdaba visznek.

Bizonyitas. Legyen p: M — M’ egy izometria, d és d’' pedig a megfelels geomet-
ridkon értelmezett metrika.

Tekintsiink elészor egy PR szakaszt, és annak egy @ pontjat. Ekkor a ¢
tavolsagtartasa miatt a

d(p(P), ¢(Q)) + d'(p(Q), ¢(R)) = d(P,Q) + d(Q, R) = d(P, R) = d'(p(P), p(R))

egyenlOséget kapjuk. A szigori haromszog-egyenl6tlenség alkalmazasaval ebbol azt
kapjuk, hogy a ¢(Q) pont az ¢(P)p(R) szakaszra esik, vagyis a ¢ tartja az egye-
nességet, és a PR szakasz képe a ¢(P)p(R) szakasz része.

Ha a P és R pontok kozrefogjik a @ pontot, akkor az ¢(P) és ¢(R) pontok
kozrefogjdk az o(Q) pontot. Ebbél pedig nyilvanvaléan kovetkezik, hogy a P pontbél
kiindulé és a @ pontot is tartalmazé félegyenes a o(P) pontbdl kiindulé és a ¢(Q)
pontot tartalmazé félegyenes részhalmazaba képzodik.

Mivel egy egyenes el6all mint barmely két pontjabdl kiinduld, egymast tar-
talmazo félegyenesek unidja, a fentiek értelmében egy egyenes képe része a két
pontjanak képe altal meghatarozott egyenesnek.

Mivel egy sik eloall két metsz6 egyenesének pontjait 6sszekotd egyeneseinek
uniéjaként, és metsz6 egyenesek képeinek is van k6z0s pontja, a fentiek értelmében
egy stk képe két metszd egyenese képeinek pontjait 6sszekotd egyenesek unidjanak
része. Mivel az egyenesek képei egyenesek részhalmazai, ebbdl kvetkezik a tétel
utolso 4llitasa.

Ezzel a tételt teljesen igazoltuk.

Tétel. Affin geometridk kozti szirjektiv izometridk affinitdasok.

Bizonyitas. Az izometridk injektivek, igy tehat a sziirjektivitas kovetkeztében bi-
jektivek. Fentiek szerint tartjak az egyeneseket is, tehat kollinedciok, ami éppen azt

jelenti, hogy affinitasok. .

Azonnali kovetkezmény, hogy minden szurjektiv izometria tartja a parhuza-
mossagot, és az n-dimenziés affin térben meghatarozott n altalanos helyzet pont
és azok képei altal.

Darboux-metrikdban, ha Q" € p(P)¢(R), akkor a pontok és tavolsdgok szaka-
szon bizonyitott bijektiv kapcsolata kovetkeztében létezik olyan @Q € PR, melyre
d(P,Q) = d (p(P),Q’), és akkor a tavolsigtartds miatt Q' = ¢(Q) is teljesiil. A ¢
tehat sziirjektiv a ¢(P)p(R) szakaszra, vagyis a ¢ izometria tartja a szakaszt.
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224 6. Affin metrikak

Tétel. Ha valamely Darbouz-metrikus affin geometridban limy_, o, d(O, P), ahol
PS = APo, fiiggetlen az O # P pontoktdl, akkor minden izometrikus transzformd-
cidja affin.

Bizonyitas. Legyen ¢ az M egy izometrikus transzformécioja. Korabbi eredménye-
ink miatt elegend6 megmutatni, hogy ¢ sziirjektiv.

Tekintstink egy tetszlleges e egyenest, azon egy O pontot, az ¢’ = ¢(e) egye-
nesen pedig az O’ = ¢(0) és X' pontokat. Nyilvan d(O0’, X') < d, ezért léte-
zik az e egyenes O altal kijelolt mindkét félegyenesén pontosan egy olyan X és
X, pont, melyre d(0O, Xy) = d(0,X;) = d(0',X"). Az €’ egyenes O’ altal kije-
161t mindkét félegyenesén is pontosan egy olyan X| és X{ pont létezik, melyre
d(0', X)) = d(0', X]) = d(0', X"). Mivel ¢ izometrikus, ezekbél

d(0', Xg) = d(0', X1) = d(0', (X)) = d(0', ¢(X1))

kovetkezik. A d metrika definitsége és ¢ injektivitdsa miatt ez azt jelenti, hogy
X! = ¢(X;) vagy X1_;, = ¢(X;) (i = 0,1), ami azt mutatja, hogy ¢ sziirjektiv az
egyeneseken.

Tekintsiik most a sikon az A, B és C nem kollinedris pontokat, ezek A’ = p(A),
B’ = ¢(B) és C' = ¢(C) képeit, valamint az X’ pontot.
Vegyiink egy Y’ pontot a B/C” sza-
kaszon. A Pasch-axiéma miatt ek-
kor az ¢/ = XY’ egyenes metszeni
fogja az A’B' vagy A'C' szakaszt
valamely Z’ pontban. Mi most az
utébbi esettel foglalkozunk, de a

masik eset is ugyanigy kezelhetd,
hiszen csak a betiizés tér el.

Mivel ¢ izometria, nyilvan
d(A,C")=d(A,C) és d(B',C") =
d(B,C), ezért a szakaszokra igazolt fentebbi tételiink szerint 1étezik pontosan egy
olyan Z és Y pont rendre az AC és BC szakaszokon, hogy d(A, Z) = d(A’, Z') és
d(B,Y)=d(B",Y’).

Mivel az egyeneseken a ¢ izometria bijektiv, az e = ZY egyenest bijektiv
mdédon képezi le az e/ = Z'Y" = p(e) egyenesre, igy 1étezik pontosan egy olyan X
pont, melyre X’ = ¢(X), ami igazolja a tétel 4llitasat a sik esetében.

Az affin tér esetében négy altaldnos helyzetli pontot és azok képeit felvéve, a
sikra vezethetjiik vissza az &llitast, hiszen a tér minden pontja rajta van egy olyan
sikon, mely a tetraédernek pontosan hiarom élét metszi, és ezek a metszéspontok
nem kollineédrisak.
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6.2 Minkowski-metrikdk 225

Altaldnos affin geometria esetében ugyanez egy szimplexszel végezhetd el.
Ezzel az allitast teljes egészében bizonyitottuk.

6.2. Minkowski-metrikak

Egy affin Darboux-metrikat Minkowski-metrikdnak neveziink, ha minden paralelog-
ramma szemkozti oldalhosszai egyenloek. Nem minden Darboux—féle affin metrika
Minkowski-féle. Példaul a valos affin sikon a gombfeliiletrol leképezett

1 t
d:R*>xR? = [0,7) CR ((x,y), (2,1)) — arccos( trety )
VI+ta?+y2V1+ 22+ 12

affin metrika! nem Minkowski-féle, mert d((n,0), (n + 1,0)) nem konstans, hanem
szigortian monoton moédon nulldhoz tart ha N 3 n — oo.

-
° Q = ( 7t)
0 = (0,0) ap.9) )
P = (z,y)

Innentdl ebben a szakaszban d végig Minkowski-metrikat jelol.

Tétel. Ha egy affin sikon wvan egy Minkowski-féle metrika, akkor Desargues-
tulajdonsdgil.

Bizonyitas. Azt kell beldtnunk, hogy amennyiben egy affin sikon adott egy
Minkowski-metrika akkor az a sik nyitott konyv tulajdonsagu.
Tekintstk az AA’B’'B és B’BCC’ paralelogramma-
kat. A parhuzamossdg tranzitivitdsa miatt AA" ||
CC', méasrészt a d Minkowski-metrikdban d(A4, A’) =
d(B,B’') = d(C,C"). Legyen a C" € CC’ pont olyan,
hogy A’ACC" paralelogramma, amiért d(A, A’) =
dic,cm).

Ha az ABC héromszog elfajul, akkor a parhuzamossigi feltételek folytan
A'B'C’ is elfajul, igy C" = C” és ezzel a tétel allitdsa igazoldst nyer.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy az A, B és C pontok nem kollinearisak.

IEnnek igazoldsa az olvaséra marad, de megjegyezziik, hogy a gémbi hiromszogekre érvényes
haromszog-egyenlétlenség miatt ez teljesiti a hdromszog-egyenlétlenséget.
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226 6. Affin metrikak

Ha BB’ || AC, akkor AA’ || BB’ || AC és CC' || BB’ || AC miatt AA'CC’
minden pontja az AC egyenesre esik, és a feltétel éppen azt mondja, hogy ez egy
elfajulé paralelogramma.

A tovébbiakban feltételezziik, hogy BB’ és AC nem parhuzamosak.

Legyen f = AC,e = CB’ ésd = B'A, valamint b= BB',a = AA' ésc = CC".
Mivel a paralelogramma &tléi metszik egymast, léteznek a D = BA’' N B’A és a
E = BC' N B'C pontok. Most igazoljuk, hogy az A’ és C’ pontok f-partosak!

B Jelolje 8}917 SA és SC? rendre a B’ ponttal f-
dia A\ c ‘ ¢ partos, az A ponttal e-partos és a C ponttal
f d-partos pontok félsikjait, és legyen

a D B E ¢ ay =ansy, a,:aﬂS]?/,
o by =bNSY =bNSA, b =b\b,,
A b cr =cnNSA, c_:cﬁSfB/,

ahol a4, by és c4 az a, b és c félegyenesei. Esze-

rint
BeSY = A¢8¢ = Aeca. = A e8P,
B€b+:>{ ?4 /¢C,l4 ’ ! ’ fB’
BeSl = ¢S} = C'ec. = C'eSy,
B¢S; = AeS§ = Aecap = A¢SF,
Beb. = ¢l,i4 l (il ! o /¢ {B/
B¢SlH = (eSSt = Cecy = C'¢S7,

vagyis A’ és C' pontok f-partosak.

Ugyanakkor A’ és C" is partosak az AC egyenesre nézve, hiszen a paralelog-
ramma szemkozti oldalai nem metszik egymast.

Eszerint C ¢ C'C” és d(C,C") = d(A, A’) = d(C,C") is teljesiil, igy a metrika
definitsége miatt C’ és C” egybeesik, tehat A’ ACC’ paralelogramma, ami igazolja

a nyitott konyv tételének allitasat. -

Ha (P,Q) X (R, S), akkor a d Minkowski-metrika definiciéja szerint d(P, Q) =
d(R, S) teljesil, ami azt jelenti, hogy a | - |: ]@ — d(P, Q) fliggvény jol definialt.

Tétel. A d Minkowski-metrikdbdl a vektorokon definidlt | -| figguényre teljesiil, hogy
(0) minden v szabad vektor esetén 0 < |v|, és 0 = |v| esetén v =0,
(1) minden u és v szabad vektorra |u + v| < |u| + |v|, és
(2) minden X\ € R és v szabad vektor esetén |Av| = |A| - |v],
(3) minden w és v szabad vektorra |u + v| = |u| + |v|, akkor és csak akkor, ha
Au = v valamely A > 0 szdmra vagy u = 0.

Bizonyitas. Legyen u = O—}%, v = O—}>2 ésu+v= @
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6.2 Minkowski-metrikdk 227

A (0) allitas a definiciobdl nyilvanvalé.

(1) Mivel a d metrika szubadditiv, és az O, P, Q, R paralelogrammaén is teljesiil
a Minkowski-tulajdonsag, d(O, Q) < d(O, P)+d(P,Q) = d(O, P) +d(O, R) adddik,
amibdl |u + v| < |u| + |v|, ahogy vartuk.

(3) Ha Au = v valamely A > 0 szdmra, akkor u + v = (1 + \)u, amiért
P € OQ és igy az affin metrika additivitidsa és Minkowski-tulajdonsiga miatt
d(0,Q) =d(0,P)+d(P,Q) = d(O, P)+d(0O, R) adédik, amibél |u+v| = |u|+|v],
ahogy vartuk.

Ha |u+v| = |u|+]|v], akkor a metrika Minkowski-tulajdonsdga miatt d(O, Q) =
d(O, P)+d(O, R) = d(O, P)+d(P,Q), amiért a tadvolsig additivitdsa miatt P € OQ,
vagyis valamely p > 1 valés szdmra OQ) = pOP, vagy O = P. Eszerint u + v = pu,
amiért v = (p — 1)u, vagy u = 0, ahogy az allitdsban van.

(2) Ha z < y pozitiv valds szamok, akkor a metrika additivitdsa és pozitivitdsa
miatt |zu| < |zu|+|(y — z)u| = |yu| teljesiil, vagyis a nem negativ valés szamokon
értelmezett x +— |zu| fliggvény nem csak additiv, de monoton is. A Fiiggelék
F.10. Tétele szerint ez azt jelenti, hogy a nem negativ x val6s szdmokra |xu| = z|u.
Ugyanakkor a metrika szimmetridja miatt

lul = d(O, P) = d(P,0) = | —u| = [(-1) - u],
amiért a fentibél |zv| = |z| - |v| kévetkezik minden x € R szdmra. -
Eszerint a szabad vektorok vektorterén értelmezett | - | fliggvény a vektorte-

reken megszokott, és a kényelem kedvéért a Fiiggelék F.3. szakaszdban is vizsgalt,
norma. A (0), (1), (2) és (3) tulajdonsidgok rendre a norma pozitiv definitsége,
szubadditivitdsa (haromszog-egyenlétlenség), homogenitdsa és additivitdsa. El6bbi
tételiinknél kicsit tovabb 1éphetiink.

Tétel. A d affin metrika akkor és csak akkor Minkowski-féle, ha a vektorok terén
van olyan | - |: V — Ro< norma, melyre |PQ| = d(P, Q) minden (P, Q) pontpdrra.

Bizonyitas. ElSbbi tételiink fényében csak azt kell beldtnunk, hogy amennyiben a
V normélt vektortér egy |- | normdjaval adunk meg az affin geometria pontparjain
egy d: (P, Q) = |PQ)| figgvényt, akkor az Minkowski-féle affin metrika.

A norma definitsége és szimmetridja miatt nyilvanvald, hogy d(P,Q) = 0
esetén P = @ teljesiil, valamint d(P, Q) = d(Q, P) is érvényes.

A norma szubadditivitdsa miatt

d(P,Q) + d(Q, R) = |PQ| + |QF| > |PR| = d(P, R),

ami igazolja a haromszog-egyenlotlenséget.
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228 6. Affin metrikak

Ha a kiilonboz6 P, @ és R pontokra d(P,Q) + d(Q,R) = d(P, R), akkor
|@| + \Cﬁﬂ = |1?}>E|, igy a norma additivitdsa miatt a QP és }Y) szabad vektorok
egymds nemnegativ valéssal vett tobbszordsei, amiért QQ a PR szakaszra esik, ami
d additivitasat igazolja.

Ha PQRS egy paralelogramma, atloinak metszéspontja pedig 7', akkor

d(P,Q) = |PQ| = |[KQ — KP| = | — KS + KE| = |RS| = d(R, S),

ami igazolja a Minkowski-tulajdonsigot. Ezzel a tételt beldttuk. -

Jegyezziik meg, hogy a Minkowski-metrikabol levezetett normabdl levezetett
metrika megegyezik az eredetivel.

A szabad vektorok tere és barmely helyvektortér —mondjuk ToR— kozti
0P — Po kanonikus izomorfia a | - | normét is 4tviszi a Tp2 egy norméjaba,
Eszerint a helyvektorterek kozti Po — (OP)q kanonikus izomorfia is normatarto,
ezért innentol nem kiilénboztetjiik meg, hogy egy norméat a szabad vektorok terén,
vagy valamely helyvektortéren hasznalunk.

Rendezett, kollinearis, nem mind egybe-

4 esé P,Q, R ponthdrmasokra (PRQ)4 :=
355’% a metrikus osztoviszony. Mint-

(PR g az affin osztévi PRQ)QE =

1 y az affin osztéviszonyra (PRQ)QR =

P/ o ]%, azonnal kapjuk, hogy (PRQ)s =

|(PRQ)|, vagyis Minkowski-metrika ese-
tén a metrikus osztoviszony értéke éppen
(PQR) az affin osztéviszony abszolut értéke. Ez
indokolja, hogy a PR egyenes oo idealis
pontjara éljink a metrikus osztéviszony
(PRoo)g = 1 kiterjesztésével.

Ennek megfeleléen altalanosithatjuk a parhuzamos szel6k tételének az eukli-
dészi sik esetén mar igazolt metrikus valtozatat.

Parhuzamos szel6k tétele. Legyenek gy és hy kiézds O kezddponti nyilt félegye-
nesek, d pedig eqy Minkowski-metrika. Messék az O ponton mem dtmend e és f
egyenesek a g4 €s hy félegyeneseket az E, és Fy, illetve Ey, és Fj, pontokban. Az e
és f egyenesek akkor és csak akkor pdrhuzamosak, ha
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6.2 Minkowski-metrikdk 229

Tétel. Egy A affin geometrian adott d affin metrika akkor és csak akkor Minkowski—
féle, ha d(Q, R)|(PRQ)| = d(P, Q) minden kollinedris P,Q # R ponthdrmasra.

Bizonyitas. Minkowski-metrika esetén mar lattuk, hogy |(PRQ)| = (PRQ)q4, igy
itt csak ennek forditottjat igazoljuk.

Legyen R # O és Q = Xo(\, R).

Ha X\ > 1, akkor R elvélasztja az O és @) pontokat, amiért (ORQ) < 0, vagyis

A 40.Q) _, , d(O0.R)

PO R e o TR (SN )

tehat

1

d(Q,0) =d(Q,R) +d(R,0) = ﬁd(O,R) +d(R,0) = Xd(O, R).
25 -

Ha X < 0, akkor O elvédlasztja az R és (Q pontokat, amiért (ORQ) < 0, vagyis

2= or) = M09 _, 491

d(Q, R) d(Q,R)’

tehat

d(Q,0) = d(Q,R) — d(R,0) = %d(o, R) —d(R,0) = —A\d(O, R).

a1
Ha 0 < X < 1, akkor Q € RO, amiért (ORQ) > 0, vagyis

A _d(0,Q) d(O,R)
-2 - "9%em T aen "

tehat

d(Q,0) = d(0, R) — d(R,Q) = d(O, R) - - +1 —d(0, R) = \d(O, R).

1-X

Eszerint minden A € R szamra d(Xo (A, R),O) = |A|d(O, R).
Tekintsiink egy OPQR paralelogrammét, annak OP

R Q oldalegyenesén az X = Xo(A, P) pontot, ahol A > 0

v/ Y, valds, és legyen u = OP és v = OR. Ekkor ¢ := OX =
u Au, valamint v +v = O .

O P XO(')\7 P) Legyen Y az a pont, melyre y := OY = u+ %v.

Ekkor Y € XRN PQ és Y — Q ha A\ — oo, hiszen

%ﬁ:%(%+(ﬁ):ﬁ+ﬁ:ﬁ.
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230 6. Affin metrikak

A péarhuzamos szel6k tétele szerint (XY R) = (XPO) = A, a haromszog-
egyenlétlenségbdl pedig |d(O, X) — d(R, X)| < d(O, R) kovetkezik. Eszerint

d(Y,R) d(Y,R)A d(Y,R)(XYR) d(X,R)

d(P,0) — d(P,O)x d(P,0)(XPO) d(X,0)’

amiért
ar,0) | lax,0) 1T d(X,0) = 4(X,0)  d(P,O) X’

amit a A — oo hataratmenettel alkalmazva

d(Q.R) = lim d(Y, R) = d(P,0) lim AV R) _ 4op o)

A—00 d(P s O)

adédik. Tehat a paralelogrammak szemkozti oldalai egyforma hosszuaak, vagyis d
egy Minkowski-metrika.

Tételtink tovabb élesithetd.

6.2.1. Tétel. Egy d metrika akkor és csak akkor Minkowski-féle, ha (PRQ) = 1
esetén d(P, Q) = d(Q, R) minden kollinedris P,Q, R ponthdrmasra.

Bizonyitas. A ,csak akkor” iranyu &llitas nyilvanvalo.

A forditott, ,akkor” iranyu allitas bizonyitasdhoz tekintsiink két kiilonbozé O
és P pontot és az
d(O,Xo(\ P))

fo.r(A) = (0, P)

figgvényt. Vildgos, hogy fo,p(0) =0, és fo p(1l) = 1.

Mivel (OXo(2, P)P) = 1, a feltétel szerint d(O, P) = d(P, Xo(2, P)), amiért
fo,p(2) = 2, és teljes indukciéval a metrika additivitdsdra épitve ugyanigy belathatd
minden természetes k € N szdmra, hogy fo p(k) = k.

Mivel (Xo(—1,P)PO) = 1, a feltétel szerint d(Xo(—1,P),0) = d(O, P),
amiért fo p(—1) = 1, és igy megint teljes indukciéval a metrika additivitdsan at
minden természetes k € N szdmra adodik, hogy fo p(—k) = k.

Ha ¢ = m/n, akkor
d(OvXO(m P)) _ d(O’XO(ma XO(%v P))) d(OvXO(%’ P))

n’

dO,P) — dO0.Xo(3,P))  dO,Xo(n,Xo(s,P)))

_ Jo,xo(2,p)(m) m
T =

fo,P(Q) =

n’

B foxox.py(n)
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6.2 Minkowski-metrikdk 231

Minthogy fo,p a pozitiv valés szdmokon a metrika additivitdsa miatt szigorian
monoton noévé, és minden r raciondlis szdmra fo p(r) = r, a rendérelv szerint
fo,p(x) = x minden pozitiv valés szdmra. Minthogy fo p a negativ valés szdmokon
a metrika additivitasa miatt szigortian monoton fogyd, és minden r racionalis szamra
fo,p(r) = r, a rendérelv szerint fo p(y) = —y koévetkezik minden negativ valds
szamra. Tehat fo p(z) = |z|.

Ha most P, Q és R kollinearis pontok, akkor pontosan egy A € R szamra
P = Xg(\ R), ésigy

d(P.Q) _ d(@ Xg(\ R)
AQR) ~  dQ.R)

Ebbol pedig el6z6 tételiink alapjan kovetkezik e tétel allitasa.

= fo.r(N) =M = [(Xo(\ R)RQ)| = |(PRQ)].

Eredménytink dgy is fogalmazhatd, hogy egy affin metrika akkor és csak ak—
kor Minkowski-féle, ha barmely szakasz affin felezOpontja megegyezik a metrikus
felez6pontjaval.

Tétel. Egy A Minkowski-metrikus affin geometridban eqy egyenességet tartd leképe-
zés akkor és csak akkor affinitds, ha tartja a metrikus osztoviszonyt, és van 1+dim A
szami altaldnos helyzeti pont, melyek képe is dltaldnos helyzetd.

Mivel az affinitdsok tartjak az osztéviszonyt, e tétel allitdsanak ,,akkor” irdnya
nyilvan teljesiil. A ,csak akkor” irdny bizonyitasa viszont pontosan gy torténik,
mint az euklidészi esetnél a 2.1.2. Tételben.

Legyen ¢ egy affinitds. Az osztéviszony tartdsat kifejez6 (PQR) =
(e(P)p(Q)p(R)) és (SRQ) = (¢(S)p(R)p(Q)) azonossigokat a

d(e(P),p(R)) _ d(p(R),¢(Q)) _ d(¢(5),¢(Q))

d(P, R) d(R,Q) (s, Q)
forméaba alakitva, az adédik, hogy minden e egyenesen van egy olyan A\, € R szam,
melyre 0 < A\ = d(p(P),¢(R))/d(P, R) minden P, R € e pontparra. A ¢ affinitds
@ linedris Gsszetevdjét és a normat hasznalva, azt kapjuk, hogy

d(o(P),p(R) _ [o(P)o(R)| _ |6(PR)

1
dP,R) PR L _@(ﬁp—éﬂ'

Eszerint ). val6jaban csak az e egyenes egységnyi iranyvektoratdl fiigg, és emiatt
tgy tekinthetd, mint egy szimmetrikus ¢: 07 — R fiiggvény az T indikatrix 07
hatérén, amelyre @¢(u) = |¢(u)|.

Ae =

6.2.2. Tétel. Minkowski-metrikus affin geometridban a @1 és @2 affinitdsokra $1 =
po akkor és csak akkor, ha o o @51 izometria.
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232 6. Affin metrikak

Bizonyitas. (<) Ha ¢ = ¢ 0 ¢, ! izometria, akkor minden u € 0T vektorra

P2(u) = |@2(u)] = [P0 @2(u)| = [P1(u)] = @1(u),
ahogy a tétel allitja.
(=) Ha ¢1 = @o és ¢ = 1 0, !, akkor minden u € 9T vektorra

|@2(w)] = @a(u) = @1 (u) = [@1(u)] = [P(p2(w)],

vagyis 1 = [{(¢a(u)/|¢2(u)). Elég tehit belitni, hogy a ¢a: u = ¢a(u)/[¢a(w)
leképezés bijektiv az indikdtor 07 hatdran, mert az azt jelenti, hogy ¢ tartja a
normat, vagyis ¢ izometria.

Injektivitds. Ha ¢(u1) = @(usg), akkor @(ur)@(uz) = @(u1)@(us), amiért
S(@(uz)u; — g(ur)ug) = 0, amibdl ¢ bijektivitdsa miatt G(ug)u; = @G(ug)us
kovetkezik. Mivel uq és ug az indikator hatdran vannak, annak szigort konvexitdsa
és ¢ porzitivitasa miatt u; = us adodik.

Sziirjektivitds. Legyen v € 0T tetszOleges, v = |p~1(v)], és legyen u € 0T
olyan, hogy vu = $~1(v). Ekkor

= .

Ezzel a tételt belattuk.
Jegyezziik meg, hogy

— —

L (B(u)@(u) = |61 (3(w))|@(u) = o1 o p(u)|

—_~—

=lp7top(u)] ==t op(u) = 1.

Definicié. A Gg0 = {P : d(O, P) < 1} ponthalmazt a d Minkowski-metrikus affin
tér O kozéppontu egységgombjének, sik esetében egységkorlapjdnak nevezzik.

A 0Gy0 = {P : d(O,P) = 1} ponthalmazt egységgombfeliletnek, sik esetén
egységkornek nevezzik.

Az egységgomb, illetve egységkorlap belsejének hivjuk azon pontjaik halmazat,

melyek nem tartoznak a 0G4 o halmazba. A

A d metrikdban az O kézépponttdl legleljebb r tévolsigra 1év6 pontok Gy o(r)
halmazat O koézéppontt gombnek, illetve sik esetén kérlapnak nevezziikk. Ha r =
1, akkor G40 egységgombrél beszélink. A Ggqo(r) gébmb azon pontjait, melyekre
d(O, P) < r, belsé pontoknak, a t6bbit hatdrpontnak nevezziik. A Gg o(r) gombhoz
nem tartoz6 pontokat kilsonek mondjuk.
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6.2 Minkowski-metrikak 233

Tétel. A Gy 0 egységgémb olyan, hogy
(0) elemeibdl kivdlaszthaté az O ponton kivil dim A szdmi olyan pont, hogy ezek
az O ponttal egylitt dltaldnos helyzetiek,
(1) korldtos,
(2) szimmetrikus az O pontra, és
(3) szigorian konver.

Bizonyitas. A (0) és (1) allitdsok nyilvanvaléak.

A (2) allitasban a szimmetridhoz azt kell 14tni, hogy Gg4 o invarians az O pontra
vonatkozo6 7, affin titkrozésre. Ez kovetkezik abbdl, hogy tetszéleges P és () pontok
esetén az PQT,(P)7,(Q) egy paralelogramma.

A (3) 4llitashoz azt kell igazolni, hogy ha egy szakasz két végpontja az egy-
séggémb hataran van, akkor bels6 pontjai az egységgdmb belsejébe esnek. Ha
Q € PR, akkor van olyan A € (0,1) szam, melyre Qo = APo + (1 — \)Ro.
Ha a P, R pontok az egységgémb hatiardn vannak, és R ¢ OP, akkor ebbél
d(O,Q) = |Qo| = |)\Po + (1 — )\)Ro| < )\‘Po + (1 — )\)|Ro| = 1 kovetkezik,

ami bizonyitja az allitast. -

Definicié. Egy G ponthalmazt gombszeriinek neveziink, ha szigortan konvex, korla-
tos, szimmetrikus valamely O pontra, és elemeibdl kivalaszthaté dim 2 szam pont

ugy, hogy ezek az O kdzépponttal egyiitt altalanos helyzetben vannak. A

A G goémbszerti ponthalmaz kézéppontjan athalad6 egyenesek altal a G pont-
halmazbdl kimetszett szakaszokat dtméronek hivjuk.

Tétel. Minden gémbszeri G ponthalmazhoz kanonikusan létezik pontosan egy olyan
Minkowski-metrika, melynek G az egységgombje (egységkirlapja).

Bizonyitas. Legyen O a gombszerii G ponthalmaz kézéppontja, és definidljuk az
Ig = {Po : P € G} vektorhalmazt az O origdju helyvektortérben. Mivel G gomb-
szerl, az Zg egy indikatrix az O origdju helyvektortérben, amiért a Fiiggelék F.5
szakaszdban lefrtak szerint létezik pontosan egy olyan |-| norma, melynek Zg az indi-
kétora. Az ebbdl a normabdl levezetheté d Minkowski-metrika olyan, hogy G = G40,
hiszen P € Gy 0 esetén 1 > d(O, P) = |Ppl, amiért Pp € Zg, vagyis P € G, tovabbd
minden P € G pontra Pp € Ig, amiért 1 > |Pp| = d(O, P), vagyis P € G,4.0. .

Mivel d(O, P) = 1 megegyezik a |Po|?> = 1 egyenl6séggel, egy gdombszerti G
ponthalmaz hatéra a valds affin sfkon egy négyzetesen homogén f: R? — Ro< fiigg-
vény f(P) =1 szintgorbéje. Ha f egy polinom, akkor eszerint legaldbb mésodfok,
amiért 0G egy masodrendii gérbe. Vilagos, hogy ezek koziil egyediil az ellipszis felel
meg a gombszeriiség kovetelményének, igy azt mondhatjuk, hogy az affin sikon az
euklidészi a legegyszeriibb Minkowski-metrika.
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Maés gombszer(i ponthalmazok is vannak. A sikon példdul minden k& € N szamra
goémbszerti ponthalmazt ad az f(z,y) = 22* + y?* fiiggvény is, hiszen az x2* valés
fliggvény alulrél nézve konvex. Ha k > 2, akkor az ezzel definidlt Minkowski-sik
nem izomorf az euklidészivel, hiszen utébbi egységkore minden koordinatazasban
ellipszis, de az 1 = %% + y?* egyenlettel megadott egységkor nem ellipszis.

6.3. Euklidészi metrika

Egy n-dimenziés affin geometridban egy £ ponthalmazt ellipszoidnak neveziink,
ha valamely ¢ koordinatézasban & = {p™ (21,...,2n) : Doi 22 < 1} A 9E =

{o @1, . zn) 0 Yop_y ¥2 = 1} halmazt az ellipszoid hatdrdnak mondjuk.

6.3.1. Tétel. Egy n-dimenzids affin geometrian (n € N) adott kétvdltozds d fiigg-
vényre az aldbbiak ekvivalensek.
(1) Van olyan ¢ koordindtdzds, melyre
n
(e (@1, @n), 0 Y1y yn)) = Z(%‘ —vi)°
i=1
minden (z1,...,2,), (Y1, .. .,Yn) € R™ koordindtdra;
(2) Darbouz-metrika, mely minden ABCD paralelogrammdra teljesiti a

d*(A, B) + d*(B,C) +d*(C, D) + d*(D, A) = d*(A,C) + d*(B, D)

paralelogramma-azonossdagot;
(3) Minkowski-metrika, melynek egységgombje ellipszoid;

Bizonyitas. Sorban bizonyitjuk az egyes allitasok kozotti kovetkeztetéseket.

(1)=(2) Ahogy a siknél és a térnél mar lattuk, annak bizonyitasa, hogy d affin
metrika nem més mint a Cauchy—-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenltlenség alkalma-
zésa. A paralelogramma-azonossag igazoldsa is ugyanigy megy, ahogy a sikon, ezért
ezek az olvaséra maradnak.

(2)=(3) El8szor igazoljuk, hogy a metrika Minkowski-féle. Ehhez a 6.2.1. Tétel
szerint elegendo belatni, hogy a metrikus és affin felez6pontok egybeesnek. Ehhez
elég latni, hogy barmely nem elfajulé paralelogramma atléinak metszéspontja a
szemkozti csticsoktol egyforma tédvolsagra van.

Legyen O a nem elfajuld ABCD paralelogramma atléinak metszéspontja. Az
AC egyenesen vegyiik az Xo(\, A) és Xo (A, C) pontokat, ahol 0 < A < 1. Vildgos,
hogy az Xo (A, A)BXo (A, C)D négyszog is paralelogramma minden X\ esetén.

Minthogy d(Xo (A, A),O) a A szigortian monoton nem negativ fiiggvénye a
pozitiv valés szdmokon, létezik a ¢ = limy\,0 d(Xo(A, 4),0) > 0 szdm. A ¢ nem
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6.3 Euklidészi metrika 235

lehet pozitiv, mert akkor a c/2 értékhez nem létezne olyan P pont a nyilt OA
szakaszon, melyre d(O, P) = ¢, holott ilyennek lennie kell a ¢/2 € (0,d(O, A)) és a
Darboux-tulajdonsidg miatt. Tehat limy\ 0 d(Xo(A, A),O) = 0. Eszerint a

d*(B,Xo(A\ A)) + d*(B, Xo (), C)) + d*(D, Xo(\, A)) + d*(D, Xo (A, C))
= d*(B, D) + d*(Xo(\, A), Xo(\,C))

paralelogramma-azonossig a (6.0.1) alapjan a A — 0 hatdratmenettel a
2d*(B,0) + 2d*(D,0) = d*(B, D) + d*(0,0) = d*(B, D)

egyenletre vezet. Viszont a metrika additivitdsa miatt d(B, D) = d(B,0)+d(O, D),
igy d(B,0) = d(O, D) kovetkezik, ami bizonyitja hogy a paralelogrammak atli
metrikusan is felezik egymadst, vagyis a metrika Minkowski-féle

Mivel a metrika Minkowski-féle, levezethetd beléle egy |- | norma, mely minden
u és v vektorra teljesiti a 2(|u|? + |v|?) = |u — v|? + |u + v|? paralelogramma-
azonossdgot. Definidljuk ezzel a (-,-): V x V — R leképezést gy, hogy

1
(w,v) = J(ju+ o = [u—v?).

Most igazoljuk, hogy ez Euklidészi szorzas.

A szimmetria és a pozitiv definitség a definialé formulabdl trividlis. A lineari-
tast a szimmetria miatt elegendd az els6 valtozora megmutatni. A Fiiggelék F.10
szakasza értelmében ehhez elég belatni, hogy a fiiggvény additiv és folytonos.

A paralelogramma-azonossag miatt

Yu+v,w)= |[ut+tv+w?—|utv—w?

= (lutv+w+lu—v+w?) - (utv—w?+u—v+w?

= 2u+w|? +2v]* - 2ul? - 2/v — w|?

= (lut+wf?—|u—wP)+ (Jut+w?+ |u—w?) +2/v]* - 2ul*+
+ (v +wl? — v —wl*) = (jv+w]* + [v - w]?)

= (u+w] — |u—w) +2u + 2w + 2Jv[* - 2ful*+
+ (Jv + w|* — v — w|?) - 2Jv|? - 2|w]|?

= (lu+w]—|u—wf)+ (v +wf — v -wP)

= 4d{u,w) + 4(v, w),

tehat (-, -) additiv. Tetszéleges w vektor esetén ||Au+w|—|pu+wl|| < |Au—pu| =

A — ullu|, tehdt a A — |Au 4+ w| fiiggvény folytonos, és igy a A — (Au,w) =
1M+ w|? — [Au — w|?) fiiggvény is folytonos.
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Tehat (-,-) egy euklidészi szorzds, a | - | pedig egy euklidészi norma.

Vélasszunk egy ortonormdlt B = {uy,...,u,} bazist a To2 helyvektortérben
(ilyen van a Gram—Schmidt-eljdrds szerint). Az O pontot és a B bazist vilasztva,
az egységgomb hatdranak minden X = o~ !(zy,...,z,) pontjira

_ § 2
= Ty
i=1

adddik, ami éppen a (3) mésodik allitdsa. Ezzel a (3) éllitdst teljesen beldttuk.

1= d*(0,X) = |Xo|? = ‘qu

(3)=(1) Mivel d Minkowski-metrika, van hozz4 tartozé | - | norma. Valamely
¢ = xBéo koordindtazdsban, ahol B = {uy,...,u,} a To2 egy alkalmas bazisa, az
indikatrix ellipszoid, vagyis egy Z = ¢~ *(21,...,2,) pont pontosan akkor van az

indikatrix hataran, ha
1=d*0,2)=|Z0)? = Zz

Ekkor az X = o 1(x1,...,2,) é8 Y = ¢ (y1,...,yn) pontokra

n n
2
PXY)=d (o7 (@, 20), 07 (Y15 yn) = ‘Z%Uz - Zyzuz
i=1 i=1

|3 = (3| by,

Mivel az utolsé normaban szereplo vektor koordinatdainak négyzetosszege éppen 1,

2

a feltétel szerint annak végpontja az indikatrix hataran van, {gy annak normaja 1
és ez bizonyitja a (1) allitast.
Ezzel a bizonyitéas teljes. -

A fenti tétel barmely feltételének megfelelé metrikdkat euklidészinek nevezziik.
Az ilyen metrikaval ellatott affin geometridkat euklidészi geometridnak nevezziik.

Fontos l4atni, hogy tételiink értelmében az euklidészi geometria minden affin
altere is euklidészi és emiatt minden ellipszoid barmely affin altérrel vett metszete is
ellipszoid. S6t, az is a fenti tétel kovetkezménye, hogy ha egy Minkowski-féle metrika
egységgombjének az origora illeszked6 minden affin sikkal vett metszete ellipszis,
akkor az a Minkowski-metrika euklidészi és emiatt az egységgombje ellipszoid.

A Gram—Schmidt eljarasnak koszonhetden vilagos, hogy két euklidészi geomet-
ria pontosan akkor izomorf, ha dimenzi6ik megegyeznek.

Az euklidészi geometria izometridi nyilvan injektivek, a hiromszog-egyenlétlen-
ség miatt egyenességtartok, a norma homogenitasa miatt az egyeneseken sziirjekti-
vek, igy a teljes geometrian is sziirjektivek, vagyis az euklidészi geometria izometriai
affinitasok.
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Mivel a helyvektorterek és a szabad vektorok tere kozti kanonikus izomorfidk
tartjdk a normadt, tartjak a (-, -) euklidészi szorzést is, igy nem sziikséges megkii-
l6nboztetni a normakat és euklidészi szorzasokat aszerint, hogy melyik vektortéren
hasznaljuk Sket.

Tétel. Az euklidészi tér valamely ¢ affinitisa akkor és csak akkor izometria, ha
@ linedris d6sszetevdje invariansan hagyja az euklidészi szorzatot, vagyis minden
u,v € V vektorra (p(u), p(v)) = (u, v) teljestil.

Bizonyitas. Ha ¢ izometria, akkor minden P, ) pontra igaz a

P(PQ)| = [$(00 — OP)| = |5(0Q) — ¢
= 1p(0)9(Q) - #(O)p(P 5|*\90 Q)| = PG|

azonossag, amiért ¢ tartja a normét. Ebbol a minden u, v vektorra teljesiild

4p(u), ¢(v)) = (P(u) + ¢(v), B(u) + $(v)) — (p(u) — 4(v), ¢(u) — H(v))
= [p(u) + 2(v)]* = [@(u) — ¢(v)]* = [@(u +v)|* — [o(u —v)|?
=lutv—|u—vf=(utv,ut+v)—(u—vu—v)
= 4{u, v),

azonossag értelmében kovetkezik, hogy ¢ tartja az euklidészi szorzatot.
Forditva, ha ¢ tartja a bels6 szorzatot, akkor tartja a normat 15 és igy minden

Ponntrals&( 10(Q)] = [9(0)9(Q) ~ #(0)p(P)| = [3(0Q) ~ $(OP)] = |$(0
OP)| = |p(PQ)| = 1@\ teljesiil, ami 1gazolja hogy ® 1z0metrla

(]
Eredményiink szerint minden izometria el64ll egy linearis normatarté leképezés-

nek — ezeket ortogondlis leképezéseknek nevezzitk — és egy parhuzamos eltolasnak
a szorzataként.
Mivel az euklidészi metrika Minkowski-féle, érvényes a kovetkezo.

Tétel. Egy affin sik pontosan akkor ldthato el euklidészi metrikdval, ha Desargues-
tipus.

Az affin térben az (X, n) = ¢ egyenlet{i ponthalmaz egy H hipersik, és ezzel
ugyanugy definidljuk az affin tér 74 : A — A tiikrozését, mint korabban:

(T’H(P))O = Po + 2(6 — <P0,TL>)TL

Ez izometria, felcseréli a hipersik féltereit, és fixen hagyja a hipersik pontjait.

Ennek megfelelen a szakasz felezé merdlegese egy hipersik, melynek egyenlete
(Xo,n) = ¢, és amely dtmegy a szakasz felezépontjian. Az erre vonatkozé tikrozés
az egyetlen olyan tiikrozés, mely felcseréli a szakasz végpontjait.
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6.4. Tiikrozéses metrikak

Egy affin geometrian egy affin metrikat tikrozésesnek neveziink, ha minden hipersik-
hoz létezik olyan izometria, amely a hipersik minden egyes pontjat helyben hagyja,
a hipersikhoz tartozé féltereket pedig felcseréli. Ezen izometridkat a megfelel6 hi-
persikokra vonatkozé tikrézéseknek nevezziik.

Vilagos, hogy az euklidészi metrika titkkrozéses. Az is igaz, hogy minden tiikro-
zéses metrika euklidészi, de mi ezt most csak a sikon és 3-dimenziéban bizonyitjuk.

A sikon

A sikban a hipersik az egyenes, igy az egyenesekre vonatkozé tikrozéseket kell
vizsgadlnunk. Ezt annyiban altaldnosabba korulmények kozott tesszik, hogy az affin
sikrol nem tessziik fel a Desargues-tulajdonségot.

Tétel. Tiikrozéses metrikaban minden egyeneshez pontosan eqy tikrozés létezik, és
az involutiv.

Bizonyitas. Legyen o a g egyenesre vonatkozé tiikrozések egyike, és legyen P ¢ g.

. A P és a o(P) pontok kiilonb6z6 félsikba esnek, ezért

Q Tt-._ QY Po(P)és g metszik egymast valamely () pontban. Le-

g b - gyen Q* € g ettdl kiilonb6z6. Mivel a @ és Q* pontok

a o leképezésnél fixen maradnak, a szigori haromszog-
egyenl6tlenség szerint

2d(P,Q) = d(P,o(P)) < d(P,Q") + d(Q",0(P)) = 2d(P,Q"),

vagyis a () pont a g egyenesnek a P ponthoz legkdzelebbi pontja.

A g egyenesre vonatkozé tetsz8leges T tlikrozés esetén tehdt 7(P) az az egy-
értelmiien meghatarozott pont, mely illeszkedik a PQ egyenesre, és a ) ponttdl
éppen d(P, Q) tavolsdgra van a P pontot nem tartalmazé félsikban. Ez bizonyitja
a tiikrozés egyértelmiiségét.

Jeldlje ezt a g egyenesre vonatkozé egyértelmiien meghatarozott titkrézést 7.
Az ennek haromszori megismétlésével nyert T;;’ transzformacio is tengelyes tiikrozés

— hiszen az egyenes pontjait fixen hagyja, a nyilt félstkokat viszont felcseréli —, ezért
793 =71, és igy 7'5 = id adédik, vagyis 74, valéban involicid. -
Jegyezzitk meg, hogy mivel a tikr6zés involacid, bijektiv is, és 74(P7y(P)) =
T4(P)P miatt a 7,(P)P egyenes invarians a 7, titkrozésre.
Azt mondjuk, hogy a h egyenes merdleges a g egyenesre (jelben hLg), ha h # g

és 7,h = h teljesiil. Mivel a nem metsz6 egyenesek teljesen egymas egyik félsikjaba
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esnek, azok tiikkorképei nem egyezhetnek meg énmagukkal, ezért az egyenes mindig
metszi a rd merdleges egyeneseket.

Tétel. Tetszdleges h és g egyenesekre T,Th Ty = Tr () teljesiil.
Bizonyitas. Legyen ¢ = 747, 7,. Ekkor

P =¢(P) & 74(1h(74(P))) = P < 7h(74(P)) = 74(P)
< 14(P) € h & P e 1y(h),

vagyis ¢ fixpontjai pontosan a 7,(h) egyenes pontjai.

Vélasszunk egy tetszdleges P pontot, és legyen F a Pyp(P) szakaszt felezd pont.
A 1, izometria, ezért a szakaszt felez6 pontot szakaszt felez6 pontba viszi, igy a
T4(F) pont a 74(P) 7, (74(P)) szakasz felez6 pontja. E szakasz két végpontja egymés
tiikorképe a h egyenesre, ezért az iméntiek szerint a szakasz 7,(F") felez6pontja a
h egyenesre esik. Akkor viszont F' a 74(h) egyenesre esik, ami azt mutatja, hogy ¢

felcseréli a 7,(h) egyenes félsikjait, tehdt nem lehet mas, mint 7. (). -
Tétel. 1,7y =747, << hlg, vagy h =g.
Bizonyitas. Ha 7,7, = 7,75, akkor 7., () = 7477y = T4, amiért 74(h) = h kévetke-
zik, tehat az egyenesek megegyeznek vagy merolegesek egymasra.

Ha h és g merdleges vagy egybeesd egyenesek, akkor 7,7, = 7,7 (n) = T4Tn

bizonyitja a két tiikrozés szorzatanak felcserélhetOségét. -

Eszerint az egyenesek merdlegessége az egyenesek k6zott szimmetrikus relacio.

Tétel. A tikrozés tartja a merdlegességet, vagyis merdleges egyenesek tikorképei is
merdlegesek egymdsra.

Bizonyitas. Legyenek adottak az e, g, h egyenesek gy, hogy gL h. Ekkor
T.,-e(g)TTe(h) = TeTgTeTeThTe = TeTgThTe = TeThTgTe = TeThTeTeTgTe = TTe(h)TTe(g),
amely felcserélhet8ség igazolja, hogy 7.(g) L7.(h), ahogy a tétel allitja. -

Tétel. Tetszoleges g egyenes és P pont pontosan egy olyan h egyenest hatdroz meg,
amely merédleges a g egyenesre, és dtmegy a P ponton.

Bizonyitas. Ha P ¢ g,hlg,és P € h,akkor 74(P) € 7,4(h) = h miatt a h egyenesnek
illeszkednie kell a kiilonb6z6 P és 7,(P) pontokra, amiért h egyértelmd.
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Legyen most P € g, ¢’ pedig egy, a g egyenessel parhu-

h L g zamos, de attdl kiilonb6zo egyenes. Legyen a P ponton

athaladé h egyenes merdleges a g’ egyenesre. Ekkor
P g h(9') = ¢, és P € 1,(g) is teljesiil.

Ha 7,,(g) # g, akkor a pdrhuzamossigi axiéma miatt 1étezik egy Q € 11,(g) N g’
pont. Ebbdl 7,(Q) € g N ¢" kovetkezik, ami lehetetlen, mert g || ¢/, {gy 7 (9) = g,
vagyis a h egyenes merdleges a g egyenesre is.

Ha a P pontra illeszkedd I/ egyenes is merdleges a g egyenesre, akkor a fenti
gondolatmenet megismétlésével a h' egyenes a ¢’ egyenesre is merdleges, ezért a
kiilsé pontra illeszkedd meréleges egyenes egyértelmiisége miatt h' = h.

L]
A tétel kozvetlen kovetkezménye a kovetkezd.

Tétel. Kizds egyenesre merdleges egyenesek parhuzamosak.

A felez6pontban a szakasz egyenesére allitott egyértelmli meréleges egyenest
szakaszfelezd merdlegesnek nevezzik.

Tétel. A PQ szakaszfelezd merdlegese azon pontok halmaza, amelyek a P és Q
pontoktdl azonos tdvolsagra helyezkednek el.

Bizonyitas. Legyen f a PQ szakaszfelez merélegese. A P(Q egyenes a merélegesség
miatt invaridns a 77 tiikrozésre, ugyanakkor f 4tmegy a PQ szakasz M felez6pontjan,
amiért d(7(P), M) = d(P,M) = d(Q, M) miatt 7¢(P) = Q.

Eszerint minden R € f pontra

Ha az X ¢ f, akkor az f valamelyik, mond-
P M Q juk, a Q pontot tartalmazé nyilt félsikjéaba
esik. Ekkor az R = XP N f pont hasznilatdaval a hiromszég-egyenlétlenségbdl
d(P,X) =d(P,R)+d(R, X) = d(Q, R)+d(R, X) > d(Q, X) ad4dik, hiszen R ¢ XQ,

mert az X és a ) pontok f-partosak.
Ha az X ¢ f az f madsik félsikjaba esik, akkor ugyanigy igazolhatd, hogy

d(P, X) < d(Q, X), amivel az allitas bizonyitdsa teljessé valik. -

Tétel. Legyen a h és g merdleges egyenesekre vonatkozo tikrozések szorzata ¢ =
ThTg. Ekkor ¢ involutiv, és minden e egyenesre e || p(e).
Bizonyitas. Nyilvan ¢? = 7,7,7,7y = T,ThThT, = id, vagyis ¢ involtci6. Mivel h Lg,
a T4 és 1y, tiikrozések felcserélik a sajit félsikjaikat, de egymaés félsikjait invaridnsan
hagyjék, a ¢ egyetlen fixpontja a két egyenes h N g = O metszéspontja.

Ha e = ¢(e), akkor e || p(e), ezért innentdl az e # ¢(e) esetet tekintjiik.
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Tegytk fel, hogy e és p(e) metszok, és kozos pontjuk P = e N p(e). Ekkor
©(P) = p(e) Neis, vagyis P = ¢(P), tehdt O = P € e.

Legyen f az O ponton nem atmend, az e egyenessel parhuzamos egyenes.
Ekkor f || ¢(f), mert az egyetlen O fixpont nincs az f egyenesen. Ugyanakkor ¢
involtcid, tehét kollinedcid is, ezért f || e miatt o(f) || p(e) is érvényes, amibdl a
parhuzamossag tranzitivitdsa miatt e || ¢(e). EbbSl O = ¢(e) N e miatt e = ¢(e)
kovetkezik, ami vagyis e és ¢(e) nem metsz6k. Ez igazolja az allitést. -
Az ilyen transzformécidkat metrikus kozéppontos tikrézésnek nevezzik. Ezek

invaridnsan hagyjak a két egyenes metszetén atmend egyeneseket.
Tétel. A tikrozéses metrika Minkowski-tipusii.

Bizonyitas. Azt kell igazolnunk, hogy barmely PQRS paralelogramma szemkozti
oldalainak hosszai megegyeznek. Legyen ¢ = 7,7, ugy, hogy g||h L PS, P €gésh
a PS felez6 mer6legese.

Minthogy ¢(P) = S, és ¢ az egyeneseket parhuzamos egye-

h
g S R esekbe képezi, p(PQ) = SR, hiszen ¢(PQ) &thalad az S
P 0 ponton, és parhuzamos a PQ egyenessel. Ugyanakkor a P.S
¢ egyenes a ¢ transzformdciéndl invaridns, hiszen mindkét

titkrozés tengelyére meréleges, és QR || PS miatt a QR egyenes is invarians.
Eszerint ¢(Q) = ¢(SQ N QR) = ¢(SQ) N ¢(RQ) = SRN RQ = R. Ebbdl
d(S, R) = d(¢(P), »(Q)) = d(P, Q) kovetkezik. Ez bizonyitja a tételt. -
Eszerint innent6l a parhuzamos szelok tételének metrikus valtozata is teljesiil.
Rogzitsiik az O pontbdl indulé py > P félegyenest és az O
ponton athalad6 g egyenest. A g és az Xo (A, P) pontbdl
14 bocsdjtott merdleges metszéspontja legyen X3 (A, P).
Minthogy ugyanazon egyenesre merdleges egyenesek pér-
huzamosak, a parhuzamos szel6k tétele szerint

x5\ p)  dO.X5(\P) _dO,X5(1,P)) dO,P)

d(0,Xo(N\, P)) d(O,X0(1,P)) d(O,P)’

o Pt

ahol Pt a P merdleges vetiilete a q egyenesre. Ez a A értékétél fiiggetlen allandé.
Rogzitsiik a ¢ egyik O pontbdl indulé ¢, félegyenesét. Ha P+ € ¢, akkor ezt az
allandét, ha Pt € ¢_, akkor ennek ellentettjét nevezziik innentél a p, félegyenes
q+ félegyenesre vonatkozd koszinuszdnak, melyet a cos(ps, ¢4 ) jellel adunk meg.

Tétel. Az O pontbol induld barmely py és qy félegyenesre cos(p, q+) = cos(q+, P+ )-

Bizonyitas. Legyen P € py és Q € gy olyan pont, hogy d(O, P) = d(O, Q).
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Ekkor az O pont a PQ szakaszfelez e merSlegesére esik.
Legyen T a PQ felezOpontja. Nyilvan T € e. Az e egye-
nesre vonatkozo 7, tiikrozés felcseréli a py és ¢4 félegye-
neseket, és a rajuk meréleges PP és QQ* szakaszokat,
hiszen 7.(P) = Q, és a tiikkrozés tartja a merdlegességet.
Eszerint 7.(P+) = Q*, és igy d(O, P*) = d(0O,Q% ), ami
igazolja a tétel allitasat.

Tétel. A tikrozéses metrika euklidészi.

Bizonyitas. Rogzitsiink egy O pontot. Mivel a tiikrozéses metrika Minkowski-féle,
elég igazolni, hogy a hozza tartoz6 |Po| = d(O, P) norma euklidészi. Legyen

<PO7 QO> = d(O7 P)d(Oa Q) COS(p_H Q+)

minden P € py és Q € ¢4 pontra, ahol p;, gy az O pontbdl induld félegyenesek.
Ekkor |Po|? = (Po, Po), ezért elég belatni, hogy (-,-) euklidészi szorzéas. Mivel ez
a definiciéja alapjan szimmetrikus és homogén, elég az additivitasat megmutatni.
Legyen Po 4+ Qo = Ro, S pedig egy tetszolegesen rogzitett pont, amely nincs
rajta az OPR(Q) paralelogramma egyik oldalegyenesén sem.
Legyen p; 5 P, gy 2 Q, 71 > Rés sy > Sisaz O
pontbdl indul6 félegyenes. Legyen P, Q+ és R+ rend-
re megfelel pont meréleges vetiilete az s egyenesre és
vegyiik fel a Q' = OPNQQ*, és R' = OPNRR* ponto-
kat is. Ekkor (O, P) £ (Q,R) és (Q,R) X (Q', R'), igy

Pt R- ® (0,P) R (Q,R), amiért a parhuzamos szelSk tétele
szerint (O, P) £ (Q1, RY). Tehat d(O, P*) = d(Q*, RY). Ezt felhasznalva

(Po + Qo,S0)={(Ro,So) = d(O, R)d(O, S) cos(ry, s4) = d(O, R)d(O, S)
(d(0,QF) +d(Q+, RM))d(0, S) = (d(0, Q") +d(0, P+))d(0, S)
d(0,Q)d(0, S) cos(q, s+) + d(O, P)d(O, S) cos(p+, s+)
(Qo,So0) + (Po, So),

ami bizonyitja az allitast. -

Minthogy tiikrozéses sikon minden egyeneshez pontosan egy tiikrozés van,
és az euklidészi sikon létezik egy természetes tengelyes tiikrozés, a tiikrozés és a
tengelyes tiikrézés ugyanaz, ezért a 7, jelolés nem okozhat félreértést.

Tétel. Az affin sikon egy metrika akkor és csak akkor tikrézéses, ha euklidészi.
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A 3-dimenzios térben

A most kovetkezé allitasok bizonyitésai a sikbeli esetnél leirtakkal mutatnak analé-
giat, ezért az olvasora maradnak, kivéve ha valami fontos kiilonbség mutatkozik.
Az affin tér egy metrikdjit tikrozésesnek mondjuk, ha minden sikhoz létezik
olyan izometria, amely a sik minden egyes pontjat helyben hagyja, és a sikhoz tartozé
két félterét felcseréli egymassal. Ezeket a sikra vonatkozo tikrozésnek nevezziik.

Tétel. Tikrozéses metrikdval elldtott affin tér minden sikjdhoz pontosan egy, az
adott sitkra vonatkozo tikrézés létezik, és az involutiv.

Teétel. Tetszileges S és Q sikokra TsTQTs = Tr5(g) teljesiil.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az S sik illetve g egyenes merdleges a Q sikra (jelben

SLQilletve g L Q),ha S # QésTsQ = Q,illetve g ¢ Q és 75(g9) = g. A

Mivel a sikot nem metsz6 sikok és egyenesek teljesen a sik egyik félterébe esnek,
azok tiikorképei nem egyezhetnek meg dnmagukkal, ezért a stk mindig metszi a ra
meroéleges sikot és egyenest. Ezért S1.OQ esetén a g = SN Q egyenes két félsikja a Q
sikban éppen az S féltereinek metszete a Q sikkal, igy 75 a Q sikon felcseréli annak
g egyenese altal meghatdrozott két félsikjat, mikozben a g egyenes minden pontjit
fixen hagyja. Tehdt 7s|g pontosan a 7,: Q — Q tiikrozés.

Két kozos sikra illeszkedd egyenest merdlegesnek mondunk, ha ott sikbeli érte-
lemben merdlegesek. Vilagos, hogy ez a merdlegesség szimmetrikus relacié.

Tétel. A 75 és 7o kiilonbozd tikrézések akkor és csak akkor cserélhetdk fel, vagyis
TsTo = ToTs, ha S1O.

Eszerint a sikok merélegessége is szimmetrikus reldcid, és S1Q esetén
(1s70)? = id, vagyis TsTg egy involutiv izometria.

Tétel. A sikra tikrozés tartja a merdlegességet, vagyis merdleges egqyenesek tikér-
képei is merdlegesek eqgymdsra.

Tétel. Tetszdleges S sik és P pont pontosan egy olyan h egyenest hatdroz meg, amely
merdleges az S sikra, és dtmegy a P ponton.

Eszerint kozos sikra meréleges egyenesek, és kozos egyenesre meréleges sikok
parhuzamosak. A felez6pontban a szakasz egyenesére allitott egyértelmi F meréle-
ges sikot szakaszt felezd merdlegesnek nevezzik.

Tétel. A PQ szakaszfelezd merdlegese azon pontok halmaza, amelyek a P és Q
pontoktol azonos tdvolsigra helyezkednek el.
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Tétel. Tetszbleges S sik és rd nem merdleges g egyenes pontosan egy olyan Q sikot
hatdroz meg, amely merdleges az S sikra, és illeszkedik a g egyenesre.

Bizonyitas. A g egyenes minden pontjan at 1étezik pontosan egy olyan h egyenes,
mely meréleges az S sikra. Ezek az egyenesek parhuzamosak, hiszen ugyanarra
a sikra merdlegesek, ugyanakkor ugyanazon egyenesen mennek at. Legyen Q az
a sik, mely illeszkedik a g egyenesre és legalabb egy ilyen h egyenesre. Ekkor az
Osszes tobbi h egyenes is illeszkedik erre a Q sikra, hiszen parhuzamos a Q sik egy
egyenesével és atmegy a Q sik egy pontjan.

Az igy meghatarozott Q sik merdleges az S sikra, mert minden ilyen h egyenese
meroleges az S sikra, vagyis minden ilyen h egyenes invarians a 7s tiikrozésre, és

igy Q is invaridns a 7g tiikkrozésre. -

Ha a g egyenes merdleges a S sikra, akkor barmely pontjan dtmend barmely,
a g egyenessel nem parhuzamos egyenesre pontosan egy, az S sikra merdleges sik
illeszkedik, és a fentiek szerint ez tartalmazza a g egyenest. Mivel azonban két ilyen,
de kiilonbo6z6 siknak csak egy kozos egyenese lehet, adodik, hogy két, ugyanazon S
sikra merdleges sik metszete olyan egyenes, mely merdleges az S sikra.

Tétel. Tiikrozéses metrikdval elldtott affin tér sikjain szintén tikrozéses a metrika.

Bizonyitas. Vegyiik egy S sik valamely egyenesét. Ezen keresztiil 1étezik pontosan
egy olyan Q sik, mely merdleges az S sikra. Ekkor az S sikon a Q sikra vonatkozd

tiikkrozés tengelyes tiikrozést hatdroz meg, vagyis a sikon a metrika tiikrozéses. -

Mivel a paralelogrammak mindig sikban vannak, azonnal kapjuk az alabbit.

Tétel. Tiikrozéses metrikdval elldtott affin tér euklidészi.

6.5. Ptolemaioszi metrika

Az inverziot nem csak euklidészi tavolsig mellett definidlhatjuk. Barmely d
Minkowski-metrika esetén az v: P — 1(P) leképezés, melyre («(P))o = Po/|Pol?
jol definidlt az R? := R?\ {(0,0)} ,lyukasztott sik” pontjain. Ezzel definidljuk a
d,: R? — R? fiiggvényt, melyre

d,: (P,R) — d(«(P),(R)) =
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6.5 Ptolemaioszi metrika 245

Ez a d, fiiggvény nyilvan pozitiv definit és szimmetrikus, igy akkor és csak akkor
metrika,? ha teljesiti a haromszog-egyenlStlenséget, vagyis

dP,R)
d(O0,P)d(O,R) 4.(P, R)

<d(P.Q)+d(Q.R) = ——NQ) _ dQ.F)

Ez ekvivalens a
d(P,R)d(0,Q) < d(P,Q)d(0, R) + d(Q, R)d(O, P)
Ptolemaiosz-egyenldtlenséggel.

6.5.1. Tétel. Egy Minkowski-metrika akkor és csak akkor euklidészi, ha minden
komplandris négyszog teljesiti a Ptolemaiosz-egyenlétlenséget.

Bizonyitas. El6szor tegyiik fel, hogy a metrika euklidészi.

Ha egy OPQR négyszog P,Q, R csucsai kozill barmelyik egybeesik az O
csuccsal, akkor az egyenl6tlenség két oldala egyenld, ezért a tovabbiakban elég
azzal az esettel foglalkozni, amikor az O cstcs kiilonbozik a tobbitol.

Legyen p = Po, ¢ = Qo és 7 = Rp. Az éllitott egyenlStlen-
ségiink ekkor a |[p—7||q| < |p—ql||r| + |g — r||p| forméat veszi

P
@ fel. A |p||q||r| szorzattal leosztva az
1 p 1 r 1 p 1 g 1 g 1 7
el el Ipllrl]— gl el Ipllgll  [lr[la] lql|7|
O alakhoz jutunk.

Masfeldl barmely kiilonb6z6 u = Up, v = Vo egységnyi
norméju helyvektorra, ha w = (u + v)/|u + v|, és wt = (u — v)/|u — v|, akkor

Au+ pof? = M(u, whw + (u, wh)w™) + p((v, whw + (v, wh)w)
= (A + p)(w, wyw + (A = p){u, w)w™)[?
= (A + 1) (u, w)

(A=) (u,wh)?
= A+ p)* (v, w)? + (A = ) (v, wh)? = Mo + puf?,
amiért fentebbi egyenlotlenségiink ekvivalens a

P T

pl> |l

p q

lpl?  lq|?

q T

lq)*  |r?

2Jegyezziik meg, hogy d, semmiképpen sem affin metrika, mert nem additiv.
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egyenl6tlenséggel. Ez éppen a normara vonatkozé hiaromszog-egyenlétlenség, ami
igazolja a Ptolemaiosz-egyenlGtlenséget.

Ezzel az allitas ,akkor” részét belattuk.

Miel6tt ratérnénk a masik irdny bizonyitasara, vizsgaljuk meg, hogy mikor
van egyenlGség a Ptolemaiosz-egyenlGtlenségben. Ez pontosan akkor teljesiil, ha
qlq|™? a p|p| =2 és r|r|~2 vektorok konvex linedris kombindci6ja, aminek sziikséges
feltétele, hogy O, P, @ és R komplanarisak legyenek. Az euklidészi sikon viszont
bizonyitottuk, hogy a szakasz inverziv képe az O ponton atmend valamely kor
egy ive, igy a Ptolemaiosz-egyenl6tlenségben pontosan akkor van egyenléség, ha az
O, P,Q, R pontok egy koérvonalra illeszkednek.

Most tegytik fel, hogy a metrika teljesiti a Ptolemaiosz-egyenlétlenséget.

A 6.3.1. Tétel bizonyitasa utdni megjegyzések értelmében ezt a tételt elegendd
az affin sikon belatni, ezért innentdl az affin sikon, mégpedig a valds affin sikon dolgo-
zunk. Megmutatjuk, hogy a Ptolemaiosz-egyenlétlenséghdl kovetkezik a 6.3.1. Tétel
(3) pontja.

Legyen a d Minkowski-metrika egységgombje G, és rogzitsik a szokasos te-
riilletmérést, amely az egységoldali négyzetre 1. Az egységgdmbon beliili origéra
szimmetrikus ellipszisek teriileteinek nyilvan létezik felsé hatara, és mivel a teriilet
folytonosan fiigg a kis és nagy tengelytél,® van olyan £ ellipszis, amelynek teriilete
éppen a fels6 hatar. Ez az egységgombbe frhaté maximalis teriiletd ellipszis. Vila-
gos, hogy £ érinti az egységgémb JG hatarat valamely P pontban, és az origéra
vonatkoz6 szimmetria miatt ekkor a 7o P pont is ilyen érintési pont.

Tegyiik fel, hogy az egységgémbbe irhaté maximdlis
teriiletli ellipszisnek csak két érintési pontja van az
egységgomb hataraval. Mivel az affinitdsok tartjik a
teriiletek ardanyat, egy megfeleld o affinitas alkalmazasa
utdn a (&) egységkor lesz p(G) maximélis teriiletii
beirt ellipszise, és p(P) = (1,0), és (1o P) = (—1,0).
Vegyiik az a € (1/v/2,1) szdmokra az

22 y?

- 7:1
a? + a?/(2a% — 1)

egyenletii &, ellipsziseket. Ezek mind atmennek a
(£1/V/2,£1/3/2) és (£1/+/2,F1/v/2) pontokon, az z-tengelyt a (&) kéron beliil,
az y-tengelyt a ¢(€) koron kiviil metszik, ezért ha a elég kozel van egyhez, akkor
az &, valtozasanak folytonossidga miatt az &, ellipszisek mind a G egységgémbon

3Lasd F.9.1.
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6.5 Ptolemaioszi metrika 247

beliil vannak. Ugyanakkor &, teriilete

7TCL2 i
HEY) = ——— = — (/242 -1
(%) 202 — 1 2< “ +

1

202 — 1

) =7 =€) = t(¢),

ami ellentmond annak, hogy ¢(€) maximalis teriilet{i beirt ellipszis.

Ez az ellentmondéds azt mutatja, hogy a G egységgémbbe beirt maximalis
teriiletii & ellipszis legalabb két atmérdje a G egységgdmbnek is atmérdje.

Vegytiik észre, hogy a ¢(G) indikatrix &ltal meghatdrozott d¥ metrikdra
d?(e(P),p(Q)) = d(P,Q), hiszen az affinitdsok tartjdk az osztéviszonyt. Ennek
kovetkeztében a d¥ metrika pontosan akkor teljesiti a Ptolemaiosz-egyenlGtlenséget,
ha d is teljesiti, igy a tovabbiakban elegend6 a ¢ &ltal transzformélt helyzetben
bizonyitani, hogy a @G egységgdmbbel definialt metrika euklidészi.

A tovabbiakban ezért eleve abbdl indulunk ki, hogy a G egységgbmbbe irt
maximélis teriiletii £ ellipszis az egységkorlap, melynek legalabb két atméréje a G
egységgombnek is dtmérdje. Jelolje || - || a G egységgombli d Minkowski-metrikdhoz
tartozo normaét.

Legyen PToP és QroQ a G és £ kiilonbozé kozos atmérdi, tovabbé legyen
p = Po és q = Qo. Ezekre a Ptolemaiosz-egyenlétlenség azt adja, hogy

4=4|pllql < llp—qll* + lp + ql*.

Tekintsik az

L p-q) o ta)
u=——(p—q) é v=—-—(p+q
lp—al Ip+4ll
vektorokat. Ezek egy bazist alkotnak, a || || normé-
ban egységnyiek, az euklidészi | - | norméra nézve

legalabb egy hossztak, és euklidészi értelemben
ortogonalisak is. Az u = ”%;q“ ésv= w Sz~
mokra p = uu + vv és ¢ = uu — vv teljesil, igy a
fenti egyenlGtlenségbdl

2 2
1< |Jov|]? + Juu|? = v* +u? = UQ# + UZ\Z? <v*? e = v+l =1
kovetkezik. Ez csak tigy lehet, ha |u| = |v| = 1, vagyis ezen helyvektorok U és V
végpontjai az £ egységkorvonalon van.

Osszefoglalva, az € és G két kozods dtmérdjének négy végpontja ltal alkotott
téglalap oldalaival parhuzamos atmérok is kozosek.

Eszerint barmely két kozos atmér6 egyeneseinek szogét felezé mindkét egyenes
is koz0s atmérében metszi az £ korlapot és a G egységgombot. Ez azt jelenti, hogy az
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0€ korvonal barmely pontjanak barmely kozelében van az egységgémb 0G hatardnak
az 0€ korvonallal kozos pontja.
Mivel a kdrvonal folytonos, G pedig konvex, addodik, hogy az egységgémb maga

a korlap, amibél a 6.3.1. Tétel (3) allitdsa adja, hogy a metrika euklidészi. -

6.6. Ellipszis karakterizaciok

A Minkowski-metrikdk egységkorlapjanak vizsgdlata, kiilonésen ha az euklidészi
metrikaban teljesiilé tulajdonsdgok megfelel6it keressiik, gyakran vezet az ellipszis
kiilonféle ekvivalens leirdsaihoz. Ugyanakkor a forditott irdnyban, az ellipszisek
jellemzdi is kezelhet6k az euklidészi metrika tulajdonsagaiként, igy ebben a kérben
is gyakran keriil &t a vizsgalat teriilete a Minkowski-metrikdk teriiletére.

Ebben a szakaszban mindkét irany eléforduldsara mutatunk példat, mikézben
a Minkowski-geometridk vagy az ellipszisek geometriai tulajdonsigait targyaljuk.

Mivel a problémék tobbsége a 6.3.1. Tétel utani megjegyzések értelmében
valéjaban a sikon jelenik meg, ebben a szakaszban csak a valds affin sikon dolgozunk.
Ennek megfelel6en a gémbszeri kifejezést a korszertd valtja fel.

A korszerli halmazok hatarat korszerd gorbének hivjuk. Ennek érint6jét, bel-

e sz

Tétel. Legyen 0G korszerd gorbe, O pedig ennek szimmetria-kézéppontja. A 0G
pontosan akkor ellipszis, ha G barmely két pdrhuzamos egyenessel vett metszeteinek
felezd pontjai és O kollinedrisak.

Bizonyitas. Tegyiik el0szor fel, hogy a G barmely két parhuzamos egyenessel vett
metszeteinek felez6 pontjai és O kollinearisak. Ez azt jelenti, hogy barmely, az O
ponton athaladé ¢ egyenes felezi G minden olyan egyenessel vett metszetét, mely
parhuzamos az ¢ N G pontokban vett ¢!, érintékkel.
Definialjuk a 7 fixpontos affin tiikrozést tugy,
4 hogy abban a ¢ koordinatazasban, amelynek ori-
gbja az O pont, az z-tengelye az ¢, az y-tengelye
pedig parhuzamos az (%, érint6k barmelyikével,
7,(z,y) = (z,—y). Ekkor minden P € 0G pont-
ra 7¢(P) € 0G, vagyis minden egységnyi u € ToS helyvektorra |7 (u)| = 1, ahol 7
a 7 linedris dsszetevdje. Legyen upg az a vektor, melyre |P |u pg = PQ. Ekkor

d(P.Q) = |PG| = | PG| [upg| = |P||7t(upq)| = |7(|PGlupg)| = |7(PQ)|
— |2 (P)(Q))| = d(re(P), 7(Q)),

vagyis 7, egy izometria.
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6.6 Ellipszis karakterizaciék 249

Legyen e egy tetszOleges egyenes. Vegyiink rajta egy I pontot, és legyen €
az az eltolds, mely az E pontot az O pontba viszi. Ekkor €, (e) egy origon dtmend
egyenes. Ekkor a 7, = 5;07'@5 po transzformécié egy fixpontos affin tiikrozés. A .
izometria, hiszen harom izometria szorzata. A 7. felcseréli az e egyenes félsikjait,
hiszen 7, is nyilvan ezt teszi.

Tehat a G korszeri ponthalmaz altal adott metrika tiikrézéses. Kordbban
lattuk, hogy ebbdl kovetkezik, hogy ez a metrika euklidészi, aminek kévetkeztében
az egységgdmbje ellipszis.

A forditott irdny igazoldsahoz tegytk fel, hogy G egy ellipszis. Ekkor az a met-
rika, melynek G az egységkore, euklidészi, tehat van olyan koordinatazas, melyben
0G egyenlete x2 + y? = 1. A kor viszont minden atmérdjének egyenesére szimmet-
rikus, tehat minden hurjanak felez6 merdlegese atmegy az origdén. Ezzel a tételt
belattuk. -

Az euklidészi geometria szokdsos koordinatazasaban a tikrozés a merdleges
egyenesekhez kotédik. Mas koordinatazasban ennek a konjugaltsig felel meg.
Minthogy az affinitas nem valtoztatja meg az érin-
tést, és tartja az osztéviszonyt, valamint a szokasos
koordinatazasban a metrika egységkorének sugara és
érint6je merdleges egymasra, logikus az ortogonali-
tast az ellipszis esetén az ellipszis sugara és érintGje

viszonyaban meghatarozni. Tehat azt mondjuk, hogy
az e egyenes konjugdlt irdnyu az f egyenesre, ha az
ellipszis vele parhuzamos €’ érintdjének B érintési pontja és az O origd OB egye-
nese parhuzamos az f egyenessel. A fogalmazasbdl vilagos, hogy ez a relacié nem
feltétlentil szimmetrikus, de ellipszis esetén mégis az, mert az affinitas tartja a parhu-
zamossagot, a kor esetén pedig két merdleges érinté metszéspontja, érintési pontjaik
és az origd egy négyzetet alkot.

Eszerint az ortogonalitas tulajdonsigai a konjugaltsagra is érvényesek, vagyis a
konjugélt irdany konjugalt irdnya egybeesik az eredeti irannyal, vagyis ha egy kozép-
ponton atmené egyenes irdnya konjugalt egy masik, a kézépponton atmené egyenes
irdnyara, akkor elobbi parhuzamos lesz az utébbinak az ellipszissel vett metszéspont-
jain dtmend érintékkel. Az abran lathatd egyenesek tehat minden metszéspontban
konjugaltak egymaésra, és paralelogrammat alkotnak.

Felvetodik a kérdés, hogy milyen egységkorrel rendelkez6 Minkowski-metrikak
esetén szimmetrikus a fentebbiek szerint definidlt konjugdltsagi relacio. Kidertil,
hogy nem csak az ellipszisek ilyenek, hanem az tgynevezett Radon-gorbék is.

Ha egy sokszog minden csticsa a korszerli gorbén van, akkor beirt, ha minden
éle érinti a korszerii gorbét, akkor korilirt sokszogrol beszéliink.
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Tétel. (Segre) Legyen 0G kirszerii gorbe, O pedig ennek szimmetria-kizéppontja.
Ha a 0G bdrmely kérilirt haromszoge perspektiv az érintési pontjaiban vett beirt
hdromszdggel, akkor 0G egy ellipszis.

Bizonyitas. Legyen ABC a 0G koriilirt valamely haromszog, és jelolje a cstucsokkal
szemben 1év6 oldalegyenesek érintési pontjait rendre A’, B’ és C’.
Ha 0G egy ellipszis, akkor legyen ¢ egy

C
olyan affinitds, melyre p(0G) = 90K
B egy kor. A ¢ altal elmozgatott ponto-
Y o kat jeloljiikk ugyanugy, mint eredetileg,

és az 4j ABC haromszogben a meg-

felel6 cstcsokndl legyenek a bels6 sz6-

oK gek rendre 2q, 23 és 2v. A OK kor ko-

zéppontja a szogfelez6k metszéspontja,

A c’ melynek az egyes oldalakra vett mero-

B leges vetiiletei rendre A’, B és C'.
Eszerint

d(A,C")  cosasinf  d(B,A") cosfsiny d(C,B’) cosvysina

d(C’, B) ~ sinacos B’ d(A", C) ~ sinfBcosy’ d(B', A) " sinqycosa’
Ezek szorzata 1, ezért Ceva tétele szerint az AA’, BB’ és CC' egyenesek kozos
pontban metszik egymadst, vagyis ABC és A’ B'C’ perspektivek.

A forditott irdny bizonyitdsdhoz legyen 0G egy korszerii gérbe, melyre minden
koriilirt ABC haromszog és az érintési pontjaival mint cstcsokkal beirt A’B’C’ ha-
romszog perspektiv. Vegyiik észre, hogy ez a konfiguracié ,forditva” is szemlélhet6:
a 0G gorbének a beirt A’B’C’ haromszog csiicsaiban vett, rendre a, b és ¢ jelolé-
sti érint6inek metszéspontjaibdl kialakulé ABC hiromszoge perspektiv az A’ B'C’
hiromszoggel. Eszerint, hogy ha az A’B’ szakasz a G egy atmérdje, akkor a C’ az
egymassal parhuzamos a és b egyenesek kozos idedlis pontja.

Rogzitve az A’B’ szakaszt és az a és b érinté-

/ \
/ \

i 1) \ ket, tobb olyan ¢ koordinatazas is van, melyben
B . A p(A) = (1,0), 9(B)) = (-1,0), pla) az @ = 1,
M o(b) az © = —1 egyenes, és p(0) = (0,0). Legyen

A 89 (_17yA) = @(A)v és (lﬂyB) = SO(B) Vala’mely al-

kalmas y 4 és yp koordindtakra.
¢’ Ekkor a BB’ egyenes egyenlete ypx — 2y =
—yp, az AA’ egyenes egyenlete —y o —2y = —y,,
B amiért
o(M) = (Z/A _yB’ YaYm )
Yat¥p Yat+p
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Ennek elsd koordindtdja megegyezik a p(C’) elsd koordindtéjaval és az AB egyenes
egyenlete pedig (yp — y4)T — 2y = =y, — Y, tehdt

o(C') = (yA—yB, 2YaYs )
YatYp Yatyp

Az ya és yp értékek feleserélése a ¢(C”) méasodik koordinatajat helyben hagyja, az
els6t pedig az ellentettjére valtoztatja. Ez azt mutatja, hogy ha 7, az az origét fixen
tartd affin titkkrozés, melynek matrixa a ¢ koordinitdzésban (Bl (1)), akkor a 7,(A)
és 7,(B) pontok 7,(c) egyenese éppen a 7,(C”") pontban érinti a 9G gorbét.

Tehat a 0G gorbe szimmetrikus az origdn dtmené minden egyenesre. Az el6z6
bizonyitasban lattuk, hogy ez azt jelenti, hogy 7, egy izometria a G egységkorii
Minkowski-metrikus affin stkon, amibdél az ottani eljaras szerint kévetkezik, hogy ez
a Minkowski-metrika euklidészi, vagyis ¢(G) ellipszis. -

A Minkowski-féle és euklidészi affin metrikdkrdl tovabbi olvasnivald a [42] és
[2] kényvekben taldlhaté. Az affin metrikdkkal szoros kapcesolatban 16v6 projektiv
metrikakrdl a [24] kényvben lehet olvasni.
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Fuggelék

Ez a fejezet tobb célt is szolgal.

Egyrészt ide keriiltek olyan, a kényvben nem definialt fogalmak és veliik kap-
csolatos alapismeretek, melyek nem kozvetlentl kapcsolédnak a targyhoz, de mégis
sziikségesek, és az olvasast és megértést gyorsitja, ha az olvasénak nem kell ezek
miatt minduntalan megfelel$ konyvet keresnie. Az ilyen ismeretek kozlése kozben
a szoveg legfeljebb példakkal szolgdlja a fogalom gyorsabb felfogasat, vagy még
inkdbb az arra val6 emlékezést.

Miésrészt a geometria targyaladsdhoz erésen kotédo olyan tudnivaldk is itt
kaptak helyet, amelyek szinte elkeriilhetetlenek, de mégsem tartoznak szorosan a
geometriai anyaghoz, vagy éppen odatartoznak ugyan, de a kényv jelen kereteit szét-
feszitenék. Ezen anyagrészekben nemcsak a fogalmak vannak pontosan definialva,
de részletes bizonyitasok is taldlhatdk.

F.1. Egy nem Desargues-tulajdonsagu affin sik
Legyen f: R — R fiiggvény adott, és legyen minden a, b, c € R szamra

ey ={(z,y) 1y = f(x +a) + b}, és e. :={(z,y) : x =c}.

Vilagos, hogy e. = e, nem lehetséges. A Gy = {e. : ¢ € R} U{eqp : a,b € R}
halmaz elemeit egyeneseknek nevezziik. Ezen egyeneseken most is a lexikografikus
rendezést és megforditottjat adjuk meg.

A részletes vizsgalatok elétt vegyiik észre, hogy a

v (R27gf)4)(R27gf) (,I,y)H(i,g):($+ao,b0y+60) bo?éo

leképezés, ahol f(z) = bof(z 4 ag) + co tartja az egyeneseket, mert v(eap) =
€a—ag.bob+coy 68 Y(€c) = €ata,, ahol é jeloli gf elemeit.

Tétel. Az (R?,Gy) rendszer akkor és csak akkor (nem feltétlen Desargues-tipusi)
affin stk, ha minden 0 # a € R esetén az f(x) = f(x + a) + b egyenletnek pontosan
egy megolddsa van, és [ folytonos.
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254 F. Figgelék

Bizonyitas. El6szor tesziink néhdny alapvetd megfigyelést.

Ha eqp = €47, akkor f(x+a)+b= f(r+a')+b azonossig, igy az x =y—a’
helyettesitéssel f(y + ao) = f(y) + bo is azonossig, ahol ag = a —d’, és by =V’ — b,
tehdt az (a,b) — eqp hozzdrendelés akkor és csak akkor injektiv, ha a g,,(y) =
flap +vy) — f(y) fuggvényre a g,,(y) = by egyenlet kizdrdlag ag = 0 = by esetén
azonossag.

Az e, pNeq iy metszet akkor és csak akkor nem fiires, ha b = ¥/, hiszen valamely
(z, f(x+a)+b) = (2, f(2' +a)+ V) pontosan akkor, ha x = 2/, és f(zx+a)+b =
f(z' 4+ a)+ V', ami pontosan b = V' esetén teljesiil.

Sziikségesség. Induljunk ki abbdl, hogy (R?,Gy) affin sik.

Ekkor barmely (2, yo) pont és a (0,0) pont pontosan egy egyenesre illeszkedik.
Ha zo # 0, akkor ez csak valamely e, ; egyenes lehet, igy 0 = f(a) + b és yo =
f(zo + a) + b is teljesill valamely a,b € R szdmokra, tehdt minden xg, yo szdmra
az f(xo+a) = f(a) + yo egyenletnek pontosan egy megoldédsa létezik az a szdmra,
vagyis az f(xo+a)— f(a) minden valds szdmértéket pontosan egyszer vesz fel, amint
az a szam befutja a valds szamokat.

Fentebbi megfigyeléseink alapjin ezért (a,b) — e injektiv.

Ha a’ # a, akkor az e, és ey killonbozé egyenesek az (z, f(z 4+ a) +b) =
(z, f(x+a")+b") pontban metszik egymést, ahol x+a = z egy olyan szdm, melyre (b—
b) = f((a'—a)+2)— f(2) (ennek 1étét mér igazoltuk). Affin sfkon ilyen metszéspont
csak egy lehet, vagy a két egyenes egybeesik, ezért az (a,b) — e, hozzarendelés
injektivitdsa alapjan ez igazolja, hogy az f(x) = f(z + a) + b egyenletnek a # 0
esetén legfeljebb egy megoldasa van.

Most igazoljuk, hogy f folytonos.

Legyen x,, 7 T egy tetszdleges szigorian monoton névé sorozat, és tekintsiik
az (zn, f(zn + a) + b) pontokat az e, ;, egyenesen. A Dedekind—axiéma szerint az
(T, f(zn + a) + b) pontok halmazdnak van alsé és fels§ hatdra az e, egyenes
rendezésében. Ez a rendezés az els6 koordinatak rendezettségével szigorian monoton
kapcsolatban van, ezért a felsé hatar (2o, limyg o0 f(2n, +a)+0b) valamely {ng}32,
sorozatra. A fels§ hatar az e, egyenesen van, tehat limy o0 f(2n, +a) +b =
[(oe +a) + b.

Eszerint minden x,, " x, szigortian monoton névé sorozatnak van olyan
{&n, }72, szigortan monoton névé részsorozata, amelyre {f(z,, + a)}p>, kon-
vergens, és limg_,oo f(zn, + a) = f(Ze + a). Ha lenne olyan x,, o szi-
goriian monoton noévé sorozat, melyre az {f(zm, + a)}S_, halmaznak tobb tor-
16dasi pontja is lenne, akkor annak lenne olyan {z,,A 52, részsorozata, melyre
lim, o0 f(ZTm, +a) # f(s + a), és igy ennek a szigortan monoton {z,, }5°,
részsorozatnak nem lehetne olyan szigortian monoton részsorozata, melyhez tartozé
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F.1 Egy nem Desargues-tulajdonsigu affin sik 255

fiiggvényértékek konvergens sorozatot alkotnak f(z., + a) hatérértékkel. Ebbél az
ellentmondasbol kdvetkezik, hogy minden z,, * =, szigorian monoton névé soro-
zatra az { f(x, + a)}52, sorozatnak legfeljebb egy torlédédsi pontja van, ami viszont
a fentebbiek szerint 1étezik, és éppen f(xo + a). Ez igazolja f folytonossagat.
Elégségesség. Most abbdl indulunk ki, hogy minden 0 # a,b € R esetén az
f(x+a)+ b= f(x) egyenletnek pontosan egy megolddsa van, és f folytonos.
Mivel f folytonos, a g.(x) = f(x 4+ a) — f(z) is folytonos fiiggvény, és a # 0
esetén minden értékét pontosan egyszer veszi fel, ezért szigoriian monoton is.
Minden e, egyenes két részre osztja a sik rajta kiviil es6 pontjait. Ezek az
€ap ={(z,y):y> flx+a)+b}éséup ={(x,y): y < f(x + a) + b} tartomanyok.
Mivel go(z) = b csak a = b = 0 esetén azonossig, az e, p, és az e, egyenesek
a # a' esetén pontosan egy pontban metszik egymést. Legyen ez a pont (zg,yo)-
Ekkor yo = f(zo + a) + b = f(xo +a’) + b miatt f(zg+a') — f(zo+a)=0-"V,
ami az xg = zg — a helyettesitéssel a g, —q(20) = b — b’ eredményt adja. Mivel g
szigorian monoton, ebbdl kévetkezik, hogy

. . [flea+a)+b< fzx+ad)+V, hazx <z,

ha g novekvd {f(a:+a)+b>f(x—|—a’)+b’, ha x¢ < z,
, [ flz+a)+b> f(x+ad)+ b, hax <z,

ha g fogyd {f(a:+a)+b<f(x—|—a’)+b’, ha zy < z,

ami azt jelenti, hogy az (zg,yo) = €a,p N €ar by PONL aZ Eqp N €qr pr €8 Eqp N €qr by
félegyenesekre vigja az e, 1 egyenest.

Most ellendrizni kell az affin-geometriai axiéméakat az (S, Gy) rendszerre.

Llleszkedési azxiomdk. Az (Ip) és (I) axiémdk abbdl kovetkeznek, hogy az
(o, f(zo+a)+Db), (z1, f(x1+a)+Db), (z2, f(x2+a)+b") pontok nem illeszkedhetnek
az els6 kettd kozos e, egyenesére, ha b’ # b.

Az (Iy) axiéma ellendrzéséhez tekintsiik az (zg,yo) és (z1,y1) pontokat. Ha
xo = x1, akkor ezek az e,, egyenesre illeszkednek. Ha xo # =z, akkor arra az
€q,p egyenesre illeszkednek, melyre yo = f(xo +a) +b és y1 = f(z1 +a) + b
teljesiil. Ilyen a,b € R szampéar pontosan egy létezik, mert feltételiink szerint az
y1 —yo = f(z1+a)— f(zo+a) = gz, —z,(a+ 20) egyenletnek az a valtozéra xo # 0
esetén egyértelmii megoldasa létezik, akkor pedig b = yo — f(zo + a).

Az (I3) parhuzamossigi axiéma vizsgdlatdhoz vegyiink egy tetszéleges (xo, yo)
pontot. Egy e, ; egyenessel pdrhuzamos egyenest keresve emlékezziink, hogy e, »Me.
sosem, eqp N ey v pedig pontosan akkor ires, ha a = a'. Igy az (20, y0) ponton
atmend e, j egyenessel parhuzamos egyenes pontosan az e, egyenes, melyre a’ = q,
és b = yo — f(xo+a). Egy e. egyenessel parhuzamos egyenest keresve emlékezziink,
hogy e. N ey 1 sosem, e. N ey pedig pontosan akkor iires, ha ¢ # ¢, igy az (xo, yo)
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ponton atmend e. egyenessel parhuzamos egyenes pontosan az e. egyenes, melyre
d = uxp.

Rendezési axiomdk. Az (Rq) trividlisan teljestil, hiszen a megadott lexikografi-
kus rendezés és a megforditottja is nyilvan teljes.

Az (x9,y0) és (x1,y1) pontok nyilt szakasza

{(zo,y) 190 <y < w1}, ha zo = x1 és yo <y,
{(zo,y) : 11 <y <o}, ha z¢g = z1 és y1 < Yo,
{(z, f(x+a)+b):x0 <z <z}, haxy<uz,
{(z, f(x+a)+b):x1 <z <z}, hax <z,

ahol a az Y1 — Yo = guy—=, (@ + To) egyetlen megoldasa, és b = yo — f(xo + a).

(zo,v0)(z1,91) =

Megmutatjuk, hogy az €, és €, tartoményok éppen a félsikok. Tekintsiik
ehhez az e, ;, egyenest és a rajta kiviili (x_1,y—1) és (z1,%1) pontokat.

Ha x_1 = 1, akkor ezen pontok kozos egyenese e, , mely az (x1, f(z1+a)+b)
pontban metszi az e, egyenest, igy a két pont szakasza akkor és csak akkor metszi
az eqp egyenest, ha y_; < f(xr1 +a) +b <y, vagy y1 < f(z1+a) +b < y_1, ami
azzal ekvivalens, hogy az egyik pont az €, , a mésik pont az €, tartomanyba esik.

Ha z_y # x1, akkor a kozds egyenesiik olyan e; ; egyenes, ahol a az y1 —y—1 =
Gzr—z_, (@ + x_1) egyetlen megoldasa, és b=1y_; — f(z_1 + a).

Ha az e, ; egyenes nem metszi az e, egyenest, akkor a = a, és az e, ; egyenes
egésze az €, tartomanyba esik, ha b > b, illetve az €q,p tartomanyba esik, ha b<b.

Ha az e; j egyenes metszi az e, egyenest valamely (20, yo) pontban, akkor a
két pont szakasza pontosan akkor metszi az e, egyenest, ha a végpontjai az e j
egyenes (Zg,yo) szerinti kiillonbo6z6 félegyenesein vannak. Fentebb lattuk, hogy ez a
két félegyenes €5 Ne, j €s €45 M e, 3, ami bizonyitja, hogy a két pont szakasza pon-
tosan akkor metszi az egyenest, ha kiilonb6z6 tartomanyokba esnek. Ezzel igazoltuk,
hogy az €, és €45 tartomanyok az affin sik e, egyeneshez tartozé félsikjai.

Az (Rg) Pasch-axiéma ellendrzéséhez vegyiik az &, N éc,q N €é., r hdromszoget,

melynek csticsal A =ec fNecq, B=-¢€cqaNeqp, C=eqpNee.
Legyen D € AB,és D € es . A félegyenesek és félsi-
kok kapcsolatara épitve az alabbi kovetkeztetéseket
tehetjiik. El8szor, amikor B € é5; és A € é,4. Ha
C € és,4, akkor BC N est 7 0, ha C € &, ., akkor
CAN est 7 0. A mésodik, B € €5, és A € é5;
esetben ugyanigy lathatd, hogy es; az AC és BC
szakaszok pontosan egyikét metszi, ami igazolja a Pasch-axioma teljesiilését.

Folytonossagi axiomdk. Mivel az f fliggvény folytonos, és az egyeneseken a

lexikografikus rendezés adott, mindkét axiéma teljesiilése nyilvanvalo. -
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Eredménytinket haszndlva annyi kiilonféle affin sikot (affin sik-modellt) talal-
hatunk, amennyi a feltételeknek megfelel6 fiiggvényt tudunk mutatni.

Tétel. Egy f: R — R folytonos fiiggvényre az f(x + a) — f(z) = b (a,b € R)
egyenletnek akkor és csak akkor van minden a # 0 esetén pontosan eqy megolddsa,
ha f szigordan konvex, és lim,_, 1o f(x)/x = +o00, vagy f szigorian konkdv, és
lim, 400 f(2)/2 = Foo.

Bizonyitas. Legyen most is g,(z) = f(z 4+ a) — f(x).

Elészor a tétel ,csak akkor” részét igazoljuk, amihez az f(z +a) — f(xz) = b
(a,b € R) egyenlet egyértelmii megoldhatdésdgdbdl indulunk ki.

Az el6bbi bizonyitdsban lattuk, hogy f folytonossagdabdl és az egyenlet egyér-
telmli megoldhatdsigabdl kovetkezik, hogy g, szigorian monoton, és minden valds
szdm g,(x) értékkészletében van. Ebbol kovetkezik, hogy a # 0 esetén

lim g, (z) = {

rz—+oo

400, ha g, monoton névé,
Foo, ha g, monoton fogyd.

Vegyiik azt az esetet, amikor g,(z) novekvé, és tekintsiik a h,(a) = g.(x) —
Jga(x — a) fiiggvényt. Ez nyilvdn folytonos, monoton névekvé, a g,(x) = b egyenlet
egyértelmii megoldhatosaga kovetkeztében pontosan a = 0 esetén nulla, és mivel g,
monoton névése miatt gq(z) < go(z — a),

>0, haO<a,
hz(a){ =0, haa=0,
<0, haa<0.

Ezen egyenlotlenségek kis atrendezésével kapjuk, hogy

fle—a)+ f(z+a)

fz) < 5 , ha0<a,
f(z) > f(xfa);rf(z+a)’ ha a < 0.

Minthogy f folytonos, ebbdl kévetkezik, hogy szigorian konvex vagy konkav, asze-
rint, hogy a pozitiv vagy negativ.
Minden n € N természetes szamra

fl@+ (n+1)a) = f(z) = ga(z + na) + ga(x + (n = L)a) + -+ + ga(z + @) + ga(),

és a g, monotonitasa miatt

fl@+ (n+1)a) — f(x)

gao(z) < —— < go( + na), ha a > 0,
1a) —
ga(z +na) < fat (n:Jr)la) /@) < go(z), haa <0
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adédik. Ebbdl minden z € R szamra

lim ) = lim fatntl) 1) > g1(x),
i L0y St D)

y——oo Yy n—+1

n—oo

kovetkezik, amiért limy,_, 4+ f(y)/y = oo adédik.

Abban az esetben, amikor g, (z) fogyd, ugyanez az eljars a lim,_, 4 f(y)/y =
Foo eredményre vezet, amivel a tétel ,csak akkor” részét igazoltuk.

Az ,akkor” allitds bizonyitasahoz induljunk ki abbdl, hogy f konvex, és
limy 400 f(y)/y = o0.

Vegyuk észre, hogy az x,y,r + a,y + a szamok altal alkotott zart és nyilt
intervallumokra

_  a>0 a<0
[y+a,z] G (y,2+a) hay <z —a, [y, +a] G (y+a,z) hay <z +a,
[t,y+a] G (y,z+a)har—a<y<z, [r+a,y]SG(y+az)hazt+a<y<az,
[y, +al G (r,y+a)har<y<z+a, [y+a,z]G(r+ay har<y<z-—a
[t+a,y] G (z,y+a) haz+a<y, [z,y+a] G (x+a,y) haz —a <y,
amibdl az f szigoru konvexitdsa miatt
fx)+f(y+a) flzta)+f ()
2 2
f f
Wﬂww) Wﬁ(yﬂ)
\_2/ \_2/
—_— — —
r oy w+g+a r+ay+a r+a¥ W y+a Y

az abran lathaté példak szerint kévetkezik, hogy

hal0<aésx <y, vagya<0ésy<u,

{ feta)+fly) o f@)+flyta)
2 2 )
hal0<aésy<z,vagya<0ész <y,

f@)+ fly+a) < flz+a)+ f(y),

vagyis g,(x) szigortian monoton novekszik, ha a > 0, és szigorian monoton fogy,
ha a < 0, igy go(z) = ga(y) kizarélag a = 0 esetben &llhat el8.

Most belatjuk, hogy a g,(x) = b egyenletnek mindig van megoldésa.

Mivel g, monoton, és minden n € N természetes szamra
flx+ (n+1a)— f(z)

=go(z+na)+go(z+(n—1)a)+ -+ go(z + a) + ga(2),
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F.1 Egy nem Desargues-tulajdonsigu affin sik 259

azt kapjuk, hogy
flz+ (n+1)a) — f(z)

go(z) < —— < ga(x + na), ha a > 0,

1a) —
ga(x +na) < flat (n+ Do) = f(@) < go(z), ha a < 0.

n+1
Ha a > 0, akkor
li a = i a

L ga(y) = lm ga(2 + na)

s JEE @D @) )
n——+oo n+1 z—+o0o Z

fly+[~y/ala) — f(y)

lim g.(y) < lim

Yoo Ty [—y/d]
_ W) _ oy TW
vo—oo [—yfa] wmmeo y

Ezen egyenlotlenségekbdl és g, folytonossagabol kovetkezik, hogy g, minden valds
értéket felvesz. Hasonld becslést az a < 0 esetben végezve, a tétel utolséd allitésa is

bizonyitasra keriil. -

Eszerint minden f(z) = 22* (k € N) fiiggvényre (R%,G;) egy affin sik.
Tétel. Az (R?,Gy) affin sik pontosan akkor Desargues-féle, ha f mdsodfoki polinom.

Bizonyitas. El6szor az ,,akkor” allitast igazoljuk. Tekintsik a valds affin sik egye-
neseinek G = {gap.c CR?: gape = {(z,y): ax + by = ¢}, a,b,c € R} halmazit, és
a nyilvan bijektiv

v (R%G) = (R%, Go2)  (2,9) = (2,9) = (z,y + 2%)

leképezést.

Vegyiik észre, hogy 7(ga,0,c) = €c/a, és ha b # 0, és (Z,9) € V(ga,b,c), akkor
(z,9) = (z,y + 2?) valamely (z,y) € gap . pontra, amiért az x = 7 és y = § — 2
koordindtakra aZ + b(y — %) = c teljesill, gy § = (T+ 32)? + (£ + %) kovetkezik,
amiért y(ga,p,c) = e%“a%‘*‘%fz'

Eszerint a « kollineédcio, igy megérzi az egyenesek kozti illeszkedési viszonyokat,
ezért a Desargues-tulajdonsag teljesiilését is.

Tekintettel arra, hogy az (R?,Gy) affin sik izomorf az (R? G;) affin sikkal,
ahol f(:r) =bof(z + ag) + co, ag, bo,co € R, és by # 0, ez bizonyitja a tétel ,akkor”
allitasat.
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A forditott irdny1 4llitashoz abbdl indulunk ki, hogy (R?, G5) Desargues-tipust,
és keressiik az ebben haszndlt folytonos f fiiggvényt. Mivel (R?,Gy) affin, el6z6
tételiink alapjan f szigortian konvex, és lim,_, 1o f(x)/x = too, vagy [ szigorian
konkdv, és lim, 10 f(x)/z = Foo. Mivel az (R?,Gy) affin stk izomorf az (R*,G_¢)
affin sikkal, feltehet6, hogy f konvex.

Tekintsiink az eg o egyenesen egy tetszbleges Ag pontot. Legyen a # 0 és eq 4.

és e_gq,q_ két egyenes ezen az Ay ponton keresztiil. Ezek metszete az ey egyenessel
legyen rendre Ay és a A_. Vegyiik rendre ezeken a pontokon at az eg o egyenessel
parhuzamos eq ., és eg_ egyeneseket.
Ahogy az abran is lathato, vegyiink egy
djabb tetszdleges By pontot az ep o egye-
nesen, és az ezen keresztiili e, 5, ése_qp_
egyeneseket, melyek metszete az eg ., és
eo,c_ egyenesekkel rendre B és B_.

Nyilvadn eg .. || €00 || €0,c_ €5 €q, ||
€o || epy, ahol Ag € e,, és By € ep,. Mint-
hogy (R?,Gy) Desargues-tipust, a B_B,

egyenes parhuzamos kell legyen az e egye-

nessel, vagyis valamely € R szamra
B_, B, € e,. Tekintve a pontokat, az alabbi egyenletekhez jutunk:
Aoz flao) = flao +a) +ay = flap —a) +a—,
Ay f(0) 4 ey = fla) +aq,
A f0)+c = f(-a)+a,
Bo: f(bo) = f(bo +a) + by = f(bo —a) +b_,
By: f(@)+er=flata)+by,
B_: f(z)4+c_=f(xr—a)+b_.
Igy elébb B,, majd az A, pontokra vonatkozé egyenleteket hasznélva:
e teo = flz+a)+by — f(2) + f(z—a) +b- — f(z)
fle+a)+ flx—a)=2f(x) = (f(bo +a) + f(bo — a) — 2f(bo)),
cr +c = f(a) +a-f(0) + f(~a) +a_ — £(0)
= f(a) + f(—a) = 2(0) — (f(ao + a) + f(ao — a) — 2f(ao)).

Legyen hy(z) := f(x+a)+ f(x —a) — 2f(x) = go(x) + g—o(x). Ekkor h, > 0, mert
f konvex, h, folytonos, mert f folytonos, és hq(x) 4+ he(ag) = ha(0) + ha(by) az
egyenleteink szerint. Legyen 0 < hine = inf{h,(x): € R}, ha létezik, akkor legyen
hsup = sup{hq(z): z € R}, ellenkezd esetben pedig hgyp = 0.
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F.1 Egy nem Desargues-tulajdonsigt affin sik 261

Azt allitjuk, hogy h.(z) = he(0), és ezt indirekt Gton bizonyitjuk, ezért fel-
tessziik, hogy Aint § Psup-

Ha h,(0) = hgup, legyen € > 0 olyan, hogy hing + 3¢ < hgyp. Legyen ag olyan,
hogy hq(ag) < hing + €, bo pedig olyan, hogy hsup — € < hqa(bg). Ekkor

ha(x) + ho(ao) < hsup + hint + € < 2hgup — € < hag(0) + ha(bo),

ami ellentmondds, amiért h,(0) 5 hgyp, akdr 1étezik hgyp, akar hgy, = 00.
Mivel hq(0) 5 hsup, van olyan € > 0, hogy hq(0) + 3¢ < hgyp. Legyen ag olyan,
hogy ha(0) + 2 < hq(ap), by pedig olyan, hogy h,(by) < hint + €. Ekkor

Rint + ha(0) + 2 < ho(z) + ha(ag) = ha(0) 4+ ha(by) < he(0) + hins + €,

ami ismét csak ellentmondas.
Eszerint hinr $ hgyp nem lehetséges, vagyis hing = hsup, tehdt hq(x) = he(0),
vagyis a k(a) = hq(0) > 0 fliggvényre

flea+a)+ flx —a) =2f(x) + k(a) z,a € R,

Legyen ga(x) Ya ( ) - ga(o)a ekkor ga( ) = (:L‘ - a) + k(a)v ga(o) =0,
¢s 1gy ga(a) = §a(0) + k(a) = k(a), tehds ga(w) Ja(z — @) + Ga(a), amibdl
Ja(x + (m + 1)a) = Ga(2 +ma) + ga(a) = -+ = Ja(x) + (M + 1)ga(a). Az z =0
esetben ebbél §,(na) = ng,(a) kovetkezik.

~

tehdt g, (z) = go(x — a) + k(a), ahol most is g,(z) = f(z +a) — f(x).
Ja

Irjuk ezt fel az elsé n természetes szamra:

f((n+1)a) = f(na) = (f(a) = f(0)) = n(f(2a) — f(a) = (f(a) = £(0)))
f(na) = f((n = 1a) = (f(a) = (0)) = (n = 1)(f(2a) = f(a) = (f(a) = £(0)))

f(2a) = f(a) = (f(a) = f(0)) = 1(f(2a) — f(a) = (f(a) = £(0))).

Ezek Osszege

F((n+ Da) — £(a) ~ n(f(a) — F0) = " (5(20) ~ 25(a) + 510,
vagyis
D) — (12 QO 2@ TO) | aT0) = f2a) =370)

2
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262 F. Figgelék

Legyen b = ga és m = Lq, ahol p,q, ¢, m € Z egész szamok. Ekkor

Ezqu@b) - 2J;(b) + £(0) g 4f(b) — f(;b) —3f(0)
= f(¢qb) = f(Lpa)

_ 2220 - 2J;(a) +10) |, 4f@) - f(sa) =350 | +).

+ £(0)

Az ¢ valtozéban kapott két polinom minden ¢ egészre valé megegyezése miatt a
polinomok egytitthatdi is megegyeznek, tehat

f(20) = 2f(b) + f(0) _ (23)21”(2@) —2f(a) + f(0)

2 q 2 ’
Af(b) — f(2b) = 37(0) _ (23) 4f(a) — f(2a) — 3f(0)
2 q 2 '

Ezeket 6sszeadva

1{2a) = 100y = EA=AOL 50 GO D =30)  y
p\2f(2a) —2f(a) + f(0) = /p\4f(a) = f(2a) —3f(0)
_ (5) 5 + (§> 5 + £(0).

Mivel f folytonos, ez nem csak a p/q raciondlis szdmokra, hanem minden = € R
valés szamra is érvényes. Az a = 1 valasztassal az

oy = 2T Z2AW IO |, O SO ZHO) g

masodrenddi polinom adddik, ahol f(2) —2f(1) + f(0) > 0, mert f konvex. Ez
bizonyitja a tétel ,csak akkor” allitasat, amivel a tétel igazolasat befejeztiik.

]
Eredményiink szerint tehat k > 1 esetén az (R?, G, 2« ) affin stk nem Desargues-

féle, tehdt nem is lehet izomorf az R? valds affin sikkal, és nem lehet egy affin tér
sikjaval sem izomorf.

F.2. Kuapszeletek és a kapok szeletei

P Vegyiink fel egy O kézépponti K kort a térben, legyen t az O

to Q ponton atmend, a K sikjara mer6leges egyenes, és ezen legyen

', adott egy @ # O pont is. A QP (P € K) egyenesek pontjai

altal alkotott ponthalmazt egyenes kérkupnak vagy egyszeriien

kipnak nevezzik. A @ pontot csicspontnak, a QP (P € K) egyeneseket alkotoknak,
a K kor sikjat alapsiknak, a t egyenest pedig tengelynek nevezziik.
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Az alkoték a tengellyel is és az alappal is dllandé szoget zarnak be, ezért az
egyenes kip a tengelyére forgasszimmetrikus. A kdp csicsdn dtmend azon egyene-
seket, melyek az alapsikot a kor bels6 pontjaban metszik, a kiap belsd egyenesének
ezek pontjait pedig belsé pontoknak nevezziik. Egy ponthalmazra azt mondjuk, hogy
beliilrél érinti a kipot, ha minden pontja a kip belsé vagy hatarpontja. Ha minden
pontja a kup kiils6 vagy hatarpontja, akkor kivilrél érinté ponthalmazrol beszéliink.

Tétel. A kup csucspontjan nem dthalado sikkal elmetszett egyenes kup belsejében
aszerint létezik egqy vagy kettd olyan gomb, amely a kupot kérben és a sikot egy
pontban érinti, hogy a sik eqy vagy nem eqy alkotoval parhuzamos.

Bizonyitas. Messe az egyenes kupot az S sik. Tekintstiink az erre merdleges, a kup
t tengelyére illeszkedd T sikot. Legyen ennek metszete a kippal az ay és as alkoto,
az S sikkal pedig az s egyenes.

Szogfelezékkel konnyi megtalalni azon korok kézéppontjat, amelyek az s egye-
nest és az ay, as alkotékat beliilrdl érintik. Ha az s mindkét alkotét metszi, akkor
pontosan két ilyen kor van, ha pedig az s az egyik alkotéval parhuzamos, akkor csak
egy ilyen érint6 kor 1étezik.

Ezen koroket a t tengely koriil megforgatva megkapjuk a tételben allitott
gémboket. Ezek a gombok egy-egy pontban érintik az S sikot, mégpedig a gémb
és az s egyenes érintési pontjaban, mert kézéppontja az t tengelyen van, amelynek
merdleges vetiilete az S sikra az s egyenes, igy a gomb és az s egyenes érintési
pontja éppen a gémb kézéppontjanak merdleges vetiilete az S sikra.

Mivel a géombot eredményez6 kor két alkotét érint, a gdmb pontosan e két
érintési pont tengely koriili forgatasaval keletkezd korben érinti a kipot.

]
A most megtalalt gémboket Dandelin-gomboknek nevezik.

Tétel. A kipszeletek pontosan a kupoknak a csicson nem dtmend, a tengelyre nem
merdleges sikokkal valo metszeteként eléalls sikgorbék. A metszet
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ellipszis, ha a metszé sik a kup egyetlen alkotojaval sem pdrhuzamos,
parabola, ha a metszé sik a kup egyetlen alkotojaval parhuzamos, és
hiperbola, ha a metszé sik két alkotéval pdrhuzamos.

A 2

Bizonyitas. Tekintsiink egy kipot és a csticsdra nem illeszkedd S sikot.

A cstcspontra illeszkedd, S sikkal parhuzamos sik a kiapbdl vagy csak a cstcs-
pontot, vagy egyetlen alkotot, vagy pedig két egymast metszo alkotdt metsz ki, ezért
az § sik egyetlen alkotéval sem parhuzamos, és csak az egyik félkipot metszi, vagy
egyetlen alkotéval parhuzamos, és ugyancsak az egyik félkapot metszi, vagy két
alkotéval parhuzamos, és mindkét félkipba belemetsz.

Ha az S sik meréleges a kup tengelyére, akkor a kimetszett gérbe nyilvan kor,
ezért a tovabbiakban csak a tengelyre nem meréleges S sik esetével foglalkozunk.

A Dandelin-gomboket jelolje G;, ahol ¢ = 1,2 (ha csak egyetlen ilyen gémb
van, akkor persze csak i = 1). A G; gomb érintse a kipot a K; korben, az S sikot
az F; pontban. A IC; kor sikja legyen S;. A kip tengely koriili forgdsszimmetridja
miatt az S; sik mer6leges az m tengelyre. Ezért az S; sik metszi az S sikot, ha az
nem merdéleges az m tengelyre. Legyen d; = S; NS a kozos egyenes.
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Legyen M az S sik és a kip metszete, X ennek tetszoleges pontja. Az X
pontnak a S; sikra vett merdleges vetiiletét jelolje T = T;, a d; egyenesre vett
merdleges vetiiletét jelolje Y = X, végiil legyen A; := QX N K;.

Mivel az XY = X X;- egyenes meréleges a d; = S; NS egyenesre, és a TY =
T; X egyenes az XY = X X;- egyenes mer6leges vetiilete az S; stkra, az XYT =
XXilTi stk meréleges az S és az S; sikra is.

Az XF; és az XA, szakaszok ugyanazon Dandelin-gdmbhoz hiizott érinté
szakaszok, ezért

d(X, F;) d(X, F;) d(X, A;) d(X,Ay)/d(X,T;)  1/sinf  sinqy

dX,d;)  d(X, X)) dX, X)) d(X,X)/d(X,T;) 1/sine;  sinB’

ahol a; az S és az S; sik szoge, és 5 a QA; alkoténak az S alap-sikkal bezart szoge.
Mivel az «; és a [ szog is konstans, a most kikalkulalt érték a kup stkmetszetének
minden X pontjira ugyanaz az € = :2‘; Szam.

A kip és az S stk M metszetének pontjaira tehdt d(X, F;) = ed(X, d;) teljesiil,
ezért az M sikmetszet az d(X, F;) = ed(X, d;) 4ltal az S sikban definialt N kiipszelet
része, vagyis M C N.

A d(X, F;) = ed(X,d;) formula szerint az N kipszelet fokusza F;, direktrixe
d;, numerikus excentricitdsa pedig €.

Most megmutatjuk, hogy N'C M. Ebbél mér kovetkezik M = N.

Vegylk a kupszelet egy X; pontjat, és legyen £ ennek és az F; fokusznak
kozos egyenese. Az N kiipszeletnek (a polarkoordinatas egyenletbél jél ldthatéan)

legfeljebb még egy Xo pontja esik az £ egyenesre. Az £ egyenes és a @) csucspont
kozos Sy sikja a kiapbdl két kiilonb6z6 alkotot metszi ki, mert F; a kip bels6 pontja.
Jelolje ezeket aq és as.

Fentebb mar lattuk, hogy az alkotok és az S stk metszeteiként el6allé pontok
rajta vannak az N kipszeleten, igy a 1étezd X, =/lNa (i = 1,2) pontok is rajta
vannak az N kipszeleten. Eszerint {Xi}i:LQ C{Xi}iz12

Az e < 1 esetben a kiipszelet egy ellipszis, és sin a < sin § miatt az S stk minden
alkotot metsz. EIGbbibél kovetkezik, hogy pontosan két X; pont létezik, utébbi meg
azt jelenti, hogy pontosan kett6 darab X; pont 1étezik, tehat {)A(i}i:m ={X,}i=1,2-

Az e = 1 esetben a kupszelet egy parabola, és sin « = sin § miatt az S sik egy @
alkotéval parhuzamos, a tobbit pedig metszi. E16bbibdl kovetkezik, hogy egyetlen 7
egyenest kivéve pontosan két X; pont létezik, utobbi szerint pedig egyetlen 1 egyenest
kivéve pontosan kettd darab X; pont létezik. Mivel az ¢ egyenesen pontosan egy
pontja van a kipszeletnek, azon nem lehet tobb pontja az M sikmetszetnek sem,
amibél ¢ = ¢ kovetkezik, tehat az gegyenesen X, = X1, a tobbi £ egyenesen pedig

{Xitici2 = {Xitic1 0.
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Legyen M az S sik és a kip metszete, X ennek tetszéleges pontja. Az e > 1
esetben a kipszelet hiperbola, és sina > sin § miatt az S pontosan két a; és ao
alkotoval parhuzamos. El6bbibél kovetkezik, hogy két — 0y és 0y — egyenest kivéve
pontosan két X; pont létezik, utobbi szerint pedig két — 0y és 0y — egyenest kivéve
pontosan ketté darab X; pont létezik. A kivételes egyeneseken a kipszeleten és
a sikmetszetben is pontosan egy darab X;, illetve X; pont 1étezik. Mivel az /;
egyenesen pontosan egy pontja van a kupszeletnek, azon nem lehet tobb pontja
az M sikmetszetnek sem, ezért 0 =0 vagy b = 05, kovetkezik, tehat az ?;
egyeneseken Xl = X1, a tObbin pedlg {Xi}i=1,2 = {Xi}iZLQ.

Minthogy {Xl} = {X;} minden esetben teljesiil, a kipszelet minden pontja a
stkmetszetre esik, ahogy allitottuk.

Eddig megmutattuk, hogy minden kup minden sikmetszete egy kupszelet,
most megmutatjuk, hogy minden kupszelet valamely kiap valamely sikmetszete. A
kupszeletek hasonlosdgara vonatkozo tételiink értelmében elég megmutatnunk, hogy
tetszoleges € numerikus excentricitasu és t fokusz-direktrix tavolsdgu kipszelet el6all
ezen a modon.

Vegyiink egy olyan kupot és sikot, hogy a siknak a kup alapjaval bezart « és
19 = ¢ teljesiiljon.” Ekkor a met-
szetgorbe egy € numerikus excentricitast kupszelet lesz, valamilyen ¢y tavolsaggal
a fokusz és a direktrix kozott. Vegyiik a kip csticsdban a @ /¢, centralis dilataciot,
és transzformaljuk vele a teljes rendszert. A transzformalt kip megegyezik az ere-
detivel, az excentricitas nem valtozik, a ty tavolsaghdl viszont ¢ tavolsig lesz. Ezzel

a kup alkotoinak az alappal bezart 8 szogére

a tétel bizonyitasat befejeztiik. -
A fenti tételbol lathaté, hogy az ellipszisekhez és a hiperboldkhoz két fékusz és
két direktrix tartozik, és ezek az Fi,d; illetve Fs, ds fékusz-direktrix parok egyen-
ranguak, nincs olyan kanonikus tulajdonsag, ami az egyik part kitiintetné.
Most ismét, ezuttal a Dandelin-gémbok segitségével igazoljuk az ellipszis és hi-
perbola fékuszokra, kis- és nagytengelyre mar bizonyitott kovetkezo tételét. Ezuttal

2

a kor is ,belefér” az allitasba.

Tétel. Az ellipszis (esetleg kor) azon pontok halmaza, amelyek fokuszoktdl mért
tdvolsagainak dsszege a nagytengely hossza.

A hiperbola azon pontok halmaza, amelyek fokuszoktol mért tdvolsdgai kiilonb-
ségének abszolut értéke a nagytengely hossza.

Bizonyitas. Hasznaljuk az el6z6 tétel jeloléseit, és tekintsiik a kovetkezo abrat.
Vegytik a kipszelet egy X pontjat. Az X pontot az F; fokusszal 6sszekotd X F;
szakasz a G; Dandelin-gomb érintéje. Az X pontot a @) csticsponttal 6sszekotd alkotd

* Annak igazoldsa, hogy ez lehetséges, az olvaséra marad.
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is érinti a Dandelin-gbmbot az A; € IC; pontban. A két érint6 hossza megegyezik,
tehat d(X, F;) = d(X, A;)
Az ellipszis esetében a két Dandelin-géomb ugyanabban a félkiipban van, ezért

d(Fy, X) + d(X, Fy) = d(Ay, X) + d(X, Ay) = d(Ay, Ay).

Hiperbola esetén a két Dandelin-gémb a kip kiillénbo6zo6 felében van, ezért

|d(F1, X) — d(X, F»)| = |d(A1, X) — d(X, A2)| = d(A1, A2).

Minthogy a kip a tengelye koriili forgatasok invarians halmaza, és ilyen forgatés
barmely alkot6t barmely alkotéba eljuttathat, a IC; és Ko korok kozé minden al-
kot6bdl egyforma hosszisagi szakasz esik, amiért a fentiek igazoljak a tételben
megfogalmazott Gsszeg illetve kiilonbség allandosagat.

Az allandé kiszamitasdhoz tekintsiik a nagytengely Ny és Ny végpontjit. El-
lipszis esetén az N1 < Fy < Fy < Ny rendezés (vagy az inverze) érvényesiil, ezért
2d(Ny, N2)

= 2(d(Ny, F1) + d(FY, F) + d(F, N2))
= d(N1, F1) + (d(Ny, F1) + d(Fy, Fo)) + (d(Fy, Fa) + d(F2, N2)) + d(F2, Na2)
= (d(Fla Nl) + d(Nla FQ)) + (d(Fla NQ) + d(NQa FQ)) = 2(d(F17X) + d(X7 FQ))
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Hiperbola esetén I} < N1 < Ny < F5 vagy az inverze a rendezés, ezért

2d(N1, N2)
= 2(d(F1, Fy) — d(N1, F1) — d(Fy, Na))
= —d(N1, F1) + (d(F}, F2) — d(N1, F1)) + (d(Fy, F2) — d(Fb, Na)) — d(Fa, N2)
= (d(N1, F2) — d(Fy, Nv)) + (d(F1, N2) — d(N2, F2)) = 2|d(F1, X) — d(X, F3)].

Teh4t, a tételben szerepld azonossagok teljesiilnek az M = N kipszeletekre.

Csak az M = N kiupszelet pontjaira érvényesek a megfeleld, dsszegre, illetve
kiilénbségre vonatkozé azonossiagok, mert az S sikban a fékuszokra illeszked6 £ egye-
nesekrél elébbi tételiink bizonyitasa kozben igazolt tulajdonsdg alapjan, a fékuszbdl

indulé minden félegyenesen pontosan egy pont tesz eleget a kivant azonossidgnak. -

F.3. Vektortér, norma, euklidészi és bels6 szorzas

Definicié. A {V;+,{\-} er} algebrai struktarat valés vektortérnek nevezziik, ha
{V;+} additiv Abel-csoport, és minden u,v € V, valamint A, u € R esetén

Ap)u = Apu), A+ p)u = I + pu, AMu+v) = du+ . A

Jelolje 0 a {V;+} Abel-csoport egységelemét. A definiciébdl azonnal kiovetke-
zik, hogy 0v = 0, és 1v = v minden v € V vektor esetében. Egy v vektor additiv
inverzét —v jelé')li igy v —|— ( ) =0.

e ey

nevezziik. A linearis kombmamot trivialisnak mond‘]uk7 ha minden \; egyttthatoja

nulla. Az uq, us, ..., u,, vektorokat linedrisan fiiggetlennek nevezziik, ha a 0 vektor
ezekbdl a vektorokbdl csak trividlis linearis kombinécioval allithaté eld.
Az uq,uo, ..., u, vektorrendszert bdzisnak mondjuk, ha linedrisan fiiggetlenek,

és beléliik minden vektor linearis kombinaciéként eléallithatd. A baziselemek szama
egyértelmilen meghatarozott. Ezt a szdmot a vektortér dimenzidgjinak nevezzik. Két
vektortér kozti bijektiv leképezést izomorfidnak mondunk, ha felcserélhet6 a linearis
kombinaciéval. Két vektortér pontosan akkor izomorf, ha azonos a dimenziéjuk.
Egy izomorfia kanonikus, ha nem fiigg a vektorterekben valasztott bazisoktdl.

Definicié. Vektorok egy H halmazat szimmetrikusnak mondjuk, ha minden eleme
ellentettjét is tartalmazza. Korldtosnak mondjuk a H halmazt, ha van olyan wu;
(i=1,...,n) bazis, melyre

{ z:/\euZ :0<r<1,0< )\, zn:)\»zl, ei::tl}.

(A jobb oldalon a keresztpohtop vektorialis megfeleIOJe all.)
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A YT v, linedris kombindciét konver linedris kombindcidjdnak nevezziik,
ha minden 7 esetén \; > 0, és 2111 A; = 1. Pozitiv konver linedris kombindciorol
beszéliink, ha minden i esetén \; > 0.

A vektorok egy halmazat konvexnek mondjuk, ha barmely két elemének konvex
linearis kombinécidja a halmazba esik. Egy ilyen halmaz hatdrdnak hivjuk azon v
vektorok halmazat, melyekhez létezik olyan uw vektor, hogy minden A > 0 esetén
v 4+ Au a halmazon kiviil esik. A konvex halmaz hatarhoz nem tartozé elemeit
belsének mondjuk. Szigorian konvernek nevezzitk a konvex halmazt, ha hatara

barmely két kiilonb6z6 elemének pozitiv konvex linearis kombinaciéja belso elem.A

Egy korldtos halmaz barmely eleméhez van olyan valés szam, hogy anndl
nagyobb szammal vett tobbszordse a halmazon kiviil esik, mert a vektor megszorzasa
a bazisbontasaban 1év6 legkisebb abszolutértékii, nem nulla egyiitthaté reciprokaval,
a korlatos halmazon kiviilre vezet.

Mivel a valés szamok R halmaza az Gsszeadas és a szorzas miiveletével az
{R; 4+, {\}rcr} egydimenzids valos vektorteret alkotja, a kovetkezd definicié az
abszolut érték fogalmat — melyet az (1) pontban fel is haszndl — &ltaldnositja
altaldnosabb valés vektorterekre.

Definicié. Egy V vektortéren egy |- |: V — R>¢ fuggvényt normdnak neveziink, ha
(0) minden v € V esetén 0 < |v|, és 0 = |v| esetén v = 0 (pozitiv definitséy),
(1) minden X\ € R és v € V esetén |Av| = |A| - |[v| (homogenitds), és
(2) minden u,v € V vektorra |u + v| < |u| + |v|, és egyenldség teljesiilésébil
A = v vagy u = A\v kovetkezik valamely A\ > 0 valds szdmra (szigoru

szubadditivitds, szigoru hdromszig-egyenldtlenség). A

A normaéval ellatott vektortereket normaltnak hivjuk. Egy vektort normdltnak
mondunk, ha norméja 1. Egy bazist normdltnak neveziink, ha minden eleme normalt.
A normara nézve az Gsszeadas és a szorzas is folytonos miivelet, hiszen
lu+ 2| - |ul] < [(u+z) — (u)| < ||,
Xl = |3+ o) (s + @) ] < e — A+ o) (@) < | — o — (A + o)
< Jpllul + A+ pl ]
Definicié. Fuklidészi szorzdsnak neveziink egy (-,-): V x V — R leképezést, ha
(1) szimmetrikus, vagyis (u, v) = (v, u);
(2) mindkét valtozéjaban linedris, vagyis (Au + pv, w) = Mu, w) + p{v, w);

(3) pozitiv definit, vagyis 0 < (u,u) és egyenl6ség pontosan u = 0 esetén. A

Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlétlenség. Fuklidészi szorzds esetén

(u,v>2 < A(u,u) - (v,v).
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Bizonyitas. A pozitiv definitség miatt minden A € R esetén (u — Av,u — Av) > 0,
amit kifejtve (w,u) — 2X\(u,v) + A3(v,v) > 0 adédik. Ez pontosan akkor 4ll fenn
minden \ valés szdmra, ha diszkriminansara 4(u, v)? — 4(u, u) - (v, v) < 0 teljesiil,

ami az allitast igazolja. .

Tétel. Az (-, ) euklidészi szorzdsbdl definidlt uw — |u| = /{u,u) leképezés norma.

Bizonyitas. Harom feltételt kell igazolni, melybdl a pozitiv definitség és a homoge-
nitas a definiciébdl kozvetleniil kovetkezik.

A szubaditivitas a most igazolt Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenl6tlen-
ség kovetkezménye:

lu+vf = V{utvutv)=VuP+ P+ 2uv)
< VIuP + o2 + 2Jul - o] = [u] + |v].

Ha a fenti képletben egyenléség 4ll fenn tigy, hogy |v| > 0, akkor (u, v) = |u|-|v|
kovetkezik, amiért a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenl6tlenség igazolasakor
hasznalt mésodfoki egyenlStlenségben a A = |u|/|v| értéknél egyenl8ség van, vagyis

(u— %v, u— %’u) =0, amibdl a pozitiv definitség miatt u = v%. .
Ezen eredmény alapjan egy | - | normét euklidészi normdnak neveziink, ha

van olyan (-,-) euklidészi szorzas, melyre |u|> = (u,u). Az ilyen norméaval ellatott
vektortereket euklidészi (vektor)térnek nevezik.

Euklidészi térben az u és v vektorokat ortogondlisnak mondjuk, ha (u,v) = 0.
Egy bézist ortogondlisnak hivunk, ha elemei paronként ortogondlisak. Ortonor-
mdltnak nevezziik az ortogondlis bazist, ha elemeinek norméja 1.

Pitagorasz és Thalész tétele most is érvényes az Euklidészi sik fejezetben
megadott forméban és a bizonyitéast is el lehet végezni az ott megadott médon.

Tétel. Pdronként ortogondlis, nem nulla vektorok fiiggetlenek.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a v; vektorok (i = 1, ..., m) ortogonélisak, és valamely
A €R (i=1,...,m) egyiitthatokkal > ;" | \;v; = 0. Ekkor

0= <Uj7z)\i'ui> = Nilvj,vi) = v
i=1 i=1

vagyis minden j esetén \; = 0.

Az aldbbi tétel igazolja, hogy létezik ortonormalt béazis.
Gram-Schmidt-eljaras. Legyenek egy euklidészi térben uy,...,ug (0 < k < n) li-
nedrisan figgetlen vektorok. Ekkor létezik e, ..., e vektorok olyan ortonormdlt

rendszere, melyre minden £ < k esetén az uy,...,uy vektorok linedris kombindcidi-
nak mindegyike elddll az eq, ..., ey vektorok eqyértelmi linedris kombindciojaként.
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Bizonyitas. A k = 1 esetben az e; = u;/|uq| valasztéds igazolja az allitdst. Teljes
indukcids 1épésként tegyiik fel, hogy az allitds a k szadmra teljesiil.

Vegyiik az uq, ..., u, vektorhoz az indukciés feltétel alapjan 1étezé eq, ..., ey
ortonormalt vektorokat, és legyen €),_ | = g1 — Zle (Ug+1, €;)e;. Ekkor minden
0 <@ < k+ 1 természetes szamra

k

(e§€+1,ei> = <uk+1 — Z<'Ll;k+1,ej>ej7ei> (Ugt1,€5) — <Z Upt1, €5 e],el>

j=1 j=1

e

k
(uri1,e) = Y (uryr,e5)(ej, i) = (uri1, €;) — (upp,e;) =0,
i=1

k
! /
(€ki1s€ht1) = (Ukt1, ek+1 (ur+1,€j)ej, ek+1
i=1

k‘w

= <uk+1ve;c+1 Z uk+lvej ejve;€+1> = <uk+1ve;c+1>'
j=1

Ut6bbi (upy1,€),,,) kifejezés nem lehet nulla, mert akkor az ej,_; vektor a null-
vektor lenne, amibél a definici6ja alapjan wgy; = Z§:1<uk+1,ej>ej kovetkezne,
holott w41 a feltétel szerint fiiggetlen az uq, . .., uy vektoroktdl, és igy az indukcids
feltétel miatt az eq, ..., e vektoroktdl is.

Legyen exy1 = €}, /|€} |- Az indukcids feltétel szerint az x = Z’H_l A
vektorhoz vannak olyan p; € R szamok, hogy = A\pp1uks1 + Zle i€, és igy

k
x = >\k+1<|ek+1|€k+1 + E (Upy1, e eg) E [i€i,
j=1

ami az indukcids 1épés utolsé bizonyitanddja volt. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
Tétel. Egy ortonormdlt {e;}I'_, bdzis, w=> 1 \je; ésv =1 . | j,e; esetén

(w,v) =30 Nipg,  és ulP=Y" A

1, hai=j,
0, hai#j.
Definicié. Legyen adott egy V vektortér, és abban egy {b;}_; bdzis. A {-,-}: V x
V — R leképezést, ahol {u,v} = > A\jp; minden w = >0 \b; és v =
S, wib; vektorra, a {b;}"_, bazishoz tartozo belsd szorzdsnak nevezziik.

A bizonyitashoz elég észrevenni, hogy (e;, e;) = {

A
A Gram—Schmidt eljiras szerint minden euklidészi szorzashoz van olyan bézis,
melyben megegyezik a bazis altal meghatarozott bels6 szorzassal.
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Tétel. Minden belsd szorzds eqy euklidészi szorzdst definidl.

A bizonyitashoz elég arra gondolni, hogy a belsé szorzas is bilinedris, szimmet-
rikus, és pozitiv definit.

F.4. Metrikus tér, folytonossag, teljesség és kontrakciok

A metrika és a metrikus tér fogalmat mar definidltuk az Euklidészi sik fejezet elején
(lasd még az Affin metrikdk fejezetet is). Ilyen metrikus tereket alkotnak az R™
koordinataterek a szokdsos, ezért kiilon szinte sosem jelzett, euklidészi metrikaval.

Egy metrikus tér egy H részhalmazat korldtosnak mondjuk, ha van egy olyan
h > 0 valés szam és a metrikus térben egy olyan O pont, melyre minden H € H
esetén d(O, H) < h.

Egy {P;}32, € M pontsorozatot konvergensnek neveziink, ha létezik olyan
P, € M pont, hogy minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan N € N természetes
szdm, melyre N < n esetén d(P,, Px) < €. Ekkor a P, pontot a {P;}32, sorozat
hatdrértékének hivjuk.

A H C M ponthalmaz torldddsi pontjinak nevezzitk a H pontot, ha van a
ponthalmazban olyan konvergens {P;}5°, C H sorozat, melynek H a hatdrértéke.
A H C M ponthalmazt zdrtnak mondjuk, ha torlédési pontjait is tartalmazza.

Az (M, d) és (M',d’) metrikus terek kozti f: M — M’ fiiggvényt a P € M
pontban folytonosnak nevezziik, ha minden € > 0 valés szdm esetén van olyan
4 > 0 valds szdm, hogy d'(f(P), f(Q)) < e teljesiil minden olyan Q € M pontra,
melyre d(P,Q) < 4. Az f fiiggvényt folytonosnak mondjuk, ha minden P € M
pontban folytonos. Egyenletesen folytonosnak mondjuk az f folytonos fiiggvényt,
ha az iménti § nem fiigg a P pont valasztdsatdl, vagyis minden ¢ > 0 valds szdm
esetén van olyan ¢ > 0 valds szdm, hogy d'(f(P), f(Q)) < € minden olyan P,Q € M
pontparra, melyre d(P, Q) < 4.

A folytonossag definiciéja és a hiromszog-egyenlotlenség alapjan barmely
rogzitett O € M pontra a P +— d(O, P) fliggvény egyenletesen folytonos.

Ha f: M — M’ metrikus terek kozti folytonos fliggvény, és H' C M’ zért
halmaz, akkor a H = {P € M : f(P) € H'} is zért, hiszen, ha egy {P;}2, C H
konvergens sorozat hatdrértéke P, akkor a folytonossdg miatt az {f(P;)}52, C H’
sorozat hatdrértéke f(Ps ), melyre H’ zartsdga miatt f(Pu) € H' teljesiil, amiért
Py € H a H definicidéja értelmében, ami éppen azt jelenti, hogy H zart.

Egy {P;}5° € M pontsorozatot Cauchy-féle sorozatnak mondunk, ha minden
€ > 0 szamhoz létezik olyan N € N természetes szam, hogy N < k < n esetén
d(P,, P;) < e. Az olyan metrikus tereket, amelyekben minden Cauchy-sorozat
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konvergens, teljesnek hivjuk. A valés szamok zéart intervallumai az abszolatérték-
metrikaval, — val6jaban a valds szamok barmely axiéma-rendszerében megtalalhaté
Dedekind-tipust axioma kévetkeztében — teljes metrikus teret alkotnak, a nyilt
intervallumai viszont nem. A Minkowski-metridknal mutatott ,,gémbi metrika” mu-
tatja, hogy vannak nem teljes metrikak a sikon is.

Tétel. Az euklidészi geometria teljes.

Bizonyitas. Legyen a {P'}5° pontsorozat Cauchy-féle.

Valasszunk valamely O pont altal kijelolt helyvektortérben a d euklidészi
metrikdhoz tartozé | - | euklidészi norma szerint egy ortonormdlt {wi,...,u,}
béazist.

A Pk =>"" xku; helyvektorok ¥ koordindtdira

m
> (af —af)? = |PG — P5|* = d*(P", P¥) < ¢
i=1
adédik, ami azt jelenti, hogy az x¥ koordindtasorozat minden i € {1,...,m} szamra

teljesiti a Cauchy-féle konvergencia-kritériumot, ezért a valés szdmok (kiilonbség ab-
szolutértéke mint tdvolsdg szerint vett) teljessége miatt léteznek az z2° = limy_, o0 xf
hatérértékek.

Legyen P> az a pont, melyre P = Y " x°u,. Ekkor d*(P>,P") =

S (@5° — 2)? nulldhoz tart, ha n — co. Ezzel az allitast igazoltuk. .

Tétel. (Weierstrass) Legyen a H C R™ (n € N) halmaz minden eleme minden
koordindtdjdnak abszolutértéke kisebb a ¢ > 0 wvalds szdmndl. Ha H végtelen sok
kiilonbozo elemet tartalmaz, akkor van benne kiilonbézé elemekbdl dllo konvergens
sorozat.

Bizonyitas. Azn = 1 esetben H elemei az Z = [—c, ¢] intervallumban vannak. Mivel
H végtelen sok elemet tartalmaz, kiilonbozd elemeinek 1étezik egy {h;}5°  CH C T
sorozata.

Most az ,,oroszldnfogdsi” mbdszert alkalmazzuk.

Vilagos, hogy a {h;}5°, sorozatbdl a 0 legalabb egyik oldalara, mondjuk, a [0, ]
intervallumba, végtelen sok eleme esik, kiilonben nem lehetne a sorozatnak végtelen
sok eleme. Legyen ezen végtelen sok kiilonbozé elem sorozata {h9}52 = {hs, }32,
és Ip = [0, cl.

Vegyiik az Zj intervallum felez6pontjat. Természetesen a {h? };-‘;0 sorozatnak
a felez6pont legaldbb egyik oldaldra, mondjuk az [¢/2, ] intervallumba, végtelen
sok eleme esik, kiilonben nem lehetne a sorozatnak végtelen sok eleme. Legyen ezen
végtelen sok elem sorozata {h;}22, = {h }p2, és Ty = [¢/2,c].
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Immaér kétszer alkalmazott okfejtésiinket alkalmazva az Z; intervallumra és a
{h}}32, sorozatra, az I intervallum és {h?}7° sorozat, majd e lépéseink tovabbi
ismétlésével az Z,, intervallumok és {h]"}> sorozatok ad6édnak. Legyen h$® = h,
aztdn hoo a {hy' 122 sorozat egyik olyan tagja, amely nincs a {hgo};":_ol halmazban.

A {hF}o2, sorozat a {h;}52, sorozat végtelen sok kiilénbozé elemét tartalmaz-
za (s6t a konstrukciobdl kovetkezik, hogy h2° indexe a {h;}$, sorozatban legaldbb
q) és Cauchy-sorozat, hiszen minden ¢ > () indexfi eleme benne van az Zg interval-
lumban, melynek hossza ¢/2%.

Mivel a zért intervallum teljes metrikus tér, a {h3°}22, Cauchy-sorozat kon-
vergens, ami bizonyitja a tételt az n = 1 esetben.

Az n > 1 esetet teljes indukcidval bizonyitjuk, amihez tegytik fel, hogy a tétel
allitasa érvényes n esetén.

Legyen a végtelen sok kiilénb6z6 elemet tartalmazé H C R™T! halmaz minden
eleme minden koordinatajanak abszolutértéke kisebb a ¢ > 0 valés szamnal. Az
indukciés feltétel miatt van egy olyan végtelen sok kiillonbozé elemet tartalmazéd
{H;}32, C H sorozat, melynek elsé n — 1 koordindtdja konvergens. Akkor ennek a
sorozatnak barmely részsorozata is konvergens, méarpedig az n = 1 esetben bizonyi-
tottak miatt a {H;}$<, sorozatnak van egy olyan kiilénb6z6 elemekbdl all6 {H;; }32
részsorozata, melynek utolsd, (n + 1)-edik koordindtdja konvergens. Ez azt jelenti,
hogy a {H;, }52, részsorozat kiilénbozé elemekbdl all, és minden koordinatajdban

konvergens. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. -

Tétel. Zdrt intervallumon folytonos valds fligguénynek van legnagyobb és legkisebb
értéke.

Bizonyitas. Mivel f értékkészletének alsé és fels hatara (ha létezik) megegyezik
a —f fliggvény felsd és als6 hatardanak —1-szeresével, elegendd a bizonyitast csak a
fels6 hatarra elvégezni.

Tekintsiink egy f: [a,b] — R folytonos fiiggvényt.

Ha minden i € N szdmhoz az f rendelkezne olyan z; € [a,b] argumentummal,
hogy f(x;) > i, akkor Weierstrass tétele szerint az {x;}5°, sorozatnak van torlédési
pontja, ahol f folytonossidga miatt f értéke az {f(z;)}$2, hatdrértéke lenne. Ez
ellentmondas, hiszen igy f értéke a torl6dasi pontban minden valés szamnéal nagyobb
lenne, ezért van olyan ¢ € N, hogy f minden értéke kisebb az i szdmnél.

Az f([a,b]) € R szamhalmaz tehét felilrél korlatos, igy a valds szdmok
Dedekind-axiéméaja miatt 1étezik felsé hatara.

Legyen f fels6 hatéra y € R. Ekkor a H. = {x € [a,b] : y — f(x) > £} halmaz
minden € > 0 esetén nem {iires. Ha valamely € > 0 esetén csak véges sok eleme van
a H. halmaznak, akkor azok kozil valamelyikre f értéke y, ami az allitast igazolja.
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Ha minden € > 0 esetén . végtelen sok elemet tartalmaz, akkor vegyiink egy
tetszoleges €; N\, 0 sorozatot, és minden H., halmazbdl valasszunk ki egy az el6z6-
ektdl kilonbozd x; elemet. Az igy kapott {z;}52, C [a, b] sorozatnak Weierstrass
tétele szerint van torlédasi pontja, melyben az f értéke az { f(z;)}52, hatérértéke,

vagyis y. Ezzel a tételt belattuk. -
Mivel az euklidészi geometridk izomorfak egymassal, az aldbbi tételt elegend6

a szokasos euklidészi metrikaval ellatott R™ térben igazolni.

Tétel. Az euklidészi geometria barmely zdrt korlatos részhalmazdn folytonos valds
fiigguénynek van legnagyobb és legkisebb értéke.

A bizonyitds teljesen analdég a fentebb zart intervallumon bemutatotthoz,
ugyaniugy Weierstrass tételére tamaszkodik, és az olvaséra marad.

Tétel. A Minkowski-normak folytonosak egymdsra nézve.

Bizonyitas. Tekintsiink most egy Minkowski-féle d metrikaval ellatott 2 affin geo-
metriat, ennek egy O pontja altal kijelolt To®Rl helyvektortérben valasszunk egy
{u1,...,uy,} bazist. Vegyiik az ezen bazishoz tartozo (-, -) belsd szorzat altal meg-
hatdrozott | - |¢ normahoz tartozé d’ tdvolsdgot az 2 affin geometridn. Ez nyilvidn
euklidészi, az {uq,...,u,,} bazis pedig ortonormalt ezen (-, -) euklidészi szorzatra
nézve. Azt kell igazolnunk, hogy

(1) |- |q folytonos az euklidészi (U,d") téren,

(2) |- |a folytonos a Minkowski-metrikus (,d) affin geometrian.

(1) Barmely & = >_", z;u; helyvektorra a szubadditivitds és a Cauchy—

Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség szerint

m
|x|q = ‘ E TU;
, d
i=1
m

m m
< Z |zi||wila = <Zl'iui725ign1'i|ui|dui> < clz|q,
=1

=1 =1

ahol ¢ = max{| Y/~ | &;|u;|qu;|a : €; = £1} egy pozitiv konstans. Azonnal kévetke-
zik, hogy ||z|q — |yla| < |z —yla < ¢l — y|ar, vagyis a | - |4 norma folytonos a | - |4
normara nézve.
(2) Tekintsiik az f: v — |v|q/|v|s fliggvényt az euklidészi térben a | - |x
metrika folytonossdga miatt korldtos és zart H = {v € Tpo2 : |v|¢ = 1} halmazon.
Az euklidészi téren folytonos fliggvények a korlatos és zart halmazokon felveszik
szélséértékeiket, ezért valamely u € H vektorra f(u) = min{f(v) : v € H}. Nyilvan
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0 < f(u), hiszen 0 ¢ H, és minden v vektorra

[v/|v]ar]a
fw)ola < =7 v]ar = [vla,
[v/|v]ala
amiért ||x|g — |yla| < |z —ylo < |z - y|dﬁ7 vagyis a | - |¢ norma folytonos a
| - |¢ norméra nézve. Ezzel az allitdst belattuk. -
Mivel egy Cauchy-sorozat folytonos képe is Cauchy-sorozat, tételiink alapjan
egy affin tér két Minkowski-metrikajanak Cauchy-sorozatai egybeesnek. Mivel az

euklidészi metrika Cauchy-sorozatainak van hatarértéke, adédik az aldbbi.
Tétel. A Minkowski-metrikus affin geometridk teljesek.
A kovetkezé tétel egyenesen kovetkezik ugyanezen tétel euklidészi verzijabél.

Tétel. Bdrmely Minkowski-metrikus affin geometria barmely zdrt korldatos részhal-
mazdn folytonos valds fiiggvénynek van legnagyobb €és legkisebb értéke.

Tekintsiink ugyanis egy Minkowski-metrikus affin geometriaban egy korlatos
‘H tartomanyon egy folytonos valds f fiiggvényt. A ‘H halmaz ugyanazon affin tér
euklidészi tavolsaga szerint is korlatos, és a Minkowski-metrikdk egymasra vald
folytonossiaga miatt az f fliggvény az euklidészi metrikara nézve is folytonos.
van olyan 0 < A < 1 szdm, hogy minden {P,Q} C M pontpérra d(x(P), x(Q)) <
M(P, Q).

Tétel. Teljes metrikus tér minden kontrakcicjanak létezik pontosan egy fizpontja.

Bizonyitas. Unicitds. Amennyiben P,Q € M a x kontrakcié fixpontjai, akkor

d(P,Q) = d(x(P), x(Q)) < Md(P,Q) miatt d(P,Q) = 0, vagyis P = Q.
Egzisztencia. Legyen Py egy tetszbleges pont, és minden ¢ € N esetén legyen
Pi+1 = X(Pz) Ekkor

d(Pi1, P,) = d(x(P;), x(Pi=1)) < M(P;, Piiy) < ... < Nd(Py, By),
igy minden n > k természetes szdmra

d(Pps1, Pr) < d(Puy1, Po) + -+ +d(Pry1, Pr) < (A" + -+ A9)d(Py, Py)
1— /\n—k-H r k
=——— Nd(P,P) <
1— A (P Po) < 73
teljesiil. Eszerint P; Cauchy-sorozat, igy a metrikus tér teljessége miatt létezik
hatarértéke. Legyen ez P... Ekkor

d(P1, Po)

d(Poo, X(Poo)) < d(Poo, Pn) 4 d(Pr, X(Psc)) < d(Poc, Pa) 4+ Ad(Pr—1, Poo)
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F.5 Normak és indikéatrixok 277

minden n € N esetén. Mivel n — oo esetén d(Px, P,) tart a nulldhoz, ebbdl
d(Pso, X(Pso)) = 0, vagyis Po, = x(Ps) kovetkezik, tehédt a P, pont a x kontrakci6

fixpontja, ami az allitdst igazolja. -

F.5. Normak és indikatrixok

Tekintsiink egy V vektorteret. Minthogy a normak mind folytonosak az euklidészi
norméra nézve, minden normdnak van legnagyobb és legkisebb (mivel nulla nem
lehet, ezért) pozitiv értéke is az euklidészi norméval definidlt H = {v € V : jv| =1}
halmazon, ami azt jelenti, hogy bérmely || - || norméra vannak olyan c¢i,co > 0
konstansok, hogy ¢1|-| < || - || < ¢2| - |. Emiatt megfelel§ konstansokkal barmely két
normara adhaté ilyen becslés. Ezt a jelenséget a normak kommenzurabilitisinak
nevezik.

Tétel. (korlatossdg) Vektorok egy halmaza akkor és csak akkor korldtos, ha normd-
ban korldtos.

Bizonyitas. Korlatos halmaz részhalmaza is korlatos, ezért elég megmutatni, hogy
a keresztpolitépok korldtosak és minden korlatos halmazhoz van azt részhalmazként
tartalmazo6 keresztpolitop.

Legyen a ‘H halmaz korlatos a || - || norméban. Minthogy || - || kommenzurédbilis
az euklidészi normdval, a H halmaz a | - | euklidészi norméban is korlatos. Eszerint
létezik olyan h > 0 szdm, hogy minden h € H vektorra |h| < h. Legyen {w;}™ ,
egy ortonormélt bazis. Ekkor a # halmazban 1év6 minden vektor b = Y | x;u;
bézisbontdsédban a x; egyltthaték mindegyike a [—h, h] intervallumba esik, vagyis

n n
HCK= {Z/Z)\i&ui L0<r<1,0<A, S h=1, & :il},
i=1 i=1
ahol a I ponthalmaz éppen egy keresztpolitop. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
Eredményiink értelmében egy Minkowski-metrikus affin geometria barmely
ponthalmaza akkor és csak akkor korlatos, ha valamely keresztpolitép tartalmazza.

Definici6. A V normaélt vektortéren az Z;) = {v € V : |v| < 1} vektorhalmazt a | - |

norma indikdtoranak nevezzik. A

A vektorhalmazok hatdrdnak definicidja szerint 0Z)) = {v € V : |v| = 1} az
indikator hatara, hiszen ha |v| = 1, akkor minden A > 0 esetén |v + Av| > 1. Az

o
indikdtor tébbi elemének 7| = {v € V : |v| < 1} halmaza a belseje. A normét
meghatérozza az indikdtora, hiszen |v| = inf{r € Rs¢ : v € Z;}.
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Tétel. Az Z)| indikdtor
(0) elemeibdl kivdlaszthatd egy bazis,

(1) korldtos,
(2) szimmetrikus, és
(3) szigorian konver.

Bizonyitas. A (0) allitas triviélis, hiszen egy tetsz6leges bdzis minden elemét meg-
szorozva normaja reciprokaval olyan bazist kapunk, amelynek minden eleme a norma
indikatoraba esik.

Az (1) 4llitds az el6bbi tételiink ,akkor” része, a (2) allitds a |v| = | — v|
azonossagbdl nyilvanvald.
Az indikétor tetszdleges v; vektoraira (i = 1,...,m) és0 < \;, 2111 Ai = 1 szé-

mokra a hdromszog-egyenl6tlenség miatt | Y0 \jvs| < D07 Ao <370 A =1,
vagyis az indikdtor konvex, ami a (3) 4llitas része.

Ha iménti egyenlétlenségiinkben egyenléség all fenn, akkor egyrészt minden
i = 1,...,m indexre |v;| = 1, mésrészt a norma szigoru szubadditivitdsa miatt
v; = p;u valamely u egységnyi norméaju vektorra és 0 # v; € R szamokra. Ezek
alapjan minden ¢ indexre v; = u, tehat ha a pozitiv konvex linearis kombindcidk
a hatdrra esnek, akkor a vektorok megegyeznek, ami a (3) 4llitds szigoriségi része.
Ezzel a tételt belattuk.

]
Definicié. Egy V vektortér egy 7 részhalmazat indikdtriznak nevezzik, ha
(0) elemeibdl kivilaszthatd egy bdzis,
(1) korlatos,
(2) szimmetrikus, és
(3) szigortian konvex. A

Tétel. Ha T egy indikdtriz a V vektortérben, akkor az a |-|: V — R fiigguény, melyet
w — inf{v € Ryg : Lw € I} definidl, norma.

Bizonyitas. A (0) feltétel miatt létezik egy {w;}} bézis az indikdtrixban. Az (1)
feltétel miatt pedig létezik egy {v;}} bézis, hogy

IQEZ{VZ)\ZE-ZlUZ OSVS].,OS)\“ )\1:1, Elzil}
i=1 1=1

Az indikatrix konvexitdsa és szimmetridja miatt a

/C:{I/Z)\iaiui L0<v<L0< A, Y oA =1, si:il}.
i=1 =1

halmaz az indikatrix része.
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Minden w vektor el6all a bazis valamilyen w = Z?:l A;u; linearis kombi-
ndcidjaként, ezért a A = D0 |N|, A = |[N|/A és g, = sign)\; jeloléssel élve
w=AY" Neju;, amiért A\w € K C Z. Eszerint létezik a

|w] ::inf{0<1/:%w€1’}

nem negativ szdm, hiszen a fentiek szerint ¥ nem nagyobb, mint 1/A.

Ha |w| = 0, akkor minden 0 < p esetén lw € T C L, vagyis léteznek olyan
0<v<1,0< N, >0, Z_1(3551—ilszamok hogy w—yzl 1L Ai€iU;.
Tekintve, hogy w bézisbontdsa a {v;}} bdzisban egyértelmil, ez azt jelenti, hogy a
pv; szorzat minden ¢ indexre fiiggetlen a p szamtél. Ha v = 0, akkor w = 0, ha
pedig v # 0, akkor eszerint minden 4 indexre \; = 0, amiért w = 0.

Az T szimmetridja miatt

1 1
|w|:inf{yeR>0:;w€I}:inf{V€R>0:;(—w)€I}=\—w|

teljesiil. A formula invariancidjat hasznélva pedig

: 1 : :
[Aw| = inf {V €Rsp: ;(/\'w) € I} = || inf { B €Rsp: (sign(Mw) € I}

1
v/l
= [Al|w].

A szubadditivitds bizonyitdsahoz tekintsiink két tetszoleges nem nulla w és v
vektort, legyen A = |u| és p = |v|, valamint & = ﬁu és D = ﬁv Ekkor w,v € T
a hatdrra esik, a szigort konvexitas feltétele miatt pedig w = 7 + u+ + vazZ
belsejébe esik, hacsak nem @ = v. Utébbi esetben nyilvan |u + v| = |u| + |v|, ezért
mostantol feltessziik, hogy u # f: Mivel w az indikatrix belsejébe esik, 1étezik egy

k > 1 szdm, melyre x( ©) € Z. Ebb6l viszont

)\+p,u + )\er,

A+ N
|lu 4+ v| = ﬂ‘ ( a

o+ f;)’<u<)\+u:|u|+|v|,
A A K

ami bizonyitja a szigori szubadditivitast. Ezzel a tétel egészét belattuk. -

Eszerint a normak kanonikus bijektiv kapcsolatban allnak az indikatrixokkal.

F.6. Alternalé formak: determinans

A teriilet- és térfogatformék megalkotasakor lathattuk azok alternalasat és kozvetlen
kapcsolatat a teriilet és térfogatszamolassal. Ha magasabb dimenziés affin téren is
vizsgalni vagy hasznalni akarunk térfogatmérést, akkor az alternalé formakra van
sziikség. Ezek koziil persze legfontosabb a determinéns.
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A térfogatmérés legfontosabb eleme a kiilsé formak alkalmazisa: egy k-forma
a k-dimenzids paralelepipedon térfogatat méri.

Itt egy rendkiviil tomor attekintés kovetkezik.

Rogzitiink egy n-dimenziés V vektorteret.

Egy linedris £: V — R leképezést linedris funkciondlnak neveziink. A linedris
funkcionélok vektorteret alkotnak, ezt hivjuk dudlis térnek, és ezt V* jeloli.

AV alaptér elemeit alséindexelve, a V* dudlis tér elemeit fels6indexelve hasz-
néljuk. A V bézisa {v;}? ;, ennek dudlis bdzisa {v'}?_; C V*, melyre v'(v;) = &; ;
a Kronecker-delta, melynek értéke csak akkor 1 a 0 helyett, ha indexei egyenloek.

Definicié. A T: V" x V** — R multilinedris funkcionalt (r, s)-tipusd valds értéki
tenzornak nevezzik.

A
Egy tenzor megadésa egy adott bazisban lehetséges és szokasos a bazisbontés
TIv 0 = T(vg,,. .., 055070, .., v°) egyiitthatéival is.
Iseeestr r

Definicié. Az (r,s)-tipusi T és (p, o)-tipust @ tenzorok tenzorszorzatdin az (r +
p, 8+ o)-tipust T ® @ tenzort értjiik, melyre
T®RQViy,-- Uiy Uiy ,vin;vjl, ol T et
=T(vi,,...,v; ;0" ... v))- Qi - v17+p,v3*+1 i), A
A tenzorszorzas nyilvan asszociativ miivelet.

Tétel. Az (r,s)-tipusi tenzorok n" v -dimenzids vektorteret alkotnak, melynek bdzisa
ph ®"'®'Uir®’0j1 ® - Qvj,.
Bizonyitas. A megadott elemek fiiggetlenek, mert

b ..71;15)

VIR RV, @ @, (V.. Vg,V
= Oiyky = Oy ko Oy O s
ezért elég megmutatnunk, hogy ezek az elemek generalo elemek.
Legyen x; = 1" @lv;, és y? = 31 ylv'. Ekkor
T(x1,...,x59" ..., y°)
= Z xl w’ry;l ~-~y§ST(vi1,...,viT;vj1,...mjs)

i1t
J1sees Js

_ 11 g, J15e5ds
=D @y oy T

_Z J17 1]s_ “®"'®’Uzr®’0j1®"'®’Uj5(331,...,wr;yl,...,ys).

i1,

alapjén a v ® - - @V Qvj, ® - ®v;, tenzorok generaljak az dsszes tenzort, ami

igazolja az allitast. -
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Definicié. Az (r,0)-tipusi valds értékii T' tenzort alterndld tenzornak vagy kilsd
formdnak nevezzik, ha T(vy,...,v,) = signoT(vi4,...,Vr,) minden o € S, per-
mutaciora, ahol sign o jeloli a paritast, mely +1, ha ¢ paros, és —1, ha ¢ paratlan.

Az alterndlé tenzorok terét A"V* jeloli. A

Grassmann-algebranak hiviuk a AV* = R + V* + A2V* 4 ... + A"V* teret.
Vildgos, hogy AV* = R, AlV* = V* és ha m > n, akkor A™V* egyetlen eleme a
nulla tenzor.

F.6.1. Tétel. A N"V* vektortér dimenzidja (:f), és eqy bdzisa

- signo :
Bt =" %v“" ®@---@vrr, (1<i) <ig<--<ip<n).
o€S, ’
Bizonyitas. Az nyilvdnval6, hogy A"V* vektortér, és Bit-ir € ATV*,
Legyenek c;, ... az 1 < i3 < ig < -+ < i, < n indexhalmazhoz rendelt
konstansok. Legyen 1 < j; < ja < -+ < j, < n. Ekkor

. . Cs .
_ E X . SR . D) . i dr
0= < cl1a-~~7er ’ ’T)('vjla"'vvjr) - )

7!
1<i1 <2< < <N

ami bizonyitja a megadott rendszer fliggetlenségét.

Ha T € AN"V*, és @ = Y1 @’v;, akkor

T(xy,...,z,) = z i xlr T (v, v;)
i1y

signo i
= E T (v, 0;,) E o R

r!
1<iy < <ip<n c€S,

= T!nlv“vi’l‘B b T(wla'”va‘)a

1<ii <+ <ip<n

vagyis a B™» i kiils6 formék generalé rendszert is alkotnak.

]
Definicié. Ha T € APV* és S € NTV*, akkor
TAS(®1,...,Tp, Tpt1,- s Tptq)
— Z %T(mlg7 o ,a:pa)S(a:(pH)U, o ,ac(p+q)0)
TESp+q
az 0 kiilsé szorzatuk. A
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A T A S kiils6 szorzat a APT9V* térben van, hiszen

TN S(Cclﬂ, oy Tpmy T(p1)my - - ,:B(p+q)7r)
sign o
= 7T(m1ﬂ07"'7$ ﬂU)S(m Dros--+r L 71'0')
e%: (p+q)! P (p+1) (p+a)
OCOptq
sign(m~17)
Z 7'T(331T, s ®pr)S (T (pi1)yrs - B (prg)r)
5 +a)!
TCOp+q
=signm-TANS(@1,...,Tp, Tpt1,---, LTpiq)-

Ebb6l kovetkezik, hogy T'A S = (—1)P4S A T. Ha S konstans, akkor ¢ = 0, és igy

signo
TAS(x1,...,xp) = Z %T(mlg,...,mw)S: ST(xz1,...,xp).
o€Sy ’

Tétel. A kilsd szorzds asszociativ és disztributiv az 0sszeaddsra nézve.

Bizonyitas. A disztributivitas nyilvanvalo, igy elég az asszociativitast, azt is csak a
Bt baziselemekre belatni. Elég tehét latni, hogy Bl" A BTtk = Blk

BT ABT YR (2, )

TES)
sign T signo 4. "
= Z k! Z 7l vl (mlT) o "UT (wTT)X
TESK oES,
slgnp B
x Z T+lp(w(r+1)7) R il )
PESk—r
sign T sign o
- Z k! Z rl vl(wlfﬂ')"'vr(wrar)x
TESK €S,
51gnp .
X Z 1(:1:(7’4-19)7') .0 (m(r-‘r(k—r)p)‘r)
ESk r
81gncr 81gnp 1,
- Z rl Z (k—r)! T (mlov--~7mraa$r+1p,~--,-’ETJF(;C,T)p)
oc€ES, PESk_1r
B (sign o)? (signp)? ., &
_ZT Z WB (wl""amr;wr-i-l,n.,mk)
oESy PESk_r
= Bl""’k(azl, Ce Tk
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Vegyiik észre, hogy a fentiek szerint B¥ir = v¥t A v?2 A ... A v’ amibél
viszont kovetkezik, hogy A"V* minden eleme cv! A--- Av™ valamilyen ¢ konstansra,
vagyis az (n, 0)-tipusi alterndld tenzorok 1-dimenzids teret alkotnak, ahogy azt mar
az F.6.1. Tétel alapjan is tudtuk.

Definicié. Az (n,0)-tipust alternalé tenzorokat determindnsnak nevezzik. A

Mivel a determindnsok egymaés valés szadmmal vett tobbszorosei, szokasos ki-
jelolni koziiliik egy sztenderd determinanst. Ez az, amely egy rogzitett bazison 1
értéket ad. Fuklidészi vektortér esetén altaliban egy ortonormalt bézist valasztunk.
Ha masként nincs specifikdlva, akkor az R™ téren mindig a sztenderd determinanst
hasznaljuk, amelyet a kovetkezoképpen kapunk. Vegyiik az R™ sztenderd bézisat
(ez azon szam-n-esekbél all, melyekben pontosan egy 1 van, a tobbi elem pedig 0).
Jelolje det: (R”)n — R azt a determindnst, amelynek ezen a bazison 1 az értéke.

Egy n-dimenzids V vektortéren az (-, -) euklidészi szorzat szorosan kapcsolédik
a linedris funkciondlokhoz. Példaul a (-,-) euklidészi szorzasb6l minden u # 0
vektorral egy v — (u, v) linedris funkciondl készithetd.

F.6.2. Tétel. Bdrmely V euklidészi vektortéren minden £: V — R linedris funkci-
ondlhoz létezik pontosan egy olyan w, € V vektor, melyre £(v) = (v, wy) minden
v €V vektorra.

Bizonyitas. Unicitds. Ha a w és w’ vektorra (v,w) = f(v) = (u,w’) minden
v € V esetén, akkor (v, w’ —w) = 0 minden v € V vektorra, igy a w’ — w vektorra
is, amiért |w’ —w| =0, és igy w’ —w = 0.

Egzisztencia. Minthogy £ linedris, értékét meghatdrozza barmely bazison felvett
értékei. Ha tehdt uy, ... u, a V egy ortonormélt bézisa, akkor a wy := >, £(u;)u;
vektorra £ = (-, wy). -

Ez a tétel teljes altalanossagaban Riesz reprezentaciés tételeként ismert.

Eredményiink szerint a V vektortér kanonikusan izomorf a V* dualisaval, még-
pedig a -*: v — (v*: u — (u,v)) izomorfizmussal, amiért minden 7,5 € A"V*
kiils§ forma T = A\l_,u} és S = A\l_, v} alakd valamely megfelel§ u;,v; € V
vektorokra. Definidljuk ez alapjan a

<u1,v1> <U17Ui> <U170k>
(T, S), :=det (ui,.m) e (u“'uz> e <ui,.vk)
<uka'vl> <uk7vi> <uk7vk‘>
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szorzatot. Ennek értéke nem fiigg a megfelel w,;,v; € V vektorok vélasztasatol,
linedrisan fiigg mindkét valtozdjatol, és nem elfajuld, azaz (T,S), = 0 csak gy
teljestilhet minden S € A"V* kiilsé formara, ha T éppen a nullforma.

Jegyezziik meg, hogy r = 1 esetén (uj,vi)1 = (u1,v1), tovdbbd (T, T), nem
negativ és csakis akkor nulla, ha T' éppen a nullforma.

Rogzitsiik azt a D € A"V* determindnst, melynek ortonorméalt bazisokon 1 az
értéke. Ekkor a bazisbontds egyértelmiisége miatt minden 7' € A"V* kiilsé formahoz
pontosan egy olyan R € A"~ "V* kiils6 forma van, amelyre T A R = D. Ez lehet6vé
teszi, hogy minden S € A"V* kiils§ forméhoz hozzarendeljiik azt az egyértelmii
*S € A"7"V* kiils6 format, melyre T'A xS = (T, S),.D. A x-miivelet Hodge-csillag,
az eljaras Hodge-dualizdlds néven ismert.

Specidlisan az n = 3 esetben barmely u,v € V vektorokhoz pontosan egy
olyan w € V vektor létezik, melyre x(u* A v*) = w*, és a w vektor nem mds mint
az u X v keresztszorzat, mert annak kifejtési tétele miatt

u' Aot (2, y) = ui (@) (y) — vt (@)u’(y) = (u,z)(v,y) - (2, 0)(u,y)

= ((u, z)v — (2, v)u, y) = ((u x v) x 2, 9) = (uxv)"(z,y)

minden x,y € V vektor esetén.

F.7. Konvex halmazok elvalasztasa

Egy ponthalmaz konvex burka lezartjanak képzéséhez nincs sziikség a definiciéban
megkovetelt 0sszes, a ponthalmazt tartalmazé konvex ponthalmazra, hanem elegen-
dé a ponthalmazt tartalmazé zart affin félterek figyelembevétele. Ennek igazolasara
elég latni, hogy barmely, a lezart konvex burkon kiviili ponthoz létezik olyan hi-
persik, melynek kiilonb6z6 oldalaira esik a pont és a konvex burok. Ennél azonban
joval tobb is igaz.

Tétel. Legyen a K_ és Ky konvex halmazok metszete dres, mindkettd zdrt, az
egyikiik, mondjuk IC_, korldtos is. Ekkor létezik olyan hipersik, melynek a K_ és K
konvez halmazok kiilonbézé oldaldra esnek.

Bizonyitas. Vegyilink az affin téren egy d euklidészi metrikat, és tekintsiik
d(K_, K;) szamokat minden K1 € K1 esetén. Ezek nem negativ szdmok, ezért a
{d(K_,K;) : Ky € K1} halmaznak van egy nem negativ dy alsé hatdra. Ekkor
vannak olyan K% € K1 pontsorozatok, hogy d(K™, K7) — do. Mivel K_ kompakt,
a K" sorozatnak van végtelen konvergens részsorozata, mondjuk K™ — K°°. Mivel
d(K"™, K'") — dy is teljesiil, ebbdl K" korlatossaga is kovetkezik, amibél viszont

eszerint kivalaszthat6 egy végtelen konvergens Kiij sorozat, melynek hatarértéke
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F.7 Konvex halmazok elvilasztasa

mondjuk K%°. Ebbél dy = d(K>°, K¢°) adédik, ahol a zartsig miatt K2° € 4.

1
H)

I

1

1 ]CJ’_

I

. K j’ro\

Ky

Mivel K_ és K egyméstdl idegen, adédik, hogy dy > 0.

Tetszbleges K € K4 pontra és A € [0, 1] szdmra legyen Ki az a pont a K° K sza-

—
kaszon, melyre K$° K i =AMPK . AK i pont a konvexitas miatt a 4 halmazban

van, ezért
0<|K®K}? — |[K®K®|? = |[K®K® + KPKL 2 — |[KXKX[?

—_— =
= N|KPK | +2MK®KP KK ).

Elosztva ezt a A > 0 szammal, majd a A — 0 hatardtmenetet véve azt kapjuk, hogy

minden K € K pontra 0 < (K*K®, KK ) teljesiil.

Legyen H a K°°, K° szakaszfelez6 merdleges hipersikja, és H=HNK>, K®
2

Ekkor a ‘H minden H pontjara
e —
(KXKP, KT H) = (KK2, KH + HH) = (KXKX, K¥H) = -5 <0

Eszerint a H hipersik nem metszi a K, halmazt. Ugyanezen a mddon lithato,
hogy a H hipersik a K_ halmazt sem metszi, tehat a X1 halmazok a H hipersik

kiilonbozé oldalara esnek.

]
A korlatossag feltételének elhagyasa esetén el6fordulhat, hogy csak olyan hi-
persik valasztja el a két konvex zart halmazt, amely belemetsz legalabb az egyik

konvex halmazba. Ez a helyzet példaul a sikbeli konvex
Ko={(z,y):y<0észeR} é Ky ={(z,y):y>1/zés0<z R}

halmazokkal. Nyilt konvex halmazokkal tovabb élesithetd az elvalasztés.
Egy p: V — R leképezést szubadditiv funkciondlnak neveziink a V vektortéren,

ha p(x) > 0, p(Ax) = Ap(x), és p(x +y) < p(x) + p(y) minden z,y € V és A >0

esetén. Nyilvan minden norma szubadditiv funkcional.
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Hahn—Banach-tétel. Legyen adott a V véges dimenzids vektortéren egy p szubadditiv
funkciondl, eqy X C V linedris altér és eqy £: X — R linedris funkciondl, melyre
U(x) < p(x) minden x € X esetén. Ekkor létezik olyan £: V — R linedris funkciondl,
melyre {(v) < p(v) minden v € V esetén, és I(x) = {(x) minden x € X esetén.

Bizonyitas. Elészor igazoljuk, hogy amennyiben ) C V olyan linearis altér, melyre
X C Y és dim(Y) — dim(X) = 1, akkor létezik olyan £: Y — R linearis funkcional,
melyre £(y) < p(y) minden y € Y esetén, és £(x) = ¢(x) minden x € X esetén.

Legyen y, € Y az X altéren kiviil. Ilyen biztosan van, hiszen mésként X =Y
lenne. Az y, vektor emiatt nem allithat6 eld az X vektortér {z;}%_, baziselemeinek
linearis kombinacidjaként, tehat az y,, o, 1, ...,z vektorok fiiggetlenek, amiért
az ) bazisat alkotjak, hiszen dim) = k + 1. Eszerint ) minden eleme el6all a
T + Ay, formaban, ahol x € X és A e R.

Olyan ¢ funkcionalt keresiink tehat, melyre £(x + \y,) < p(x + \y,) 6és
{(x) = {(z) minden & € X é A € R esetén. Mivel az ¢ funkcional linedris is,
az egyenl6tlenséget a |A| > 0 szdmmal osztva, feltételiinket az

<|)\|) + sign(A\)l(y,) < (|/\‘ + sign(A)y )

alakban kapjuk, ami ekvivalens az £(x) — p(x — y,) < L(y,) < p(x’ +y,) — £(2')
egyenlStlenségek megkovetelésével minden x, ' € X vektorra.
Mivel

U(x)+L(a") = l(z+a') < p(z+a’) = p((@'+yo) +(T—yo)) < p(x'+yo)+p(T—y),

létezik olyan yo € R szdm, melyre £(x) —p(z —y,) < yo < p(z+y,) — £(z). Legyen
Uz + Ayy) = U(x) + \yo. Ez nyilvan linedris, és £(x + Ayy) < p(x + Ay,), mert
A =0 esetén £(x) = {(z) < p(x), X # 0 esetén pedig

Ua + Myy) = |)\|< (IAI) +sign(\)y ) < |A\p(w +81gn()\)y0> = p( + Ayy).

A fenti eljarast osszesen dimV — dim X" alkalommal elvégezve, az (X, ) altér-
funkcional parbdl egy sorozatot kapunk, melyben az el6zé funkcional mindig a
kovetkez6 megszoritdsa a sajat alterére, mikézben a kovetkezd altér dimenzidja
mindig meghaladja eggyel az el6z6 altér dimenzidjat, és a sorozat végén a kivant
(V, §) altér-funkcional par taldlhato.

Tekintsiink egy tetszéleges ¢ linearis funkcionalt valamely O pontbeli hely—
vektortérben. Azon H pontok H halmaza, melyre ¢{(Hp) = k valamely k € R
szémra, affin geometridt (sikot illetve egyenest) alkot, mert ha X, Y € H, akkor
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F.7 Konvex halmazok elvilasztisa 287

kozos egyenesiik Z pontjaira
E(Zo) = é(/\Xo + (1 - /\)Yo) = )\K(Xo) + (1 - /\)E(Yo) = K,

vagyis H tartalmazza a pontparjaira illeszkedd egyeneseket. Ez azt is mutatja, hogy
barmely P € H pontra a TpH helyvektortér a P ponthoz tartozé helyvektortér
linearis altere.

Egy H ponthalmaz akkor és csak akkor hipersik, ha létezik olyan ¢ linedris
funkciondl és k € R szdm, hogy H = {H : {(Hp) = k} valamely O pontra, hiszen
az {(Hp) = k egyenlet éppen egy linedris egyenlet a ponthalmazra, a hipersikot
meg éppen egy linearis egyenlet megoldashalmaza definialja. Mivel a linedaris funkci-
onalok tobbszorosei is linearis funkcionalok, ezen kapcsolat a hipersikok és linearis
funkcionalok kozott nem egyértelmii, de érvényes a kovetkezo.

Tétel. Egy H ponthalmaz akkor és csak akkor hipersik, ha tartalmazza pontpdrjai
egyeneseit és van hozzd egy olyan ho helyvektor is, hogy minden K ponthoz létezik
olyan HX ¢ H és Mg €R, melyre Ko = Hg + Axho.

Bizonyitas. Mivel H a pontparjaival egyiitt tartalmazza az azokra illeszkedd egye-
neseket is, barmely H pontjdhoz a Hy = {Xgy : X € H} vektortér a H pontban
1év6 helyvektortér egy altere. Legyenek a h' szabad vektorok olyanok, hogy {ﬁ%}f;l
a Hy egy bézisa. Ekkor a {hl,}7, U {ho} az origd helyvektorterének egy bézisa,
mert minden K pontra

Ko = HY + A\xkho = (HE — HY) + HS + \xho

= (Y- mihb) = Aoho + Axho = 3 wihi + (i = Xo)ho,
i=1

i=1

és a ho nem &llhat elé a {h5}™, bézis elemeinek linearis kombindciéjaként, hiszen
nincs benne a Hy helyvektortérben. Ebbdl kovetkezik, hogy Hy dimenzidja éppen
eggyel kisebb a teljes helyvektortér dimenzidjanal, vagyis sik esetén egy egyenes,
tér esetén egy sik.

Legyen ¢(Kp) = Ax — Ao. Ez nyilvdn egy linedris funkciondl, hiszen nem
més, mint a vektorok {h5}7, U{ho} bazisban vett bazisbontdsdban az utols6, ho
béziselem egyiitthatdja. Ekkor £(Ko) = 0 pontosan akkor, ha K € H, ami definicié
szerint azt jelenti, hogy H egy hipersik.

A forditott iranyu allitas igazolasahoz vegyiik a H hipersikot definidlé egyik ¢
linedris funkciondlt, melyre £(Hp) = k pontosan a H € H pontokra.

Legyen P egy tetszOleges pont a H hipersikon kiviil, melyre p := ¢(Pp) # 0.
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288 F. Fuggelék

Legyen ho = Po és HE = Ko — %ho. Ekkor

R0 =) = u(sco) - t(ho)

=U(Ko) = ({(Ko) — k) = K,

E(Hg):é(Ko— UKo) —k

tehat HX € H, ami igazolja az allitast. .

Definicié. Legyen K egy zart konvex ponthalmaz, mely tartalmazza az origdt, és
a belseje nem tres. Ekkor az origd helyvektorain értelmezett px o(Po) = inf{v :

%PO € K, v > 0} fliggvényt Minkowski-funkciondlnak hivjak. N

Az indikétrixok vizsgilatanal mar lattuk, hogy a Minkowski-funkciondl tényleg
funkcional, és azt is igazoltuk, hogy szubadditiv, vagyis nemnegativ, homogén a
pozitiv szamokra, és teljesiti a haromszog-egyenl6tlenséget, ha pedig K szigortan
konvex, akkor a szigori haromszog-egyenlotlenséget is.

Most bemutatjuk a (nem feltétlen szigori) haromszog-egyenldtlenségnek egy,
az egyenl6tlenség szigorusidganak bizonyitasara alkalmatlan, de az eddiginél egysze-
rlibb bizonyitdsat.

Tétel. A Minkowski-funkciondl szubadditiv.

Bizonyitas. A fenti okok miatt csak a hdromszog-egyenl6tlenséget igazoljuk. Legyen
K egy zart konvex ponthalmaz, mely tartalmazza az origdt, és tekintsiik az x,y
tetszéleges nem nulla helyvektorokat. Nyilvan x/p(x),y/p(y) € K, ezért

p(x) x p(y) y\_  xty
Kap@wmwﬂmm)+mw+mwﬂmm)‘mm+mw’

amib6l az infimum képzése miatt p(x + y) < p(x) + p(y) kévetkezik.

Hahn—Banach tétel. (geometriai alak) Ha két nem dres konvex halmaz metszete
tires, és az eqyik nyilt, akkor létezik olyan hipersik, melynek egyik nyilt féltere az
eqyik, a mdsik zdrt féltere pedig a mdsik konvex halmazt tartalmazza.

Bizonyitas. Legyenek adottak a nem iires, idegen X és ) konvex ponthalmazok,
melyek koziil mondjuk az X nyilt. Vélasszunk egy egy X € X és Y € ) pontot.
Legyen K := {K pont : Ko = Xo — Yo + Xo — Yo, X € X, Y € V}. Ez egy
nyilt halmaz, hiszen az X halmaz eltoltjainak unidja, és konvex is, hiszen tetszéleges
0< X <1 esetén
AKo + (1= MK = AM(Xo — Yo + Xo — Yo) + (1 = \)(Xp — Y5 + Xo — Yo)
=(AXo+ (1 =NX5) — (Wo + (1= NY)) + Xo — Yo
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Az L pont, melyre Lo = Xo — Yo nincs a K halmazban, hiszen X és Y
egymastol idegen.

Legyen most K € K, és tekintsiikk a K pontbdl indulé helyvektorokon a szub-
additiv pic,x (Px) = inf{v : LP € K, v > 0} Minkowski-funkcionalt, valamint azt
az ¢ linedris funkcionalt, melyre ¢(ALk) = X az 1-dimenziés {\Lk : A € R} altéren.
Mivel L ¢ K,

i,k (ALk) = [Mp,x (L) > [A| > X =4{(ALk),

amiért a Hahn—Banach-tétel értelmében 1étezik olyan { lineéris funkcional a K teljes
helyvektorterén, melyre ¢ < ik 68 E()\LK) =\

Vélasszunk egy p € R szdmot gy, hogy 1 < p < pic,k (Lk). Azon H pontok H
hipersikja, melyre @(HK) = u, elvalasztja az L pontot a IC minden pontjatdl, hiszen
ezen pontokra egyfelsl 1 < p = {(Lg) < pic, ik (L), amiért H pontjai a K halmazon
kiviilre esnek, tehat HNK = (), mésfelél az LK = {P : Px = ALk, A € R} egyenes
metszi a ‘H hipersikot, hiszen g(uLK) = u, mikézben az L pont nincsen rajta a H
hipersikon, mert #(Lg) =1 # p.

” X
K e - - (%& . (\ y
K=X-Y+(X-Y) N 7 @2)
L %’%

Tekintsiik most az L helyvektorterében azt az ¢ linedris funkcionélt, melyre
¢(Hp) = 1 pontosan a H € H pontokra. Ekkor /(X — Yz) > 1 minden X € X és
Y € Y pontra, hiszen K és L a H hipersik két kiilonb6z6 oldalara esik. Eszerint
(Xp) > 14 £(Yy) minden X € X és Y € Y pontra, amiért létezik olyan x € R
szam, hogy ¢(X1) > k > £(Y) minden X € X ésY € ) pontra. Tehat az H pontok

H hipersikja, melyre ¢(Hp) = k, elvilasztja az X' és az ) konvex halmazokat, ami

a tételt bizonyitja. .

F.8. Gorbék és hosszuk

Ebben a szakaszban euklidészi sikon dolgozunk.
Egy G: [a,b] — & injektiv leképezést gorbének neveziink. A gorbét a G(x)
pontban differencidlhaténak mondjuk, ha létezik olyan 0 # u € T(;(,)S helyvektor,

hogy minden £ > 0 szdmhoz létezik olyan § > 0 szdm, melyre |z — y| < § esetén

(G(y)o—(G(z))o
Yy—x

a G(z) pontban. Ezt a derivéltat G(z) jeldli.

— u‘ < e. Ekkor az u helyvektort a gorbe derivdltjanak mondjuk
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Az olyan {xi}?iol sorozatokat, melyekre a = xg < 21 < -+ < xp < Tpi1 =0
(n € N) teljesil, az [a, b] intervallum beosztdsdnak, a max{z;+1 — x;}7, szdmot a
beosztas finomsdgdnak nevezziik.

Vegyiik minden beosztdshoz azon torott vonalakat, melyeknek {G/(x;)} =)
torésponthalmaza. Az ilyen torétt vonal finomsdgdnak a max{d(G(x;), G(xi+1)) g
szémot nevezziik. A torétt vonal hosszét az L, = > o d(G(z;), G(x41)) formula
adja, mely a haromszog-egyenlétlenség miatt nem csokken, ha valamely z; < y <
x;41 helyen tdjabb G(y) téréspontot vesziink hozzé a sorozathoz.

Definicié. Egy gorbét rektifikdlhatonak mondunk, ha az 6sszes beosztasbodl ered6

torott vonalak hosszainak 1étezik felsé hatara. Ezt a gorbe hosszdnak nevezziik. A

Nem minden folytonos gorbe rektifikalhaté. Példaul a folytonos

(x,zcos(m/x)), hax#£0,

G:[0,1] » S =R? G(x):{((),o), ha z =0,

gorbe nem rektifikdlhat6. Ennek bizonyitdsara tekintsiik a [0, 1] intervallum z) =
1/k (0 < k < n) beosztasat. Ekkor
d(G(xx), G(vs-1)) = /(21 — 25-1)% + (2 cos(m/ak) — T—1 cos(m/z)—1))?
B 1 1 \2 (—1)k  (=1)k-1\2
G- (G- G

(=1)F 7142 (2k— -2
kzl ) = = 13)2, amiért

(oo . (-1
A maésodik tagot tekintve ( = —

T+ (2k—1)2 _ 2k—1 _ 2
> > —.
kk—1)  ~kk—1) ~ k
Eszerint a G(0),G(zy),G(xn-1),...,G(x1),G(1) torott vonal hossza legaldbb
2% 1, 1/k, ami nem korldtos médon névekszik, ha n tart a végtelenbe.

d(G(zg), G(wk-1)) =

Tétel. Ha eqy gorbe minden pontjaban derivdlhatd, €s a derivdltak halmaza korldtos,
akkor a gorbe rektifikdalhaté. Ha a derivdlt fliiggvény normdja folytonos, akkor a gorbe
hossza f; |G(x)] dz.

Bizonyitas. Legyen a derivaltak normdainak felsé hatara h. Ekkor

Ligiyriy = Zd G(xi41)) = D (Tig1 — @) (Glrii)o - (Q(xi))o‘

xZ; — X
0 i+1

i

<D (@irn = 2)|G(@:) <Y (wie1 — )b
0 =

= (zpt1 — xo)h = (b— a)h,

s |l
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ahol #; € [x;,2,11] a vektorértékii fliggvényekre vonatkozd kozépérték-tétel miatt.
Ez bizonyitja, hogy a G gorbe rektifikalhato.

Mivel a \G | fliggvény zart intervallumon folytonos, egyenletesen is folytonos,
amiért minden £ > 0 szdmhoz létezik olyan § > 0 szam, hogy |z — y| < § esetén

(E=)o=(EWo _ G(z)| < . Eszerint egy a § értéknél finomabb beosztésra

z—y

Liggmtr < (@ivn =2 (|G ()| +€) = (b —a)e + Y (wir1 — )| Glxs)),
i=0 i=0

Ly gris 2 Y (@i = 2)(|G(20)| =€) = (a = b)e + ) (i1 — 2:)|G(ws)],
i=0 i=0

amiért minden a ¢ értéknél finomabb beosztésra |L iy =1 {I,i}y+01| < (b—a)e,
ahol - -

n

I{fi}?;rol = Z(ffz‘ﬂ — ) |G (x5)].
i=0
Ha L jeloli a gorbe hosszat, akkor minden € > 0 esetén minden elegend&en
finom beosztasra

’L/ab|G(x)|dx’

b
< |L — L{I’L}:ljol| + |L{m1}1n:+01 . I{l’l},n;ol‘ + ‘I{I’L};njol —/a ‘G(:E)| dm’

< 3(b—a)e,

ami igazolja a tétel formulajat.

F.9. Valés szogfiiggvények

Tétel. A wvalds sin és cos fiigguények derivdltjai léteznek, és teljesitik a sin’ z =
coszsin’ 0 és cos’ x = —sinasin’ 0 azonossdgokat, ahol x,y € (—p, p).

Bizonyitas. Az addiciés formuldk szerint egyrészt

sin(z +y) —sinx sinzcosy + cosrsiny — sinx

sin’ x = lim = lim
y—0 Y y—0 Y

cosy — cos( siny —sin0
Yy

= sinz lim

+ cosx lim
y—0 Yy y—0

= sinz cos’ 0 + cos z sin’ 0,
mésrészt cos’ x = cosx cos’ 0 —sin z sin’ 0 adddik, igy a derivaltak léteznek, ha cos’ 0

és sin’ 0 is 1étezik. Elészor a sin’ 0 = lim,_, Slzy 1étét igazoljuk.
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Legyen oo = <(BAC) < ¢€/2, és
d(A,B) = d(A,C) = 1. Osszuk az
« szoget szogfelezOkkel 2™ egyen-
16 részre (az dbrén n = 2), és ve-
gylink mindegyik szogfelezén egy-
egy pontot az A ponttdl 1 tavolsag-
ra. A szomszédos félegyeneseken 1é-

v6 ilyen pontokat Osszekoto £, to-
réttvonal szakaszainak hossza nyilvan 2sin (52 a), az £, toréttvonal teljes hossza
ezért s,11(a) = 2" sin (Fhra).

A haromszog-egyenlétlenség miatt az s,(a) monoton nd, hiszen az £, t6-
rottvonal az £, torottvonal minden szakaszat két szakasszal helyettesiti.

Allitsunk merdlegest a B pontban az AB félegyenesre. Ennek metszete az AC
félegyenessel legyen D. A pérhuzzg)s szel6k tétele szerint nyilvan d(B, D) = 2%,

Most megmutatjuk, hogy a BD szakasz hossza nagyobb, mint a B és C kozti
béarmely ¢,, torottvonal s,, hossza.

A

Ehhez megmutatjuk, hogy minden egyes 2%@ sz0g szé-
rai altal a BD szakaszbol kivagott RS szakasz hossza
nagyobb, mint az £, toéréttvonal ottani PQ szakasza-
nak 2sin (Qn%a) hossza.

Nyilvanvalo, hogy 1 < d(A, R), hiszen az AR sza-
kasz mer6leges vetiilete az 1 hosszii AB szakasz. Hiiz-
zunk az RS egyenessel parhuzamos egyenest a ) pon-

ton keresztiil, ennek metszete a szog masik szaraval
legyen T. A péarhuzamos szel6k tétele értelmében d(Q,T) < d(R,S). Tekintsiik a
PQT haromszoget. Ebben

ITPQ)=€¢—<(QPA) =¢— <(AQP)
>e— <(AQT) = <(QTA) + «(TAQ) > <«(QTP)

miatt d(T, Q) > d(Q, P), ami igazolja allitdsunkat.
Zg;f; minden n esetén, igy s, (a) novekedése miatt létezik az
Sn (@) sorozat seo(@) = limy,— o0 Sn () hatarértéke.

A fentieket egy m: A — (—p,p] C R (0 < p € R) szogméréssel alkalmazva,

Eszerint s, (o) <

il 0 — Tim S0E) _ o si(m(@)27)  seo(@)
z—=0 T n— 0o m(a)Q—n m(a)

adédik minden « szdg esetén, tehat sin’ 0 1étezik.
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F.9 Valés szogfiiggvények 293

Az addiciés képletek szerint cosx = cos?(z/2) — sin?(x/2), amiért

cosx —cos0 5 (cos?(x/2) — sin*(z/2)) — 1

cos’0 = lim —————— = lim
z—0 xr — 0 z—0 X
o 9
~lim (Sl;g/ Lsin(e/2) =0

adodik. Ezzel a tételt belattuk. -

Az iménti bizonyitds mutatja, hogy sin’ 0 értéke az ott konstrualt térétt vo-
nalak hosszainak s.(a) hatarértékébdl szdmolhatd, hiszen m(a)sin’0 = s ().
Val6jédban s (€) az egységkorvonal azon két részének hossza (lasd az F.8. szakaszt),
melyekre az origén atmené valamely egyenes vagja ketté. Ezt a szdmot hagyoma-
nyosan  jeloli. Mivel m(e) = p és igy sin’ 0 = 7 /p adddik, a tovabbiakban éliink a
szokasjoggal.

Konvencié. Azt a szogmérést valasztjuk, amelyben p = m, és igy sin’ 0 = 1. A

A derivaltakra vonatkozé eredmény lehet6vé teszi a sin és cos valds fiiggvények
minden 4k + i-edik (k,i € N)

sinx hai=0, cosx hai=0,

. : cosx hai=1 , ) —sinx hai=1
sinF+9) 4 = ) . ©oés cosRH) g = . ’
—sinz  hai=2, —cosx, hai=2,

—cosz hai=3, sinz hai=3.

derivaltjanak meghatarozasat, aminek teljes indukcids bizonyitasa az olvaséra marad.
Ennek kovetkeztében a Taylor-sorfejtés szerint kapjuk a sin és cos valos fliggvények

o0 22+l oo 220
sin x :7;0(—1) @i és  cosx :nZ:O(_l) @)

el6éallitasat mindentitt konvergens sorokkal.

Furfangos formuldk segitségével akar kézzel is ki lehet szamolni a 7 j6 néhany
szamjegyét, de szamitogéppel ez sokkal hatékonyabb, és mar sok-sok szamjegyét ki
is szamitottdk. Valéjaban a Bailey—Borwein—Plouffe-féle

1 4 2 1 1
N =)
— 16 \8k+1 8k+4 8k+5 8k+6
formula azt is lehet&vé teszi, hogy 16-os szamrendszerben a 7 szamjegyeit a megel6z6
szamjegyek meghatarozasa nélkil szamitsuk ki. Més formuldk konvergenciasebes-
ségét vizsgdlva pedig igazolhatd, hogy m nem egyszeriien irraciondlis szam, de még
racionalis egyiitthatés polinomnak sem lehet gyoke.
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294 F. Figgelék

[zelit6ként most kiszdmitjuk a 7 értékét egy tizedesjegynyi pontossaggal.

Alsé becsléshez az iménti bizonyitéas ¢, torottvonalat hasznaljuk.

Minthogy az £,, torottvonal s, hossza monoton nové, ezért 2" sin(e2™") < 7
minden n esetén. Nyilvdn sin(e27!) = 1, innen pedig a sin(2a) = 2sinacosa
Osszefliggésbdl

1 =sin(e27!) = 2sin(e272) cos(e272) = 4sin(e27%) cos(e273) cos(e272) = ...

n+1 n+1

. 1 ,
= 2"sin(e27 ") 1:[2 cos(e27"). = Sng 1:[2 cos(e27")

kovetkezik. A cos(2a)) = cos? a — sin? o azonossagbol cos(a/2) = /122 adodik,
amibél cos(€272) = %2 < 0,7072 alapjan

V2
14 V2 144/ 2
cos(€277) = |/ T2 <0,9239 &5 cos(e27) = % < 0,9809 ,
amiért
2 2 2
Soo > > 3,12.

> >
[T, cos(e2=%) ~ [It,cos(e2-%) ~ 0,7072-0,9239 - 0,9809

Ha kilenc tényez6t becsiiltiink volna meg, akkor a 7 els6 6t jegyét kaptuk volna
helyesen: 7= > 3,141591.
A masik irdnyt becsléshez az imént hasznélt torott vonal helyett azt a torott
vonalat vessziik, amely az indikdtrixot (egységkort) , kiviilr6l” koveti. Ennek hossza
”% = 2"tg(e2™™). Ez monoton fogyd, és hatarértéke ugyancsak s, igy
minden n € N esetén s < 2" tg(e2™"), ahol definicié szerint tga = sin a/ cos a.
Az addicios tételeket ligyesen hasznélva azt kapjuk, hogy

V1+tgla—1

ta(o/2) = = 0E

)

amiért tg(e/4) = 1 alapjdn

tg(e2™?) =

21 1+ (V2-1)2-1
‘[1 < 10,1990

<0,4143 65 tg(e27t) =
V2-1

adddik, és utébbi éppen a felsé becslést adja. Ezzel a formulaval csak a 21! tg(e2711)
adja az els6 6t szamjegyet helyesen: m < 3,141595.

Osszefoglalva azt kaptuk, hogy 3,12 < m < 3, 184.

A 7 szdm értékének fontossagat mutatja az is, hogy nem csak a kor keriiletének
és atmérbjének ardnya, de meghatarozza a kor teriiletét is.
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F.9.1. Tétel. Ha egy ellipszis két tengelyének hossza 2a és 2b, bezdrt szogiik pedig
a € (0,m/2), akkor terilete mabsin «.

Bizonyitas. Annak az affinitdsnak, amely az origét fixen hagyja és az (1,0) és (0, 1)

b 0
acosa asino /?

melynek determindnsa absin «, ezért elegendd az egységsugaru korlap teriiletérol
megmutatni, hogy éppen 7.

pontokat rendre a (b, 0) és a(cos a, sin o) pontokba viszi, a matrixa (

Vegyiik a (0,0), (cos(m/n),sin(m/n)) és (cos(m/n),0) pontok altal meghatéro-
zott A, és a (0,0), (1,sin(x/n)/ cos(r/n)) és (1,0) pontok &ltal meghatérozott A,,
héromszoget minden n > 3 természetes szamra. Legyen ¢ az (0, 0) koriili 7/n szogl
forgatas. Ekkor a B egységkorlapra

2n—1 o 2n—1 o
U ¢'(dn)cBc | ¢'(An),
=0 1=0

ezért barmely ¢ teriiletmérésre 2nt(A,) < t(B) < 2nt(A,,), hiszen ¢ izometria és
igy teriilettarté. Ugyanakkor

lim (2nt(A,)) = lim (ncos (%) sin (I)) = lim (WM) =7

n— oo n— oo n n—r00 7T/n

és

RILH;OQM(A”)) = nl;rrgo (n sin (%)/cos (%)) = nhﬁrr;o (n sin (%)) =. -

F.10. Additivitas és homogenitas

Egy f: R — R fiiggvényt additivnak mondunk, ha f(z) + f(y) = f(z + y), és
homogénnek neveziink, ha Af(z) = f(Az) minden A, z, y € R esetén. Bar hétkoz-
napi tapasztalataink szerint ezek egybeesé fogalmaknak tlinnek, e szakasz végén
megmutatjuk, hogy léteznek olyan additiv figgvények, amelyek nem homogének.

F.10.1. Tétel. Ha az f: R — R fiigguény additiv, és valamely [a,b] (a # b) inter-
vallumon (alulrél vagy felilrél) korldtos, akkor homogén is, mégpedig f(x) = xf(1).

Bizonyitas. Ha m tetszlleges pozitiv egész szam, akkor
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és hasonlé médon

is fennall, ezért minden pozitiv m/n (m,n > 0) raciondlis szdmra

1(8)-1(3r 3 =ms(d) - 200

Mivel f(0) = f(04+0) = f(0)+ f(0), nyilvan f(0) = 0, tovdbbd minden z valds
szamra 0 = f(0) = f(xz + (—z) = f(x) + f(—z) miatt f(—x) = —f(z) is teljestl.

Osszességében az f(r) = rf(1) azonossdgot minden 7 € Q racionalis szdmra
bizonyitottuk, valamlnt belattuk, hogy f paratlan fliggvény.
Legyen f(z) := f(x) — 2f(1). Ekkor tetszbleges r € Q és x € R szdmra

fla+r)=fle+r) = (@+r)f1) = (fl@) = 2f(1) + (f(r) = f(1))
= f(z) —xf(1) = f(x),
vagyis az f : R — R fliggvénynek minden raciondalis szim a periddusa.
Tetsz6leges = € R esetén van olyan r raciondlis szam, melyre x +r € [a, b], ami

f peridodusossaga miatt azt jelenti, hogy f a teljes szamegyenesen ugyanazokkal a
korldtokkal rendelkezik, mint az [a, b] intervallumon. Csakhogy igy az

(rya) = rf(a) = r(f(x) = 2f(1)) = f(re) —raf(1) = f(rz)

fiiggvény is ugyanazokkal a korlatokkal rendelkezik, ami csak gy lehet, ha f () =0.
Ezzel az éllitast belattuk.

]
Intervallum folytonos és monoton fiiggvényei korldtosak, igy adédik az alabbi.

Tétel. Ha az f: R — R fiigguény additiv, és valamely [a,b] (a #b) intervallumon
folytonos vagy monoton, akkor f homogén is, mégpedig f(x) = xf(1).

Sokszor van sziikség a kovetkezo egyszerd altalanositasra.

Tétel. Ha az f: (0,00) = R figguény additiv, és valamely [a,b] (a # b) intervallu-
mon korldtos, akkor homogén is, mégpedig f(x) = xf(1).

Bizonyitas. Definidljuk a g: R — R fiiggvényt a {igy, hogy

f(z) ha 0 < z,
g(x) =<0 ha 0 =z,
—f(=z) haz<0O.
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A g additiv, mert g(x) + g(0) = g(xz +0), és

f(@) + fy) ha 0 <z,y,
(f@ = (=) + f(=y)) = f(-y) hay<0<wésly <]z,
f(@) = (f((=y) —2) + f(2)) hay <0<z és |z| <|y],

B (f

9@ W)=\ (5~ (“a) + f(a)) — f(—2) haz<0<yés|z] <y,
f@) - (F(0) — )+ f)  haz<0<yésy| < |z
—f(=2) = f(~y) ha z,y < 0,

igy alkalmazhato ra el6bbi eredménytink, ami bizonyitja tételiinket. -

Ahogy fentebb lattuk, egy additiv f fliggvény esetében minden x valds és r
raciondlis szam esetén f(rz) = rf(z). Ennek kiterjesztése a nem racionélis szdmokra
addicionalis feltételeket kovetelt. Az alabbi tétel megmutatja, hogy ez nem véletlen.

A valés szamok R halmaza nyilvan vektorteret — legyen ez R — alkot az
Osszeadassal és a raciondlissal val6 szorzas miiveleteivel a racionalis szamok Q teste
felett. Az R vektortér bazisait Hamel-bdzisnak nevezzik. Egy Hamel-bazis eszerint

egyetlen nem nulla raciondlis és végtelen sok irraciondlis szambol all.

Tétel. A nem nulla s,t € R szamokhoz akkor és csak akkor létezik olyan additiv
f: R —= R figgvény, melyre f(st) # sf(t), ha s irraciondlis.

Bizonyitas. Ha s raciondlis szdm, és f additiv, akkor f(sz) = sf(z) minden valds
x szadmra.

Most vizsgaljuk azt az esetet, ha s egy irraciondlis szam.

Mivel R két vektora (valds szamok!) pontosan akkor alkot fiiggd rendszert, ha
egyikiik a masiknak raciondlis tobbszorose, a t és st szamok R fiiggetlen elemei.

Tekintve, hogy fiiggetlen vektorokbdl a1l barmely halmazt Gijabb fiiggetlen ele-
mek hozzavalasztasaval bazissa lehet béviteni, van olyan H Hamel-bazis, amelynek
t és st egy-egy eleme.

Legyen {t,st}qg = {x € R: 3r1,rs € Q, melyre x = rt + rost} a ¢, st elemek
altal az R térben kifeszitett altér, {t, st} pedig ennek kiegészité altere.

Ekkor barmely x valés szimhoz pontosan egy olyan (r1,72) € Q? raciondlis
szampdr létezik, melyre x —rit —rost € {t, st}§), hiszen ha o — 71t — Tost € {t, st}
is teljesiil, akkor —rit — rost + 71t + Tost € {t,st}@ is, mikozben nyilvdn (7 —
r)t+ (Fo — ro)st € {t, st}g, marpedig a kettd egyiitt csak 71 = 1 és 7 = 7o esetén
lehetséges.

Definidljuk az f,;: R — R fliggvényt ugy, hogy

fap(2) =r1a+12b, ha x — 1t —rost € {t,st}q és 1,12 € Q,

ahol a,b € R tetszbleges két szam.
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Tetszoleges &, & € R szdmokra vegylik azokat az egyértelmi 71,72, 71,72 ra-
ciondlis szdmokat, melyekre & — 71t — o5t € {t,st}g és T — 71t — Tast € {t,st}§.
Ekkor

fap(@) + f(&) = (F1 +T1)a+ (Fo + T2)b, = fo (2 + ),

vagyis az fqp fiiggvény additiv.
Ha az a,b € R szdmokat kiilonboéz6nek valasztjuk, akkor fq,(t) = a # b =

fap(st) igazolja a tételt. -

F.11. Az algebra néhany alapfogalma

A H halmaz valamely kétvaltozés oc: H x H — {0, 1} leképezését reldcidnak nevez-
zik. Ha a H halmaz a és b eleméhez rendelt érték 1, azt az a o< b formulaval jeloljiik.
A « relacio reflexiv, ha a o a, szimmetrikus, ha a oc b esetén b < a kévetkezik, anti-
szimmetrikus, ha a o< b és b < a esetén a = b kdvetkezik, tranzitiv, ha a oc b és b < ¢
esetén a o ¢ kévetkezik minden a, b, ¢ € H elemre. Az olyan relaciét, amely reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv, ekvivalencidnak vagy ekvivalencia-reldcionak nevezziik.
Ilyen példaul a szokdsos = egyenléség is. Egy reldciét (szigori) rendezésnek neve-
ziink, ha antiszimmetrikus és tranzitiv. A rendezést teljesnek mondjuk, ha minden
a,b € H esetén a ox b, a = b és b x a koziil pontosan egy teljesiil (ez a trichotémia).

Egy o: H" — K fuggvényt (n € N) a H halmazon n-viltozdés mdveletnek
neveziink. Ha a ¢ miivelet értékkészlete a H része, vagyis K C H, akkor a ¢ miiveletet
zartnak mondjuk (a zartsidgot sokszor beleértik a ,miivelet” fogalmaba).

Algebrai strukturdnak nevezziik egy (alap)halmaz és rajta értelmezett zart
miiveletek rendszerét. Két algebrai strukturat homomorfnak mondunk, ha van az
egyik halmazrdl a masik halmazba olyan leképezés, homomorfia, mely minden mi-
veletnek megfeleltet egy miiveletet ugy, hogy az egyik elemein elvégzett miivelet
eredményének képe éppen a mésik megfelel6 elemeinek a megfeleltetett miivelet sze-
rinti eredménye. Izomorfianak nevezzik a bijektiv homomorfidkat, az izomorfidval
Osszekotott strukturakat pedig izomorfnak mondjuk.

Egy algebrai struktira alaphalmazan értelmezett oc ekvivalencia-relaciot kong-
ruencidnak mondunk, ha minden egyes miivelet Ugy valtoztatja eredményét az
argumentumainak relaciéban 1évé elemekre valé cseréjére, hogy a valtozas utani
eredmény o reldcidoban all a valtozas el6tti eredménnyel.

Innentol csak kétvaltozos miiveletekrol lesz szd, amelyek jeldlésekor gyakran
hasznalatos az a ¢ b := o(a, b) forma.

A o miivelet kommutativ, ha a b = boa, asszociativ, ha (aob)oc=ao (boc)
teljesiil minden a,b,c € H elemre. Valamely e € H elemet a ¢ miivelet neutrdlis
elemének mondunk, ha minden a € H elemre ace = eva = a teljesiil. Ha ey és es is
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a o mivelet neutralis eleme, akkor e; = es ¢ 61 = €3, tehat csak egy neutrélis elem
lehetséges. Ha a ¢ miivelet szorzasra vagy Osszeadasra emlékeztet, akkor a neutralis
elemet inkabb egységelemnek, illetve nullelemnek, vagy nullanak nevezik.

Ha a ¢ miiveletnek van e neutrélis eleme, akkor valamely h elem bal illetve
jobb oldali inverzén olyan h elemet értiink, amelyre ho h = e, illetve h o h = e
érvényes. Ha a o miivelet asszociativ, és hy és ?Lj a h bal illetve jobb oldali inverze,
akkor hy = hp o e = hy © (hoﬁj) = (Bboh) oﬁj = eoﬁj = Bj miatt a h elem Osszes
inverze egybeesik. Ha az a elemnek van kétoldali inverze, akkor a b elem a elem
szerinti konjugdltjin az a ¢ b ¢ a elemet értjik.

Egy (H,¢) rendszert csoportnak neveziink, ha a kétvéltozos ¢ miivelet zart,
asszociativ, 1étezik neutrdlis eleme, és barmely elemének létezik (mindkét oldali)
inverze. Ha ¢ kommutativ, akkor kommutativ csoportrél vagy Abel-csoportrél beszé-
liink.

A valés szamok R halmaza az Osszeadas miiveletével, a pozitivak a szorzas
miiveletével alkotnak Abel-csoportot. Ezek izomorfak, hiszen kozottiik barmely
logaritmus fliiggvény izomorfia.

Csoportot alkotnak a leképezésszorzas miiveletével barmely halmaz 6nmagéra
valé bijektiv leképezései (ezeket hivjuk transzformdcioknak). Ezt a csoportot teljes
transzformdcidcsoportnak vagy permutdciocsoportnak is nevezziik. A permutdciocso-
portok altaldban nem Abel-csoportok.

Ha egy csoport barmely eleme el64ll egyetlen elemének hatvanyaként, vagyis
hohohoho- - - alakban, akkor ciklikus csoportrél beszélink. Ilyen ciklikus csoportot
alkotnak példaul az egész szamok és az oszthatdsagi maradékosztalyok is.

Ha a (H,©) csoport valamely H' C H részhalmazén a csoport ¢ miivelete zért,
és "’ minden elemével egyiitt annak inverzét is tartalmazza, akkor (H’, ¢) is csoport,
melyet a (H,<) részcsoportidnak neveziink.

Példaul az egész szamok az Osszeadasra nézve részcsoportot alkotnak a valds
szamok additiv csoportjaban, ahogy a pozitiv raciondlis szamok is részcsoportot
alkotnak a pozitiv valds szamok multiplikativ csoportjaban.

Egy (H, o, ) rendszert testnek neveziink, ha (H,©) és (H \ {0}, x) kommutativ
csoportok, ahol 0 a ¢ miivelet neutrélis eleme, és teljesiil az ax (boc) = (axb)o(a*c)
disztributivitds. Ha (H \ {0}, *) nem kommutativ, akkor ferde testrdl beszéliink, és
a disztributivitdst a (bo ¢) xa = (bx a) ¢ (¢ * a) forméban is megkoveteljiik.

F.12. Val6sag és geometria

A geometria valosdghoz valé viszonyéat, benne a haromszog szogosszegérol szolo tétel
kapcsan Euklidész parhuzamossigi posztuldtumanak helyzetét jél mutatja az az
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aldbbi, az altalanos relativitaselmélet korili fogalomatértékelések kapcsan létrejott
tanbeszélgetés, melyet Eddington ,Tér, id6 és gravitacio” cimi konyvébol Simonyi
Kdroly forditott [33].

Ebben harman beszélgetnek a geometria és a valdsig viszonyardl: egy mate-
matikus (Math), egy kisérleti fizikus (Phys) és az dltaldnos relativitdselmélet egy
lelkes propagdldja (Rel).

Rel. Euklidész egy altaldnos tétele igy hangzik: ,Barmely haromszog-
ben két oldal Gsszege nagyobb, mint a harmadik oldal” Meg tudna
valamelyikiilk mondani, hogy ezen tétel helyessége manapsag teljesen
megalapozottnak tekintheto?

Math. Ami engem illet, teljes mértékben képtelen vagyok donteni afeldl,
hogy a tétel igaz-e vagy sem. Bizonyos mas tételekbdl vagy axiémakbdl,
amelyeket még elemibbnek tartunk, megbizhaté bizonyitasi mdédszerek
segitségével le tudom vezetni 6ket. Amennyiben ezek az axiomaék igazak,
igaz a tétel is; ha az axiémék nem igazak, altaldban nem igaz a tétel
sem. De, hogy maguk az axiémdak igazak vagy sem, azt nem tudom
megmondani; ez nem is tartozik az illetékességem alé.

Phys. De nem koveteljiik-e meg azt, hogy ezen axiémék igazsidga magatol
értet6do legyen?!

Math. Szamomra semmiképpen sem magatol értet6doek, és ezt a kove-
telményt — véleményem szerint — ma mar senki sem tartja fenn.
Phys. De hat ezekkel az axiémékkal mégiscsak sikeriilt Onnek egy logi-
kus és dnmagaban ellentmondasmentes geometriai rendszert felépiteni;
vajon ez nem tekinthetd az axidémék kozvetlen bizonyitékaként?

Math. Nem. Az euklidészi geometria nem az egyetlen ellentmondés-
mentes geometria. Kiindulhatok més axiémakbdl is, és akkor példaul a
Bolyai-Lobacsevszkij-geometriahoz jutok, amelyben Euklidész sok téte-
le mar nem érvényes. Az én alldspontom nem teszi lehetévé, hogy ezek
koziil a kiilonbo6z6é geometridak kozil valasszak.

Rel. Hogy lehet mégis az, hogy az euklidészi geometria jelentosége
messze tulhaladja a tobbiét?

Math. Alig tudndm elképzelni, hogy ez lenne a legfontosabb geometria.
De, bizonyos okokndl fogva, amelyek szamomra — ezt be kell vallanom
— nem teljesen vilagosak, az én fizikus baratom sokkal jobban érdeklodik
az euklidészi geometria irant, mint barmely maésik irant, és szdmunkra
4llandéan vele kapesolatban allit fel problémakat. Eppen emiatt kényte-
lenek voltunk az euklidészi rendszerrel aranytalanul tébbet foglalkozni.
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De voltak nagy geométerek, mint Riemann, akik azon faradoztak, hogy
a helyes viszonyokat 1jb6l helyreallitsak.

Rel. (a fizikushoz) Tulajdonképpen miért érdeklédik On annyira az euk-
lidészi geometria irdnt? Ugy gondolja, hogy ez az igazi geometria?
Phys. Igen. Kisérleteink bizonyitjak helyességét.

Rel. Hogyan bizonyitja példaul, hogy egy haromszoégben két oldal Gssze-
ge nagyobb, mint a harmadik oldal?

Phys. Természetesen csak tigy tudndm ezt bizonyitani, hogy méréseket
végeznék igen nagyszami konkrét esetben, és ...

Rel. En viszont csak egyetlenegy esetben szeretném az On faradsagat
igénybe venni. Itt ez az ABC haromszog! Hogyan bizonyitja be, hogy
d(A, B) + d(B, C) nagyobb mint d(A,C)?

Phys. Veszek egy mérorudat, és megmérem a harom oldalt.

Rel. Ugy tiinik nem értettitk meg egészen egymést. En ugyanis egy geo-
metriai tételrdl beszéltem — a tér tulajdonsagarél —, nem pedig az
anyagérél. Az On kisérlete azonban csak egy anyagi mérérid viselkedé-
sérol allit valamit, mikézben azt kilénbo6z6 helyzetekbe hozza.

Phys. Elvégezhetném a méréseket optikai titon is.

Rel. Na, ez egyre rosszabb lesz ... Most meg a fény tulajdonsigairdl
kezd beszélni.

Phys. Igy egyaltaldan nem tudok semmit sem mondani, ha nem enge-
di meg, hogy valamilyen mérést végezzek. En kizardlag mérések ttjan
kutathatom a természetet. Nem vagyok metafizikus.

Rel. Rendben van, akkor allapodjunk meg abban, hogy On hossziisig
és tavolsag alatt mindig egy olyan mennyiséget ért, amelyet anyagi vagy
optikai eszkoézok segitségével lehet meghatdrozni. On kisérletileg igy
azokat a torvényszertiségeket hatarozta meg, amelyeknek a mért hosszi-
sdgok engedelmeskednek, és igy taldlta azt a geometriat, amely Onnek
megfelelt. ...

Rel. ... De, haladjunk csak tovabb ezen ,természetes” geometria torvé-
nyeinek ellenérzésével. Tme, itt egy mérészalag, és megmérem vele ezt a
haromszoget: d(A, B) = 90¢m, d(B,C) = 0,6¢m, d(C, A) = 91lem. Na
lam csak, a tétele nem stimmel!

Phys. On nagyon jél tudja, mit6l van ez. Hiszen az AB oldal mérésénél
a mérdszalagot alaposan megnyijtotta.

Rel. Miért ne?

Phys. Egy hossztisdgot magatol értetoden egy merev méréruddal kell
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mérni.

Rel. Latja, ez egy nagyon fontos tébblet a hossz On 4ltal adott definici-
0jahoz. De mi is az a merev mérérud?

Phys. Egy olyan mérorid, amelynek hossza dllandé marad.

Rel. Az elébb épp abban allapodtunk meg, hogy a tavolsag egy olyan
mennyiség, amelyet egy merev méréruddal valé mérés segitségével haté-
rozhatunk meg; most azonban Onnek egy masik merev méréridra van
sziiksége, hogy ellendrizze, hogy az elsé rud nem valtoztatta-e meg a
hosszat? Aztan egy harmadikra, hogy a méasodikat ellenérizze, és igy
tovabb ad infinitum. ...

Math. Nagyon elterjedt az a vélemény, hogy a tér tulajdonsigai nem
fizikai méréseken és nem is metafizikai megfontolasokon, hanem megél-
lapodasokon alapszanak. Poincaré ,Tudomany és feltevés” cimii kony-
vének kovetkezd mondatai vilagitjdk meg a tér eme felfogasat: ,Ha a
Lobacsevszkij-geometria igaz, akkor egy nagyon tavoli csillag is véges
paralaxissal rendelkezne. Ha a Riemann-geometria igaz, akkor ugyanez
negativ lenne. Ezek olyan kijelentések, amelyek hozzaférhetonek latsza-
nak a kisérleti ellenérzés szamara, és azt a reményt keltik, hogy asztro-
némiai megfigyelések segitségével donteni lehet a két geometria kozott.
De az asztrondmia egyenese egyszeriien a fénysugarak palyaja. Ha tehat
negativ parallaxist mutatnanak a kisérletek, vagy ha be tudnak bizonyi-
tani, hogy minden parallaxis egy meghatarozott érték felett van, akkor
két végkovetkeztetés kozott lehetne valasztani: vagy feladjuk az eukli-
dészi geometriat, vagy ugy valtoztatjuk meg az optika térvényeit, hogy
aszerint a fény nem pontosan egyenes vonalban terjed. Sziikségtelen hoz-
zatennink, hogy mindenki ez utébbi megoldést tekintené elonytsebbnek.
Az euklidészi geometridnak nincs mit félnie az 0j kisérletektol.”

Rel. Poincaré eme ragyogd meggondolasa nagyon alkalmas arra, hogy
megértsiik azt a problémat, amellyel most szembe kell nézni. Hangsi-
lyozza ugyanis a geometria és az optika torvényszeriiségeinek egymastol
vald kolcsonos fliggését, amelyet sosem szabad szemiink elél téveszteni:
egy tételt elvehetiink az egyikbdl, és beépithetjiik a masikba. ... Egyéb-
ként most valéban elérkeztiink ahhoz a valasztthoz, amelyre Poincaré
utal, bar a dontést nem éppen az ¢ altala emlitett kisérlet kényszeriti
rank.
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Jelolések és konvencidok
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05

affin sik, tér, geometria

vektorterek irott nagybetiivel

halmazok és tartomanyok irott nagybetiivel

az O pontndl vett helyvektorok halmaza az adott térben
az O pontndl vett helyvektor P ponthoz és v vektorhoz
euklidészi belsé szorzas

valés szamok és nem negativ valds szdmok halmaza
természetes, racionalis és egész szamok halmaza

valés szamok gorog kisbetiivel

valés szamok dolt kisbettivel

racionéalis szamok délt betiivel

természetes vagy egész szamok dolt betiivel

vektorok félkovér kisbettiivel

matrix

pontok délt nagybetiivel

pontpar szakasza

rendezett pontpar kotott vektora

rendezett pontpar altal reprezentalt szabad vektor
szogek gorog kisbetiivel

leképezések gorog kisbetiivel

izometridk, forgatasok, eltoldsok, dilataciék gorog kisbetiivel

egyenesek dolt kisbetiivel

félegyenesek

félegyenesek szoge

BA, és BC félegyenesek szoge

u, v helyvektorok szoge

abszolut érték, norma, vektorhossz

az az X pont, melyre )\]@ =P

egyenesre, pontra illetve stkra vonatkozé titkrozés
az O kozéppontu A egyiitthatés homotécia

a tu vektorhoz tartozo eltolas, ahol u egységnyi vektor, t > 0

az O pont koriili a-szogl forgatas
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Név- és targymutato

i-relacio, 188
k-szog, A7
m-reldcid, 87
p-relacio, 10
T, 293

A

addicids formuldk
szog, 104
additiv, 295
affin
altér, 202
" metsz0, 206
féltér, 205, 168
fliggetlen, 202
geometria, 201
homotécia, 38
invaridansok, 117
koordinata, 203
koordinatazas, 203
nyujtas, 40
sik, 6
" valés ~, 44
struktura, 201
tér, 168
tiikrozés, 38
affinitasok alaptétele, 209
alapkor (inverzidé), 149
alappont, 203
alapsik (kapé), 262
alaptartomany, 157

alkotd (kupé), 262
als6 hatér, 5
altalanos helyzet, 203

sikban, 10

térben, 165
antiszimmetria

formaé, 112

relacioé, 298
Apollboniosz tétele, 144
aszimptota, 136
aszimptotikus irdny, 137
asszociativ, 298
atfogd, 126
atdarabolas, 109

sokszogé, 109

politopé, 194
atforditas

sikon, 83

térben, 185
atmenetleképezés, 30
atmérd, 66, 233
axiéma

illeszkedési ~, 3, 165

parhuzamossagi ~, 3, 166

rendezési ~, 4, 168

B

Bailey—Borwein—Plouffe, 293
Banach—Tarski paradoxon, 195
baricentrikus koordindtazas, 132
Barlow, 156
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béazis, 268

befogo, 126
Bolyai Farkas, 110
Bolyai Janos, 2
Bohr, Niels, 1

C
Caratheodory-tétel, 212
Cauchy
-féle sorozat, 272
-Bunyakovszkij—Schwarz
-egyenlGtlenség, 269, 178, 63
centralis
dilatacio, 70
tiikrozés, 38, 241, 79, 182
centrum, 77
Ceva tétele, 117
csavarmozgas, 182
csoport, 299
Abel-~, 299
affin linedris ~, 209
altaldnos linearis ~, 209
ciklikus ~, 299
kommutativ ~, 299
permutacié ~, 299
rész~, 299
specialis linearis ~, 209
szimmetria-~, 153
teljes transzformacié ~, 299
csucs
kuapé, 262
poliéderé, 218
poligoné, 55
politopé, 216
szimplexé, 215
tortvonalé, 47
csusztatva forgatas, 182
csusztatva tiikrozés, 81, 182
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Dandelin-gomb, 263
Darboux-metrika, 221
Dedekind axiéoma, 5

definialé
félsik, 53
féltér, 217

pont, 52, 215
rendszer, 53, 52, 217, 215

definitség, 61

pozitiv ~, 269
Dehn, Max, 193

derivalt, 289
derékszog, 126
Desargues
-sik, 9

-tétel, 170
-tulajdonsag,

9

determinans, 283
affinitasé, 30, 38, 115, 197

matrixé, 37
dilatécié, 69

egyitthatoja
dimenzi6, 268

, 69

szimplexé, 216

direktrix, 133

Dirichlet-cella, 155

diszkrét
ponthalmaz,

izometria-csoport, 157
mozgas-csoport, 157
disztributivitds, 299

155

dualis bézis, 280

duglis tér, 280
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Eddington, 300
egybevagosag, 83
egyenes
irdnyvektora, 66
kitér6 ~, 166
tartd, 6
kitéro, 206
kip, 262
metsz6 ~, 3
metsz6 ~, 166
normalisa, 30
normalisa, 66
sz0g, 85, 91
egyenességet tart, 6, 169
egység
elem, 299
gomb, 232
kor, 232
egylitthato
affinitdsé, 115
dilataciéé, 69
ekvivalencia, 298
-relacid, 298
él, 47, 55
elfajulo
egyenlet, 29
haromszog, 4
paralelogramma, 7
szakasz, b
ellentmondésmentesség, 2
relativ ~, 2
ellipszis, 60
fékore, 141
nagytengelye, 134
ellipszoid, 234
eltolas, 38
-vektor, 122
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elvélasztés, 5, 145
érint6, 139
Escher, M.C., 157
Euklidész, 1
euklidészi

metrika, 63, 178, 236

norma, 270

sik, 63, 269

tér, 178

vektortér, 270
Euler tétele, 189, 220
Euler-egyenes, 131
excentricitas, 133

F

fedd

mozgés, 153
csoport, 153

félegyenes, 4, 168
elvalaszt, 86

felezépont, 12
metrikus ~, 222

félsik, 6, 168

fels6 hatar, 5

ferdetest, 299

Feuerbach-tétel, 131

Feuerbach-kér, 132

fix, 38

egyenes, 7

pont, 7
"-tétel, 76, 179

folytathatésag, 5

folytonossagi axiéma, 5, 168

forgatés, 77
centruma, 77
tengelye, 181
szoge, 123

forgatva
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csusztatés, 182
tikrozés, 182
fékor, 141
fotengely-transzformécio, 132
affin ~, 58
funkcional
Minkowski-~, 288
linedaris ~, 280
szubadditiv ~, 285
fliggetlenség, 268
figgvény
egyenletesen folytonos ~, 272
folytonos ~, 272
trigonometrikus ~, 106

G
Gallai—Sylvester-tétel, 119
Gauss, 2
gbmb, 232

tipust, 233
gorbe, 289

hossza, 290

rektifikalhaté ~, 290
Gram-Schmidt-eljaras, 270, 197
Grassmann-algebra, 281

H
Hahn—Banach tétel, 286
geometriai alakja, 288
Hamel-bézis, 297
héromszog, 4
alapja, 126
belsé szogfelezoje, 96
egyenlészaru ~, 126
egyenléoldala ~, 126
elfajulé ~, 4, 269, 61
irdnyitatlan ~, 4
irdnyitott ~, 4

oldala, 5
ortogondlis ~, 65
szarai, 126
hasonlé ~, 85
szabalyos ~, 126

haromszog-egyenlotlenség, 61

haséab, 192
egyenes ~, 192
hasonlésag, 85
hatar, 55, 218, 269
pont, 5
érték, 272
Heisenberg, 1
Helly-tétel, 213
helyvektor, 25
Hilbert, 2
hiperbola, 60
hiperlap, 216, 218
hiperél, 216, 218
hipersik, 202, 205
Hodge-csillag, 284
Hodge-dualizalas, 284
homogenités
fliggvényé, 295
norméé, 269
homomorfia, 298
homotécia
affin ~, 38
egylitthatdja, 39
hir, 142

|

idealis
egyenes, 9 , 170
pont, 9, 170
sik, 170

identitas, 7

illeszkedési axiéma, 3, 165
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illeszkedés, 3, 165, 165
indikator, 277
indikatrix, 278
invarians, 38

egyenes, 7

csoportra, 153
inverz, 299
inverzio, 149
inverziv sik, 149
involucio, 7
irdnyitasvaltas, 38 , 83
irdnyvektor, 66
izometria, 70, 222
izomorf, 7, 63, 169, 178, 201, 221, 298
izomorfia, 268, 298

kanonikus~, 268

J

Jacobi-azonossag, 199

K
keresztpolitop, 52, 215, 268
kicsinyités, 70
kifejtési tétel, 199
kifeszit, 203
kistengely, 134
Klein, 2
kocka, 192
kollineacio, 6, 169
kollinearis pontok, 3, 169, 165
kommenzurabilitds, 277
kommutativ

csoport, 299

miivelet, 298
komplanéris, 165
koncentrikus, 142
konform, 152
kongruencia, 298
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konjugdlt elem, 299
irdny, 249
konkurrens, 3, 165
kontrakcid, 276
konvergens, 272
konvex, 52
burok, 52, 210
linearis kombinéacid, 210, 269
ponthalmaz, 209
" belseje, 209, 269
belsé pontja, 209
poliéder, 217
poligon, 53
szigorian ~, 210, 269
vektorhalmaz, 269
koordinata
-egyenes, 29
-sik, 175
-tér, 27, 172
transzforméci6, 176
koordinatazas, 27, 172
korlatossag, 272, 268
koszinusz, 102, 241
-tétel, 103
kogyenes, 151
kor, 65
kilenc pontos ~, 132
sugara, 232, 66
iv, 142
re vonatkoz6 hatvany, 151
beirt ~, 129
korilirt ~, 129
hozzairt ~, 129
Thalész-~, 144
tarté, 145
koriiljarés, 4
azonos ~1, 38
kotott szog, 85
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felez6je, 89 fliggetlenség, 268
rendezése, 87 kombinécio, 268
partos ~, 86 Osszetevo, 37
szinusza, 102 Lobacsevszkij, 2
kotott vektor, 10
kozéppont, 39, 65, 233 M
inverzi6é, 149 magassag, 130
kozéppontos pont, 130
dilatécio, 70 vonal, 130
tiikrozés, 79 maéasodrend gorbe, 56
affin tiikrozés, 38 egyenlete, 56
tiikrozés, 241, 182 kozonséges ~ , 60

kozrefog, 5 valodi ~, 60
Kronecker-delta, 280 méasodrendli polinom, 56
kip, 262 Menelaosz tétele, 118
kipszelet, 133 meroleges, 178

belsé pontja, 139 egyenesek, 238, 66

fokalisan, 136 stkok, 243
fékusza, 133 vetiilet, 67
kiils6 pontja, 139 metrika, 61
sugara, 136 additivitasa, 61

radiuszvektora, 133
tengelye, 133
paramétere, 136

affin ~, 61
diszkrét ~, 61
szimmetrikus ~, 61

érintési pontja, 139 tiikrozéses ~, 238, 243, 75, 222
kiils6 forma, 281 metrikus

kiils6 szorzat, 281 affin geometria, 221

tér, 61
L " teljessége, 273
Lagrange-azonossag, 199 Minkowski
lap -funkcional, 288
poliéderé, 218 -metrika, 225
politopé, 216 -tulajdonsag, 222
laphalg, 216 modell, 2
14t6sz0g, 142 mozgas, 83, 185
lexikografikus rendezés, 42 csoport, 83, 185, 157
linearis osztalyozasa, 158
funkcional, 280 mivelet, 298
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N
nagyitas, 70
nagytengely, 134
neutrélis elem, 298
négyzet, 106
norma, 63, 269
normalis, 30
egyenes ~a, 66
normalt bazis, vektor, tér, 269
normaltranszverzalis, 179
null
elem, 299
szog, 85
vektor, 10, 14
numerikus excentricitas, 133

Ny

nyiras, 38

nyitott konyv
tulajdonség, 8
tétele, 9, 169

0]
oldal, 5

szemkozti ~, 8
origo, 203
oroszlanfogas modszere, 273
ortogondlis

béazis, 270

egyenes, 66

vektor, 65, 270
ortonormalt, 65, 270
osztéviszony, 25

metrikus ~, 67, 222, 228

P

palya, 153
parabola, 60
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paralelepipedon, 192
paralelogramma, 7
-azonossag, 63, 222, 235
-szabaly, 26
parhuzamos

egyenesek, 3

sikok, 166

egyenes sikkal, 166

affin alterek, 202

eltolas, 79, 181

szelOk tétele, 12, 23, 64, 228
parhuzamossigi axiéma, 3, 166
partossag, 6, 168
Pasch-axiéma, 4
perspektiv, 9
Pitagorasz-tétel, 65, 65
platéni test, 190
Poincaré, 2, 302, 302
poliéder, 217
poligon, 53
politép, 52, 215

éle, 189

csucsa, 189

hiperéle, 216

hiperlapja, 216

lapja, 189

szabalyos ~, 190
pozitivitas, 61
Ptolemaiosz-egyenl6tlenség, 245

R

racs, 155
radiuszvektor, 133
Radon tétele, 212, 147
Radon-gorbék, 249
rektifikalhatosag, 290
relacio, 298

rendezés, 298
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kotott szogé, 87 sokszog, 154
szabad szogé, 93 szakasz, 5 , 168
rendezési axiéma, 4, 168 hossza, 62
reprezental, 13 felez6 merdlegese, 67, 237, 243, 240
reprezentans szimmetria, 153
szabadvektoré, 13 kozéppontos, centralis, 39
szabadszogé, 91 relacioé, 298
Riemann, 2, 301 vektorhalmazé, 268
Riesz reprezenticios tétele, 283 szimplex, 215
szinusz
S szabad szogé, 103
sajat -tétel, 103
vektor, 39 SZOTZ4as
érték, 39 bels6 ~, 271
Segre, 250 euklidészi ~, 64
Simonyi Karoly, 300 kereszt~, 198
stk valossal ~, 18
inverziv ~, 149 vektorialis ~, 198
norméalisa, 175 vegyes~, 200
ok szoge, 188 szog, 188, 151
sokszog, 47 bels6 ~felezd, 129
oldala, 47 cstcsa, 85
atdarabolasa, 109 csucs~, 86
bel- és kiilseje, 51 derék~, 126
sulypont, 130 egyallasi ~, 86
stulyvonal, 130 félsikoké, 188
Sylvester faladata, 119 felezbje, 129
kiegészit6 ~, 86
Sz kotott ~, 85
szabad szog, 91, 188 kiils6 ~, 125
Osszege, 91 mellék~, 86
rendezése, 93 mérése, 101
szabad vektorok, 13 szara, 85
Osszege, 14 valté~, 86
reprezentansa, 13 szubadditivitas
szabalyos funkcionalé, 285
ponthalmaz, 154 metrikéaé, 61
pontrendszer, 155 normaé, 269
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talppont, 67
tamasz, 216
egyenes, H2
félsik, 52
félter, 216, 189 , 189
hipersik, 216
félegyenes, 52
pont, 52
sik, 189
tavolsag, 61
téglatest, 192
tengely
koriili forgatas, 181
kupé, 262
affinitdsé, 39
tengelyes
affinitas, 38
tiikrozés, 72, 181
en perspektiv, 9
tenzor, 280
alternalo ~, 281
antiszimmetridja, 112, 195
szorzat, 280
tertilet, 109
forma, 112
test (algebrai), 299
ferde ~, 299
téglalap, 106
térfogat, 193
forma, 195
Thalész-tétel, 65, 144
Thalész-kor, 144
torlodéasi pont, 272
torétt vonal, 47
kiséréje, 48
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transzformécié, 7, 169
affin ~, 30, 176
egybevagosagi ~, 83
egyenestarté ~, 169
hasonlésagi ~, 69
" centralis ~, 70
identikus ~, 7
involutiv ~, 7
izometrikus, 222
koordinata-~, 30
koriiljarasvalto ~, 83
ortogonalis ~, 237
szogtartd ~, 152, 96
térfogattarto, 197
teriilettartd, 115

trigonometrikus fliggvények, 106

tikrozés
egyenesre, 238
stkra, 243

tiikrozve cstusztatas, 182

tiikkrézve forgatas, 182

\Y)

vektortér, 268
vezéregyenes, 133
Voronoj-sokszog, 155
vektor hossza, 63

w

Wallace-Bolyai—Gerwien-tétel, 110

Weierstrass tétele, 273

Z

zart halmaz, 272
zart miivelet, 298
zaszl6, 185
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Még nem besorolt mutatok
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