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l, BEVEZETES

Alakfelismerésen madst és mdst értenek a kiilonbszd tudomiany-
agak kepviselSis Igy mig az orvosok p3lddul blizonyos daganatok
formajara kivancsiak annak rontgen arnyékai alapjan, a fizikusok
egyes testek belsd "alakjdt" (anyagok eloszldsa, slriség stb,)
szeretnék ismerni kiviilrél mért adatokbdl kiindulva,

A szamitdstechnikusok a szdmitégépet szeretnék megtanitani
a latdsra, vagyis diszkrét adatokbél visszanyerni a kép osztdly-
ba sorolasahoz szilikséges informdcidkat,

Mindezek természetes matematikai dltaldnositdsa a kévetkezd:
AdoTt egy A halmaz és egy P részhalmaz rendszere, melynek min-
den pEP elemén adott egy m.IJ merték,

Adott tovdbba egy f:A—>R fiiggvény, mely minden mp szerint
P minden elemén integrdlhatd,
Tekintsiik az £:P —>R filiggveényt, melyre ha peP, akkor

A
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A feladat ezekutdan az, hogy ha csak f-% 1smerjik, meg tudjuk
e hatdrozni f-et, és ha igen, akkor hogyan,
Nézzlink erre most néhdny példst:
as Legyen A=N (természetes szdmok), P az A tiz elem halma-
zainak halmaza, m pedig a diszkrét mérték rajta,
EBkkor:

1z A(p>=2{f13'%m

L€
Vilagos, hogy f ismeretéheg ezek f(i)=kre linedris egyenletek
€s mint az algebrdbdl ismert, bizonyos pontosan leirt Teltde
telek mellett f meghatdrozhatd ezekbdl,
Ezek a feltételek lényegében azt irjdk eld, hogy f hordozzon

eleg informicidt f~r6l, de ne ellentmonddsosan,




be Legyen A=R (n€N)s P az A d<n dimenzids hipersikja-
inak halmaza, €és péP-re m o az R =1 megszokott
Lebesgue mértéke '
Ekkor f~t az f d-dimenzids Radon transzformaltjanak

nevezziike

ca Legyen A mint ellbb, P az origot atmetsz8 d-dimen-
zids gombok halmazag, A peP~én vett mP mérték pedig
legyen az origd koril vett megfeled d-dimenzids
egységgomb feliiletmértéekének kivetitése p=re,
Ekkor f£=t az f d~dimenzids bumerang transzformaltja-

nak nevezziik,

Mieldtt e két utdbbi transzformacidval foglalkoznink
meg kell emliteni, hogy a /IL¢l/ transzformdcidhoz ter—

mészetes médon kapecsolddik annak "duadlisa',

Minden a€A=ra legyen Ha={pEP:aEp} és m, egy ezen értel-
mezett mérték, Ekkor, ha F:P ~>R az

W
VA F{ﬂFHfrqu

a dudlis transzformicid

Lathatdélag a dudlis transzformdcid is /Igs1l/ tipusi
€s ha a /I¢2/ képlettel meghatdrozott transzformicid-
ra tekintiink megfeleld m esetén felismerhetjiik benne
az egyenletrendszer megolddsat mely jol mutatja, mi-

lyen fontos a dualis vizsgalatae
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RADON TRANSZFORMACT O

Jeloljilk ebben a fejezetben az egyszeriseg kedvéért a

Fl "Iﬁ" # ! - = ?
Radon operatort " "=pal, dualisat pedig " "=val,

Ahhoz, hogy £ valdban létezzen, bizﬂnyoé kikotéseket
kell tenniink f-re vonatkozdan tie, hogy az integral létez-
zék és tovabbi szdmitdsainkban se legyven probléma,
Ezért a tovabbiakban csak az fES{Hn)-ekkel fogunk foglalkozm

R, e

ni, ahol
g D " s 7jgh omra Su.
S(R")-] $€ C'(R): ¥ Ppolinomra s

Jeltlje P’ az R (n~1l)-dimenzids hipersikjaite Vildgos,

hogy P azonosithaté az Sn"l:-:H térrel, igy ha ¢ : -—>h,

akkor P=t felfoghatjuk, mint egy kétvdltozds Sn-lmen és R~n

értelmezett fliggvényt, és ilyen értelemben értelmes a

kﬁvetkezﬁ definicid

a

S {F{’E( V_D g% Lo ertelme;.ett differencial operatorra
SiL 4 I(A*WFI d (ﬁj?&) (U f’?”) < M}

{qﬂé§ *

ami teljesen analdg eldzd definicidnkkal, €s lehetdévé teszi

a dudlis transzformacidval vald munkdt,
A A
Mivel f(wyr)=f(-wy-r), kézenfekvd tovdbbi megszoritdst fe-

S(P") :{ ¢ SUP"): $re,r)- éz—wf—m}

Tovabbi aelcleskent vezessilk be a Laplace operatort és
a ?‘(ﬂu,r)"'},a—‘?"(wg r) operdtort I és U jelekkels



TT-1 A RADON OPERATOR E5 MAS OPERATOROK

I1~1, Lemma:

e A P TS TS R S —

. v
Ha Te€S(R™) és ¢ € S(P") akkor LLf}ﬂ =u(fj illetve (0¢) = L(é)
F M
Ha ft(x)=f{x+t), akkor nyilvan ft{haP}=fﬁn,p+(tﬁﬂ)) %
Marmost ezt deriralva ti szerint a t=0 pontban adddik:
3 i of
(9}{5\[)( ;PJ'L’J& o p)
és ez elso allitasunkat azonnal lgaznlaa,

A mdsodik Allitdsunk a kovetkezl egyenldség trivdlis
kovetkezménye

/I1~1a2/ t,‘évih*)= C-ﬁj#‘(w.(x.ﬁ«d)) d
5

==

Itt meg kell jegyezniink, hogy ha

/ adi (Nm )R> R (omban

akkor ez azt jelenti, hogy

i 0 T «:}I)UKX): CIB(?) (X)

mint azt majd latni fogjuk a I1I~as fejezetben, s0t ebbll
a képletbdl majd a bumerang transzformacidra is fel tu~

dunk irnmi egy inverz képletet a IV-es fejezetbens

II"':]-"':]' Tétel s

LR _ R L N__ L3 R__N_J__}¥ _F§F_|

Jeloljiik "™emal a Fourier transzformdcidte Ekkor fE€S(R™)

eseténs f(ﬁtiﬁ) :ﬁj r(ﬁdf‘w) e-drsrdfﬁ



A bizonyitdsban a Fubini tételt kell felhaszndlnie

ff e ”rf vy dr -

w=r
-E{FSL;:) :
::Hj (x) € .f(SLJ)
R

Eszerint az n-dimenzidé Fourier operdtora az

l-dimenzid Fourier operdtordnak és a Radon operitornak
az Osszetetele, Ez azt Jelenti, hogy S{R )=n Radon ope-

rator injektiv, hiszen a Fourier operator is az,

II-"ll 5 Tét&l -4

T BN e e S M

Minden kEN és fES(Rn) esetén a’?’(ﬁ}fi:Rf%(ﬂJ,r)'rkdr
k-ad foka homogén polinom Ddl,tlﬁ, ...hdn-hen;

%
Ismét a Fubini tétel segit:
If(m,r’;-rkdf” ff [, wykdmex) dp =
ﬂ {xr_.:a}_
ff£XJ-(x,w)kcfx
ﬂ ~0K=

—_ n
Jeldlje SH(PHJ az S(P ) azon elemeit, melyek teljesi-

tik a tétel 411itdsdt, vagyis minden keéN-re

oJ pteo.p pdp

k-ad foli homogén polinom Wy I, e00d) ~ben,

Mivel II-1,4 teétel szerint f‘(m g )= ——— EIT Rff(s u}elsr ds,
ha f€S(R"), akkor feS(R™ ) is, amiért nyilvinvald, hogy
fES(P )o Bz pedig e16z8 tételiink értelmében arra vezet,
hogy fEﬁﬁiP )e



TI=1,6 Tétel:

— e e N e = Sy

A Radon operator linedaris bijekeid E{RH}—Tﬁl SH(PHJ—re
A tetel teljes belatasahoz a sziirjektivitast kellene még %
belatnunk, melyben a II-1lq4 tételre tdmaszkodhatnink, de

ezt most hossza és érdektelensége miatt mellézziik,
A tovabbiak kedvéért vezessiink most be néhdny jelolést,

Legyens: Sr(xlz{ vER Ix~yl=r} és A(r) az Erﬁﬂj felszindy

Mﬁf (x)-= Q“ Jﬁiw AM(e)= ff(x+kg)dk 36§F(D)

ahol az utobbi 1ntagralban "dL" az n dlmenzlu-hell gomb
K forgascsoportjanak a Haar. martake. A masodik egyenldség

a Haar merték egyértelmisége miatt igaz,

IT~1,7 Tétel:

Ha fE€S(R" ), akkor (£) (x)= j t:'i;,r ahol ka&(l)
k dimenziodbane %

Ennek igazoldsdara a kovetkezl, a Pubini tételt és defini-

ciénkat felhasznald azonossag sorozat szolgdl:

flin= ‘Hlmk ) dk - Jgff{ﬂkg)dm(?)c/é_
ffﬂjgf)(x)a(m(g) Mﬁf’" 'i[gg jf(2+PMJdm@ﬁr-

é?:fa ( J[(x+rw a/m(w))o/r

ahol 2 egy rﬂgzltett (n=1)=dimenzidés altér,

Eszrevehetjiik, hogy eszerint,

()< 22m 0 ) )

Gy
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ahol J_JH{FZJ ;_23'77"'1 / ( ),/ 7_( )

, i . flg)
es I (ﬁJ{x} Hfﬂ@’? X — ww.ﬂﬂ/?’

az ugynevezett Riesz potencidl,
Lsmert, hogy O<k<n esetén % g e egymas inverzei
tovdbb4d legaldbb is pEN esetén (=L)F=T EP. Ertelmezve

LY értékét ezen egyenldség alapjan arra az esetre is

mikor csak 2peN; nyerjiik a kovetkezd tételt,

(1)
e e (4m) T3/ T(3)

A kovetkezdkben mutatunk egy mdsik bizonyitdst erre a

II-149 Tétel:

- o — i N

n-I
2
Ha feS(R"), akkor 7f= __C‘ L

tételre, mert annak mdédszere késébb is hasznilhatd,
FEhhez el6bb azonban bebizonyitjuk a kiovetkezd egyszeru

lemmat,

I1l=1,10 Lemma:

N B e vy S e e R S R

Ha f€S(R") és r>0, akkor a kivetkezd két 411{tds igaz:

LM £=M'Lf §s Lx((MT)(XJ)= (5%2_1"' F;faﬁ,,)(wfé\’))

A bizonyitdshoz vegyiik észre, hogy ha f:R© —>E és 1éte-
zik f:Ré—*ﬁ Ry melyre £{x)=£(1x1) (vagyis f 0 koriili
gombfiiggvény) akknr.

Lf=3 55 Z (B2 2)-2h ik

Jeldljlik ezutan a a—vel veld eltoldst Tﬁnvel az R ~beli

forgascsoport egy k eleméhez tartozd forgdsoperdtort
B EL].:L,E: Hk"-‘fa i @



Ekkor a kovetke:z zonossdg sorozat bizonyitja a le

LM# ()= ﬂ x+)<g)a’k IU(HMM [{m
Ry LT R

J 1((“‘3)5”}( L (M !# k)~ (2 Q jf f@%)(M ﬁ’x))

Lathatulag mindvégig csak az operatorok elemi tulajdon-~
sagait haszniltuk ki,

)
Ez a lemma lehetdvé teszi szamunkra, hogy a II-1,9

tételre ha n paratlan egy uj,a Riesz potencidl fogalmat

nem haszndldé bizonyitdst adjuk,

Mint azt II~-1,7 tétel bizonyitdsdban 1ittuk, ha £€S(R")

/II=1,11/ (f)v(X)IQH_; {jj? M:()(X)

Ebbdl elézd lemmdnk szerint, ha éliink az F(rj:(Mrf)(x}

jelolessel:

("’W Q -IWJEF+H—J CI{F}Y,”O/
L(w)’ e (g;i P ar i
Ugyanakkor parcialis integrallassal:

Q/Fr'”ﬂ[“’/’r ] G/’r " -,Zja/r

amiért:

L))-Q fﬁrf‘gﬂ

G
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Ujabb parcialis integrdldssal:

- 'Qr%f?f(‘x) ha w=13
L((f)b): i V-4
;an__i(nﬁs)ﬂf H(r)r

Lathatdlag Gjra /II-1,11/-szerii egyenléséghez jutottunk

-

¥ ham>3

és igy a kovetkezd azonossdg valdban lehetdvé teszi

- - # v - - - por »
f kiszamitdasat (f)—bnl néhany /EEEJ L operator felhasz-

nalasaval,
(—(n-2){00 o k=1

( b%(r*)-}”ka/f " 0
. “'[ | -(1-1—-*1*L)(l<~4)jﬁf7f" o hak>1

-

Ez a képlet ugyamigy kaphatd mint ahogy fentebb eljdr-
tunk k=n-2 esetén,
<=
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T1=? D=DIMENZIOS RADON TRANSZFORMALT

Nyilvdnvald, hogy dén-1 esetén ez a probléma vissza-
vezethetd az (n-1)-dimenzids Radon transzformalt eseteére,
hiszen veve egy {LJgp}ESﬂ"lxR=Pn hipesikot, abban is

ugyamigy a d-dimenzids hipersikokon vett integrdalok
adottak, melyek koziil ha kivdlasztunk egyet €s az azzal
(& ,p)=ben pdrhuzamos tcbbit, majd ezeket integraljuk
Rﬁ_dﬂl-n, akkor maris adott f(hJ,pJ, amibdl mint eldbb
lattuk f kiszdmithatde

A probléma itt az, hogy til sok informdcioc adott f=1r0l,
és ezért ellentétben a d-n-1 esettel, eleg nehéz eldon-

teni, hogy nincs e benne ellentmondas.

II=2o1 Tétel:

— — — . — TN

J |
i seni g0 o (M T(E)/T%Y)

we -2 L2

A bizonyitdasban a II=1,9 tétel els6é bizonyitasahoz ha-
sonldan fogunk eljarni,
Legyen € egy az origén dtmend fix d-dimenzids alteéri

Ekkor mint azt II=1,7 tétel bizonyitasaban is csinaltuk:

_(f)“{X)=K(,O—I1f(x+ Lﬁ)q}mrﬁ)d)(%ka-.&’”l‘ﬁ)q{édmf‘g’):
il o~
= [0y dmep =S, S ™"

Innen Ugy is folytathatnidnk, mint ahogy /II=1l,l2/ azo=
nossag sugalja, de tovdbb vive a formulat, azt kapjuk,

hogy



e I - R

g ; - d-n
(f)(x):g:‘ﬂ”J ffélifx”b'! 0/%;

Innen a Riesz potencidlra ismert osszefiiggések

/II=1,9 tételnél!/ bizonyitjdk a tételt, -0K-

Ez a tétel tehat azt mutatja, hogy aggodalmunk az el-
lenmondasok miatty bizonyos fokig alaptalany csakhogy
vegyiik észre, ehhez azt a nagyon erds feltételt kellett
tenni, hogy TES(R e
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TTT, BUMERANG TRANSZFORMACIO

Kovetkezbkben egy teljesen konstruktiv médon felé-
pitett inverz-formulat fogunk adni a bumerang operdacidra
az une gombfilggvényekre tamaszkodvae
Azokat az 1R —R fiiggvényeket, melyre letezlk
£ H.———PH; hogy f£(x)=Ff()x1), gombfiiggvénynek nevezzilk,
mig haletezlk EEﬁn- s melyre f(x)=L£(e(eyx)) minden er -re,
akkor nyély illetve cilinder fiiggvényeknek nevezzlik Sketg
A konnyebb szdmolds kedvéért médositsuk a bevezetd
(¢) pontjaban definidlt bumerdng operdtor fogalmaty a
kovetkezl képpen,

Jeloljuk Sn_l-szel az Sn’l gémb-nek azt a felét,; melyre
(eyx)205 ha aEE L, tovabba jeldlje ® az origén dtmend
gombok halmazat és legyen f :R"—>R az a fliggveény,
melyet f-bGl az fe{x)—fée{e,xjj szerint nyeriinke
Definidljuk mostmir a B bumerdng operdtort a kivetkezd

modons

s BUHo=J fooclmee)

ahol m az Sﬂﬁl Haar mértéke,

Ttt a jobb felsé "t" index azt jeloliy hogy a bumerang
trenszformicidt a "t" vdltozdju fiiggvényre kell végre-

hajtanie

Bzt a "t" indexet csak olyankor fogjuk kiirni’y amikor
enélkiil el lehetne téveszteni és ugyanigy tesziink majd

£ argumentumaval is,



P o

Vildgos, hogy ez a definicid ugyanaz mint a bevezeto-
ben definidlt; csak a gomboket mezfeleltettilk R- EZy—=e8Y
pontjdnak és ezt a megfeleltetést "hozzad tettiik" az elsd
definicidhoze A megfeleltetésnel a gombnek az origdval

dtellenes pontjiat rendeltilk a gombhiz,

Lathat juk ugyanakkory hogy T, tulajdonképpen egy oi-
linder fiiggvény, amiért a bumerdng transzformdecid dgy is
felfoghatdy mint amely a cilinder fiiggvények egy-egy
sokasdgdbdély melyen m a mértély integrdldssal 411it eld
ezy Wiabb R —)R fliggvényte

Mint 1dtni fogjuk épren ez a felfogas teszi majd lehe-
t6véy hogy a nem origd koriili gombfiiggvények bumerang

inverzést is képezni tudjuk,



III-1 BUMERANG TRANSZFORMACIO A SIKON

Azért kell kiildn foglalkoznunk a két dimenzidban
vett bumerdng operdtorral, mert ezen a téren negyon
is €rtelmes, kozvetlen geometriai jelentést tulajdo-
nithatunk neki,

II1I-1, Tetel:

Ha f:HE —> R fiiggvény integrdlhatd az origdén atmend
korokon, akkor 2B(f)(x) nem mas, mint f 4tlaga a Ox

atmérdju gombon, %

A bizonyitds a keriileti szbgek tételén alapszik, mely

szerint barmely keriileti szdg éppen fele a hozzi tar-

tozé kozépponti szignek,
e(e x)

A rajzon ldthatd jelolé-
sekkel tehat Ei=ﬂ, ami

azt jelenti, hogy a B(f)-t
definidlé integrdlban sze-
replS kivetitett mérték ép-
pen fele a kGrre a kor
kbzéppontjabdl kivetitett

Sz0gmértéknek, ami éppéen a

normalt keriileti mérték,
Ez pedig nyilvdn a tétel 411itdsst adja,
~0K-

Sajnos ez az 4llitds tobb dimenzidban nem igaz, miar
csak azért sem, mert mint azt kénnyd latni, 41litdsunk
ekvivalens a keriileti szbgek tételével, mely kettdnél
nagyobb dimenzidban nem igaz (mds konstans szorzdval se),
igy t6bb dimenzidban meg kell elégedriink definfcidval ma-
gaval, illetve a III, fejezetber tett utolsd tekezdes

értelmezésével,
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TIT-2 FOLYTONOS GOMBRUGGVENYEK INVERZE

e

Mint tudjuk a tﬁﬁiﬂlnhez tartozo feliiletelem Z
ezért /ITI,1/ miatt U;
{5, Su-2 » OJ ﬁ; B 1‘1,
: = +£ Lixit 1
-5, “In-2

2 2 " P - e ; "
valamint gy telkintjiiks hogy x az elsé tengelyen van,
illetve a koordindta rendszert Ugy vettilk fel% hogy x éppen

az elsd tengelyre essék,

Jeloljilkk a tovabbiakban Ganel a PER" pont koriili foly-

tonos gombfiiggvények teréty és amig kildn nem irjuk az
ellenkez5jéty legyen f€G, és IE':R+—->R olyan fiiggvény’s
melyre f(x)=F(IxI)e

Elvégezve /III=2,1/~ben az integralasokat, adodik:

| 4. n-3
/III-E,E/‘B (U{x} =2 Co s S Cons ::j f({x}zﬁ) - ZL:Z C/sz

) T2 ) \ g v
anol Ek=TmLI cos «del, hiszen ha k2~1 egesz,

a k
ket ! -
akkor Cé-ﬁ-fl X ' = f'/{ﬂz— X (Z/.X
-

Legyen fi:Rn——ﬂiﬂ.(fi(x)=lxll} az i természetes szamokraly
JIII-242/~b6l nyerjiik az alabbit:

" [ 2”—3
przees B 026G oo G [ 6175 L

Konnyen kiszdmithatjuk ez utébbi integrdl éxrtékét, ha

egyszeri helyettesitéssel behozzuk a trigometrikus fiigg-

venyeket,



L

T/n :
s .55 S0 . I il s e
Jezessiuk be a ﬂw=jJﬂ sin e cos oldd jeloleést,
b LY

Parcidlis integrdlassal nyerjiik az alabbiakat:

m m-9 m M2
ke, <l (kA= (m-tly (e =lk-4)dh,
A trivalis df o=l o-dy illetve i o=df ~dY azonosségo-

kat figyelembe véve, 1jabb immar bizonyocs szamitdsokat

lehetové téve azonossagokat nyeriink,
m-1{
"= (-4 &5 (mek)d, (k-

Ezak segitségével konnyd, teljes indukcids bizonyitasat
adhatjuk az alabbiaknak,

ITT~2,4 Tétel:

Ha k21 természetes szam, akkor

: _o.N
(i) kﬂkﬂk—l 2

O/”‘-' m=_’1 (35, .. -(m-1))°
2 k‘(k+4)t ,,'(k+rn)
(iii) Ha m pdratlan G/m: 2:4-6- . _-(m-B)-(m—’{}
“ (ke A)(ke3).... o (kem=2) (ke m)

(ii) Ha m paros

e S N S

y n-2
Ha n paros )-I—

(2.7
S AL N S 4.3-5. (N=5)-(n-3)
Ha pedig n paratlan

'\7)1"'
Cr GG GG Gy Ons™ 9. 4(:?

..*(n-5)(n-3)
/I111-2,3/=bé1 nyilvanvaldan

BB 15) ‘f(X}(QCC...- -3)1 Ha(;,

melybe ha ﬂelrguk a kbvetkezmény eredményeit illetve




= Mg

elobbi teteliink utolsd két formuldjdt, azt 1ldtjuk, hogy

W
B(ff%(rf)(x 1[ (i+4)s(irD)- . ..o (2 +11-4)

mégpedig minden egynél nagyobdb n természetes szdmra,

amibdl elemi integralasi szabdlyokkal adddik:

s §, 0B B0 [T [ ... dy

Tekintve, hogy mindkét oldalon csak linedris nperatcrok
szerepelnek, /III-2,5/ természetesen igaz az fi—k tet-

& & = P

sz0leges véges linedris kombindcidjdra i,

Ugyanakkor az is igaz, hogy mindkét oldal operdtorai
folytonosak az egyenletes konvergencidra nézvey igy
/III-2,5/ igaz az fi~k linedris kombindcidinak egyenle-
tes lezartjdban 1évé barmely fiiggvényre is,

A Stone-Weierstrass tétel viszont éppen azt 411itja,

hogy minden folytonos filiggvény ebben a térben vane

LII-~ 2e6 Tetel:

Ha fE€G 09 akkor

BB [Tty

ahol az integralokat sugdriranyban kell venni,

III1-2,7 Lemma:

—— S e e S em e S

Ha h€G, és B(H=0, akkor h=0, y

0

E16z6 tételiinkbSl kovetkezik, hogy B(h)=0 esetén:

0= 1" 1" T hiy ), .l

Mivel h folytonos, itt n-1 derivalds utdn h=0-t kapunk
&0
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Gm-n a bumerang transzformacid bijekcide o
Az eddigieket figyelembe véve nyilvdn elegendd a bume-
rang transzformicid sziirjektivitasat megmutatni,

Legyen fe€G, és

jrit-z,9/ 9 x)=(277) 4 Yi}r}ﬂn-gng){){)

2B~ BB

Ha x#0, akkor III-2,7 lemma szerint, ebbdl f(x)=B(g)(x)
kovetkezik, de mivel mindkét oldal folytonos, ez x=0-ban

is igaz, tehat £=B(g)e.
oy e

Az eddigiekben a bumerang transzformicidt dgy vizs-
galtuk, hogy a transzformdcidhoz sziikséges gbmbok mindig
az origon mentek at, Csakhogy az origdt végslsoron tet-
szblegesen valaszthatjuk, igy kézenfekvs a kitvetkezd defi-
nicid.,

A E; operdtort a v vdltozdra vonatkozé PER™ pont koriili

bumerdng transzformdcidnak nevezziik, ha

: o) =B (£(ED) )

Nyilvan mindaz amit a bumerdng transzformicidrdl eddig meg-
tudtunk, barmely P esetén Bp-re is igazy, ha P-t tekintjiik
origonak,

Eszerint, ha fEGP; akkor létezik gEGP, melyre f=EP(g).

A definicid szerint ennek jelentése:

7[(?():3(%(‘&*?))({\,4?) amibdl ﬁ’H‘) sz" ( )[ (X+’P))(ZL _fp)
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Nézziik most meg, hogyan "mukddik" a EP operdtor g-n!
Mint azt mar a /III,1/ keplet kapcsan megjegyeztiik,
ilyenkor g-t cilinder filiggvényekre bontjuk, €s ezeket
integraljuk, de most nem az origd koriil bontjuk fel g-t,
hanem a P pont koril, vagyis az eésn-l iranyhoz tartozd
nyélfiiggvény g-bl6l a P-n dtmend €s e irdanyl egyenesre

vald megszoritdssal alakul ki,

Ahhoz tehat, hogy megkapjuk

f bumerang inverzét, csak egy
olyan h filiggvényt kell keres-
nink, melynek a beldle az ori-
géban nyerhetd nyélfiiggvényei
megegyeznek a g-bél P-ben
nyert nyélfiiggvényekkel, Ez
éppen azt jelenti, mint az a
rajzon jél lathaté, hogy
hE(x}ag{?+e[x-PjeJ) teljesiil

minden EESN-l és xER™ esetén, Ez a képlet azomnal adja h

explicit alakjdt, ha I|xI*e-t helyettesitiink,
ﬂK—l,,X)
X il ¢ )

Mivel ennek csak x#0 esetén van értelme legyen definicid

szerint h(0)=0, Természetesen h az origdét kivéve minde-

niitt folytonos,

TIT-2,10 Tétel:

Ha iEG valamely PER" pontra, akkor a

ho =B ({{4) 52m ') //;B(M)’NM)))[X i)

fliggvény, mely az origdban 0, az origd kivételével min-

deniitt folytonos, és £=B(h),
%
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Ezzel tehdt mostmdr minden folytonos gimbfiiggvenynek
meg tudjuk hatdrozni egy bumerdng inverzet, csakhogy a
képlet, ami erre szolgal, nagyon bonyolult, Most a
/T11~2,3/ képletre és a III-2,4 tétel harmadik pontjdra
tdmaszkodva forunk egy olyan formulat megmutatni, mely
bar csak paratlan dimenzidéban igaz, de lényegesen egy-

szexriibbe

III-2,11 Tetel:

Ha n€N piratlan és £€G, valamely PER -re,

akkor a l/)(:ﬂ)n}\/]ﬂiﬂ( (v)f(uﬁ’)){ (X1 X)

(x X)
fliggvény, mely az origdban 0, az origd kivételével min-
deniitt folytonos, és f=B(h), ahol

_d. /¢
M(Y) Colr ,?_E;rr ;

Végig nézve Ujra III-2,1o tétel bizonyitdsat, vildgossd

vdlik, hogy a bizonyitds a /III-2,5/ képlet miatt ju-

tott az ottani fﬂrmuléhnz, igy nyilvénralﬁan elég latni,

[ 0 B(f ) @T) f[ 4) gk 1[(5J 4y .. c{%

Ez /III-2,3/ és II1-2¢4 miatt igaz, hiszen k éppen
n-1 feleg
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TTI=-3 Az INVERZFORMULA

Természetes gondolat zz eldzd fejezet eredményeit
nézve, hogy dltaldnosabt fiiggvényekre gy prdébiliunk
inverzet adni, hogy azt mintegy "felépitjiik" a gomb-

filggvenyekbdl, Jé lehetdsépet ad erre az aldbbi lemma,

Legyen g:R xR ~—> R, g€S(R™R™) és f{:-:):fg(:-:,:,r) dy,

ahol az integralt az egész t4ren vessziik,

Bkkor B(_,[J(X).:ﬂJB"L(?(f;#))(X)OJ? %

Nyilvan alkalmazhatjuk a Fubini tételt, igy ez a
lemma trivdlis, 0K~
Ennek egyenes kovetkezménye, hogy ha f(x)fféix,y} dy,

s s b= {(5T (g Cmcly

Tlggvény éppen f inverze, vagyis £=D(h), Bz a gondolat
adja az Stletet, hogy tekintsik az £(x)=[t(y)3(x-y) dy
elédllitdst, ahcliaix) az R'=n vett Dirac féle disztri-
bicid, Eszerint elég volna a Dirac féle disztribicid
bumerdng inverzet venni, abbdl mdr adddna f bumerdng in-

verze, Az Otlet kivitelezéséhez sziikséges az aldbbi lemma,

IIT-3,2 Lemma:

Legyen vkEGG minden k természetes szdmra olyan kompakt
tartd ju fliggvény, mely végtelenszer derivdlhatsé és ha
k a végtelenbe tart, akkor v, disztibicid értelemben
tart a Dirac féle disztribicidhoz,

n-/
Ekkor a \{ﬁ__}?\? (X’ 5 |X] ﬂééxx!)Q_I

Higgvénysorc zat R=n tart a Dirac féle disztribicidhoasz
o

2
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A bizonyitdshoz két dolzot kell ipaszolni ? —ra:
J\/ UZEL /{ es fv LJZL*‘T’(, (‘(P’E)
141> K

leﬂLptsuﬂ tehdt a kévetkezd a kivetkezd egyenliséget:

j”v (E)dt = é”’fu(mdm/m)d% 1 fyigidy

jﬂ?K
Bz igazolja mlndket fentebbi allitdsunkat, hiszen vy a2

n W -~ & u s A # - -
R =n vett Dirac disztribucicdhoz tart, ha k a vigbtelenbe

bart
Sl ~0K~

ITI-3,3 Tetel:

L e B N R __ R __ R __ER__ % N __F ]

Ha n paratlan természetes szdm és f az S{Hﬂ) egy eleme,

L)[x)=g52;}(2h)) a,) 77?/)[)/6“!“))(!}\’

fliggvény az f egy inverze, vagyis f=B(h), ahol R a Radon

akkor a

’ » . W - = ik :{ .
operatort jeloli és o= TET ha x#0, %
Legyen v, mint az eldzé lemmdban és T?{x}:f(y}vk{x—yj
valamint t?ES{RT-)’ mE:l.}"I"E T;:B{L;}g

Legyen ezekutdn a t? fligegvények y szerint R-n vett integ-

ralja a h (x} iuggvany, ?agjlﬁ
(x)- f{ (x)dé{

Ha k—>oco , akkor B{hk)'—? £y mert v,— 5 valamint:

A~ A N{
h, 00 =) ﬂJ [ SJ@?) / [ Bl lﬁ))(x Gt cly
Bz azt jelenti, hogy elegendd beldtnunk, hogy hk egyenle-

tesen konvergal a h fliggvényheze
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A BFubais

-

h ¢ | -(am) f’R ,:g r/'ﬁ/) / fDU LL))(X#%)J}”

Helyettesitsiink nost r helyébe I1x)-r -ety majd integral-

junk parcialisan, Ennek eredménye:

hgx):(ﬂ”) fﬁ;’/)/ﬁ (T f‘))(r*)é”’)(g W I

Alkalmazzuk maat a LIT-2,11 tetel eredményét integrdlos

formaban azzal a Q operdtorral, mely Gy az alabbi
médon mukodik 4]
Q(;’)(H)ZI x‘-f(x'@g)a/z\’

Ekkoxr:

h0=0T), f 2 /?////z )mé) y flrs)ar

Jel6lje most W azt az S(R)-n miksdd operdtort, melyre

W/ b))~ 4 J $ond

Alkalmazva elCbb formuldnkra a parcidlis integrdldst,

azt nyerjiik, nagy

h ()= WEIW'Z [r/ /?/f)(ﬁ x/—r’)»{r‘} (rg)dr

& ITI=3,2 lemma jelolését alkalmazva:

hk (x)=(T) 1?5;;_%; p AW ”17 % )”(rﬁ///@ fk}-yy))/f,? ) L(/ [r)ar

De a lemma szerint vk a Dirac féle disztribicichoz

tart R-n, igy elég beldtni, nogy a

3{” QC‘J:H;Q?)A /é?"/ /?//’/(w r}))(r

L1 )-{
5(R)=ben van, £(0) eppen az d11itdsban

- -

Ly = i 'T"

i R¥E - i D I N S J_..,,
-
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A iI-1,6 tételben 14tjuk, hogy a Radon transsfsimill
E
- . = =y o 3 S | -.p" 4 - s T w 1 F
(H)-ben van, €0bol pedig nyilvanvalo, hogy & is S(R)-
ben van, A bizonyitvdst g kiovetkezd lemma teszl tzhal

-tt..:l-ll'ﬂESé' "
1 _{:}1'-.’_'_

LILI=-3,4 Lerma:

ekl L T p——

Ha c€C”(R), akkor a

L (9)- 37 W %(9)(3)

fligevény is dETH}—ben vane Természetesen n pidratlen ter-

mészetes szdm,

7

A bizonyitdst teljes indukecidval végezhetjiilk el, Nyilvdn~
valdan teljesiil az 411itds n=l-re, tekintsiink tehdt

1'1+E-I'*E}g

Tekintve, no
f’{m:ﬁy e _”f)_g R Wl/f)/f)d/z(
k% /?)(7) ) 417"
a teljes indukcidg felt $tel szerint elég latni, hogy ha
hec™(R)- ~beli, akkor

(- 47 [ 4t

Cc™(R)-ber Vale

t--'u-

3 |

Bgyszeru integrdl transzformdcidval adodik az aldbpbi:

[(D)= ["¢""hit2)dt

Marpedig ebbﬁLnyilvanﬁﬁlé a lemma al1litdsa, hiszen s A

Szerinti derivdlds bevihetd az integrdlon beliilre,
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D
oy
I

Meg kell itt jemyezniink, hosy a Iif-3,3 itétel nem sa

mindsn tekinteitben teljes LnVerzet, niszen az ereaményben

i

szereplo fliggvenyt az urigdban nem definidlja,

Ennek legfobb oka persze az, hogy a bizonyitdstan felhasznilt
III-2,10 tétel is iliyen velt, de szZerepet jdtszik benne az
isy hogy a III-303 tétel csak azt 411itja, hogy az eredmé-
nyul kapott Tliggvény bumerdng transzformdltja T,

Marpedig egy fligavényt egyetlen pontban megvaltoztatva,

annak bumerdng transzformdltja nem vdltozilk,



D DIMEIZIOS BUMERANG TRANSZFORMACIO

deldljilk a d dimenzids bumerang Iranszformdltat & (v)=vel
anol ¥ valamely az origdn atmend d dimenzids gomb, lémi szi-
meldas utan lathatjuk, hogy & II-2 fejezetben aisnlott médszer,
hogy tudniillik "épitsiik" fel az n-1 dimenzids bumerang tran-
szformdltat & d dimenzids transzformiltakbsl, a d=2 esetet
kivéve nem jarhaté ut, mivel az integrdlds mértéke nagycn el-
terd,

Az inverz meghatérozdsa mégis lehetséges sgy egyszert mdd-
czerrel, ha minden d+l dimenzids alteret Kilon-kiilon tekintjiik,
Azt kell ugyanis észrevenni, hogy egy ilyen altéren a 4 dimen-
zidés bumerdng transzformdcid éppen a bumerdng transzformicid,

#

1gy rajte az inverz minden pontban meghatirozhatd,

Rogzitsiink most egy H d dimenzids al teret Rnuben, Tetszble-
ges X€ER" pontet hozzd véve H-lhwz egy d+l dimenzids alteret ka-
punk igzy ha Hg—ve‘ Jeloljik azt a Radcn operatort, melyre

R (1}[?} az T-nek az x+H hipertéren vett Radon transzformaltja,
amkur a III-3 fejezet mddszerével ryerjilk a IIT-3,3 tétel

analogoniat.

LIT~4,1 Tetel:

¥ - # 4 # » 'n # 3 i -
Ha d parcs természeies szam, T€S(R ') és H egy rogzitett 4 di-

menzids alter,

N "_(2?)% ////i/ /7[1/(69 r)(1x1)

fiiggvény eppen az f d dimenzids bunerdng inverzes

%
Meg kell jegyezni, hogy helyesebb lett volna a tételbzn f he-~

lyets £t Irni, mint egy jelezve, hogy f vdltozik a H valtc-
zasa esstén, ti, arrél van szd, hogy egy d dimenzids bumering

transzformalt a2 d dimenzids origdén Atmend gombikén van drtel-

gy AT ahRBAT ey AL AR N T RO 1. DR ; o T

a2y 88 L.. ©ID0L UEY aaodilk,; hogy az x ponthing az xsH~beli
et e e e i e 4 oy F

ITLg0T meUsSE0 gombdn Telvett értéket rendel i,



RADCH ES BUMERANG TRALSZPORMACLS

Ebben a Z2jezetben a kétl operater viszonyat fogjulk

[ I__|"

o ey R P APy T e T el R t‘_* FaTlalradt s
v _L..J l:!tl:_‘.:.f:l_,.._lj._L 5 Nos il sy A .__L'!' '::.'_ W I-'L-q__l Tt L] -\_-rlu. SN F bi

——

-

idkettore, Lovabbd
az eddigi formuldk teljessé tételére mutaturnk epy teljes
pizonyitist a Radon transzformdlt inverzének xépzéséres

A ITII-3,3 tétel formuldjdnak bumerdng trars zformdltjdt

veve, az alabbit kapjuk,
IVel Tetel:

- - - - - ¥ Il
1a n.paratlan termeszates szam s L€S(R7),

[ =5 93’ TB[ (dr‘)n f/ﬂ’@ {fﬁ,r’)) (141) )( X)

a formula tehZt képes a Radon operdtort invertdlni,

%

Ha ITT-4,1 tetelbdl indultunk volna ki, hasonldét kaptunk
volna a @ dimenzidse Radon operdatorra, Ssszhangban a
LI-2,1 tétellel, A IT-1,3 formuldt és a II-1,1 lemmit te-
kintve adddik, hogy

ffﬂ"?;;— (amE L [} (X)

Osszevetve ezt g II- l 9 tétellel azonnal kiszdmithatjuk:

e'=(-2)E T/2) /(82,,TI4)

Tekintsiik most a II-1,9 tételt, és alkalmazzuk a fenti

Otletely vagyis vegyik a formula mindkét oldaldnak Radon

transzformaltjate

LVe2 Tetel: J ny T7/ Y
| ﬁi n-f( )-'1 &‘]DL C'(‘4‘;‘7})2M

Ha f‘EE+(Pn}, aklor f C UT

- P

« ache i = - et gy % A e o e "l+ r"" I 1 = - N
LiT w2z a L0 problenma, hogy 8 (R ) olyarn %ell legyern, mely
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I If’ " & - I:"F" S LN "'If‘.l 5 1~ + o |._-," L"','..:‘ L . P'-.. s
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™

sl
o e [ a - .o e - Tl o - W g s PR . 5

cperatory nem lchetrne ¢lhagynies bryre vonavdeczoan werkint-

LN ~ e 1 wa g [T =
ciik a2 k9vetlcezn? lemmat,

i

ot 5*(

Az £—> F és P —> F transzformécidk ST(R") €s =

¥

kozt adnak bijekcict, ahol

S+[Hn}={ fES{Hn} : ¥ ieli-»re ‘rf(x}fi[x) dx=D}

R

sT(P")= { PES(P") :¥ i€N-re an[LJ,r}ri dr:ﬂ} ;

A lemma bizonyitdsdt most nem végezzilk el, mert hosszi
és szamunkra nem fontos, de az (1)-ben megtaldlhatd,

Az igért inverzformula bizonyitdsdhoz eldébb vezessiik
ea A operatort a:z E(Pn) -en, Ha FES(PH), akior

(C{P} ;{w P ) ha n pdratian
4
(/L ){wP féﬂ) }'(w!f) f‘P Ba 1 péros

Ha f és ¢ ugyanaz mint II-1,9 tételben, akkor cf:(ﬂ%f;,

%

Tekintsilk a II-1,4 tételt és invertdljuk a Fourier
transzformaltat az ismert médon gy, hogy poldr koordi-

natakat hasznialunk:

e 0 A - g
][(X} JT)HHJ‘DJ'QI [(LJ,P)@HC’?/D s'”e zslﬁw&dﬁ

Ebbol nyilvanvald, hogy

[(x i@’ff) ,Jfffw,p)é? Fzﬁo b’ o (?/cu

ha n paratlan, akkor lit=erték elhagynatd s _,

veviheto z belsc int¢grﬁlba, arror viszont a pereidlis
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Lj.,_._ ks L.--I:-'L.-

.*-.:r l_l_ .'-I-rl-r.l..—

'. .].‘_.| W Er1
Ls{Xu
rf
J(f)‘} i("’” ff{f : ][{’-"'Jmﬁj df‘C (_Z/bdji;_,
Ebbél Fﬁtxg 57 R=y vett PFourier tramsziormicld inverze

alapjén kapjuk, hogy

[cx%i@f?‘ ( )/f{w?))(f,w))ﬁ’/“'"

ami éppen 2z ;;+1t459 Ha n piros, aklkor hasonldé leresek-

kel a kovetkezé formulét kapjukes

oo 360 [ [ [ ftapre Bp s ™ Gt

ahol sgn(s) a nulldban 1, egyébként pedig s elojeles Te-
kintve a bizonyitandd formuldt, vildgos, hogy elég a

kovetkezdt bizonyitanie

E(s) Squ(s) = (ﬁiﬁfﬂpj ;‘/-%)75)

Ez definfcid szerint azoncs azzal az dllitdssal, hogy a
Cauchy féle fdérték disztribicid Foruier transziormaltja
-iWszn(s), anol i a komplex egység., Ennek az &llitdsnak
4 bizonylitdsat megtaldlhatjuk (4)-ben, mi most egyszerd

integrdl transzformacidval bizanyitjuk a fentevbi formulat,

r[; He) oo %/ - f [ ﬁ'ﬁ*—%//o et -
w P
:T’*f,i ff?(%) "t C f?:(s = olp>

5?&(3) — f 0//9 9'_{5)37%(‘5)

ﬁ%

Fzzel bela e teﬁelt, nellyel mostmar a tumerang transa-
e VP s e ToEr g Y ERST '.,r.::“' R = e ST R TN B f o i yire ks T s i T
o5 _.1|_._L_,|,,r'_i e WL B Lo b _I-I_._ I 'tf_z'u' Ak e ‘.L.-"-- [ w :q['::l"f i P B Y LR L 'u'Et_L]l_h_, | e - ¥ Lo

Redun transzformaltat,
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Eredményeink igen jol alkalmazhzstok a parcia

3 = = : .-'-' ks | e G -\--t-- -L-—'p-l. 1 tr-r .-..'. L i :r '!-' }a- -
differencial eghyelloeled verul_etell, alLll'c JO pelda I3

E

kovetkezo tetel,

Ha a D differencidl operator olyan, meljnek megszoritdsa

1_1 L . r #+ F -
Er normalisgy sikhullamokra nem azZohnosan 0 es

=z o€

fES(Rn), akkor a Du=f egyenletnek az

=
e A Ml
,Z 5 2
= LT Z Q/ 47
fiiggvény megoldéasa, ahol u, a Dv:f(e,(.,e}} egvenletnek
olyan megolddasa, mely e-t0l simdn fiigge %

Azt, hogy u_ a feltételeknek megfelelden valaszthatd,

1963-ban Tréves bizonyitotta, Ekkor viszont a II-=1,9
tétel szexrint K-

Dy, - ﬂmﬁ’”[k;j@% oles = [

Mivel a Dv=§(e,{gge)j egyenlet tulajdonképpen egy vélto—dGKr
Z0S, ezzel a parcialis differencial egyenletek egy ré-

szét sikeriilt visszavezetni az egy valtozds egyenletekre,

Ha a ITIT-3,3 tételt nézziik, abban is észre vehetjiik

egy maskent igen bonyolult differencidl egyenlet megoldd-

ELE-.'I;'.

Va2 Tétel:

e —— —— -

Ha n paratlan természetes szdm és fES(Rn), akkor az

£f=D ~u egyenletnek, ahol D a sugdr szerinti differencisl
operator, az 9 (Q-ﬁ-)tig
U= R(B(f)
O (6 1x1)
-1

fliggveény egy megoldédsa, /2
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Lgazi gyakorlati alkalmazdsra ad lehetbséget egy or-
vosi vizsgalat esete, amikor a pdciens testét vékony
Rontgen sugar nyaldbokkal pdsztdzzdk végig daganatok
utdn kutatvae
Tegylk fel, hogy a beteg testének slrisségét egy xEHj
pontban az I fliggvény adja meg, Az orvosok Jjél tudjik,
hogy a daganatokndl a szivetek slrlsége ugrdsszerien
nagyobb, mint az egészséges szdvetelmél, ezdrt szdmuk-
ra éppen elég lenne ezt az f fiiggvényt ismerni,
1963=ban egy Cormack nevi fizilkus megmutatta, hogy ha

a Rontgen sugdr intenzitdsa ID €s a testen vald dtha-
ladas utan I, akkor

[0? (I/_L) f_f(x)f:/ﬁ'?{/r)

ahol j az az egyenes, melynek mentén a sugdrnyaldb ha-
ladate Mint latjuk ez éppen az f egy dimenzids Radon
transzformdltja, amibdl a II-2,1 tétel segitségével

visszakaphnatjuk f-et,



A dolgozatot 1986~ban készitettem a JATE Geo-

metria Tanszékén,

Kiilon koszdnet illeti Dr,Szabdé Zoltan docenst,
aki szakvezetdl mindségén t0il is segitett
gondolataim kibontakoztatdsaban és a téma irodalmd-

nak egyre jobb megismerésében,

Kurusa Arpad

1986,aprilis 26,



H tm_chjmiﬁﬂ - = 1]

FiatT |‘_:|1_ | L el
[ J._.|J_.|-\._.j_.|J__-«:3[.._'|.

n dimenzids valds Euklisdeszi tér
természetes szamok halmaza

R'-beli d dimenziés hiperalterek halmaza
R hipersikjainak halmaza

mindig az adott tér belsbszorzatla

Ro-beli k dimenzids egységgomb

5@ felszine

egységvektor

PER” koriili folytonos gombfiiggvények tere
origdtdl vald tavolsag

f€S(R") akkor és csak akkor, ha féﬂﬁkﬂn} és

minden P polinomra:
¥meW  sup " PlF -, )I ()<

Lap¢ace operator "
75 5 xR —>R esetén OF(e,p)= %F(e,p)
Radon operator

Radon operator dudlisa

d dimenzids Racon operator

bumerang operator

bumerdng transzformilt egy 6sét képezi
d dimenzids bumerang operator

gémb felszinének mértéke



(1) 8, Helgason: Groups and geomeiric analysis

(1984 Academic Press Inc, )

(2) R, Uristescu - (G, lMarinescu:

Bevezetés a disztribicid 2imélethe
és alkalmazdsaiba

(1969 Miszaki Konyvkiadd)

(3) P, R, Halmos: Mértékelmélet
(1984 Gondolat Konyvkiadd)
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