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Bevezetés

Nehéz megmondani mikor és kivel kezd6dott a ma mar Radon transz-
formacioknak nevezett fiiggvény transzformaciok kutatasa. Amennyire az irodalom
alapjan megéllapithaté [50], az els6 matematikus P. Funk lehetett.

Funk 1916-o0s cikkében [25] jutott ahhoz a problémdhoz, hogy vajon hogyan
lehet egy a gobmbon adott szimmetrikus fliggvényt meghatdrozni a f6kérokon vett
integraljaibol. Egy évvel késébb J. Radon vizsgalt hasonld kérdést a sikon és a
térben [89]. Konkrétan bebizonyitotta, hogy egy kompakt tartéji sima fliggvény
meghatarozhatd az egyeneseken illetve a sikokon vett integraljai alapjan.

Ezutan majd 20 évig szinte semmi nem tortént a tertileten és azutan is majd-
nem 1960-ig az egyetlen emlitésre mélté eredményt F. John 1938-as cikke [61]
jelentette. Ebben F. John a négyvéltozds ultrahiperbolikus differencialegyenlet
megoldasat adja a Radon transzformécié segitségével. Amint ez a cikke is
mutatja F. John differencidlegyenletekre koncentralt munkassidgaban is csak a
segédeszkoz szerepét toltotte be az dltala most mar Radon transzforméciénak ne-
vezett fliggvénytranszformécié.

1960-ban azonban alapvetéen véaltozott a helyzet és attél kezdve napjainkig is
igen eros kutatas alatt all a téma. Kideriilt, hogy igen sok alkalmazésa van a Radon
altal vizsgalt transzformécionak a gyakorlatban épp ugy ahogy az elméletben.

A gyakorlati alkalmazhatdsdg legeldszor a csillagdszatban mertilt fel [8], de
nem sokkal kés6bb A.M. Cormack cikkében [10] az orvosi tomograf 6tlete is meg-
jelenik. Ennek lényege az az Osszefiiggés, hogy ha egy vékony rontgen-sugarat egy
f stiriségfiiggvénnyel rendelkez6 testen keresztiil engediink egy £ egyenes mentén,
akkor

log(Io/I):/Ef(x)claz:7

ahol dr az ivhossz mérték a & egyenesen, Iy a sugar eredeti intenzitdsa és I a
sugar kilépéskori intenzitdsa. Ez azt jelenti, hogy minden £ egyenesen megmérve a
log(Io/I) értéket, f minden egyenesmenti integrélja ismertté vélik, melybdl viszont
Radon eredménye miatt f is visszanyerhets. Ez lehetOséget ad miitéti beavatkozas
nélkiil a daganatok észlelésére az emberi testben. Természetesen a valésdgban
itt egy tovdbbi approximdcids 1épés is sziikséges, hiszen log(Iy/I) nyilvédn csak
kozelitbleg ismerhetd meg [20—24,32,44,74,77,83,96,97,99,105,106,108]. Szegeden
is folyik ilyen jellegli kutatds Dr. Kuba Attila vezetésével. Hasonlé problémak
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i Bevezetés

vet&dnek fel manapsag a modern radarok és mas kifinomult mérdeszkozok fejlesztoi
el6tt is [1,19].

A mi szempontunkbdl, habar sokszor termékenynek bizonyult a két vonu-
lat Gsszetaldlkozasa, fontosabb a Radon transzformécié elméleti alkalmazhatdsiga.
Mivel ezekhez mar némileg jobban kellene ismerni a Radon transzformaciot, a
részletesebb ismertetés helyett csak felsoroljuk ezeket, utalva a megfelel6 iroda-
lomra és a tovabbi fejezetekben talalhaté leirasokra.

A Radon altal vizsgdalt transzformécié alkalmazhatdsagat a parcialis diffe-
rencidlegyenletekre G. Herglotz vette észre 1931-ben [54]. Kideriilt ugyanis, hogy a
,rendesebb” parciali8s differencidlegyenleteket e transzformacuié egybaltozos dif-
ferencidlegyenletekbe viszi &t [48,50,52]. Szép példa erre a Cauchy probléma

Au=093u u(r,0)=0 0ou(z,0)= f(z)

a [62,82].

Csoportelméleti mddszerek alkalmazasdval erételjesen altalanositva e Ra-
don transzformdéciét, S. Helgason olyan Radon transzforméciét kapott egészen
altalanos tereken, melynek segitségével a differencialegyenleteket sokasagokon le-
het tanulményozni [46—48]. Szimmetrikus tereken is éppen ezen transzforméciéval
sikeriilt bizonyitania az invaridans differencidlegyenletek megoldhatdésdgat a C'°
figgvény-osztélyon [48,49].

Olyan hires elméletekben, mint példaul a Yang—Mills elmélet, is szerepet
jatszik a Radon transzformécid, és éppen az ultrahiperbolikus differencidlegyenlet
altaldnos megoldasdval, melyet az els6 fejezet masodik szakaszdban taglalunk [2].
Végil meg kell emlitentink Hilbert negyedik problémé&jat, melynek Szabd Zoltan
altal adott megoldasdban igen nagy szerepet jatszik a Radon transzformécié vagy
pontosabban a duélisa [102].

Mivel az elmult harminc évben az elmélet fejlédése rendkiviil sokrétii és
szertedgazo lett, részletesebb lefrasa helyett utalunk Gelfand és Helgason kényveire
[27,28,50,52] és [75,96,100,112] cikkekre. Ugyanakkor meg kell jegyezziik, hogy bar
a gyakorlati problémék tovabbra is megkovetelik az egyébként nagyon jelentds
konkrét problémdk vizsgdlatat [22,44,99], az elmilt néhdny év eredményei alapjan
[37,42,81] tigy tlinik, a fejlddés az egységesedés irdnydba halad.

Dolgozatunkban szemelvényeket kozliink a kutatdsok néhdny irdnyérdl, foleg
sajét eredményeinkre tdmaszkodva [63—70], mikozben a kérdéskordk jobb meg-
vildgitasa érdekében néhany més szerzé eredményeit is felhasznaljuk, illetve meg-
emlitjik. Miel6tt azonban részletesen ismertetnénk a dolgozat felépitését, tesziink
néhany altaldanos érvényii megallapitast.

Mindenekel6tt nyilvanvalé, hogy egy Radon transzformacié vizsgédlatakor a
legfontosabb kérdés az invertdlhatdsdg [46, 1/1]. Ezzel kozvetlen kapcsolatban
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Bevezetés 1ii

allnak azok a kérdések, melyek tisztazzak egyes fliggvénytereken a transzformaciéd
miikodését, vagyis a magtér és a képtér mibenlétét [50,58,65,68,69,85,1/2]. Ezek
a csaknem tisztdn analizisbeli kérdések, a kutatdsok fényében ugy tiinik, szo-
ros kapcsolatban vannak az ugynevezett tartotételekkel, melyek durvén szélva
azt allitjak, hogy az f fiiggvény és az Rf Radon transzformadltja ugyanott nem
nulldk. A tartétételek azonban mar erGs geometriai jelentést is hordoznak, amint
azt latni fogjuk a II.—III. fejezetekben. Mig egy-egy Radon transzformécié meg-
ismeréséhez ezek a kérdések a legtermészetesebbek, addig egy egészen mas irdnyu
megkozelitést kivan a kovetkezd attekinto, dltalanos jellegli kérdés, mely inkabb go-
metriai, legaldbbis abban az értelemben, hogy a Radon transzformécidk tobbnyire
geometriai konstrukciok eredményei.

Legyen P egy (pont-) halmaz, f ezen egy valds fliggvény, £ a P részhalmaza-
inak egy (egyenes-) halmaza és végiil £ minden ¢ elemén legyen p. egy ték. Ekkor
f Radon transzformaltja az az Rf valés fiiggvény £-n, melyre

Rf(s) = / f dpe.

A fentebb emlitett kérdés marmost igy hangzik: Milyen feltételek teljesiilése
sziikséges a (P, E, u) rendszerre, hogy az R Radon transzformdcié invertdlhaté le-
gyen? [6,7,67,78, II. fejezet]

Az els6 fejezetben a klasszikus Radon transzformaciéval foglalkozunk. A
klasszikus (d, n)-dimenziés Radon transzformécid, egy az n-dimenziés euklideszi
téren értelmezett elég j6 [99] f valds fiiggvényhez a d-dimenzids hipersikok hal-
mazén (G(d,n) a Grassmann sokasag) értelmezett R f valés fliggvényt rendel tgy,
hogy minden d-dimenziés £ € G(d, n) hipersik esetén

RUF(€) = /\: f(z)dz,

ahol dx a & természetes feliiletmértéke. A fejezet els6 szakaszdban inverz formuldkat
fogunk bizonyitani d = n — 1 esetére. Ezek az inverz formulak, és a mddszer
ahogy nyerjiik 6ket tigy tlinik alkalmasabbak a gyakorlati felhasznaldsra mint az
eddigiek, mivel eleve egyszerti, jol modellezhetd fiiggvényekkel valé approximacién
alapulnak. A mésodik szakaszban a d < n — 1 esettel foglalkozunk. Parcialis
differencidlegyenlet-rendszerrel jellemezziik az R} transzformdcié képterét, kimu-
tatva, hogy az tgynevezett Helgason féle momentum feltétel ekvivalens a mi dif-
ferencidlegyenlet-rendszeriinkkel. Ez tobb nyitott kérdésre is valaszt ad. Egyrészt
megkapjuk bel6le a négyvaltozés ultrahiperbolikus parcidlis differencidlegyenlet

(0 +03 — 03 —0Hu=0
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iv Bevezetés

altalanos megoldasat, masrészt tisztazddik, hogy a kordbban csak er6s analitikus
eszkozokkel, mint példdul a parcidlis Fourier transzforméciéval [91], bizonyitott dif-
ferencidlegyenletes jellemzések (ezek rendkiviil bonyolultak és tébbnyire hidnyosak
voltak [29, 38]) igazdbdl geometriai tartalmat fednek (a napokban megje-
lent F.B. Gonzalez cikk csoportelméleti médszerekkel nyert negyedrendi diffe-
rencidlegyenlettel jellemzi a képteret [35]).

A misodik fejezetben a klasszikus Radon transzformaécié olyan altalanositdsait
vizsgaljuk, melyek még mindig az euklideszi tér keretein beliil vannak. Az elsé sza-
kaszban az ugynevezett altalanositott Radon transzforméciéva foglalkozunk. Fzt
az (n — 1,n)-dimenziés Radon transzformaciébdl szérmaztatjuk gy, hogy a £ hi-
persikon nem a szokdsos felszin mértéket vesszik, hanem egy pe mértéket, vagyis
az

R, f(€) = /5 F (@) dpe (2)

az altaldnositott Radon transzformécié. Bebizonyitjuk, hogy egy eltolas-invarians
altalanositott Radon transzformaécié, vagyis amelyre R,7 f = TR, f minden 7T
eltolds esetén, nem mds mint az \igynevezett exponencidlis Radon transzformacié
[106] egy &ltaldnositdsa, mely egyébként igen fontos a ‘single-photon emission’ to-
mograf technikdban [77, 96]. Inverz formuldt adunk és igazoljuk a tartétételt, mely
szerint, ha R, f(§) = 0 minden olyan { hipersikra mely tavolabb van az origdtdl
mint s, akkor f tartéja az s sugaru gombon belil van. Megjegyezziik, hogy a
klasszikus Radon transzformécié is eltolds-invarians. A masodik szakaszban geo-
metriai szempontbdl vizsgalunk egy Radon transzformacié-osztalyt. Legyen S egy
Jordan gorbe a sikon, mely atmegy az origdn és S ennek egy pontja. Ekkor nyilvan
minden P ponthoz a sikon pontosan egy az origét fixen hagyé Hp hasonldsiga
létezik a siknak, melyre P = HpS. Minden S gorbéhez rendeljiik hozza azt az Rgs
Radon transzformaciot, melyre

Rsf(P) = f(z)da

HpS

ahol dz a H,,S ivhosszmértéke. Az S gorbét e Radon transzformacié alapgorbéjének
nevezziikk. Bebizonyitjuk, hoy az Rs Radon transzformacié akkor és csak akkor
invertalhat6, ha az S alapgdrbének van gorbiilete (ez nulla is lehet) az origétdl
legtavolabbi pontjaban. Inverzié alkalmazasaval hasonlé tétel nyerhetdé olyan
gorbékre, melyek a ”végtelen tévoli pontot” tartalmazzdk [67]. Ez aldtdmasztja
azt a sejtést, hogy ha egy olyan féliazds van a sikon, mely minden ponton min-
den irdnyban athalad, akkor egy fiiggvényt meghataroznak Osszes integraljai ennek
gorbéin [6].
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Bevezetés A%

A harmadik fejezetben az absztrakt forgds sokasdgokon tekintjik az 1-
kodimenzids alsokasdgokon integralé Radon transzformaéciét. FEz természetes
altaldnositdsa a klasszikus (n — 1,n)-dimenziés Radon transzforméciénak. Az in-
vertdlhatdsdgot a tartGtétel bizonyitdsaval igazoljuk az els szakaszban [70]. A
masodik szakaszban a konstans gorbiiletii terekre szoritkozva folytatjuk az elsd
szakaszban megkezdett utat. jellemezziik a transzformacié kép- és magterét és
inverz formuldkat adunk [68,69]. Az utolsé zdrt inverz formula kiilonésen érdekes
nem csak azért, mert formailag teljesen analég a hdrom (—1,0, +1 gorbiilet(l) kons-
tans gorbiiletlt téren, hanem mert egy 30 éve létez6 problémat old meg. Az euk-
lideszi téren ugyanis a klasszikus (n — 1,n)-dimenziés Radon transzformdcié in-
verz operatoranak jellege, amint az leginkdbb talan F. John inverz formulaibol
tlinik ki [62], erdsen fiigg a dimenziétél. Pdros dimenziéban az interv operdtor
globdlis, tartalmazza a Cauchy-féle f6éték disztribuciét, paratlan dimenziéban pe-
dig lokalis, kizardlag differencial operatorokat tartalmaz. Midta 1965-ben Helgason
[46] vizsgdlta a Radon transzformaciét kétponthomogén tereken, azéta kérdés a
parosdimenzids inverz-operator jellege, mivel Helgason mddszere csak paratlan di-
menzids konstant gorbiiletii tereken adott inverz formulat. Az altalunk adott inverz
formulak tisztdzzék a kérdést, bizonyitva, hogy paratlan dimenzidban lokélis, paros
dimenziéban pedg globélis az inverz formula, mely éppen a Cauchy-féle féérték
disztribtcié egy természetes valtozatat tartalmazza.

A Kkicsit taldn hosszira nyult bevezetést végil azzal szeretném zarni, hogy
koszonetemet fejezem ki szakvezetémnek Dr. Szabé Zoltannak, aki elinditott ebben
a témaban. Koszonet illeti Dr. Nagy Pétert is, aki munkdm folyaman mindvégig
tdmogatott. Ugyancsak szeretném megkdszonni a JATE Bolyai Intézet 6sszes dol-
gozdjanak a baratsagos légkort, mellyel koriilvettek.
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Klasszikus Radon-transzformaciok

Ennek a fejezetnek mindkét szakaszdban a klasszikus (d, n)-dimenziés Radon
transzformécidkkal foglalkozunk. Ha a tér dimenzidja egyértelmi, akkor a termi-
nolégia egyszertisitése érdekében egyszertien d-sik transzformdciénak fogjuk nevezni
[29,35].

Definicié. Legyen f: R™ — R minden d-dimenzids hipersikon integralhaté fiiggvény
és G(d,n) ezen hipersikok Grassmann sokasiga. Ekkor f (d,n)-dimenziés Radon
transzformaltja az az R} f: G(d,n) — R fiiggvény, melyre

i€ = [ sy
ahol dz a £ € G(d,n) természetes feliilletmértéke.

Megjegyezziik, hogy bar a definicié elég altaldnos annak tekintetében, hogy
milyen fiiggvénytéren tekintjik a transzformaciot, azért ezt mégsem tehetjik tel-
jesen szabadon. Minden problémét elkeriilendd, ebben a fejezetben, bar nagyobb
altaldnossdgot is megengedhetnénk, a Schwartz-féle prébafiiggvények S(R™) terén
fogunk dolgozni [16], s6t néha ezek koziil is csak a kompakt tartéjuak D(R™) terén.
Az &ltaldnosabb fliggvénytereken esetleg fellépé problémaéakra jé példa talalhatd
[97,99]-ben: az

] ~™/2 ‘x| > 9
f(x) =< Toglal* =
=0 <

fiiggvény ugyanis nem integrélhaté az n/2-él nagyobb dimenziéju hipersikokon, bér
& maga az L?(R™) tér eleme.

Fontos szerepet jatszik R} tanulmanyozasdban a dudlis transzformacié, mely
maga is egyfajta Radon transzformadcié [12].
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2 Klasszikus Radon-transzformdcick

Definicié. Legyen F:G(d,n) — R olyan fliggvény, mely minden x € R™ pont
esetén integralhaté az x ponton athaladé d-dimenziés hipersikok X halmazan arra
az egyértelmii p mértékre nézve, mely invaridns az x koriili forgdsokra és pu(X) = 1.
(Tlyen mérték 1étét a Haar tétel garantdlja.) Ekkor az F (d,n)-dimenziés duélis
Radon transzformaltja az az RZ;F :R — R fliggvény, melyre

RiF@) = [ P

Az igy definidlt Radon transzformacié-osztaly bizonyos értelemben a legegy-
szeriibb és ugyanakkor taldan a legfontosabb is, igy nem meglepd, hogy temérdek
szempontbdl vizsgilva szdmtalan eredmény sziiletett vele kapcsolatban [50]. Ezek
kozil két nagy vonult emelkedik ki.

Az egyik ilyen kiemelkedd kérdéskor a transzformdcié invertdlhatésaga [13,50].
Itt is két at lehetséges, attdl fiiggben, hogy a balinverzet (‘back-projection’)
vagy a jobbinverzet (‘pre-image’) hatérozzuk meg. Helgason [50] és Solmon [98]
eredményei a d = n — 1 esetre azonban mégis ezek egyezését mutatja:

f:(—47r)12nll:((ig))LIJRRf ha feSERY,  [50],
F:(47r)12"£&g))RA”1RF ha FeS(Gdn), 98],

ahol L a Laplace operdtor (torthatvanyai a Riesz potencidllal vannak értelmezve),
I' a gamma-fiiggvény és A a Calderon—Zygmund operator. Mivel —L = A% [9,98],
a bal- és jobbinverz operdtor megegyezik.

Az els§ szakaszban két olyan balinverz (,back-projection”) formuldt bi-
zonyitunk, melyek nem tartalmaznak a klasszikus formuldkhoz hsonld szingula-
ritast, és azokkal ellentétben a dimenziétol fliggetleniil egységes alakuak. Mivel
a bizonyitds egyszeri ,bumm” fliggvényekkel valé approximécion alapul, mint
eljaras, hasznosnak bizonyulhat a gyakorlatban is.

A maésik kiemelkedd témakor a d-sik transzformaécié képterének vizsgdlata
[29,38]. Ennek jelentésége tobb szempontbdl nagy. Vildgos, hogy a d-sik transz-
formacié megszoritva egy (d + 1)-dimenzids altérre a fenti értelm Radon transz-
forméaciot ad, igy ott invertdlhaté az elébbi formulak segitségével. Egy ilyen in-
vertdlds azonban esetleg kiilonboz6 eredményeket adhat mas mas alterek esetén,
ezért tudni kell, hogy az invertalandé F' fliggvény valéban a képtér eleme-e. Ugyan-
akkor egészen mas fontos eredményeket is varhatunk egy ilyen jellemzést6l, ami
mar F. John [61] cikkébél is kitiinik. Ebben a cikkben F. John ad =1, n =3
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1.1. Inverz formuldk 3

esetet vizsgalva kapta meg a négyvaltozos ultrahiperbolikus differencidlegyenlet
megoldasat.

Mig F. John eredménye [61] rendkiviil bonyolult geometriai és diffe-
rencidlegyenletes megfontoldsok kévetkezménye volt, addig azok akik altalanositani
igyekeztek tételét, az analizis rendkiviil erds eszkozeiben biztak [29,38,42,91].
Ezek kozill kiemelkedik Guillemin és Sternberg cikke [42], melyben megmutatjdk,
hogy majdnem minden Radontranszformacié képtere jellemezhet6 parcidlis diffe-
rencidlegyenletrendszer segitségével, bar ezek konkrét alakjat nyilvan nem adjdk
meg,.

Természetesen mas jellegli képtér-jellemzések is sziilettek, melyek koziil a
Helgason-féle momentum feltétel [50] bizonyult a legjelentGsebbnek. Sokdig a
kétféle képtér-jellemzés fiiggetlennek tiint, mignem Grinberg [38] a két feltételt
egyiitt alkalmazta a jellemzésre, bar a koztiik 1év6 kapcsolat felfedezése nélkiil.

A miésodik szakaszban bebizonyitjuk a két feltétel ekvivalencidjat a d < n—1
esetben, tovdbbd egy igen egyszer( bizonyitdsdt adjuk F. John [61]-beli tételének.
Mindezt egyszerli geometriai eszkozok alkalmazasaval.

1.1. Inverz formuldk

Ebben a szakaszban az (n—1,n)-dimenziés Radon transzformaciot egyszeriien
R fogja jelolni. Jelolje tovabbd P™ az (n — 1)-dimenzids hipersikok halmazdt R™-
ben.

Nyilvén minden & € P™ hipersik jellemezhetd egy w € S™~! egységvektorral és
egy p valés szédmmal 1gy, éhogy £ = {x € R™ : (x,w) = p}. Ez egy paraméterezését
adja a hipersikok halmazédnak az S" ! x R hengeren. A tovébbiakban enneck a
paraméterezésnek az értelmében azonositjuk a hipersikok P™ halmazan értelmezett
fliggvényeket az S"~1 x R hengeren értelmezett fiiggvényekkel, melyekre ¢(w,p) =
P(—w, —p) = (&)

Amint azt Radon [89] és John [62] bebizonyitotta, minden C'* kompkt tartéja
f fliggvény rekonstrudlhaté R f-bdl, mégpedig ha L jeloli Laplace operatort R™-en
és dw az S"! feliiletelemét, akkor az

(1) f(x) :2(27r)1_"(—L)(”_1)/2/ Rf(w, (w,z))dw (ha n paratlan)
Sn—l
(2)
@) = ~Cmy -2 [

e d
/ 8ng(w,p)7pdw (ha n péros)
Sn—1 — 00

b= (w,x>

képletekkel, ahol a (2) formuldban a Cauchy-féle f6érték-disztribiicié jelenik meg.
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4 Klasszikus Radon-transzformdcick

Ezeket a formuldkat késébb igen sokan sokféle feltétel mellett bizonyitottak
[27,46,52,75,97], de ezek a bizonyitdsok tobbnyire kevésbé geometriaiak voltak
és amint (1) és (2) is, a kapott inverz formuldk pdros és pdratlan dimenziéban
kiilénboztek. Deans [13]-ban egységes inverz formuldt kapott, de az sorfejtéses,
nem olyan explicit mint (1) és (2). Meg kell jegyezniink ugyanakkor, hogy ez leg-
inkdabb annak koszonheto, hogy a két kiilonb6z6 paritdasi dimenzidban az inverz
operator jellege kiillonbozik. Paratlan dimenziéban lokalis, paros dimenziéban pe-
dig globalis.

Ebben a szakaszban explicit inverz formuldkat fogunk bizonyitani elemi geo-
metriai médszerrel, melyek egyszerre érvényesek paratlan és paros dimenzidéban.
Ambér az igy nyert formuldk az 1.- és 2. tételekben bonyolultabbnak t{innek mint
a klasszikus (1) és (2), mégis elényosebbek lehetnek a numerikus eljardsokban, mert
felépitésiikben eleve csak jol kezelheto egyszerti ‘bumm’ fiiggvényeket hasznalunk.
Az 1. tételbeli inverz formula pedig nem tartalmaz a (2)-ben szerepl6hoz hasonld
szingularitast.

A Radon transzformacié dudlisa helyett, konnyebb kezelhetsége miatt, a
Szabd Zoltdn &ltal bevezetett [102] bumerdng transzforméciét fogjuk hasznélni.
Konnyen lathatd, a hipersikokhoz az origéhoz legkozelebbi pontjukat rendelve,
hogy ez a két transzformdcié valéjaban csak az értelmezés terében tér el. Le-
gyen f valds fliggvény az R™ téren. Az f fliggvény bumerdng transzformaltja az
az R™-en értelmezett Bf fliggvény, melyre

1

Bfa) = [ flolea)ds,

ahol dw a feliilet mérték S"~!-on. Legyen e, = x/|z|, ahol z € R™\{0}.

1. Tétel. Ha f € S(R"), 2<n €N és

h(z)=Clim [ (r? —1)73/2x
e—0 1

(Y R ol +r) + ()" R e ] — r2) ),

ahol C = (—=1)" 120 (n/2(x/?/T((n — 1)/2)(27)". akkor f = Bh.
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1.1. Inverz formuldk 5
2. Tétel. Ha f e S(R"), 2<neN és

h(z) = C lim r"‘Q(i)nil(Rf(ew, 2| — r))dr,

e=0 Jip|>e rdr
ahol C = (—=1)" 120 (n/2(7/? /T ((n — 1)/2)(2m)", akkor f = Bh.

Megjegyezziik, hogy mint utébb kideriilt, a 2. tétel parcidlis integralassal
megkaphaté az (1) és (2) formulakbdl felhasznalva [28, 11 o. (12)]-6t, az 1. tételbél
pedig kissé komolyabb analitikus arzendl segitségével (1) és (2) bizonyithaté az
(r? —1)(»=3)/2 Taylor sorfejtését felhaszndlva. Ezek a technikai jellegli szdmitdsok
ugyanakkor a hatarértékek létezését is bizonyitjak.

Az altalunk alkalmazott bizonyitas egyszerii gometriai megfigyeléseken alap-
szik. Egy f:R"™ — R filiggvényt hivjunk szférikusnak a P € R™ pontban, ha
létezik olyan f:R,; — R fiiggvény, melyre f(x) = f(Jx — P|). Lényegében a
kovetkez6 tényeken miilik a bizonyitasunk: Minden fiiggvény felépithetd szférikus
fliggvényekbol, és minden szférikus fiiggvény approximélhato tetszoleges ko9mpakt
tartomanyon olyan szférikus f fiiggvényekkel, melyek f fiiggvénye polinom. Amiért
ezek alkalmazhatdk, az az, hogy mi a bumerdng transzformécié jobbinverzét (‘pre-
image’) fogjuk keresni, marpedig az kompakt tartomdnyon integrdl, igy minfenféle
approximacié jol mikodik.

A megvaldsitdas a kovetkezé médon torténik: A 3. tétel harom inverz for-
mulédt ad a radidlis, origénl szférikus, folytonos fliggvények terén. A 2. lemma ezt
altaldnositja szférikus fliggvényekre. A 4. tétel pedig egy kozelitd inverz formulat
ad, minden fliggvényt szférikus fiiggvényekkel approximalva. Ezek utan az 1.-2.
tételt 1ényegében az approximacié hatarértékének kiszamitdsiaval nyerjiik.

1. Lemma. Ha h folytonos radidlis fiigguény, akkor

1
Bh(x) = |5"| / Rlplal)(1 - p?)"dp,
0

ahol |S" 72| az S"7? felszine, és igy ha fi(x) = |z|* (i € N), akkor

(n—1y,2 L ((i +1)/2)

Bfi(z) = fi(z)m L((n+1)/2)

Ez a lemma egyszeri szdmoldssal igazolhaté [50], mégis van egy fontos
kovetkezménye.
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6 Klasszikus Radon-transzformdcick

1. Kovetkezmény. Ha f folytonos radidlis fiigguény, akkor
i) fac1B(fa1Bf) = Q"1 (f)(2m)" 7,
ii) fu—eB(iBf) =1""*(f)(2m)"" Y,

iii) fn_1Bf = Q(”_l)/2(f)(27r)("_1)/2 ha n pdratlan,
ahol

|| ||

Qf(z) = |z| ) fdt és If(x)= f(t)dt.

0

Bizonyitas. Ha f = f;, akkor i), ii) és iii) egyszer(i szdmolassal kaphat6 az el6bbi
lemma mésodik részébdl. De B, @ és I linedrisak, igy formuldink akkor is igazak,
ha f polinom. Ugyanakkor ezek az operatorok folytonosak az egyenletes konver-
gencidra nézve, hiszen integral operatorok, igy a Weierstrass tétel bizonyitja az
allitast. .

Jelolje a tovabbiakban G a radialis C* fiiggvények terét.

3. Tétel. A bumerdng transzformdcio bijekcio G-rél G-re. Ha f € G és

) b= o (Y B ),
i) by = 20 ()" (ha2BUAS),

d \(n=1)/2
iii) hg = (2m)(1—™)/2 (d—) (fa=1f) ha n pdratlan,
rr
ahol d% radidlis iranyid derivdldst jelent, akkor f = Bhy = Bho és ha n pdratlan

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy h folytonos radidlis fiiggvény és Bh = 0. Akkor
a fenti kévetkezmény miatt 1"~1(h) = 0, amibdl (n — 1)-szeres differencidlassal
adodik h = 0 vagyis a bumerang transzformacié injekcio.

Most bebizonyitjuk, hogy hy € Go. Mivel az eljaras hasonlé a masik két
hi,hs € Gpo esetre is, azt az olvasé belatasara bizzuk. Ehhez nem kell mast
tenniink, mint egyszerlien befrni ii)-be az els6 lemma eredményét:

|z

l_
(3) l2|" 2 B(f1f)(z) = |S" 2| i Fo)p(|z]2 — p?)=3/2ap,

amibdl az allitas nyilvanvalo.

Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy f = Bho. A mésik két esetet ismét az
olvaséra bizzuk. Mivel az origéban hs (n — 1) rendben nulla, ii)-bdl integraldssal
azt kapjuk, hogy

fa—2B(f1f) = 1" (ho)(2m)" "1
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1.1. Inverz formuldk 7

Ebbél viszont f = Bhg addédik az el6z8 kovetkezmény ii) pontja és B injektivitdsa
miatt.
]
Ez a tétel lehetévé teszi a § transzformacié definidldsat a G fliggvénytéren a
Bo gf = f Osszefliggés alapjan, vagyis § a bumerang transzformacié jobbinverze
G-n.
Legyen g egy fiiggvény R"-en. Ekkor minden w € s~
gw(x) = glwl{w,z)) figgvény egy ‘sikhullam’, vagyis minden az w-ra meréleges

L egységvektorra a

hipersikon konstans. Eszerint Bg tekinthet6 az w — g, fliggvény értéki fliggvények
integraljaként az S™~! halmazon. Ha tehdt a h és a g fiiggvényeknek az ilyen
sikhulldmokra valé felbontdsa megegyezik, akkor Bh = Bg. A kovetkezd tételt
éppen ez az észrevétel indokolja geometriai szempontbdl, bar a definicié alapjan
kozvetlentil is konnyen igazolhaté.

2. Lemma. Ha g = Bh, akkor g, = B(h(:z: + x<z’y>)>, ahol gy () = g(z + y).

(z,z)

Egy {vi} fliggvénysorozatot delta-konvergensnek neveziink, ha a Dirac-féle
disztribucidhoz tart a folytonos korlatos fliggvények dudlis terében. A kovetkezd
tétel donto fontossigl a bizonyitasunkban.

4. Tétel. Legyen f € S(R™) és {vp} C Go egy delta-konvergens sorozat. Ha a
e (1) :/Rf(w,t—r)m(m)dr, LER, we ™!
R
fligguénysorozat S(R™)-ben konvergdl eqy h figgvényhez, akkor f = Bh.

Bizonyitas. Az r =t — s helyettesitéssel és a Fubini tétel segitségével formuldnk a
kovetkez6 alakot Olti

hi(tw) = - f(y)Bur(tw + wlw, y))dy.

Erre alkalmazva a bumerdng transzforméaciot, majd lecserélve az integraldsok sor-
rendjét, a 2. lemma azt adja, hogy

Bhy(z) = - f@on(z —y)dy, xeR",

ami éppen a bizonyitandé. .

Két technikai éllitdsra van még sziikségiink f6 tételeink bizonyitasdhoz. Az
els6 egyszertien az integralas polar-koordinatas atirasabdl kovetkezik.
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8 Klasszikus Radon-transzformdcick

3. Lemma. Ha {v;} C G delta-konvergens sorozat, akkor a
wprR =R (o "))l /2)

figguény sorozat is delta-konvergens.

4. Lemma. Ha vy € C®(R) és f(r) =~(r) —y(—r), akkor

1

d \k d \k
1(*) fec= & lim1<%) F(r) = O 0) Gy

c \drr r—0 1

Bizonyitas. Egyszer® indukciéval kaphatjuk, hogy

() 1) = ) =),

drr

ahol v, € C™ s 7;(0) = 0, ami régton adja az elsd allitast. A mésodik &llitdsunk

viszont azonnal adddik felhasznalva a v Taylor sorfejtését a nulla koril. .

A rovidség kedvéért bevezetjik a ¢(r) = Rf (e, |z| — r) jelolést (e, = z/|x]),
amit ha az z-t6l vald fliggéség fontos, akkor a ¢, (r) alakban fogunk hasznélni.

1. Tétel bizonyitasa. A 3. tétel ii) pontja és a 4. tétel értelmében kapjuk, hogy

o) = 0 [ o)+ o) (5) " GamaBlio0) e i

ahol {v;} € G delta-konvegens sorozat. Vegyiik most a 3. tétel dltal garantélt
Ui € G figgvényt, melyre v, = BUy, vagyis

d

(¥ 0 = ) () (B )),

mely szerint (n — 1)-szeres parcidlis integraldssal kapjuk, hogy

n © d\n—1 .

m(e) = (-2m [ {(5)" )+ el B e
0

mivel a maradéktagok a 0-ban (*) miatt, a oo-ben pedig Rf € S(S"~! x R) [50]

miatt mind nulldk voltak. Figyelembe véve a 3. tétel bizonyitdsdban taldlhatd (3)-

as formulat, megforditva az integrélasok sorrendjét és felhaszndlva az 1. lemma

els6 formuldjat, adédik, hogy

—n2 gn—2 0 0 r2 —¢2 (n—3)/2
hi(z) = (=27)" ||Sn1| i wk(t)/t g(r)%drdt’
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1.1. Inverz formuldk 9

ahol
o= (D) e+ (59" el

és wi a 3. lemma szerint nyert delta-konvergens sorozat. Az r = st helyettesitést
elvégezve a bels integralban éppen a bizonyitandé

. et I n—
h(x):klirgohk(x):(—Zw)l nISn—I:tIE%/l g(st)(s? —1)"=3)/2gs,

Osszefiiggést nyerjiik. Megemlitjiik, hogy ennek a hatdrértéknek a létezése az (s —

1)("=3)/2 Taylor sorfejtését felhasznalva bizonyithato.
|

2. Tétel bizonyitasa. A 3. tétel i) pontja és a 4. tétel alapjdn nyilvdn

ma) = @0 [ o)+ o) (50) " rtBhat)e,

Hasonléan mint az elézé bizonyitdsban, ebbdl parcidlis integralasokkal nyerjiik,
hogy

) = (20 [ ()" (o) + plor ) B ) e

rdr

n—1
A 4. lemma szerint a g(r) = (ﬁfh) (o(r) + o(—=r))r"—! fiiggvény C>, igy az
1. lemmat, a 3. lemmat és a Fubini tételt hasznalva kapjuk, hogy

2|6m2| [  g(r
hy(z) = (=2m)t™ |Sn_1|| i wk(s)/ Q(l—ﬁ/r?)("—?’)/?drds,

ahol wy, a 3. lemma szerint nyert delta-konvergens sorozat. Ebbol

5772

h(z) = klijglo hi(z) = (_Qw)l—n lim/ @(1 _ 82/7‘2)(”_3)/2(;{71'

|Sn—1| s—0

A teljes bizonyitashoz igy mar elég latni, hogy

oo

0= lim M(l —(1- 52/T2)(”73)/2)dr.
r

—
sOs

Felhasznalva az (1 —s2/r2)% = $70° (¥)(—s/r)?™ Taylor sorfejtését, amit g(r)/r €

m
S(R) miatt feleserélhetiink az integréllal, ezt az egyes tagok kévetkezd médon vald
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10 Klasszikus Radon-transzformdcidk

becslésével bizonyithatjuk. Legyen e5 = /s és bontsuk fel az integrlt két részre
igy, hogy f:o — fss—s + faoso Konnyen kapjuk, hogy

(n—3)/2 < 1g(r)s®m 1]/ (n-3)/2 g2m
DN gr< = - .
’( m < ‘ r ‘erdT -2 m ((Sgugp) 91+ & gZm Sup |g|)

Mivel ¢g(0) = 0 és g(r)/r € S(R) a jobboldal nyilvan nulldhoz konvergdl, ha
s nulldhoz tart. Figyelembe véve, hogy ‘((";2)/2)’ = (-1)"(""3/%) kénnyen

Osszegezhetd a jobb oldal is, melynek eredménye
<g(r _ 1 52\ (n—3)/2
[ - =y omar < sw ol +eag (1-5) " sl
s r (s,€5) 2 €

melybdl azonnal kovetkezik allitdsunk. Megemlitjiik, hogy a

S

0
lim @(1 —(1- 32/T2)(n_3)/2)dr

s—0 s

hatarérték létezése egyszert parcialis integralassal bizonyithato.

Végiil megemlitjiik, hogy hasonl eljards iii)-bol rogton (1)-et adja.

1.2. Képtér-jellemzés

Ebben a szakaszban a D(R™) fiiggvénytérnek a (d,n)-dimenziés R} Ra-
don transzforméacié melletti képét fogjuk jellemezni parcialis differencidlegyenlet-
rendszerrel.

Igen sok cikk sziiletett errél a kérdésrél ([29,38,61,91]). Az elsd ezek koziil,
amennyire meg lehet &llapitani, F. John cikke volt [61]. F. John ebben a cikkében
csak az (1, 3)-dimenziés Radon transzformaltra adott megoldést, melyhez a hdrom-
dimenzids tér igen sok specialitiasat és az Asgeirsson lemmat haszndlta egy igen
bonyolult konstrukcioban. Ugyanakkor bizonyitdsa a késobbiekhez viszonyitva geo-
metriai volt, és igen nagy &altaldnossagot eredményezett. A jellemzés alapjat ndla
az adta, hogy

RY©) = R (y) = ly—a| [ T fe o+t — ),

ahol € € G(1,3) az az egyenes, mely éppen a kiilonb6z6 = és y pontokon megy &t.
Ez viszont nyilvan teljesiti a

(d d d d )R‘;’f(a:,y)

dr; dy;  dy; dz;) |y — 7

=0
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1.2. Képtér-jellemzés 11

parcidlis differencidlegyenletet minden 1 < 4,5 < 3 esetén. F. John eredménye
éppen az volt, hogy ez az allitds megfordithaté.

Ennek a jellemzésnek a kés6bbi &ltalanositisai viszont erds analitikus
eszkozOket hasznaltak, mint példdul a parcidlis Fourier transzforméciot, vala-
mint egy, szerintem legaldbb is nem igazan természetes, definici6jét az S(G(d, n))
fiiggvénytérnek. Ugyanakor, amint F. Richter is megjegyezte [91], Grinberg és
Gelfand bizonyitasa sem volt teljes. Masik alapvetd eltérése az dltalanositasoknak
az eredeti tételtol a hipersikok paraméterezési modszerében mutatkozik. Richter,
Grinberg és Gelfand ugyanis az y = Ax + ¢ Gsszefliggéssel paraméterezett, ahol A
egy (n — d) x d méatrix és c € R*~<.

Mi visszatériink F. John paraméterezési médszeréhez, a d-sikokat (d + 1)
altalanos helyzetli ponttal parametrizalva. Ezzel az eljarassal ardnylag egyszeri
geometriai uton kapjuk a fenti jellemzés altalanositasat, levezetve a Helgason-féle
momentum feltételt az altaldnositott parcialis differencidlegyenletbdl.

A fejezet végén részletesen analizéljuk az (1,n) esetet, majd roviden bi-
zonyitjuk John tételét, mely megadja a négyvaltozos ultrahiperbolikus parcialis
differencidlegyenlet altalanos megoldédsat.

Legyen &(zg, 21, ..., 24) € G(d,n) minden altaldnos helyzetii (d + 1) pontbdl
allé zg,z1,...,24 € R™ pontrendszer esetén, az azt tartalmazd egyértelmi d-
sik. Ezt a paraméterezést hasznalva a d-sik transzformaciét a kévetkezo alakban
irhatjuk

R f(20, 21, .. 0q) = /5 f(2)da.

Megjegyezziik, hogy ebben a felfogdsban R} f egy G(d,n) feletti principalis
fibralt nyaldbon van értelmezve, az R? affin csoportjival mint struktira csoport-
tal. Szintén pontosan ezen a principalis fibralt nyaldbon van értelmezve az aldbbi
R f/|det U fiiggvény is.

Legyen U, az R™-nek egy olyan automorfizmusa, mely az {x; — zo}i=1,4 rend-
szert ortonorméalt rendszerbe viszi. Ekkor az ennek megfelelé helyettesitéssel kap-
juk, hogy

d
Rif(aosar,.ovan) = [ f (0 + 3" Ailos = m0)) [det Uz i,
" i=1

ahol A = (A1,...,\q) € RY. Ttt persze |det U, | éppen az {z; — xo}i=1.a vek-
torok altal feszitett parallelepipedon Vol{z; — z¢} térfogata. Az (1,n) esetben
|det Ut
kovetkezo egyszerii lemma kénnyen igazolhaté a differencialasoknak az integrélason
beliili alkalmazasaval.

= |x1 — x0|. Ezt az észrevételt igen gyakran fogjuk haszndlni. A
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12 Klasszikus Radon-transzformdcick

1. Lemma. Ha f € S(R™) akkor

Rgf(l“o, T1y--- ,J?d)
VOI{iCZ — mO}i:l,d
ahol0 <1i,5<d, 1 <k,e<n és0; azi-edik x; paraméter k-adik :I:iC koordindtdja

szerinti parcidlis derivdlds.

(05,k0j,e — 03,605 ) =0,

Most réviden lefrjuk Helgason [50] momentum feltételét, mely jellemzi az R
képterét.

Egy a G(d,n) téren értelmezett f fliggvény tartozzon a Dy (G(d)) osztalyhoz,
ha f C*, kompakt tartéju és teljesiti a kovetkezd feltételt: Minden k € N
szamhoz létezik egy k-fokban homogén Py polinom az R™ téren, melyre minden
o d-dimenziés altér esetén a

P, i (u) = /L flz+o((z,u)fdx (ueot),

polinom, ahol o+ a o ortogonilis kiegészitGje az R™ téren és dx a természetes feliilet
mérték a ot-n, éppen Py|, ., a P, megszoritdsa ot-ra.

A dontd feltétel ebben a P, x(u) fiiggetlensége a o vélasztdsatol, ha u € o,
mivel P, j(u) nyilvanvaléan k-fokban homogén [50]. A kévetkezd allitast bi-

zonyitotta Helgason:

2. Lemma. (Corollary 2.28. [50]-ben) A d-sik transzformdcid bijekcic D(R™) és
Dy (G(d,n)) kozt.

A mi bizonyitasunk éppen ennek az allitdsnak az els6 lemmaban leirt parcidlis
differencidlegyenletbdl valé levezetésén alapszik. A kovetkezé lemma egyszeril
altaldnositdsa [50] megfeleld tételének (Theorem 1.2.).

3. Lemma. Tegyiik fel, hogy v € C®((R™)4*1) csak a (d + 1) R™-beli paraméter-
pontjinak d-sikjdtdl, &(xo,x1,...,2q) € G(d,n)-tdl figg, és

v(To, 1, ..., Td)
1 okOje T GieCi B
(1) (00, &@aj’k)\/ol{xi — To}i=1,d "

ahol 0 <i,7<d, 1 <k,e<n. Akkor a transzformdlt
w(zo, x1,...,2q4) = v(Axg, Axq, ..., Axg)

fiigguény is teljesiti (1)-et és szintén csak a (d 4+ 1) R™-beli paraméter-pontjinak
d-sikjatol, &(xo,x1,...,2q) € G(d,n)-tdl figg tetszdleges A € SO(n) esetén, ahol
SO(n) az R™ tér 1-determindnsi automorfizmusainak csoportja.
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1.2. Képtér-jellemzés 13

1. Tétel. Legyen v € D(G(d,n)). Ahhoz, hogy egy f € D(R™) fiigguény létezzék,
melyre v = R f, szikséges €s elégséges, hogy v teljesitse az (1) parcidlis diffe-
rencidlegyenlet-rendszert.

Bizonyitas. A sziikségességet az 1. lemma bizonyitja, ezért nekiink most elég a
feltétel elégségességét kimutatnunk, vagyis, hogy (1)-bdl kovetkezik a Helgason-
féle momentum feltétel. A definicié szerint, ha u € o+, akkor

ngk(u):/ v(x,x+01,x+02,...,x+ad)<z,u>kdm,
O'J‘

ahol {0 };=1,q4 egy ortonormalt bazis a o d-dimenziés altérben. Meg kell mutatnunk,
hogy ekkor P, (u) = P5(u) minden u € o NG esetén, ahol & egy mésik d-
dimenzids altér. Ehhez el6szor némileg egyszerisitjiik a problémat.

Az altaldnossdg minden megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy |u| = 1. Legyen
€1,€a, ..., ey, ortonormdlt bdzis R™-ben, ¢ = £(0,e1,e2,...,¢eq4) és A € SO(n) olyan,
hogy o; = AF, és u = Ae,. Az x = Ay helyettesités utdan kapjuk, hogy

Praw) = Pacalen) = [ oAy Aly + en),. Aly + ea)) . e0) .

amiért az aldbbi (x) 4llitds bizonyitdsdhoz, amelybdl kénnyen kovetkezik majd ere-
deti allitdsunk, a 3. lemma értelmében elegendo azt az esetet vizsgalnunk, amikor
u=e, éso;,=¢;1=1,2,...,d.

Ha 01, 09,...,04 ortonormdlt rendszer, o1 L o09,...,04, [71] =
(%) 1, o = £0,01,09,...,04) és ¢ = £(0,71,02,...,04) akkor
Po,k(en) = PE,k(en)'

Eszerint azt kell bizonyitanunk, hogy ha E = aje; + Z?:_dlﬂaiei, ahol a? +
ZZ:;H a? = 1, akkor P. (e,) = Pri(en), ahol € = £(0,E,ea,...,eq). Ezt az
E olyan kozelitésével fogjuk elvégezni, melyre P, r(en), a kozbiilsé 1épéseknél
keletkez6 polinomok, nem valtoznak (itt az cappr = £(0, Eappr, €2, - - ., €q) jelolést
hasznaltuk).

Els6 1épésként vegyik az E.ppe = eisinf + e;cos 8 vektort, ahol i > d.
Nyilvan feltételezhetjiik, hogy i = d + 1. Legyen tovabba

P(ﬁ):Psapphk(en):/ / V(2,24 Bapprs - -+ T+ ) AN dNnd N1 - - day 1,
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14 Klasszikus Radon-transzformdcick

ahol x = (—ej cos B+ eqq1 sin B) g1 + Z?:d+2 Xie;. Bzt az osszefliggést derivdlva
0B szerint adédik, hogy

0 %) d
P'(B) = / e / ()\d+1 Z(sin B80;,1v + cos B0 441v)+
+ cos 305,1v — sin 582’[“17)) AdeAn s dAgg.

Ahhoz, hogy kiszamitsuk ez utébbi integralt, egy kis keriilét kell tenniink. Mivel v
G(d,n)-en értelmezett, nyilvdn minden v € R(# 0) esetén

v(zo 21, 52a) _ V(Yo - . Ya)
Vol{z; — x0}i=1.4 Vol{y; — y()}i:l,d7

ahol y, = z;, minden k-ra kivéve a k = i esetet, melyre y; = z; +v(x; — x;). Ekkor
a v szerinti derivédlds a v = 1 pontban adja, hogy

@) v(zo, X1, ..., Tq) ‘*‘2(37?1_37;1)6 v(zo, X1, ..., Tq) _o.

VOl{l‘7 — xO}i:l,d el om VOI{I’7 — xO}i:l,d

Marmost ezt felhasznédlva a j = 1 és j = 0 esetre, integralunk a kovetkezd alakot
olti

Pl(ﬁ) = / s / (COS ,68271’0 — Sinﬂ827d+1v)>\fbd)\n R d>\d+17

melybdl A, szerinti parcialis integraldssal kapjuk, hogy

o0 o0

d

(k+1)P'(B) = / e / ™ (cos 30,10 — sin 682’d+1’0)>\,ﬁ+1d)\n codAgan-
—c0 —o00 AAn

De esetiinkben ﬁ = Z?:o 0;n azért (1) alkalmazdsdval azt irhatjuk, hogy

o0 o0 _d
k0P @) = [ o [ oo, den

Mivel pedig n > d 4+ 1, a A\g41 szerinti integrdlds azt mutatja, hogy P’(3) = 0,
vagyis P . k(en) = P-r(en). Koénnyen ldthaté, hogy (n — 1) hasonlé 1épéssel
elérhet6 az dltaldnos E, amivel (x)-ot bebizonyitottuk.

Legyen mostmar o1,09,...,0q4 és G1,09,...,04 két ortonormélt rendszer és
o = £(0,01,09,...,04), 0 = £(0,01,02,...,04). Lépésenként bizonitjuk, hogy
P, i(en) = Psi(en) egy olyan o” d-sik sorozatot mutatva, melyre P, p(e,) =
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1.2. Képtér-jellemzés 15

P, p(en) = ... = Pym p(en) = Ps(en), és mindezen egyenléségek a (k) éllitas
kovetkezményei.

Ha 7, legfeljebb egy j index esetén nem merdleges o ;-re akkor a (*) értelmében
a oj-vel oly médon cserélheté fel, hogy P, i(e,) nem valtozik, vagyis Py (en) =
P,1 ;(en). Folytassuk ezt a cserélgetést mindaddig, amig a végiil nyert ¢”-ben mar
t6bb mint egy elem nem mer6leges 7;-re. Ekkor ¢” olyan, hogy {07 }i=1,4 elemei
koziil legalabb ketté nem merdéleges 7;-re.

Legyen tehdt o7 és oy két 7;-re nem merdleges vektor és transzformaljuk Sket
oly médon, hogy

U;+1 = 0 cos aoy sina, ot = o} sina — oy cosa, és o't =0o" ha s # j,k,
ahol tga = (d;,0%)/(7i,0}). Az igy kapott o™t = f(O,UI+1,U£+1,...702+1)

altér nyilvan teljesiti a P,r+1 i (en) = Pyr i(en) egyenletet és legaldbb eggyel tobb
vektora meréleges ;-re. Ezt a transzformaciét elegendden sokszor elvégezve, olyan
alteret fogunk kapni, melyre mér az el6z6 moédszer is alkalmazhaté. Végil tehat
éppen a kivant sorozatot fogjuk megkapni ezzel a két eljarassal, ami bizonyitja
tételiinket.
]
Mostantdl az (1,n) esetre fogunk koncentrélni, vagyis amikor az integralds az
egyeneseken torténik. Ezt a transzforméciét szoktak még ,, X-ray” vagyis rontgen
transzformdciénak is nevezni [97]. Az egyeneseken Pliicker koordindtdit fogjuk
hasznalni.
Legyen & = (&1,...,&,) ésn = (m,...,n,) két killénboz6 pont a g egyenesen.
A ¢ Pliicker koordinatai ekkor

&k > , ( & 1 >
ik = det és ;= det ,
Pik (m Tk & 1

ahol 1 <i <k <més1l < j < n. JOl ismert, hogy ezeknek a p;, és g; koor-
dinatdknak a bels6 ardnyai nem fiiggenek a & és n valasztdsatol, csakis a g egye-
nestol. A rovidség kedvéért a tovabbiakban p;-vel fogjuk jel6lni p; ,-t.

A Pliicker-koordinatak segitségével most egy bijekciét adunk meg a G(1,n)-
en értelmezett és az R?"~2-n értelmezett fiiggvények kozott. Egy v G(1,n)-en
értelmezett fiiggvényhez rendeljiik hozzé azt az v R?"~2-n értelmezett fiiggvényt,
melyre

B sten= (3 (E)) (I E ey e

@ G a0’ In
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16 Klasszikus Radon-transzformdcidk

ahol 2; = Y0~ (\ijpj + 6ij4;) 6 Aij.6i; € R (1 <i < 2n—2). Nyilvan a v

fliggvény akkor és csak akkor rekonstrualhaté az u fliggvénybol, ha a
A — [)\i,j] i=1,2n—2 éS A = [61-’]-]7::1,271—2

j=l,n—1 j=1,n—1
métrixok olyanok, hogy a (2n — 2) x (2n — 2)-es v = [A, A] métrix invertalhatd.
Mivel [ —n| = (X1, qf)l/2 av(&,n)/|€ —n| & és ne szerinti derivaldsa (1)
és (3) felhasznalasaval adja, hogy

(4)

2n—2 2n—2
Z (NieBi g + Nik6ie)0%u + Z (MNiyejk — Nikbje + Ajebi k — Aj k0ie)0;05u = 0.

i=1 1<i<j

Ez azt jelenti, hogy a (3) transzformdcié egy ekvivalencidt definidl az (1) és (4)
parcidlis differencidlegyenlet-rendszerek kozott, ha k,e < n.

4. Lemma. A (3) transzformdcid bijekciét ad C*(G(1,n)) és C*(R?"~2) kizitt.
Egy (3) dltal ésszekapesolt u € C%(R?"~2) ésv € C%(G(1,n)) figgvénypdr esetében,
a (4) és (1) parcidlis differencidlegyenlet-rendszerek ekvivalensek.

Bizonyitds. Az egyetlen nem trividlis bizonyitandd, hogy ha w teljesiti (4)-et és
v-t a (3) transzformdcié definidlja, akkor v is teljesiti (1)-et nem csak a k,e < n
esetben hanem az e = n esetén is. (2) alapjan tudjuk

e o, D v(Em)
Eoa T2 & Mgy =0

Derivélva ezt ny, szerint azt kapjuk, hogy

~, .0 8 dnu&n)
(=156 ~ 58+ ) e g~

e=1

Felcserélve &-t és n-t addédik, hogy

n 82 82 U(fﬂ?) _
> (&~ ) (ankage - afkane) €l "

e=1
Mivel azonban v teljesiti (1)-et minden 1 < k,e < n — 1-re ez éppen e = n-re adja
a bizonyitandot. .

Most mér egyszerii kovetkezményként irhatjuk fel F. John eredményét [62].
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1.2. Képtér-jellemzés 17

2. Tétel. Az u:R* — R C®-beli fiigguény akkor és csak akkor megolddsa a
(5) (0} 405 — 02 —0Hu=0
ultrahiperbolikus parcidlis differencidlegyenletnek, ha létezik olyan f:R3 — R O
fuiggvény, melyre
3

G\N\Y?2 (p1+a —p2tq p1—q@ —pia
Rifem = (3 (2)) u(B2, : o,
1 43 q3 q3 q3 a3

ahol p; és q; (1 <1i<3) a&-nésn-n dtmend egyenes Pliicker-koordindtdi.

Bizonyitas. Egyszerlien vélasszuk (4)-ben az aldbbi I' = [A, A] métrixot

1 0 0 1
_lo-1 1 o0
I'= 1 0 0-1

0-1-1 0

Ekkor a (3) szerinti kapcsolat v és u kozott egy-egy értelmii és (4) csak egy egyenle-
tet ad, mégpedig (5)-t. Akkor pedig a fenti lemma és tétel adja allitdsunkat.

Hasonléan szép formula létezéséhez magasabb dimenzidkban nyilvan az kel-
lene, hogy a (4) parciélis differencidlegyenlet ne fiiggjon a k és e indexektdl. Ez
a feltétel linedris egyenleteket ad a I' elemeire, amelyeket egyszertien leszamolva
kidertil, hogy ez n > 4 dimenzié esetén nem lehetséges.

A 2. tétel azonban Ugy is felfoghat6, hogy az az R]} képtér-jellemzésébdl eli-
mindlja az (1) rendszerhez még sziikséges kiegészits feltételt, hogy tudniillik a
fliggvény csak a paraméter-pontjainak a d-sikjatol fiigghet. Ebben az értelemben a
kovetkez6 egyben ebben a szakaszban és fejezetben utolsé tételiink nem més mint
el6zo tétellink altaldnositasa. Ugyanakkor az eredményként kapott parcidlis diffe-
rencidlegyenlet-rendszer, melynek igy altalanos megoldasat nyerjiik, esetleg hasz-
nosnak bizonyulhat a differencidlegyenletek elméletében.

3. Tétel. Az u:R?>»~1D R Cg figgvény akkor és csak akkor megolddsa a

( 0? 0?

_ —0 (<ek<n-—1
(6) 911,0ye aykax)“ 0 Aseksn—1)

ultrahiperbolikus parcidlis differencidlegyenlet-rendszernek, ahol u = u(x,y), x* =
(21, Tp_1) ER" L ésy = (y1,...,Yn_1) € R""L, ha létezik olyan f:R™ — R
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18 Klasszikus Radon-transzformdcidk

C fiigguény, melyre
1/2

resen =(30 (%)) "

1=

geeey B geeey

v u(pl + a1 Pn—-1+qn-1 P1— Q1 Pn—1 — qn—l)
dn Adn qn qn ’

ahol p; és q; (1 <i<mn—1) a&-n ésn-n dtmend egyenes Plicker-koordindtdi.

Bizonyitas. Egyszerfien vegyiik a I' = (g _g) matrixot (4)-ben, ahol U az (n —

1) X (n — 1)-es egységmatrix. .
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Radon-transzformaciok euklidészi téren

E fejezetben bizonyos Radon transzformacié-osztalyokat fogunk vizsgalni,
amely természetesen 1j megkozelitési modot kovetel. Ez abban nyilvanul meg,
hogy a konkrét formuldk és leirasok helyett ebben a két szakaszban a Radon transz-
formacio-osztalyok altalanos tulajdonsdgainak vizsgalataé a f6szerep. Mindkét itt
vizsgdlandé Radon transzformécié-osztély a klasszikus (n — 1, n)-dimenziés Radon
transzforméci6 altalanositésa.

Az els§ szakaszban az tgynevezett altaldnositott Radon transzforméciéval
foglalkozunk, mely bizonyos értelemben a legkozvetlenebb altalanosités.

Definicié. Legyen f:R™ — R minden H hipersikon integralhaté a p: R™ x P* — R
fiiggvénnyel szorzott szokdsos felilletmérték szerint (P = G(n — 1,n) a hipersikok
Grassmann sokasdga). Ekkor az f p-szerinti dltaldnositott Radon transzformaéltja
az az R, f:P" — R fiiggvény, melyre

R, f(H) = /H F (@)l Hyde.

Ennek a Radon transzformacié-osztalynak a vizsgélata igen boséges irodalom-
mal rendelkezik, kiilonosen, ha speciélis eseteit is ideszdmitjuk [7,41,66,78,80,84,87,
88]. A vizsgdlatok legfébb célja pedig annak elddntése, hogy milyen p fiiggvény
esetén lesz az R, Radon transzformdcié invertdlhato.

Két {6 tipusa van a u fiiggvényre kiszabott, az invertdlhatésdghoz elegendo
feltételeknek, melyek alapvetden kiilonboznek szemléletiikben is. Az egyik tipus,
amikor is regularitési feltételeket adnak meg, legszebb reprezentéansa az a Markoe-
tél és Quinto-tol szarmazo tétel, mely szerint ha p analitikus, akkor az R, Radon
transzformécié lokalisan invertalhatd, vagyis az elég kicsiny tartéju f fliggvények
meghatarozhaték az 6 R, f Radon transzforméltjukbdl [7,78].

A misik tipushoz tartoznak azok az esetek, amikor a p fliggvényre inva-
riancia feltételeket szabnak [84,87]. Ennek egyik legszebb példdja Quinto-tdl
szarmazik,mely szerint, ha az R, Radon transzformacié forgas-invaridns, vagyis
minden origé koriili ¢ forgédsra és f figgvényre (R, f) o ¢ = R,(f o ¢), akkor in-
vertdlhatd is (természetesen bizonyos alapvetd analitikus feltételek is sziikségesek).

Mi egy az utdbbi esethez tartozd feltételt fogunk vizsgdlni, mégpedig azt,
amikor az R, Radon transzformacié eltolds-invarians, vagyis minden 7 eltoldsra
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20 Radon-transzformdcidk euklidészi téren

és f fliggvényre (R,f)o7T = R,(f o). Kideritjiik, hogy ez a Radon transz-
forméci6-osztaly nem més mint az exponenciélis Radon transzformdcié [106] egy
altaldnositdsa, majd bebizonyitjuk, hogy invertélhaté és teljesiti a tartétételt [66].

A maésodik szakaszban méas médon altalanositjuk a Radon transzformaéciot.
Abbdl az egyszerii megfigyelésbol indulunk ki, hogy minden hipersik eléallithaté
egy tetszélegesen viélasztott, de rogzitett hipersikbdl egy origd koriili forgassal és
egy origobdl végzett nagyitassal. Ha most a rogzitett hipersikot egy tetszéleges
hiperfeliiletre cseréljiik, ugyanezen forgatasok és nagyitasok adnak egy hiperfeliilet
halmazt és az Gj Radon transzforméci6 éppen ezen hiperfeliileteken fog integralni.

Definicié. Legyen f € D(R"), S egy tetszéleges hiperfeliilet és H az R™ tér origdt
fixen hagyo hasonlésdgainak halmaza. Ekkor az f S-szerinti Radon transzformaéltja
az az Rsf:H — R fliggvény, melyre

Rsf(H) = (z)dz  (H € H),

f
HS
ahol dxr a HH hiperfeliilet szokasos feliiletmértéke. Az S hiperfeliiletet az Rg
Radon transzformacié alapgorbéjének nevezziik.

Természetesen az itt felvetddo legfébb kérdés az, hogy milyen S hiperfeliiletek
esetén lesz a megfelelé Radon transzformdcié invertilhaté. Erre a problémara
nincs igazan jé vélasz magasabb dimenzidkban. Két dimenziés téren az eddigi
legéltaldnosabb jellegii eredményt Boman bizonyitotta [6]-ban. Eszerint ha S ana-
litikus és rendelkezik néhany tovabbi merében analizisbeli tulajdonsaggal, akkor
az Rs Radon transzformdcié invertdlhatd. Sajnos ez az eredmény teljességgel
értelmezhetetlen geometriai tton, bar a kérdés nyilvan geometriai. Mégis ennek
a feltételnek van egy geometriai kovetkezménye, mely minden valésziniiség szerint
éppen a valédi donté feltétel az invertalhatosiaghoz. Ez a geometriai feltétel az,
hogy az S-bél generalt hiperfeliilet-csaladnak at kell haladni minden egyes ponton
minden irdnyban.

A maésodik szakaszban az olyan S hiperfeliiletekkel foglalkozunk, melyek
atmennek az origén, vagy a végtelen tavoli ponton. Két dimenziéban sziikséges és
elegendo feltételt adunk az S gorbére gy, hogy a hozza tartozé Rs Radon transz-
formacio invertalhato legyen. Feltételiink, mely az S origotdl legtavolabbi illetve
origdhoz legkozelebbi pontjdban koveteli meg a gorbiilet 1étét, konnyen lathatdlag
ekvivalens a fentebb bemutatott geometriai feltétellel. Magasabb dimenziéban ha-
sonlé de csak elégséges feltételt adunk.
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2.1. FEltolds-invaridns Radon-transzformdcidk 21

2.1. Eltolas-invarians Radon-transzformaciok

Most is paraméterezziik tigy a hipersikok P™ sokasdgét az S™~! x R hengeren,
hogy £(w,p) = £(—w, —p) és ennek megfeleléen értelmezziik az dltaldnositott Radon
transzforméciét a kovetkez6 maédon.

Definicié. Legyen p € C*°(R" x S"~1 x R) egy szigorian pozitiv fiiggvény. Ekkor
a p-szernti altalanositott Radon transzformécié
() R OF@®) = O™ B, Buf(op) = [ e

H(w,p
ahol H(w,p) = {xr € R : (x,w) = p} € P",dx ezen a felszin mérték, (.,.) a skaldris
szorzat az R™ téren és u(z,w,p) = p(x, —w, —p).

Csakigy mint a klasszikus esetben, most is fontos szerep jut vizsgalatainkban
a dudlis Radon transzformacionak, melyet a kovetkezéképpen értelmeziink.

Definicié. Legyen A € C*°(R" x S"~1 x R) egy szigortian pozitiv fiiggvény. Ekkor

a A-szerinti altalanositott dudlis Radon transzformacié

(2) By O (8™ XR) = O%(®Y), Bf(@)= [ Jlon 0,2 Mw,0, (v, )
Snfl

ahol dw az S"~! egységgdmb felszinmértéke és \(z,w, p) = Az, —w, —p).

A fejezet elején el6adott koncepcidé az eltolas-invarians Radon transz-
formdciéra ebben a paraméterezésben R, f,(w,p) = R,f(w,p — (a,w)) (ahol
fa(z) = fla+1x)).

Ebben a szakaszban tovabb altaldnositjuk ezt az ideat azzal, hogy nem a teljes
felcserélhet6séget koveteljiik meg, hanem az alabbi felcserélhetdségi relaciot.

Definici6. Az R, p-szerinti altaldnositott Radon transzforméciot és az R§ -
szerinti altalanositott dualis Radon transzforméciét eltolds-invariansnak nevezziik,
ha létezik olyan v,n € C*®°(R™ x S"~1 x R), amelyre

R, fo(w,p) = v(a,w,p) R, f(w,p—(w,a)) s (R f)a = RS(f(w,p—(w,a))n(a,w,p)),
ahol f,(z) = f(a + x).
Nyilvanvaléan a klasszikus esetben v = n = 1 és ha v = 7, akkor per-

sze az R' o R operdtor eltolds-invaridns. Quinto [84]-ben akkor nevez egy Ra-
don transzforméciét eltolds-invaridnsnak, ha az R! o R operacié eltolds-invaridns.
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Természetesen ez az elképzelés altaldban nagyobb osztalyat fedi a Radon transz-
formacidknak, mint a miénk, mégis a kdvetkezékben ki go deriilni, hogy a Quinto
altal hasznalt két-fibraciés modell, melyet Gelfand vezetett be a Radon transz-
forméci6 altalanositdsdra [28]-ban, szlikebb osztdly vizsgélatat eredményezte, mint
a miénk. A vizsgdlt modell szlikossége mindjért latszik Quinto (20)-as és (21)-es
formuldjébdl a [84] cikkben. (Lésd 30. oldal itt.)

E szakasznak az els6 és dont6 eredménye az eltolas-invarians altalanositott Ra-
don transzformaciok pontos meghatarozasa. Kideritjiik, hogy ez nem mas, mint a
Tretiak—Metz-féle exponenciélis Radon transzformacié [106] aldbbi dltaldnositésa.

Definici6. Az R, p-szerinti altaldnositott Radon transzformdciét és az R§ A
szerinti dltalanositott dudlis Radon transzformaciét exponencialisnak nevezziik, ha

w(z,w,p) = p1(w,p) X exp({u2(w),z)) és A(z,w,p) = A (w,p) x exp({A2(w), z)),

ahol 1, A1 € C®(S™ 1 x R) és pi, Aoz S~ 1 5 R™.

Ezen eredmény birtokdaban, mikozben tisztdzzuk a Quinto-féle eltolas-
invariancia viszonyat a mi koncepcionkhoz képest, inverzformuldt adunk erre a
Radon transzformacié-osztalyra és bizonyitjuk a tartotételt is.

Ez utébbi tételek csak két dimenzidéban voltak ismertek ezel6tt [52,106], de
a gyakorlatban is hasznosnak bizonyulhatnak, hiszen Markoe [77] bizonyitotta,
hogy a véltozd gyengiilésli rontgen sugar transzformécié (‘variably attenuated X-
ray transform’) inverzidja visszavezethetd az exponencidlis Radon transzformécié
inverzidjara. Orvosi alkalmazdsokra is példat taldlhatunk [96]-ban. Mésrészt azon-
ban e visszavezetés nélkiil is vildgos, hogy az exponencidlis Radon transzformacié a
valtozd gyengiilésii rontgen sugdr transzformacié elsérendil kozelitésének is tekint-
heté.

1. Tétel. Az R, dltaldnositott Radon transzformdcic a C°(R™) figgvénytéren ak-
kor és csak akkor eltolds-invaridns, ha exponencidlis.

Bizonyitas. Az exponencidlis Radon trnszformécié nyilvdn eltolds-invaridns, igy
elég a forditott allitassal foglalkoznunk. Az eltolds-invariancia definicidjabdl kap-
juk, hogy

(3) /,L(.’E - a7w?p) = l/(a’7wap>/~l’($7w?p + <w’ a>)7
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ahol z € H(w,p+ (w,a)). Legyen a = aw + fw, és © = pw+ a+ Kw,, ahol W, és W,
meréleges az w € S"~! vektorra. Ekkor a k = 0 eset felhasznaldsdval a v(a,w, p)
faktor kiejthet6 a (3) egyenletbdl. Most a = 0 és W, = w, esetében adddik, hogy

ppw + (B + K)@a,w,p) _ p(pw + 00, w,p) | pu(pw + KWa, @, p)
p(pw, w, p) p(w,w,p) p(pw,w,p)

)

amiért a
B = p(pw + Bwa,w, p)/p(pw,w, p)

leképezés folytonos homomorfizmus az (R,+) csoportrél az (R,,e) csoportra.
Amint az jol ismert, ez a leképezés csak az exponencidlis lehet:

p(pw + BWa,w, p) = fiy (w, p) exp(BH(Wa, w, p)),

ahol 7, (w,p) = plpw,w,p). A T fliggvény els6 paraméterében valé linearitdsa
azonnal kovetkezik, ha ezt a formulat el6z6 egyenletiinkbe irjuk, és feltételezziik,
hogy @, # w,. Tehdt létezik olyan Ti,(w,p) L w vektor-fliggvény, melyre

(Wa,w,p) = (Wa, Io(w,p)). Ha most az a = aw értékkel {rjuk a p fiiggvényt
jelenlegi formdjaban (3)-ba, a

ﬁl (va) exp(<ﬁw$,ﬁ2(w,p)>) = V(a‘wa wu’p(ﬁl (va + a’) eXp(<KwI>ﬁ2(w7p + a)>)

egyenlet adédik. A k-t6l valé fligg6ség ebbdl azonnal adja, hogy w, merdleges a
Tis(w, p+a) — Ty (w, p) vektorra. Csakhogy @, tetszéleges az w-ra mer6leges vektor
lehet, igy példaul i, (w, p+a) — s (w, p) is, amiért ez utébbi csak nulla lehet, vagyis
T, nem fligghet a mésodik argumentumétél. Legyen jiz(w) = fy(w,0), fi2(w) €
C(S™1), () = fia (@) + wita(w) & i1 (. p) = iy (0, p) exp(—pfia (w)). Bikor

pu(x,w,p) = m(w, p) exp((p2(w), ),

ami éppen a bizonyitandé volt. .

2. Tétel. Az R, dltaldnositott dudlis Radon transzformdcié a C2°(S"~1 x R)
figguénytéren akkor és csak akkor eltolds-invaridns, ha exponencidlis.

Ennek a tételnek a bizonyitdasat elhagyjuk, mert az az el6z6 tétel teljes
analégjaként konnyen bizonyithato. A kovetkezd két tétel teljesen tisztézza a mi
definiciénk viszonyat a Quinto féle eltolas-invariancidhoz.
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3. Tétel. Legyen R, és RY exponencidlis. Az RS o R, operdtor akkor és
csak akkor eltolds-invaridns, ha py(w,p)\1(w,p) nem figg a p paramétertdl és
pa(w) + A (w) = 0.

Bizonyitas. Nyilvdn, az R} o R,, operator akkor és csak akkor eltolds-invaridns, ha

v =1, vagyis

p(w,p)exp((~p2(w),a)) _ Ailw,p + (a,w)) exp((ha(w), @)

w1 (w,p+ (a,w)) A1 (w, a)

Legyen a = aw+ (fw, ahol w | @. A 8 paramétertdl vals fiiggés azonnal adja, hogy
w(w) + Ag(w) = 0, amibdl mér az elsé dllitasunk is nyilvanvalé. .

Quinto formuldi az eltolds-invaridns Radon transzforméciéra a (20) és (21)
szam alatt taldlhaték a ‘Proposition 4.1-ben [84]. Eszerint

(20°) Rfwn) = [ f@hatep) ep((za))da,
H(w,p)
. — exp((— _aw)
@) RS = e(—nn) [ ) S,
ahol Quinto jelléseivel éltiink, kivéve a p (w, p) \/ m(0)a(w)/n({w, p)) kifejezést.

Mivel itt z konstans, ez nyilvanvaléan kevésbé altalanos mmt a mai formuldink. A
kovetkezd tétel bizonyitasa kozben ra fogunk mutatni, hogy a két-fibraciés modell
mikor szoritotta Quinto-t az egyszeriibb eredményre.

4. Tétel. Az Rl o R, operdtor akkor és csak akkor eltolds-invaridns, ha minden
yER" ésw eyt NS ! esetén a

)\(x,w, <w7 :L'>)([L(x +y,w, <wv (£>) + N(x —Yw, <w’ £L’>)),

fiigguény nem figg az x-tdl, ha x L y.
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Bizonyitds. Quinto mddszerét és jeloléseit fogjuk haszndlni [84]. Legyen K az
SO(n) csoport, L az e, = x/|z| izotrépia részesoportja és M az e € S"~1 N Ex
izotrépia részcsoportja. Tovabba legyen dk, dl és dm az invarians mérték ezeken a
csoportokon, melyekkel a teljes mérték 1. Ekkor

o0
RKORHf(:E):C/ / /r”_Qf(x—i—rkle)x
KkJo Jr
X Az, keg, (keg, x))p(x + rkle, key, (keg, x)) dldrdk,

ahol C' = |S"71||S"72|. Legyen a(z,y,w) = Az,w, (w,z))u(z + y,w, (w,z)). Ezt
haszndlva, felcserélve az [ és k szerinti integréldsokat és helyettesitve ki~ '-et a k
helyére, a dk jobb-invariancidja miatt adédik, hogy

RioR,f(z) = C/ / "2 f(x + rke)a(z, rke, ke, ) dkdr.
o JK

Legyen dk,, a K-invaridns mérték a K /M csoporton, melyre dk = dmdk,,. Ekkor
(4) Rg\ o Ru(x) = C’/ / (,’,,TL—Qf(x + rke)/ 6(x, rke, kew)dm> dkp,dr.
0o JK/M M

A belsd integral az M csoport felett, az |S™ 2| szorzétdl eltekintve, nyilvan éppen az
a(x,rke, key) integralja az S~ N H (ke, 0) nagykorokon. Jeloljiik ezt a(x, rke, ke)-
vel. Ekkor

(5) RioR,f(z) = Oof(x+y)wdy.
R~ [yl

Felhasznalva az R% o R, operator eltolds- invariancidjat, itt Quinto két specidlis
disztribuciéra kiszdmitotta Rf o R, f-et, amelybdl az

(6) a(z,0,w)=4a(0,0,w) és ha x L w, akkor az a(z,rw,w) = a(0, rw,w),

Osszefiiggéseket nyerte az w € S"~! egységvektorra. Ez utébbi osszefiiggést beirva
az () egyenletbe, egyszeriien lathaté, hogy ez a feltétel nem csak sziikséges, de
elégséges is, ahhoz, hogy az R o R,, operdtor eltolds-invaridns legyen. Ugyanakkor
az elsé feltétel (6)-ban nyilvdn kiovetkezik a masodikbol.

Mivel pedig a ,,”” transzformdcié invertdlhaté az S™ !-en értelmezett paros
fiiggvények terén [52], az elsd egyenlet (6)-ban ekvivalens az a(z,0,w) = @(0,0,w) =
a(w) egyenlettel. Ttt haszndlta ki a két-fibraciés modell szerkezetét Quinto, amikor
lényegében az a négyzetgyokébdl szamolta ki a p mértéket.
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Sajnos ez esetiinkben nem kivitelezhetd, mert a (6) mésodik egyenletében
nem feltétlen paros fliggvény szerepel, igy az ekvivalens azzal, hogy a paros része
az integrandusnak nulla. Ez éppen a tételbeli feltétel. .

Legyen most R, és R} exponencidlis, mégpedig a kovetkez$ alakd, ahol az
egyszeriiség érdekében R jeloli a Radon transzformaciét és R? a dudlisat:

Rf(w.p) = / F (@) (w,p) exp({pia(w), 2))de,

H(w,p)

R'f(x) = eXp(<—z,x>)/ flw, <w7x>)wdw_

Sn—1 .ul(wa <wax>)
Ekkor az RY o R, operdtor eltolds-invaridns a C2°(R™) fiiggvénytéren és nyilvan
folytonos linedris leképezés a C°°(R"™) térben. Eszerint léteznie kell egy T temperélt
disztribuciénak [16], melyre RS o R, f =T « f, ahol x jeldli a konvolticié operdtort.
Az F Fourier transzforméacié felhasznalasdaval ez az aldbbi inverzformuldhoz vezet:

(7) f=R\oR,f*F '(1/FT).

5. Tétel. Ha R, exponencidlis, vagyis eltolds-invaridns, akkor az RS o R, operdtor
invertalhaté a C2°(R™) téren a (7) formuldval, ahol

7@ = [ el

Mivel az (5) formula azonnal adja a tétel allitdsat, a bizonyitdst az olvaséra
bizzuk. A kovetkez6, ebben a szakaszban utolsé tételiink a tartotételt onti formaba,
amit Hertle bizonyitdsdnak dltaldnositdsdval igazolunk magasabb dimenziéra [57].

6. Tétel. Legyen R, exponencidlis Radon transzformdcio és f egy Lipschitz-
folytonos kompakt tartdji figguény R"-en. Ha r > 0 és R, f(w,p) = 0 [p| < r
esetén, akkor az f(x) =0, ha |z| <r.

Bizonyitas. Ha U egy forgatas R"-en, akkor R, foU = Ry(foU), ahol fi; = p10U
és iy, = U~ tougolU. Marmost fi szintén exponencialis, igy elegendd megmutatnunk,
hogy f nulla minden az elsé koordinata tengelyre meréleges hipersikon, ha z; = p >
r. Mivel p; szigorian pozitiv, egyszeriien elhagyhaté. Elég tehat bizonyitanunk,

hogy

(8) / i f(z) exp((ua(w),z))de =0 1<i<mn,
H(w,p)
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aholw = (1,0,...,0) és x = (z1,...,x,), mert utdna teljes indukciéval az z; faktor
kicserélheté az x1,...,x, faktorok tetszéleges polinomjara, ami mar Weierstrass
tétele értelmében implikélja, hogy f =0 a H(w,p) hipersikon. (8) bizonyitdsdhoz
legyen U, ; az i-edik és az elsO koordindtatengely édltal feszitett sikban vald ¢ szoggel
valé forgatas, vagyis

U;(xl, cooy ) = (T cOsS pta; Sing, Ta, ..., i1, —T1 SINO+T; COS P, Tit1,. -, Tn)-
Differencidlva az R#f(Ufow,p) = 0 egyenletet ¢ szerint, a ¢ = 0 helyen adédik,
hogy

0= / (—i0 f () + DO, () exp({pn(w), ) )+

+/f(33) exp((p2(w), 2)) ((Dipiz(w), x) + ppy — wipty)da,

ahol az integréldst a H(w,p) hipersikon kell érteni és uf az i-edik koordinita
fliggvénye a uy vektor-fiiggvénynek. Legyen a (8) baloldaldn 1év6 fiiggvény f;(p).
Ezzel atirva az utébbi differencidlegyenletiinket, azt latjuk, hogy

dipfi(p) = ]; aiﬂé(w)fj(p)v

amibdl integralassal kapjuk, hogy

(f2(p)s- -5 fn(D)) = (2(0), ..., fn(0)) exp([Dss} (w)]p)

ahol [8; 1), (w)] a s fiiggvény derivaltjaibol szerkesztett (n—1)x (n—1)-es matrix. Ez
érvényes minden p > r esetén, igy mivel a baloldal kompakt tartéju a jobb oldalnak
is annak kell lennie, amiért az (f2(0)..., f,(0)) = 0. Ez bizonyitja 4llitdsunk.

2.2. Invertalhaté Radon-transzformaciék alapgorbéi

Radon legels6 probléméajanak, egy a sikon értelmezett fiiggvény meg-
hatarozasdnak az egyeneseken vett integraljaibdl, igen sok dltaldnositdsa ismert. A
mi szempontunkbdl a legérdekesebb az, amit Cormack vizsgélt [11] cikkében. Eb-
ben a cikkében Cormack inverzformuldkat adott, arra a Radon transzforméciéra,
amikor az egyenesek menti integralokat felcseréljiik az ugynevezett a-gérbéken vald
integralassal. Az a-gorbéket legegyszeriibben polar- koordindtakkal adhatjuk meg,
az r® cos(a(y — ¢)) = p* egyenlettel, ahol a valds és nem nulla, valamint p és ¢
rogzitett.
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Ez a gorbe-csaldad sok szempontbdl meglehetos nagy, hiszen tartalmazza a
legismertebb gorbéket, mint példaul a paraboldt, egyenest, koéroket stb. Ugyan-
akkor minden egyes gorbe rendkiviil szabalyos mintsemhogy azt hihetnénk, hogy
ez a létezd legh&vebb gorbe-csalad, melybél invertalhaté Radon transzformaécio
nyerhet6. Felmeriil tehat a probléma, hogy talaljuk meg a legnagyobb olyan gorbe-
osztalyt, melybdl invertalhaté Radon transzformacié szarmazik.

Ebben a szakaszban ezt a problémat fogjuk lényegében megoldani. Arra a
kérdésre viszont, hogy egy gorbe mikor general invertalhaté Radon transzformaciét
sajnos ez csak részleges felelet. Mindazonaltal allitdsainkat nem a lehetséges ma-
ximalis altaldnossagban mondjuk ki, hogy jobban érzékelhetd legyen az alkalmazott
bizonyitési technika. Konnyen lathato egyébként, hogy ez a technika sokkal tobbre
is képes lenne kozvetleniil e kérdéskorben is.

Definicié. Legyen S egy Jordan gorbe a valds sikon, mely dtmegy az origén. Legyen
S ennek egy pontja. Minden P pontra a sikon pontosan egy Ap hasonldsag létezik,
mely az S pontot a P pontba viszi és az origdt fixalja. Az

Rsf(P) = /,4 Jeax

fiiggvénytranszforméciét az S alapgorbe szerinti Radon transzformdaciénak ne-
vezziik, ahol dX az ApS gorbe ivhosszmértéke.

Legyen S az S gorbe origdtdl legtévolabbi pontja és tételezziik fel, hogy |OS| =
1, valamint, hogy S két része, melyre S és az origé osztja, a polar-koordinata
rendszerben az (r, (1)) és (r,1¢(r)) paraméterezéssel rendelkezik az O.S szakaszon
és S ebben az (1,0) paraméterti pont.

Definialjuk tovabba az alabbi fiiggvénytereket minden m > 0 valés szamra:

L2,(R") = {f € L3 (R") : |X| < 1/m = f(X) = 0} és L2(R") = | J L%,(R"),

m>0

1. Tétel. Ha S szimmetrikus az OS tengelyre és van gorbiilete az S pontban, v, €
C1((0,1]), akkor
i) Rs: L2 (R?) — L2 (R?) folytonos,
ii) ha f € L2(R?) és Rs(f) =0 |X| < 1/m esetén, akkor f € L2 (R?) és
iii) Rs:L2(R?) — L2 (R?) egy-egy értelmdi.
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Bizonyitas. Az (i) 4llitds bizonyitdsdt az olvaséra bizzuk. Mivel a (iii) &llitds
nyilvédnvalé kovetkezménye a (ii) dllitdsnak, csak a (ii)-vel foglalkozunk.

Nyilvan létezik n > 0, melyre f € L2(R") és igy a masodik allitds csak
akkor nem trivialis, ha m < n. Ha az f és Rgf fliggvényeket polar-koordinataban
tekintjiik, akkor a Radon transzformécionk az aldbbi mddon jelenik meg:

(1)
1
Rsf(r,a) = /0 (f(rt,a+ @)1+ 22(8) + frt, o+ $(8)/ 1+ 1242 (¢) rdt.

Beirva ide az

o0 oo
froa)= " fu(r)e*™ & Rsf(ra)= Y (Rsf)i(r)e™e
k=000 k=—o00
sorfejtéseket, az intgrandus, vagy ami ugyanaz az S (i.e. ¢ = —) szimmetridja

miatt

@ =2 [ s (e (1)1 e ()

adédik. Vizsgéljuk meg ennek az integrélegyenletnek a

K(r,t) = 2cos (k@ (i)) 1+§¢2 (i)

magjat. A K szerkezetének tisztazasa érdekében, az aldbbiakban be fogjuk bi-
zonyitani, hogy
lim —(1 —¢)V/e = ep/2,

ahol p az § simulékorének sugara az S pontban.
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Az 1. dbra alapjan nyilvanvald, hogy a(e) m/2-h6z tart, ha ¢ a nulldhoz kozelit.
Ebb6l viszont adédik, hogy

I c 0

im =

=0 (1 —e)tge(l —¢)

A sikgorbék elméletének alapjaibdl viszont tudjuk, hogy ha P(e) és tiikorképe
P’'(e) is az S ponthoz tart. akkor a rajtuk és S-en dtmend kor p(e) sugara g-hoz,
a simulokor sugarahoz tart. Ezért ha € a nullahoz tart, akkor

p=limp(e) =lim |SP(e)| tg afe)/2
2 — o)2to2 _ _ _
gy Verta 6; te’p1—2) (1—e)tgp(l—c)
€
2 _ 2(1 —
o tee(oo) L @i1oe)
2e 2e

Két kovetkezménye is van ennek a szdamoldsnak:

g ed=e) B
(%) V2p = lim 7 p=lim (1 —e)p(l —¢),

melyek azonnal adjdk a fentebbi dllitdsunk, és {gy a (2) integralegyenlet az aldbbi
format olti:

@) Rsfur) =2 [ pE8 N g,

1/n r—t

ahol K(r,t) = K(r,t)\/r —t.

Mivel K (t,t) = /2pt # 0 az [1/n,1/m] intervallumon, ez az integralegyenlet
(valdjaban kett6: a valds éa a képzetes részre) teljesiti a [87]-es cikk ‘Theorem B’
tételének minden feltételét, amely viszont azt allitja, hogy integrélegyenletiinknek
egyetlen megolddsa létezhet az [1/n,1/m] intervallumon, ami nyilvdn csak a nulla
lehet. Ezt kell bizonyitanunk. .

Amint az konnyen lathato, e tételiink két lényegi feltételen mulik:

(o) Az S gorbe szimmetrikus az OS tengelyre.

(8) Az S gorbe minden origd kozépponti kort pontosan két pontban metsz.
Ezek koziil azonban, amint az aldbbi tétel mutatja, az («) feltétel sziikségtelen.

2. Tétel. Ha S-nek van gérbiilete az S pontban és ¢,v € C1([0,1]), akkor az (i),
(ii) és (iii) dllitdsok igazak.
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Bizonyitas. Ismét csak a méasodik &llitassal foglalkozunk. Az el6z6 bizonyitas me-
netében a szimmetria melldzése elszor a (2) formuldndl jelent véltozést. Jelen
esetben ugyanis

(2")

ahol 7 a képzetes egység. Jeldlje g" és g° a g fiiggvény valds és képzetes részét, g és
h pedig a (27) integrélegyenlet magfliggvényének valds és képzetes részét. Ezeket
felhasznélva a (2”) integrélegyenlet az aldbbi integralegyenlet rendszerre vezet.

(Rsipin=2 [ swa(Har=2 [ gion(t)a

1/n 1/n

st =2 [ gon(Darz [ siwo(7)a

1 1/n
ahol
g(x) = cos(kp(x)) /T + 2% (x) + cos(ky(x))\/ 1 + 2292 (=),

h(z) = sin(kp(z))v/1 + 2292 () + sin(ky(x))/ 1 + x21,/.12(m).

Ezekbél egy kicsit hosszadalmas, de lényegében kézenfekvd szamitds vezet az

/1q ((Rs PR LLD — (s ) M0 gy

" rha r/q
- /1;1” i) /t q(g(t/r)g(r/q)iqh(t/r)h(r/q)) drdr,
/ / ((Rsm(r)h(:/{]‘” - (%ﬂ’é(r)%)dr
—9 1jn ) /t ! (g(t/T)Q(T/Q):/-qh(t/r)h(r/q))drdt’

integrdlegyenletekhez. Ezen integrdlegyenleteknek ugyanaz a B(t, ¢) magfliggvénye
van, és mindkettonek a baloldala nulla ha ¢ < 1/m. Ahhoz tehdt, hogy ugyanigy
bebizonyitsuk a tételt mint az el6bb, elég bizonyitanunk, hogy B(t,t) # 0.

Az el6z6 tétel bizonyitdsabdl tudjuk, hogy létezik olyan folytonos korldtos G
és H fiiggvény, melyre

_ G(x) B és 2) = H(x) _
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Ezekkel
Bit.q) /tq (G(t/r)G(r/q) +r H(t/r)H (r/q)) (\/ﬁ"m) dr.

Mivel az integrandus els6 faktora egyenletesen tart 4p/t-hez ha ¢ a t-hez tart és

a r
w/2 = / dr 11,52
/ ¢ P — 22 — 2 [ }
konnyen addédik B(t,t) = 2mpt, ami a fenti magyardzatok alapjdn bizonyitja a

tételt.
|

A kovetkezo tétel konnyen bizonyithatd az el6z6hoz hasonlé moédon is, de ugy
is konnyen adddik, ha invertaljuk a sikot.

Legyen S olyan végtelen gorbe, mely a végtelenbe tart, ha paramétere a
végtelenbe tart. Legyen S ennek az origéhoz legkozelebbi pontja és tételezziik
fel, hogy |OS| = 1, valamint az S két részét, melyre S osztja S-et, poldr-
koordindtakban az (r,o(r)) és (p,v(p)) paraméterezi azon a félegyenesen, melyet
S metsz ki az OS egyenesébdl és nem tartalmazza az origot.

3. Tétel. Ha S-nek van gérbiilete az S pontban és p,v € C1([0,1]), akkor
i) Rs: L*({X € R*:|X| <m}) — L§(R?) folytonos,
ii) ha f € L3(R?) és Rs(f) =0 ha |X| > m, akkor f =0, ha |X|>m
iii) Rs: LE(R?) — L3(R?) egy-egy értelm,
ahol L3(R?) a négyzetesen integrdlhaté kompakt tartdji fiigguények tere.

A kovetkezOkben a () feltétel sziikségességét indokld példakat mutatunk.

Példa. Legyen f(r,a) = F(r)cos(ka), ahol k természetes szdm, tovabba

<
F(r):{o har <1,

e_TQ/(T_l), ha r > 1.
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2. Abra

Ekkor f € L%(R?) és amint az konnyen latszik a 2. &brabél, Rsf = 0.
Nyilvédnval6an ez bizonyitja a () feltétel szitkségességét a mésodik tételben.

Példa. Legyen S az egységkor egy a szogl szektora, melyre

c=kctg(ka) < —1/2

F(r) = —cr— '

Vilasszuk az S pontot e gorbe szimmetria tengelyén.

3. Abra

Ekkor az S teljesiti az elsé tétel minden feltételét, ugyanakkor Rsf = 0 és igy
Rs: L2 (R?) — L2 (R?) nem egy-egy értelmii. Méasrészrél viszont ez a gorbe arra
is példa, hogy bar nem teljesiti a mésodik tétel minden feltételét, mégis invertalhatd
a hozzé tartozé Radon transzformacio.

A kovetkezOokben az elsé tétel analogonjat bizonyitjuk magasabb dimenziéban.
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Definicié. Legyen S egy olyan Jordan hiperfeliilet R™-ben, mely dtmegy az origén.
Minden f € L?(R") fiiggvényre az

Rsf:U =R (Rsf(A) = Asf(X)dX)

fliggvényt az S hipereliilet szerinti Radon transzormaéltnak neveziink, ahol dX az
AS szokésos felszinmértéke és U az origdt fixen hagyd hasonlésdgok halmaza. Az
S hiperfeliiletet az Rs Radon transzformacié alapfeliiletének nevezziik.

Legyen S az S hiperfeliilet origdtdl legtavolabbi pontja. Tegyiik fel, hogy
|OS| = 1 és S hengerszimmetrikus az OS tengelyre. Mivel S ezek szerint
forgasfeliilet, legyen a megforgatott gorbe polar-koordinatas egyenlete az OS pa-
ramétertartoményon (r, ¢(r)) hasonldéan, mint az elsd tételben.

Ez esetben ha AS = CS, akkor Rgf(A) = Rsf(C), vagyis a transzformalt
fliggvényeket levetithetjiik az R™ térre igy, hogy minden P € R™ pontra

Rsf(P) = Rsf(A),
ahol P = AS és A € U. A tovabbiakban az Rgs f fiiggvényt éppen igy fogjuk érteni.
4. Tétel. Ha az (r,p(r)) gorbének van gorbilete az r = 1 paraméternél, akkor
i) Rs:L2,(R") — L2 (R™) folytonos

ii) ha f € L2(R™) és Rs(f) =0 |X| < 1/m esetén, akkor f € L2, (R") és
iii) Rs:L2(R") — L2 (R™) egy-egy értelm.

Bizonyitds. Amint az els6 tétel bizonyitdsdban is, most is csak a (ii) allitds bi-
zonyitaséval foglalkozunk, és feltessziik, hogy f € L2 (R") és m < n. Legyen f,
az f Y, melletti egylitthatéja a gdmbi harmonikusokkal valé sorfejtésében (ezt a
kovetkezd fejezetben részletezziik), vagyis

() = [ Vi @)

A Funk—Hecke tétel [95] a Dirac deltdra azt adja, hogy

Vi) g OO =20 = [ al{sn) = 0¥ (),

ahol A = (n—2)/2, |S"~!| az S"~! felszine és C,), az elséfaji Gegenbauer polinom.
Eszerint

n—1
(Rsf)im(r) = S |/ Sim( rt)C’A (cos (t))r" =12\ /1 + t2p2(t) sin™ 2 o(t)dt,
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ahol (Rs f)im az Yim-hez tartozé egylitthati Rsf gdmbi harmonikusokra valé sor-
fejtésében. A t = t/r helyettesitéssel

(Rsf)im(r) = gj(ll) 1: flm(t)CﬁL(coSgoG))(;)”—?x
(4) o

t2 t t
X A1+ 532 (7) sin" 2 g0<f>dt.
T T T

Mivel C\ polinom és (*) (az elsé tétel bizonyitdsdban) itt is igaz, ennek az in-
tegralegyenletnek a magfiiggvényét a

K(r,t)vr — tn73,

alakban frhatjuk, ahol K (r,t) folytonos. Tehdt a jelen helyzet

(Rsf)im(r) = ' Fim K (Ve — 1 dt,

1/n
ahol (Rsf)im(r) = 0 ha r < 1/m és K(t,t) = |[S"2|2"2 p "= t"2 # 0. A
bizonyi{tds innentdl ugyanigy fejezhetd be ahogy azt Quinto tette [86, 515/(3.9)]-
ben. Ez nem més, mint annak bizonyitasa, hogy ennek az integralegyenletnek csak
a nulla a megoldésa.

Természetesen ez a tétel is konnyen atalakithato, a 4. Tétel altalanositasara.

Meg kell jegyezniink, hogy valéjaban az invertibilitdsnal tobbet bizonyitottunk
ezekre a Radon transzformacidkra, mégpedig a tartétételt.

Ambéar Rs definiciéjaban csak a Jordan gorbéket illetve hiperfeliileteket en-
gedtik meg, a bizonyitasban azt sehol nem hasznaltuk ki, vagyis a gorbe illetve
hiperfeliilet akar at is metszheti magat.

Tételeinkben a gorbén és a hiperfeliilleten mindig a természetes mérték szerint
integralunk, de nyilvan konnyen altalanosithaték lennének tételeink olyan mérték
szerinti integrélasokra, ahol ez a természetes mérték példdaul szigortian pozitiv
korlatos fliggvénnyel van szorozva.
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Radon-transzformacidk forgas sokasagokon

Ebben a fejezetben kilépiink az euklkideszi tér szabta keretek koziil és az eddi-
giekhez képest egészen 1ij médon &ltaldnositjuk ismét az (n—1, n)-dimenziés klasszi-
kus Radon transzformaciét. Ez az altalanositds egyrészt azon a megfigyelésen alap-
szik, hogy az (n — 1)-sikon az euklideszi térben 1-korimenziés totédlgeodetikusok,
masrészt pedig azon, hogy az euklideszi tér forgas sokasag.

Definicié. Egy n dimenziés M teljes Riemann sokasagot forgds sokasdgnak ne-
veziink az O € M bézisponttal, ha M O-t fixen hagyé izometridnak csoportja a
Torm érintétéren az O(n) ortogondlis csoportot indukdlja [109].

Ez a tér-osztaly az, amelyen vizsgélni fogjuk a Radon transzforméciét ebben a
fejezetben. Ide tartoznak persze az 6sszes konstansgorbiiletii terek épp tgy, ahogy
példéaul a forgasfeliiletek is.

Definicié. Legyen f egy M forgds sokasdgon értelmezett, minden 1-kodimenziés
totdlgeodetikuson integralhaté valds fiiggvény. Ezen 1-kodimenzids totdlgeodeti-
kusok sokasagat jelolje N. Ekkor az f Radon transzforméltja az az Rf: N — R
fliggvény, melyre

RY(€) = /f f(z)dz,

ahol dr a £ € N természetes felilletmértéke, melyet az 6roklott Riemann metrika
general.

Ilyen altaldanossagban eleddig nem volt még vizsgalva a Radon transzformacio,
azonban a forgas sokasdgok legfontosabb osztdlyan, a konstans gorbiletli tereken
mér folytak vizsgdlatok [28,46,52].

Ezek koziil kiemelkedik S. Helgason munkéssiga [52], aki az egész probléma-
kort felvetette. Helgason az dltala bevezetett csoportelméleti dltaldnositas egyik
specidlis eseteként vizsgdlta a konstans gorbiiletii tereken a Radon transzformaciét.
Amellett, hogy bebizonyitotta a tartétételeket, inverz formuldkat is adott. Helga-
son médszere az inverz formuldk bizonyitdsara annak dltaldnositasa, amit az euk-
lideszi tereken alkalmazott. Sajnos ez a médszer, mint ahogy az euklideszi esetben
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is, csak paratlan dimenziéban miikédik jol, és paros dimenziéban nem is vezet
eredményre (az euklideszi esetben ezt mégis meg lehet oldani a Riesz potencidl
segitségével).

A mi médszeriink egészen mas. Mi a gdmb harmonikusok elméletét
hasznédljuk, amirdl az euklideszi esetben mar régéta tudott volt [75], hogy szo-
ros kapcsolatban all a Radon transzformaciéval. Ez a kapcsolat abban all,
hogy a gombi harmonikusokra valé vetités egy szorzé erejéig felcserélheték a Ra-
don transzformacioval, igy a Radon transzformacié minden egy dimenziés téren,
amit egy gémbi harmonikus feszit, egy véltozos integraltranszforméciéként ta-
nulményozhaté. Ez a kapcsolat, bar kicsit bonyolultabb formuldkkal, fenn &ll a
forgas sokasdgokon is és mi ezt fogjuk kihasznalni. Ezzel a modszerrel, és ez nem
csekély elony, a harom konstans gorbiiletli tér teljes analég médon kezelheto, igy
nem csoda, hogy teljesen analég inverz formulakhoz, képtér és magtér leirasokhoz
vezet.

Az alapvetd geometriai eszkdz, amely lehetévé teszi eljarasunkat a forgas so-
kasagokon altaldban az az tugynevezett ‘méret fliggvény’, mely azt mondja meg,
hogy egy r sugard geodetikus gémb az O bézisponttal, mint kézépponttal milyen
g(r) sugart euklideszi gombbel izometrikus. Az a plusz eszkoz, melyet a kons-
tant gorbiiletli terek ehhez képest nyujtanak és lehetévé teszi eljarasunk teljes
végigvitelét, az az Ggynevezett ‘vetito fiiggvény’. Ez a p vetito fiiggvény ugyanis
kozvetlen geodetikus megfeleltetést, vagyis geodetikust geodetikusba vivé kapcso-
latot, tesz lehetové a konstant gorbiiletii terek és az euklideszi tér kozott. Polar-
koordinatazva ezeket a tereket, ez a kapcsolat csak a radidlis koordinatat érinti,
mégpedig az (w,r) — (w,pu(r)) leképezés szerint, ahol w € S™! egységvektor.
Megjegyezziik, hogy geodetikus kapcsolat egy konstans gorbiiletii térrel, Beltrami
tétele értelmében, kizardlag konstans gorbiileti terek esetén lehetséges (L.P. Eisen-
hart: Riemanian Geometry).

Az els6 szakaszban &ltalanos forgds sokasdgokon tekintjiik a Radon transz-
forméaciot. Bebizonyitjuk a tartétételt, amelybdl természetesen kovetkezik az in-
vertalhatdsag.

A masodik szakaszban az el6bbi eredményeket specializaljuk a konstans
gorbiiletlt terekre. Leirjuk a Radon transzformdécié képoterét, magterét és a
gbébmbi harmonikus sorfejtésbdl keletkez6 egy valtozds integraltranszformacidkra
inverz formuldkat adunk meg, melyek paros és péaratlan dimenzidban egyarant
érvényesek. Végiil ezeket olyan zart alakd inverz formuldkka alakitjuk, melyek
érvényesek a paros és a paratlan dimenzidkban, valamint tisztazzak, hogy péaros di-
menziéban globdlis, paratlan dimenziéban pedig lokélis az inverz operator. Tovabbi
érdekessége ezen inverz formuldknak, hogy csak radidlis derivalast tartalmaznak,
mig az eddig ismert inverz formuldk mind a Laplace operatorra épiiltek.
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3.1. Invertalhatésag forgas sokasagokon

Amint azt mar a fejezet bevezetd részében jeleztiik, az alapveté geometriai
eszk6z ebben a szakaszban a forgas sokasiagok méret fliggvénye. Mivel ez a g méret
fiiggvény teljesen meghatarozza az O bazisponti M forgas sokasagot, szokdsos erre
a rendszerre az (M, O, g) jelolést hasznélni.

Erre a sokasdg osztalyra Wu-Zi [109] fejlesztette ki a trigonometria szabélyait.
Eszerint, ha tekintiink egy geodetikus derékszogli haromszoget, melynek egyik nem
derékszogl csicsa az O bazispontban van és mint az dbran H jeloli a derékszogi
és X a harmadik csucsot, akkor ez a haromszog teljesen meghatarozott az O-
nal 1évé o = HOX< éltal. Két Osszefiiggés felel meg a szokasos trigonometriai
egyenleteknek:

sin 8 = g(h)/g(x) (szinusz tétel),

és

r (koszinusz tétel).

ae [ g(r) J
/h Vg (r) = g*(h)

Itt B8 az X-nél 16vé szoget, h az OH, d a HX és x az OX tavolsidgot jeloli. A
tovabbiakban ez alapjan a ( szoget és a d tavolsagot a fiiggvényének is fogjuk
tekinteni, amennyiben X-et, illetve H-t rogzitjiik.

Természetesen ha az M forgds sokasdg homogén, akkor minden pontja
bézispontnak is tekinthet6, igy a fenti trigonometrikus 0&sszefiiggések mellé
tovabbi négyet kapunk, amely mar lehetové teszi az euklideszi sikban megszo-
kott szémitdsokat is. Ezért fontos az a [109]- ben taldlhaté tétel, mely szerint
az (M, 0, g) forgds sokasig akkor és csak akkor homogén, ha konstans gorbiileti,
illetve ha valamely x konstansra a g méret fiiggvény teljesiti a § + kg = 0 diffe-
rencidlegyenletet. Ez nyilvan azt jelenti, hogy s éppen a gorbiilet.

A mostani és a kovetkez6 szakaszban is a geodetikus polar-koordinatazast
fogjuk hasznalni szamitasainkhoz, amihez azonban el6bb kicsit mdédositanunk kell
a forgds sokasdg fogalmaét.

Legyen M egy tetszéleges teljes Riemann sokasag és O ennek egy pontja. Azt
mondjuk, hogy az O pont geodetikus injektivitasi sugara az a legnagyobb Ip > 0
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valds szam, esetleg a végtelen, melyre igaz az, hogy minden olyan G geodetikus-
nak, mely kozelebb van O-hoz mint I, egyértelmili az a pontja, melyet az O-val
Osszekoto geodetikus meréleges a G geodetikusra. Vildgos, hogy a geodetikus in-
jektivitasi sugar kisebb, mint az injektivitasi sugar.

Forgas sokasagokon, amint azt a szinusz tétel mutatja, egy G geodetikus O-hoz
legkozelebbi pontja és az, amelynek az O-hoz csatlakoz6 geodetikusa merdleges a
G geodetikusra, csak ugyanaz lehet. Ezért, ha ez a bizonyos pont nem egyértelmii,
akkor a G geodetikus minden pontja az O bazisponttdl azonos tavolsagra kell le-
gyen, amiért G egy geodetikus kor. EbbSl Wu-Yi [109] cikke konnyen adja, hogy a
geodetikus injektivitds sugarat éppen a g méret fiiggvény derivaltjanak els6 zérus
helye adja.

Definicié. A tovabbiakban forgas sokasdgnak nevezziik, az eddigi értelemben vett
forgas sokasdgnak azt a részsokasagdat, melyet az O bazisponthoz tartozé geodetikus
injektivitas sugar jelol ki.

Ezutdn az (M,0O,g) forgds sokasdg minden pontjit egyértelmiien pa-
raméterezhetjiik az S~ x [0,Ip) hengeren tgy, hogy az (w,r) péar fogja az
Expg (rw) pontot jelenti. Hasonléan egyszerti az 1-kodimenziés totdlgeodetikusok
paraméterezése az S"~! x [0, Ip) hengeren tigy, hogy az (w,r) par fogja azt az 1-
kodimenzids totalgeodetikust jelenteni, mely meréleges az Exp,(tw) geodetikusra
és dtmegy az Expp(rw) ponton.

Legyen X az M sokasdg egy pontja. FEkkor a rajta atmen6é 1- kodi-
menzidés totalgeodetikusok halmazéat azonosithatjuk az érintétér egységgombjével,
a normalis vektoraik segitségével. Ez az azonositas az egységgomb felszinmértékét
nyilvanvaléan réavetiti az 1-kodimenziés totalgeodetikusok halmazara.

Definicié. Ha F' egy az M sokasig 1- kodimenziés totdlgeodetikusain értelmezett
olyan fliggvény, mely minden X pont esetén az el6bbi mértékre nézve integralhatd,
akkor azt mondjuk, hogy az M sokasigon értelmezett

RF@) = [ P&y

fiiggvény az F dudlis Radon transzforméltja, ahol pux a fenti mérték az X-en
atmenod € 1-kodimenzids totalgeodetikusok halmazan.

Ha egy forgas sokasdgon tekintjiik a dudlis Radon transzforméciot, akkor

ebbdl konnyen szarmaztathaté a ‘bumerang transzforméacié’, melyet azonban gyak-
ran egyszeriibb kezelni.
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Definicié. Legyen 7 az a leképezés az M forgds sokasigon értelmezett f fliggvények
és az M oo- kodimenzids totalgeodetikusainak halmazan értelmezett F fiiggvények
kozott, melyre az F' = «f fliggvény a £ 1-kodimenzidés totalgeodetikuson azt az
f(X) értéket veszi fel, melyet f a & origéhoz legkizelebbi X pontjédban vesz fel.
Ekkor f bumerdng transzforméltja a Bf(X) = R*x f(X) fiiggvény.

Ezt persze ugy is felfoghatjuk, hogy f-et azon pontok 1-kodimenzids also-
kasagan integraljuk, a T'x érint6térbeli egységgomb kivetitett mértéke szerint, me-
lyekbdl az OX geodetikus szakasz 90° alatt latszik. Ebbol a szempontbdl ez jé
altalanositdsa a Cormack—Quinto- féle ‘gémbi dtlag’ transzforméciénak [12].

Szamitdsaink legfontosabb analitikus eszkoze ebben a fejezetben (az el6z6
fejezet utolsé szakaszdban is) a gémbi harmonikusok elmélete lesz. Ennek igen
szép és tomor ismertetése taldlhaté Seeley [95] cikkében, melynek legfontosabb
szamunkra sziikséges eredményeit most részletezziik.

Jelolje H™ az R™-en értelmezett m-ed foki harmonikus polinomok halmazat
(h € H™ akkor és csak akkor, ha m-foku polinom és az Lh = 0 egyenletnek
megolddsa, ahol L a Laplace operdtor). Ekkor a gdmbi harmonikusok SH™ tere
a H™-beli polinomok megszoritdsa az S"~! egységgémbre, vagy masként a gémbi
Laplace operator —m(m + n — 2) sajzitértékéhez tartozo sajétfﬁggvényeiek tere.
Ekkor dim(SH™) = 2mtn=2(m+n=3) &g a ( = [ p(w)g(w)dw skaldris szorzatra
nézve az L?(S™72) tér ezen terek ortogonahs dlrektosszege. Ha h,, € SH™ és
f_ll |f()](1 = 2)*~1/2dt < 0o, ahol A = (n — 2)/2, akkor

n—2
[ Hw.@) @) = by ak / SO0 — )12y,
STlr—l

ahol |S"2| az S~ 2 egységgdmb felszine, (.,.) az euklideszi skaldris szorzat és C), az
m-ed foku els6faji Gegenbauer polinom. Ezt a formuldt, melynek donté jelentésége
lesz a tovabbiakban, szokas Funk—Hecke tételnek nevezni. Jeloljik SH™ egy
ortonormalt bazisdnak elemeit, amint szokédsos, Y; ,,-mel, ahol 1 <[ < dim(SH™).
Ha f € C®(R"™), r € Rés fim(r) = f(r),Yim) = [ f(rw)Y | m(w)dw, akkor a

> frm(r)Yim(w)
l,m

sor abszolut konvergens és R™ minden kompakt tartomanyan egyenletesen tart az

f figgvényhez, tovabbd fi (1) = r™vym (1), abol vy, € C*°(R) péros fiiggvény.
Miel6tt kimondandnk végre a fejezet fO tételét, vezessiik be a kovetkez6

fiiggvénytereket minden m > 1/Ip szémra, ahol M jeloli a forgds sokasdgot és
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N jeloli ennek 1-kodimenziés totalgeodetikusait, és hasznaljuk a mar bevezetett
poléar-koordinatazast.

L2,(M) = {f € L},.(M):d(0,X) > 1/m = f(X) =0} és L2 (M) = | ] I2,(M)

m>0

L2 (N)={Fec L} (N):p>1/m= F(w,p) =0}

1. Tétel. Az M forgds sokasdgon az R: L% (M) — L2 (N') Radon transzformdcid
folytonos és

i) ha f € L2(M) és Rf(w,p) =0 p > 1/m esetén, akkor f € L% (M),

ii) R: LY (M) — L2,(N) egy-egy értelmdi.

Bizonyitas. Mivel a folytonossig trividlis és az i) tartétételbdl nyilvéan kovetkezik
a ii)-ben allitott injektivitds, csak az i) 4llitds bizonyitdsdval foglalkozunk.

Legyen g az a szog, melyre az 1. dbra hdromszogének (a, h) oldala éppen az
O bazispont geodetikus injektivitds sugaraval lesz egyenld, és legyen

SZ;I ={we st < (wuwl

Legyen tovdbbé (w, h) a H pont geodetikus poldr koordindtdja, X pedig az (@, h)
koordindtaju £(w, h) 1-kodimenziés totéalgeodetikusnak az w irdnydba esd pontja,
melynek poldr-koordindtai eszerint (w,x) (1. dbra).

Elészor legyen a dimenzié n = 2 és paraméterezziik az egységkort S! elemeinek
egy rogzitett vektorhoz mért o szogével. Az 1. dbra szerint nyilvan az X pont a
&(w, h) geodetikuson az [@, g, @+ ap) intervallumon paraméterezett, ha @ jeloli az
w szogét. Ebbol azonnal adédik, hogy

1) ri@m = [ flo+a )

—ap

ahol d(«) a koszinusz tételbdl adddik.

Ha a dimenzié nagyobb, mint 2, az 0j helyzetet egyszeriien az 1. dbranak az

OH tengely koriili megforgatasaval kapjuk. A g méret fliggvény definicidja szerint

ekkor a g sugart geodetikus géomb izometrikus a g(p) sugard euklideszi gombbel, igy

felszin eleme ¢g"~!(p)dw, vagyis az érint6 tér bazis elemei éppen g(p)-szor akkorak,

mint az egységgombbé. Mivel a £(w, h) totdlgeodetikus is forgds sokasdg, ebbdl

kovetkezik, hogy a £(w, h) felszin eleme az X pontnél éppen g”fQ(x)%dw7 ahol
cosa = (w,w). Tehét ebben az esetben

RF(@,h) = / F(w, (arccos(w, D)) x

n—1

(2) SU,cos aq(h)

da,

g" % (2(arccos(w, w}))ﬁ (acos(w,w))dw.

A Radon-transzformécié (¢) Kurusa Arpad Utolsé szerkesztés: 2009. 4. 3.



3.1. Invertdlhatdsdg forgds sokasdgokon 43

Helyettesitsiik be az (1) és (2) integrélokba, az aldbbi sorfejtéseket, hasonldt alkal-
mazva Rf-re is:

%

Fla,q) =) nftyme—ocfm(q) explima) & flw,q) =Y frm(@)Yim(w).
l,m

Ha n = 2 helyettesités azt adja, hogy

@o

(R = [ fmla()) 52 explima)da,

amibol o = arccost helyettesitéssel adodik, hogy

1
dd cos(m arccost)
(Rf)m(h) = 2/ fm(y(t))— (arccost) ———=—>
cos a da m
ahol y(t) = z(arccost). A Funk—Hecke tételb8l a magasabb dimenziéra azt kapjuk,
hogy

dt,

s
th(l) cos ag

Fim(y()g" 2 (y (1)) dd (arccos t)C () (1 — t2) " dt.

(R (1) i

Mivel % = %%v a koszinusz tétel alapjan az s = y(t) helyettesitésbél

[ 9(s)y/T— 5P(s) cos(marceos (s))
@B (Rf)m(h) = 2/h fin(s) Vo2 (s) —2(h)  /1—i2(s)

adédik ketté dimenzidban, és

_ S e s 905V 52(5)
W (Rf)im(h) = C’,ﬁl(l) A Jim(8)g ( 92(s) — g2(h)

x O (5())(1 = 72()) T ds

magasabb dimenzidkra, ahol az g fliggvény az y fliggvény inverze.
Nyilvanvaléan, amint azt az el6z6 fejezet utébbi szakaszaban is tettiik, most
e két (3) és (4) integralegyenlet magfiiggvényét kell vizsgalnunk. A L’Hospital
szabaly alkalmazasdval kapjuk, hogy
(z(a)) sina g% (x) —g*(h) _ .. g(h)i

= lim = lim

hm g )
a=0/g?(x(a)) — g?(h) o0 g(h)E a=0 i\/g?(x) — g*(h)
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amibol a két utdbbit Gsszeszorozva, hiszen az elsé elem éppen az aldbbi, adddik,

hogy
1= 42 1/2
lim g(ﬂs) y GO ( 'g(h)._> 7
a=0 g*(x) —g*(h)  a=0\g(h)i
ahol az z = xz(a) roviditést haszndltuk. Ez nyilvdn nem nulla, és nem is

végtelen, hiszen z(«)-nak valédi minimuma van a nulla szognél (értéke éppen h).
Ezért mindkét integralegyenletiink magfiiggvénye K (s, h)(g%(s) —gz(h))%3 P(g(s))
alaku, ahol
2 ~2 n_2
g*(x)(A — g (x))\ =
K(xz,h) =Cg(x (—) ,
() = CHON gy —g2(h)
- g(h) N
K (h,h) = Cg(h) lim (L5 0
(1) = Coth) i (S * 2
és P egy olyan polinom (Csebisev, illetve Gegenbauer polinom), melyre P(g(h)) =
P1)=1.

Mivel f € L?(M) kell legyen egy k > 0, melyre f € L? (M) és igy, ahhoz, hogy
tételiinket bebizonyitsuk, csak azt kell ldtnunk, hogy amennyiben (Rf);,(h) =
0 h > 1/m esetén, akkor fi,,(s) = 01is s > 1/m esetén. Ez viszont a [87]-es Quinto
cikk B tétele miatt igaz, hiszen a magfiiggvényiink teljesiti az ott kir6tt feltételeke%

Az alabbiakban lényegesen tomorebben leirjuk e tétel megfeleljét és annak
bizonyitdsat a bumerdng transzformaciéra.

2. Tétel. Ha az M forgds sokasdgon f € C*(M) és Bf(w,p) =00<p < A
esetén, akkor f(w,p) =01is a0 <p < A esetén.

Bizonyitas. Legyen (w,z) az X pont geodetikus poldr koordindtéja, H pedig an-
nak az (w, h) koordindtdju &(w, h) 1-kodimenzids totdlgeodetikusnak az (w,h) ko-
ordindtdju pontja, mely dtmegy az X ponton (1. dbra).

Elészor legyen a dimenzié n = 2 és paraméterezziik az egységkort S* elemei-
nek egy rogzitett vektorhoz mért o szogével. Az 1. dbra szerint nyilvdn a H pont
a [@— /2, @+ 7/2] intervallumon paraméterezett, ha @ jeloli az @ szogét. EbbSl
azonnal adodik, hogy

/2
o) BiGa) = [ ot he)g o

ahol () a szinusz tételbdl adddik.
Ha a dimenzié nagyobb mint 2, az 0] helyzetet egyszerlien az 1. abréanak
az OX tengely koriili megforgatasdval kapjuk. Mivel az X érintGterében 1évé
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egységgomb mértéke a [ szoget kivéve megegyezik az O érintéterében 1évoével,
hiszen ugyanugy hat rd a forgatds, ebben az esetben nyilvanvaléan kapjuk, hogy

(6) Bf(w,z) = /S"il f(w,h(arccos(w,@}))%(acos(w,w))dw

Helyettesitsiik be az el6z6 bizonyitasban mér alkalmazott sorfejtéseket itt is az
integralokba, hasonlét alkalmazva B f-re is. Ha n = 2 a helyettesités azt adja,

hogy P
(B )mlz) = / (@) 22 exp(ima)da,

—m/2

amibll a = arccost helyettesitéssel adodik

cos(m arccost)

V1 —¢2

ahol y(t) = h(arccost). A Funk—Hecke tételb&l a magasabb dimenziéra azt kapjuk,
hogy

(Bf = 2/ fm(y (arccost) dt,

(Bf)im(z |S” 2/ fim(y d—ﬁ(arccost)o;\n(t)(l—tZ)angdt,

Mivel dﬁ = jﬁ gh a szinusz tétel alapjdn az s = y(t) helyettesitésbél

1 — §2(s) cos(marccos §(s))

O BN =2 [t Jg 76 e

adédik ketté dimenzidban, és

n—2 2 s _
®) BNt =T [ o >_gzis;%@<3”<1@2@>) = ds

magasabb dimenzidkra, ahol az g fliggvény az y fliggvény inverze.
Innentdl a bizonyitdas pontosan ugyanigy fejezheté be, mint a Radon transz-

forméacio esetében, megvizsgalva integralegyenleteink magfiiggvényét. .
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3.2. Konstans gorbiiletii terek

Ebben a szakaszban tovabb folytatjuk a Radon transzformécié vizsgalatat a
forgas sokasdgok legfontosabb alosztalyan, a konstans gorbiileti tereken. Itt joval
erosebb allitasokat tudunk kimondani, mint altalaban. Inverz formuldkat adunk,
és leirjuk a Radon transzforméacioé kép- és magterét.

Jelolje H™ az n-dimenzids hiperbolikus teret, és P™ a nyilt egység sugari
félgobmbot. FEzek természetesen forgas sokasagok, mégpedig a shr és sinr méret
figgvénnyel (R™ is forgds sokasag, a g(r) = r méret fiiggvénnyel). Eszerint az el6z4
szakasz garantdlja, hogy a Radon transzformacié és dualisa is invertalhato ezeken
a tereken. Vezessiik be az egyszeriiség kedvéért, az euklideszi tér analégidjara, a
hipersik elnevezést ezeken a tereken is az 1-kodimenzids totalgeodetikusokra.

A legfontosabb kiilonbség, ami ezeken a tereken lehetévé teszi a precizebb
szamoldst, az az ugynevezett vetito fiiggvény.

Definicié. A p:[0,L) — R, fuggvényt (L a geodetikus injektivitds sugara) az M
n-dimenziés forgds sokasag vetitd fliggvényének nevezzik, ha az M (w, r(w)) polér-
koordindtazdssal definidlt geodetikusanak (w, u(r(w))) poldr-koordindtazdssal meg-
adott képe az R™ euklideszi térben egyenes.

1. Tétel. Egy M forgds sokasignak akkor és csak akkor létezik vetitd figguénye,
ha konstans gérbiletd. Ez a p vetitd figgvény a H™ hiperbolikus tér esetén u(r) =
th(r), az R™ euklideszi tér esetén p(r) =r és a P™ nyilt félgombon (elliptikus tér)
esetén u(r) = tg(r).

Bizonyitds. Ha ilyen vetit6 fiiggvény létezik, akkor természetesen geodetikus kap-
csolatot létesit az M tér és az euklideszi tér kozott, amibol Beltram tétele adja,
hogy M konstans gorbiiletii kell legyen.

Ha M konstans gorbiiletii, akkor forgéds sokasag és igy 1étezik méret fliggvénye.
Ezeken a tereken Wu-Yi [109] fejlesstette ki a trigonometridt, {gy ki lehetne
szamitani a vetité fiiggvényt kozvetlentil a méret fliggvénybdl is. Mi most egy
egyszerlibb utat fogunk mutatni. Mivel az euklideszi eset trividlis, nem foglalko-
zunk vele.

Tekintsiik a P" térnek azt az R"Tl-beli modelljét, amikor a (0,...,0,1)
kozépponti egységgombnek vessziik azokat a pontjait, melyek utolsé koordinataja
kisebb, mint 1. Ha most vessziik ennek a félgombnek a kozéppontbdl vald vetitését
az origobeli érintGterére, ami éppen R™, akkor vildgos médon lathatjuk, hogy a geo-
detikusokat éppen a félgomb kozéppontjan atmeno sikmetszetek adjék. Mivel pedig
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a félgomb pontjainak a félgombon mért geodetikus tédvolsaga éppen a kozépponti
sz0g (ebbdl az is 14tszik, hogy a méret fliggvény sinr), az origétdl r geodetikus
tavolsdgra 16vS pont vetitett képe tgr tdvolsdgra van az origétdl (1. Abra).

1. Abra

A hiperbolikus esetben hasznaljuk a kvadratikus modellt. Ez a modell az
R 2,01 = /1422 + -+ + 22 egyenletii hiperfeliilete a —22 a2+t a?
kvadratikus forma altal generalt Riemann metrikdval. Kénnyt ldtni, hogy ennek a
modellnek —1 a gorbiilete, és a geodetikusok nem maéasok, mint az origén atmeni
sikokkal valé metszetei [50]. Ha tehdt most ezt a feliiletet az origén keresztiil
ravetitjik a (0,...,0,1) pontbeli érintétérre, akkor a keresett geodetikus kapcso-
latot talaljuk, és amint az kénnyen kiszamithato, hiszen a shr méret fliggvény
éppen az (n + 1)-edik koordindta tengelytdl vald tdvolsdgban jelenik meg, a vetitd
fiiggvény éppen pu(r) = th(r) (2. Abra).

2. Abra

A tovabbiakban mindig csak ezen konstans gorbiiletli terekkel fogunk foglalkozni,
és M"™ ezen harom n-dimenzids tér valamelyikét, g a méret fliggvényt, pu a vetitd
fliggvényt, i ennek inverzét és x gorbiiletet jeloli.
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2. Tétel. Ha f € L?*(M™"), akkor a Radon transzformdcio

n—1
@, cos aq(h)

alakt, a bumerdng transzformdcid pedig

(1+ rlw, 2)22(2)) !
3@ e

Bf@.) = [ fil(w.@)n(o)
alaki, ahol a jelolések megegyeznek az el6z6 szakaszban haszndltakkal.

Bizonyitas. Az el6z6 szakasz (2)-es és (6)-os formuldjara fogunk tdmaszkodni. Ah-
hoz, hogy ezeket hasznélni tudjuk, nem kell mast tenniink, mint kiszamitani az
x és d fiiggvényeket, ha H van rogzitve, illetve a h és (§ fiiggvényeket, ha X van
rogzitve (figyelemmel az el6z8 szakasz dbrajara).

Mivel a p vetits fiiggvény geodetikus kapcsolatot 1étesit az M™ és az 'R™ tér
kozott, az x és h fiiggvény a p definicidjabdl azonnal adédik: z(a) = u(go(s}g) és
h(a) = a(p(x) cos ). Ezekbdl viszont a d és 3 fiiggvények egyszertien adédnak az
Oket az x, illetve a h oldallal 6sszekotd szinusz tételbol.

A most kovetkezd két propozicié az el8z§ szakaszban a (3,4,7,8) egyenletekkel
mar meghatarozott gombi harmonikus sorfejtéseket teszi konkrétta, felhasznalva a
vetitd fiiggvény adta eldnydket. A bizonyitdsokat mellézziik, mivel az a fenti x és
h fiiggvények ismeretében egyszerti szamolas.

1. Propozicié. i) Ha f € L?>(M?), akor

() (Rf)m j/ )< ﬂ%aICCOS(M(h)/u(Q)))dq_

1 —p?(h)/p*(q)

ii) Ha f € L2(M?), akkor

n—2 9 3
@ ENn) = o s [ pn(@0 () =) (1~ 150

ahol L a geodetikus injektivitds sugara.
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2. Propozicié. i) Ha f € L2(/\/l2 ), akkor

cos marccos(u(q)/u(x)))
) Bt = 5 [ I e

ii) Ha f € LQ(M"), akkor

) (Bfim(@) = 5 2'Sn 2' / Jrm(a ((3)(1528) T

A kovetkez6 technikai lemmék mar az inverzformula bizonyitdsdhoz sziiksé-
gesek. Bizonyitdsuk egyszer(i helyettesitéssel torténik a [11]-ben, illetve a [13]-ban
talalhaté analég formulak alapjan.

1. Lemma. Ha m € Z, akkor

/q cos(marccos(u(h)/m(a))) | ch(marcch(u(h)/p(t)) a(h) ., ™

1= p2(h)/1?(q) w2(h)/p2(t) — 1 p(h) 2’
2. Lemma. Ham € Z ésn > 2, akkor
1 1 \n—2
(5~ )
T o ()N () N s )N RN u(h)dh
- G Gag —) T G 0= lag) * iy

o3 Tm+n—2)\2 1
M = m2" (F(m+1)F(/\)> 1)

A most kévetkez6 Radon és bumerang inverz formuldk bizonyitdsa rendkiviil
hasonld, ezért csak az els6t bizonyitjuk.
3. Tétel. i) Ha f € COO(M2), akkor
1d ch(marcch(u(h)/u(t)))
(5) .fm(t) =

(Rf)m(h)
m dt g(h)/p2(h)[p?(t) —
ii) Han>2,f € C& (./\/l”), akkor
6) frm(t) = (—1)™! T'(m+ 1)T(N) %(5264 .. 6o F(t), han pdros,
m 27720 (m +n —2) | 616365 ...6,—2F(t), han pdratlan,
ahol 6, = & + kk2 (k € N) és

F(t)=g""%(t) /tL(Rf)um(h)C%(M) (M - 1) N lmdh'
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Bizonyitas. Egyszeriien hasznaljuk az elsé propoziciot és a lemmaékat, amikor meg-
cseréljiik az integraldsok sorrendjét. Az igy kapott

L
F(t)y=C / frm(@)g™(q — t)dg

integralegyenletet viszont, ahol C konstans, a tételben jelzett differencidl operdtor
valéban megoldja, hisz

a2 _
dtQQ’“(qft) = —kk?g"(q—t) + k(k — 1)g"2(q — ). .

4. Tétel. i) Ha f € C®(M?), akkor
ii) Han > 2, f € C®(M™), akkor
fun(®) = (-1 L)
<O B TG, e vt

X.

F0 =g 0) [ Bn@on(B0) (518 1) %dm

A kovetkezd allitdsunk a zart inverz formula. Ennek bizonyitdsa e két fenti
tételre tdmaszkodik, felhasznalva néhany Osszefiiggést a Gegenbauer polinomokra.
Az érdekessége ezeknek az Osszefliggéseknek az, hogy ezeket az euklideszi klasszikus
Radon transzforméacié vizsgalatabol nyerték. Mivel azonban késébb onalléan is
bizonyitottdk Oket, bizonyitasunk az euklideszi esetben is értelmes.

5. Tétel. Legyen n > 2 és f € C°(M™). Ha n pdratlan, akkor

1@.0 = (0% St s, (B (R SE ) @00 @),

Ha n pdros, akkor

5 9l—n . .
$@t) = (072 Db s (B (R, IO g1 ),

Mn— 1 (h)
ahol a H{.) disztribicio
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Bizonyitas. A bizonyitashoz a bumerang transzforméacié gémbi harmonikus sor-
fejtését fogjuk hasznalni, mely nyilvdn ugyanaz, mint a dudlis Radon transz-
formacidé.

Kezdjik a paratlan dimenziés esettel, amikor is a 3. Tétel szerint

fum(t) = CD]g"2(1) AL(Rf)z,m(h)C%(w) (ZZ((}Z)) 1) - /mdh}’

ahol C = % és D = 6163...6,_9. Ezt az ftL integralt most az ftL =

fOL — fot alakban frva azt kapjuk, hogy

n-t n—2 ! /’[’(h)
L fmO=Treens Dl ) [ Renamch (MG«
B2 (h)N 22 (h)g(h)
<(1-%zm) )
ahol .
) (12(h) N5 alh)g(h)
I:CD/O (Rf)l,m(h)c;(m)(NQ(t) —1) !y Ah

A (2) formuldt beirva, majd az integrélokat felcserélve adédik, hogy I az
L q 2 n=3
pu(h) p”(h)\ =2
frm(2)g** (g / Cr, 1- X
/0 L (@)7(0) 0 (M(Q)>< u2(q))
h 2(h = 1(h)dh
«p[c (u( ))(u ( )71) 0] plh)dh_,

EAVIOPANE

=1 () ™

konstansszorosa. Behelyettesitve x = u(h)/u(q)-t a belsd integralba, nevezziik ezt
J-nek, és felhasznalva, hogy az integrandus péros fliggvény, azt kapjuk, hogy

= g | a5l (50 (0 1) T e

n

Két dolgot kell itt megemliteniink. Egyrészt, hogy O (z)(1—22) "2 egy (m4n—3)-
ad fokt polinom, masrészt, hogy a {C)\(x)} ortogonalis rendszer a [—1, 1] interval-
lumon az (1 — 932)%3 suly figgvénnnyel [36]. Eszerint, ha be tudjuk bizonyitani,

hogy a , s
Pe) = p[eh(48:) (Ll 1) T ).
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mint z polinomja, n — 1 fokban homogén (vagyis ennek z'~"-szerese is polinom),
akkor abbdl J = 0 és I = 0 adédik. Nyilvan az 2* egyiitthatéja akkor és csak
akkor 0 a 0 < k < n — 2 esetén, ha

6163+ bn_a(g" () /1" (1)) = 0,

amit viszont teljes indukciéval kénnyen igazolhatunk a

0u( (1) = ~h(k = 13" 2(0) s 8ulg" (1)) = klk — 1)g"~2(1)

azonossagokbdl kiindulva. Mivel tehdt I = 0, a (x) egyenlet éppen a tételben
szerepl6 zart formula megfelelGje a gombi harmonikus sorfejtésben.

Térjiink most rd a paros dimenzidk esetére, amikor nyilvian A egész szam.
Jelolje most D a %6264 ... 0p_o differencidl operatort. A 3. Tétel szerint

(%)
B . L p(h)y (p2(h) N2 f(h)g(h)
funtt) = =02 [g"20) [ rpme) () (g —1) T ST

Elkeriilendé a meglehetés hosszi szamoldsokat és magyarazatokat, melyek egyéb-

ként eléggé kézenfekvOek, a tovdbbiakban egyszerlien a [18]-as és [14]-es cikkek
megfelel6 szamozott soraira, illetve képleteire fogunk hivatkozni.
Ugyantgy ahogy a paratlan esetben, most is konnyt latni, hogy
L N
- ()N fi(h)g(h)
O:CD[g" 2(4 / R im(R)EX os (—)7%},
() 0 ( )7 ( ) +22—1 M(t) Mn_l(h)
mivel az Er)ﬁ+2>\—1 fiiggvény (m + n — 3) fokd polinm [18]. Irjuk most ezt az
integrélt az fot + ftL alakba, és rendre helyettesitsiik be a [18]-as cikk (A.14) és
(A.4) egyenletét. Ennek eredményét a (xx) egyenlethez adva adédik, hogy

fl,m(t)

=-CD

L 2 no3 .oy
) ( [ @m0 (M) (A 1) T an

+ /0 t(Rf)l,m(h)(—l)ADjn(/;((?))) (1 _ /:;((ftz))) fu(h)g(h

Ebbél a [14]-es Deans cikk (24) és (25) azonossiga adja, hogy

e o [F (b ih) ()
fl,m(t)——;(—l)A'D(g (t)/o (Rf)l,m(h)fg(m)mdh),

=

3

L

>

— =
U
>
N———
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ahol definici6 szerint [14(22)]

1
A = A (z)(1 — 22 =N — )" da.
R = [ i@ - -

Elvégezve az x = u(q)/p(t) helyettesitést (legyen u(—q) = —u(q)), majd lecserélve
az integralasok sorrendjét, adddik az

frm(t) = ﬂp[g”(t) /t C%(M@) (1 N uQ(q))”TS !

x ) 20/ )
EA(RE)m(R) fu(h)g(R)
4§ / (1) — plq) pn—t(h) "

egyenlet, ami éppen a tételben szerepld inverz formula gémbi harmonikus sorfejtése.
Ezzel az éllitast belattuk. .

A tovabbiakban a Radon és a bumerang transzformécié kép- és magterének
lefrdsdaval fogunk foglalkozni. Legyen ¢ (w,p) az az 1- kodimenzids alsokasdg az M
forgds sokasdgban, melybdl az O-t és (w, p) pontot Gsszekotd geodetikus 90° alatt
latszik.

6. Tétel. Legyen S egy mérhetd részhalmaza a M™ forgds sokasdgnak, és n > 3.
Ha M™ gomb legyen S kompakt. Ekkor az R:L*(S,g" '(8;)dx) — L2(ST) és
B: L*(S,g*"(6,)dx) — L*(SB) leképezések folytonosak, ahol &, az x tdvolsdga
a bdzisponttol, dx a Lebesgue mérték M™-en és ST SB c S"=1 x [0,L), melyre
St ={(w,p) : &(w,p) NS # 0} és P = {(w.p) : Y(w,p) NS # 0}

Bizonyitds. Az Y], gémbi harmonikusok merélegessége folytan elegend6 azt meg-
mutatnunk, hogy f(w,p) = h(p)Y) m(w) esetén

IRf172(5m-1x[0,1)) < 16CIS" 22 FlI T2 atm gn1 (5, ya)

valamely C, esetleg S-t8l fliggd konstansra. A (2) egyenletbdl viszont

IRf 72501 (0,1))
= 4||(Rf)l,m\|%2([o,L))

n—2|2 L L 2 n=3
- e )y w0 () (1) T o)
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Mivel |C ()] < |CM(1)], hat € [0,1],|1 — p2(h)/u?(g)| < 1 nyilvan

e A N R
’ o 92\

Helyettesitsiink most = 1/u(h)-t és y = 1/u(q)-t (ekkor —dz/x? = dh/§*(h)).
Azt kapjuk, hogy ez utébbi

- S I /1
=4S 2|2/1/M(L) (5 /1/H(L) ‘h(u<§))

5[] s
0

Hardy-féle egyenldtlenség alapjan tehat

o (5(2)) 2y e

Az

<2
Lwy) = gl (s

2

IR snsago. < 161" (i (5)) o (i () )™

L2(Ry)

Visszahelyettesitve most az y = 1/u(q)-t (ekkor —dy/y? = dq/§?(q)) adédik, hogy

L
IRfIZ25m-1x(0,1)) < 16|5"“2\2/O h(9)g" @) (@)g" " (9)dg,

ami bizonyitja allitdsunkat, hiszen ¢ a hiperbolikus és euklideszi esetben nem
kisebb, mint 1, a gdmbon pedig a kompaktsiag miatt 1étezik egy 1/c alsé korlétja.-

7. Tétel. Legyen S az M™ egy kompakt tartomdnya, és n > 3. A Radon transz-
formdcié egy-eqy értelmd leképezés az L?(S, g" 1 (6, )dx) térrdl az

j . m 1
A= (CL Sp{gj,l’m(w,h) = l;((hh))Ylm(w) : (m()iﬁj)j ;dmtlan}) NL2(sk)

térbe, ahol a Cl Sp a feszitett tér lezdrtjdt jelenti.
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3.2. Konstans gorbiletd terek 55

Bizonyitds. Az, hogy g;i.m € L*(S"! x Ry) egyszer(i integraldssal ellenérizhetd
(hiperbolikus téren éppen 2/y/2j+1). Legyen f(w,p) = wv(h)Yip(w) €
L3(S, g"~1(6z)dz) és *(w, h) = £(u(h))Ym(w)/g(h). Egyszerii szdmolas adja (2)-
bol, felcserélve az integralas sorrendjét, hogy

! R L I N ) I -
B =05 iy [ @ [ @O - o) dwdg

ahol a 6% a Cronecker-deltét jeloli. Eszerint, Rf akkor és csak akkor meréleges az
¢* fiiggvényre minden f € L2(S, g" (8, )dx) esetén, ha

/0 ((xy)Cp (z)(1 — xQ)%da: =0.

De a ,Lemma 5.1” és ,, Theorem 5.2” a [85]-0s cikkben, valamint a ,, Theorem 3.2”
a [75]-6s cikkben éppen azt adja, hogy ekkor ¢ benne kell legyen az z7 (0 < j < k,
k—j paratlan) fiiggvények dltal feszitett térben, {gy a Radon transzformdcié képtere
benne van A-ban.

Most az injektivitast fogjuk igazolni. Ez nem kovetkezik eddigi tételeinkbol,
hiszen més térbél indultunk ki. Legyen f(w,h) = v(h)Y; x(w) € L*(S, ¢"*(6,)dx)
olyan fiiggvény, melynek a Radon transzforméltja nulla. Ekkor a v €
L2([0, L), g>"2(q)dq) fiiggvénynek (1) miatt teljesitenie kell az

[k (-2 -

integralegyenletet. Feltételezve, hogy v(q) = £(1u(q))u(q)g ™ (q), majd s = u(q)-t
helyettesitve azt kapjuk, hogy

o= [ hea()-5) T emun

Ez az integralegyenlet egy specidlis Volterra tipusi integralegyenlet, melynek az
0(1/s) € L3([0, u(L))) megolddsardl kompakt tartomdnyon Quinto bebizonyitotta
[87(3.7)], hogy egyediil a nulla lehet. Mivel S kompakt, ez bizonyitja llitdsunkat.
(Hiperbolikus esetben S kompaktsdga nem sziikséges, mivel p(L) = 1).

E moédszerekkel természetesen hasonlé eredményeket a bumerdng transz-
forméciora is kaphatnénk.
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