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Eloszé

Ez a konyv az 1999-ben a szintén ,,Bevezetés a differencidlgeometridba” cimmel
a Polygon Kiadé Jegyzettar sorozatdban megjelent konyvem 1j verzidja.

Ez az 0j verzié azonban tobb szempontbdl is jelentOs elérelépés és az id6
elérehaladtéval terveim szerint tovabbi fejlodést fog mutatni.

A legfontosabb véltozds az, hogy a tartalomban minden ismert hiba korrigildsa
megtortént, néhany ponton javult a prezenticié és a logikai felépités is, valamint
néhany 1j ismeret is bekeriilt az anyagba. Ilyen példaul a gorbék létezésérol szolod
tétel, a feliilletek alaptétele, és a konvex siktartomanyok stabil egyensilyi pontjairél
576106 tétel is.

A kivitelezésben is jelentés valtozas tortént: a korabbi TEX-rendszert felvaltot-
ta a ATEX, s6t a fordit6 PDFLaTeX lett, amely tobbek kozott lehet6vé teszi, hogy a
PGF/TikZ megjelenésének hala sokkal kénnyebben keriilhessenek az anyagha abrék.
Az 4j rendszer a tartalom fejlesztését is konnyebbé teszi, melynek kévetését az igen
pontos verziészamozas teszi lehet6vé.

Az eredeti elészoban megfogalmazott fejlesztési tervek tekintetében valtozas,
hogy a topoldgia fiiggelékre mér nincs sziikség, mert (habar nincs teljesen készen,
de) szabadon és ingyenesen elérhetd a ,, Topoldgiai alapismeretek” konyvem [13]. Ma
ugy latom, hogy a Lie-csoportokra nem egy ilyen alapvetOen metrikus szemléletii
koényvben kell sort keriteni, a Finsler-sokasagok témaja viszont mindenképpen helyet
kell taldljon majd.

Végiil az internet fejlédése és a megfeleld sztenderdek kialakuldsa (bizony,
példdul a PDF csak 2008-ban lett hivatalos szabvany!) latvdnyos valtozast hozott a
forgalmazasban is: ez a konyv az interneten szabadon és ingyenesen hozzaférhetd.

A 2020. tavaszi verzi6 létrejottében alapvetd szerepet jatszott a SARS-CoV-
2 virus miatt 2020-ban kialakult COVID-19 vilagjarvany elfojtdsara alkalmazott
kozosségi tavolsagtartés.

Szeged, 2020. aprilis 21.
dr. Kurusa Arpad

Ver.: 2022:11:29:14:55:41 © Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa
http://www.math.u-szeged.hu/polygon/kurusa.htm
http://www.math.u-szeged.hu/polygon/
http://www.math.u-szeged.hu/polygon/jegyzet.htm
https://hu.wikipedia.org/wiki/TeX
https://hu.wikipedia.org/wiki/LaTeX
http://www.tug.org/applications/pdftex/
https://en.wikipedia.org/wiki/PGF/TikZ
https://hu.wikipedia.org/wiki/Portable_Document_Format
https://hu.wikipedia.org/wiki/SARS-CoV-2
https://hu.wikipedia.org/wiki/SARS-CoV-2
https://hu.wikipedia.org/wiki/COVID-19
https://hu.wikipedia.org/wiki/COVID%E2%80%9319-pand%C3%A9mia
https://hu.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6z%C3%B6ss%C3%A9gi_t%C3%A1vols%C3%A1gtart%C3%A1s

ii EL6sz0

Eredeti eloszo

Valamikor kézépiskolas koromban fogalmazddott meg bennem elOszor, hogy
mennyivel kdnnyebb lenne tanulni a kdnyvekbol, ha nem kellene olyan sok, a lényeget
elfedd, illetve késleltetd szovegen atragni magam. Azutdn az egyetemen gondosan
jegyzeteltem minden eléadason, és 6rommel vettem, hogy igen tomor jegyzeteim
komoly népszeriiségre tettek szert csoporttdrsaim korében (nem, nem csak azért,
mert az enyém volt az egyetlen teljes jegyzet ...). Akkor azutdn tgy éreztem, hogy
kozépiskolas elképzelésem jé volt, masok is szivesen tanulnak témor, lényegre toré
olvasmanybdl.

Az a konyv, amelyet most az olvasé a kezében tart, az els6 komoly probalko-
zasom a szerintem hatékony tanulasra alkalmas leirds megvaldsitasara. Igyekeztem
tomor, célratoré és mégis konnyen olvashatd lenni, dsszeegyeztetni az ellentmon-
dani 14tsz6 ,,minél precizebben” matematikai parancsolatot a ,,minél érthetébben”
emberi kivansaggal. Ez utobbi kivanalom eredményezte a ma olyan megszokott
hivatkozasi szamok elhagyasat és azt, hogy a konyvben minden, ha nincs kiilon
masként jelezve, végtelenszer differencialhaté. Ezzel sok—sok analitikus nehézségtol
mentesiil az olvasd, és reményeim szerint igy konnyebb a lényegi konstrukciok és a
felépités megértése.

Eltérve a magyarorszagi hagyomanyoktol, a konyv a koordinidta mddszer he-
lyett a feliileteken is a sokasig gondolkodasmédjat hasznalja. A differencidlgeometria
sok nagynevii és fontos tétele valt csaknem trividlissa ebben a fogalomrendszerben,
de nincs kétségem afeldl, hogy éppen ezek az eredmények vezettek a koordinata-
mentes sokasdgelmélet modern és hatékony fogalomrendszeréhez.

Szokésos dolog a bevezet6ben bizonyos mértékig leirni a konyv tartalmat,
ramutatni arra, hogy egyes témak miért maradtak ki, masok miért keriiltek bele.
Ezuttal ez elmarad, mert nem akarom szubjektiv dontéseimet objektiv indokok mogé
rejteni. A differencidlgeometria hatalmas teriilet, amelybdl igenis vdlogatni kell, és
a valogatas mikéntjét bizonyos kereteken beliil els6sorban az izlés befolyésolja.

E jegyzetrol tehat csak annyit most, hogy minden fejezet végén igyekeztem a
fontosabb elvont fogalmakra ravilagité konkrét szamitasokat bemutatni, ami szerin-
tem nagyban hozzajarul a mély fogalmak megértéséhez és megtapasztalasahoz. A
tapasztalast csak 6nallo feladat megoldassal lehetne tovabb fokozni, mégsem kozlok
feladatokat, mert a megoldasok kidolgozasa mar eltéritené e konyvet a céljatdl, meg-
oldas nélkiil viszont kénnyen zavart okozhat egy rosszul megértett, vagy kiilénosen
egy hibasan megoldott feladat.

KuRrusa ARPAD
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El6sz6 iii

Van néhany — mar most latott — hidnyossaga is e konyvnek, melyeket mar csak
az esetleges kovetkez6 kiadasban lesz médomban poétolni. Sziikség lenne példaul
abrdkra, egy tomor topoldgia fliggelékre (ez azért nélkiilozhetd, ha megvan Patterson
konyve [19]), a Lie csoportnak a Riemann sokasdg itteni targyaldsahoz hasonl6
mélységli tanulméanyozasara és talan a relativitaselmélet matematikajanak egy gyors
ismertetésére.

A jegyzet megirasakor szamos forrdsmunkara tdmaszkodtam. Ezeket, valamint
a targyalt anyaggal kapcsolatos, de azon tilmutatoé irodalmi utaldsokat az olvasé az
irodalomjegyzékben taldlhatja meg. Mindvégig torekedtem szabvinyos terminologi-
at, definicidkat és jeloléseket hasznalni, bar néha nem volt konnyti az irodalomban
el6forduld szamos konvencié koziil kivalasztani a megfelelGt.

Azt remélem, hogy aki e konyv anyagat kell alapossaggal és fantdzidval el-
sajatitja, azt tobbé mar ,nem lehet eladni” ezen a teriileten. Ha ez igy van, akkor
én mar el is értem a legfontosabb célom. Mégis — telhetetlenill — azt remélem, hogy
talan néhany olvasé e konyv alapjan meg is szereti majd a differencidlgeometria
valéban sokszinii vildgat.

Ko6sz6n6m mindazok — de kiilonosen mindig kérdez6 didkjaim — segitségét, akik
hozzajarultak e konyv tartalmanak és formajanak kialakitdsahoz. Koszonet illeti
Szab6 Zoltant, akinek rendkiviil kellemes egyetemi eléadasai nélkiil ma biztosan
nem ezen a teriileten dolgoznék, kiilon készonet Siményi Nandornak a rendkiviil
részletes és inspirdld lektoralasért és koszonet a Polygon Kiadénak, amiért kisérleti
koényvemet kiadasra érdemesnek talalta.

Végiil csaladomnak, Gyorgyinek és Leventének készonom a tiirelmet, amivel vi-
selték a konyv irasa kézbeni ,elvontsdgomat”, és koszonom a partolast és nyugalmat,
ami koriilvett, és sokszor az éjjel-nappali munkaban is er6t adott az irasra.

Mindenkinek kellemes olvasast kivanok!

Szeged, 1999. februar 14.
dr. Kurusa Arpad

P.s.: Kérek mindenkit, hogy ha taldl a kényvben hibat, még a legegyszeriibbet
is, jelezze a kurusa@math.u-szeged.hu elektronikus levelezési cimemre.

Ezt a munkat is elGsegitette a T020066 és F016226 szami OTKA tamogatés.
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Gorbék a sikon és a térben

1.1. Paraméterezés, érinto és ivhossz

Definici6. Az r: (a,b)(C R) — R3 differencialhaté fiiggvény Trr képhalmazat
egyszert gorbeivnek nevezzilk, ha r injektiv, inverze folytonos, és 7 # 0. Az r
fliggvényt paraméterezésnek, a Trr egyszeri gorbeivet az r nyomdnak nevezzik.
Két paraméterezést ekvivalensnek mondunk, ha nyomuk megegyezik

Definicié. Egy r: (a,b) — R3 paraméterezésii egyszerti gérbeiv whossza fab |7(¢)|dt.
Tétel. Az ivhossz fiiggetlen a paraméterezéstol.

Bizonyitas. Legyen 7: (a,b) — R? és p: (c,d) — R3 ugyanazon egyszerti gérbeiv
két paraméterezése. Legyen ¢ = r~1 o p: (¢,d) — (a,b). Ekkor

[ 1= [ = [ 52 o= [

Ha az egyszerli gorbeiv barmely két pontja kozti iv hossza éppen a paraméterek
kiilénbsége, akkor s = [ |#(t)|dt. Ezt derivalva az alabbi kovetkezik.

Tétel. Ha az egyszerd gorbeiv v paraméterezése ivhossz szerinti, akkor |7(s)| = 1,
ahol s az iwhossz szerinti paraméter.

Konvencié. Az s paraméter a tovibbiakban mindig az ivhossz szerinti paramétert
fogja jelenteni.

Definicié. Egy (térbeli) Osszefliggd ponthalmazt differencidlhaté gorbének neve-
ziink, ha minden pontjanak létezik olyan kornyezete, melyben a halmaz egyszerii
gorbeiv.

Tétel. Bdrmely gorbe vagy az egyenessel, vagy a kérrel homeomorf.

Bizonyitas. Egy pontbdl kiindulva paraméterezziink ivhossz szerint mind a két
irdnyba, amig a paraméterezés injektiv marad. Vegyiink egy ilyen maximdalis para-
méterezést (ilyen létezik a Bolzano—Weierstrass-tétel miatt [31]).
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2 1. Gorbék a sikon és a térben

Egy ilyen maximalis paraméterezés vagy minden pontot paraméterez, ez eset-
ben a gorbe homeomorf az egyenessel, vagy csak egy pontot hagy paraméter nélkiil,
és akkor homeomorf a korrel. Toébb pont kimaradasa a maximalitds miatt lehetet-
len, mert két kimarad6 pont esetén valamelyik pont egyszerii gorbeiv kdrnyezetét
hozzavéve a paraméterezéshez, egy nagyobb paraméterezés adédna. -
Definicié. Az r paraméterezésii egyszerli gorbeiv ¢ paraméterii pontjdban az (t)
érinté irdnya t(t) = 7(t)/|7(t)|, az egységnyi érintdvektor.

Az egységnyi érintévektor nyilvan fiiggetlen a paraméterezés valasztasatol, és
ivhossz szerinti paraméterezés esetén t(s) = 7(s).

1.2. Gorbiilet, torzid, simuldsik és simulékor

Definicié. A gorbe ivhossz szerinti r paraméterezésének #(s) masodik derivéltja a
gorbe gorbiileti vektora, melynek hossza k(s) = |#(s)| a gorbe gorbiilete, irdnya pedig
az n(s) = 7#(s)/k(s) egységnyi gorbileti vektor, amit a gorbe normdlis vektordnak
is szokas nevezni.

Differencidlva az (7(s),7(s)) = 1 azonossigot, az adédé 2(i(s),7(s)) = 0
Osszefiiggés bizonyitja az alabbi allitast.

Tétel. A gorbiileti vektor merdleges az érintdre, vagyis ¥#(s)Lr(s).
Tétel. Egy gorbe akkor és csak akkor egy egyenes darabja, ha k(s) = 0.

Bizonyitas. Ha a gorbe egyenesdarab, akkor r(s) = s-u + v valamely u és v
vektorra, ahol |u| = 1, amiért #(s) = 0. Ha #(s) = 0, akkor kétszeri integrélas adja
az r(s) = s - u + v egyenest valamely u (Ju| = 1) és v vektorokkal.

]
p p L o 7(t) x #(t
Tétel. Az r paraméterezési gorbe gorbiilete k(t) = W
Bizonyitas. Ha s = s(t) az ivhossz, akkor
(t) =i(s)s'(t), s #(t) =i (s)(s'(t)” +#(s)s" (2),
ezért
[#(0) x # (O] _ i) x F S OF
P @psop T -

Ebben a bizonyitasban fordul elé eldszor, hogy egy hozzarendelés, most éppen
a gorbiilet, két paraméterezéséhez tartozo két fliggvényt ugyanazon betiivel jeloltik.

KuRrusa ARPAD
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1.2 Gorbiilet, torzid, simulésik és simuldkor 3

Konvencié. Amikor ez nem okozhat félreértést, ugyanazzal a névvel jeloljik egy
hozzarendelés két paraméterezéséhez tartozo két fiiggvényt. Ilyenkor a beirt para-
méter értelemszertien hatarozza meg a megfelel$ fliggvényt, ami a gorbiilet esetében
azt jelenti, hogy k(t) = k(s(t)). Més széval az f(x) az f(x(t)) jelolés roviditése is
lehet, amennyiben a szévegkérnyezet meghatirozza az x(t) fliggvényt.

Definicié. Legyen az ivhossz szerinti r paraméterezésti gorbe r(sg) pontjdban
k(s0) > 0. Ha s1, 82 — 5o esetén az r(s1), r(s2) és r(so) kijeldl egy S(so, s1, $2) si-
kot, és ezeknek 1étezik hatdrhelyzete, akkor azt a gérbe r(sg) pontban érint simuld
stkjanak nevezzik.

Azt, hogy a definicionk helyes, vagyis a simuldsik nem fligg sem a paramétere-
zéstél, sem a valasztott sorozatoktol, azt a kovetkezd allitas igazolja.

Tétel. A t(sg) és n(so) dltal feszitett sik éppen az r(sg) pontndl érintd simuldsik.

Bizonyitas. Legyen s} = sg, és legyen s és s3 olyan sorozat, melyre r(s7), r(sh) és
r(sp) meghatéroz egy S, = S(so, st, s5) sikot, valamint s1, so — s, amint n — oo.

Legyen m, az S, sik normalis vektora, és definidljuk az f,(s) = (my,,r(s) —
r(sp)) fiiggvényt. Ekkor nyilvan f,(s?) = 0 (i = 0,1,2). Rolle tétele [34] szerint
létezik 7] és T gy, hogy fl(77") =0 (i = 1,2). Ujra Rolle tétele miatt van olyan
78, hogy f/(7§) = 0. EbbSL 0 = (m,, #(77")), és 0 = (m,,, #(7§")) adbdik. Mivel s7
és s§ tart sp-hoz, " és 7§ is ezt teszi, igy legutébbi egyenléségeinkben a torlédasi
pontok lim,, ., m,, halmazara azt kapjuk, hogy

0= (nlgrolo my,7(sp)) és 0= <nlingc My, #(50)).

Eszerint lim,, _, o, M, elemei merdlegesek az érinté- és normalvektorokra, igy a rdjuk

merdleges sik tartalmazza a t(sg) és n(sg) vektorokat. -

Definicié. Legyen az ivhossz szerinti r paraméterezésli gorbe 7(sg) pontjdban
k(so) # 0. Ha s1,80 — 5o esetén az r(s1), r(s2) és r(sg) pontokra illeszkedik
egy K(so,s1,82) kor, és ezen koroknek létezik hatdrhelyzete, akkor azt a gorbe
r(s0), vagy so-beli simuld kirének nevezziik.

Az alabbi allitds nem csak azt igazolja, hogy a simuldkor nem fiigg sem a para-
méterezés, sem a sorozat megvalasztasatol, hanem azt is mutatja, hogy a gorbiilet
a gorbe geometriai, a paraméterezéstol fiiggetlen jellemzdje.

Vo ys

Tétel. A simuldkor mindig a simuldsikban van, érinti a gorbe t érintdjét, és az
r(so) pontban a sugara o(so) = 1/k(sp).
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Bizonyitas. Legyen s7,s} — sp, amint n — oo, és helyezziik az origbét az r(sg)
pontba. Ebben a koordindta-rendszerben r(sg) = 0. Az r(sg), r(s7), r(s§) pontok
koré irt kor kozéppontjdba mutasson a d,, helyvektor, és legyen f,(s) = |r(s) —
d,|? —d>.

Ekkor d,, minden torlédasi pontja benne van a simulésikban, és f,(sg) =
fu(sT) = fn(sh) = 0. Rolle tétele szerint 1étezik 7" és 7' az sV, sq és sg, s§ kozott
ugy, hogy f! (") = f,(m3) = 0. Megint Rolle tételébdl kapjuk, hogy létezik 7 a
11" és 73 kozott, melyre f)/(7(') = 0. Eszerint

fu(rl') = 2(r(1{") = dp,7(71)) =0
) = 202(1g) + 2(r(1g") — din, (7)) = 0.

Mivel s} és sy tart sp-hoz, 7§, 7] — s¢ is teljestil.
Egyenloségeink hatarértékben a torlodasi pontok lim,,_,+, d,, halmazara a

(lim d,,t(s0)) = (r(sg) — 1_>Irolo dn,7(s0)) =0,

n—oo n

2 —2(lim d,, x(so)n(so)) = 27(s0) 4+ 2(r(s0) — 1_>rr01o dn,7(s0)) =0,

n—oo n

egyenletekhez vezetnek. Fzek szerint rendre

lim d,Llt(sp), és 1= {(lim d,,#(sg)) = ( li_>m dn, k(s0)n(s0))

n—roo n—oo

kovetkezik. Vagyis lim,, o d, = n(s0)/k(s0) teljesiil, ami bizonyitja a tételt.

Definicié. A simuldsik b(s) = t(s) x n(s) normalisét a gorbe binormdlis vektordnak,
vagy egyszerlen binormdlisinak nevezzik.
A (t,m,b) harmast szokds a gorbe kisérd triéderének hivni.

Lemma. A binormdlis deriwvdltja parhuzamos a normdlissal, vagyis n(s) || b(s).

Bizonyitas. Induljunk ki a nyilvdnvalé (b, b) = 1 egyenldség derivaldsabdl. Ebbol
2(b,b) = 0, vagyis b_Lb adddik, tehédt b a simuldésikban van.
Most a (b, t) = 0 derivalasabol kapjuk, hogy (b, t) + (b, #) = 0, amiért (b, t) +

(b, k-n) =0, vagyis (b,t) = 0. Tehat b_Lt, ami igazolja allitdsunkat. -

Megjegyzés. Ebben a bizonyitasban fordul el6 el6szor, hogy egy fliggvénynek nem
irjuk ki a paraméterezését. Ilyenkor az elhagyott paramétert értelemszeriien po-
tolhatjuk, ha minden szereplé mennyiséget azonos helyen tekintiink. A legutols6
képletiink esetében tehat a b(s)Lt(s) allitdsra kell gondolni.
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Konvencié. Amikor ez nem okozhat félreértést, a fliiggvényegyenleteknél az azonos
paramétereket elhagyjuk. Mas széval az f(x) = g(x) egyenletet az f = g jeloléssel
roviditjiik azzal a hallgatélagos megallapodassal, hogy ilyenkor a paramétereket
mindig a szovegkornyezet altal meghatarozott azonos pontban vessziik.

Definicié. A 7(s) = —(b(s),n(s)) értéket a gorbe 7(s) pontban vett torzidjdnak
nevezziik.

Tétel. Egy gorbe akkor és csak akkor sikgérbe, ha torzidja azonosan 0.

Bizonyitas. Sikgorbe esetén b a sik norméalvektora, vagyis konstans, amiért b = 0.

Ha 7 = 0, akkor nLb, mikzben elézé tételink szerint n || b is igaz. Ebbél
b = 0, vagyis az adédik, hogy b konstans. Tekintsiik az f(s) = (b,r(s) — 7(s0))
fiiggvényt. Ennek derivéltja f' = (b,t) = 0, tehét f konstans. Mivel f(sg) = 0,

f =0, vagyis a gérbe a b normalist, r(sg)-on atmend sikban van. -

Alabb megmutatjuk, hogy a torzié a gorbe geometriai jellemzdje, vagyis fiig-
getlen a gorbe paraméterezésétol.

Tétel. A torzid éppen a binormdlis forgdsdnak szégsebessége a t tengely koril, vagyis

ahol Aa a binormdlisnak a As fvhossznyi elmozduldshoz tartozé szogelforduldsa.

Bizonyitas. Ha As — 0, akkor nyilvin Aa — 0 is. Szdmoljunk az s paraméter(i
pont kozelében:

, Aa . sin A« oy sin Aa
A;rgo As A;rgo sin Ao A;rgo As Airgo As
— lim |b(s) x b(s + As)| — lim |b(s) x (b(s + As) — b(s))]
As—0 As As—0 As
b As)—b .
= [b(s) x Jim PEEENZOO| sy () =1,

1.3. Frenet-formulak és a gorbék alaptétele

Frenet-formuldk. A kisérd triéder derivdltjara

t= + Kn,
n = —xt + b,

b= .
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Bizonyitas. Az els6 és az utolsé sor a definicié megismétlése. Mivel pedig ¢,  és b
orthonormélt bazist alkot, a kézépso sor az aldbbiakbol adodik:

(n,n)y=1 = 2(n,n) =0 = (n,n) =0,
n,t) =0 = (n,t)+ n,t)=(n,t) +r=0 = (n,t)=—x,
(n,b) =0 = (n,b)+ (n,b) = (n,b)—7=0 = (n,b)=r. .

Megjegyzés. A Frenet-formulak egy maésik felirasa valik lehetségessé, ha bevezetjiik
a d = 7t + kb Darboux-vektort. Ekkor t =d xt, n=d xn, és b=d x b.

A Frenet-formuldk lehetové teszik a torzio ivhossztdl fiiggetlen kiszamitasat.

(" (), (), 7(¢))
7 () x #(B)]F

Bizonyitas. Ha t torténetesen az ivhossz szerinti paraméter, vagyis t = s, akkor

Tétel. Az r paraméterezési gorbe torzidja T(t) =

, F=kn, 6é T=Kk -n+r-n=~x n+kr(—kt+71h),

2 2

fgy (7,9, 7) = (i x #, 7) = k27 és | x #|> = k2, vagyis a formula érvényes.

Tetszbleges ¢t paraméterbdl kifejezhetd az s = s(t) {vhossz. Ezt hasznélva
+s'(t)

i(s) - (s (1))* +(s) - 8" (¢)

7(s) - (8'(1))° +7(s) -3+ 8'(t) - 8" (t) +7(s) - s (1),

<
~

~
| |

A

<
—~
~
~—
X
3
—~
~+
~—
—
“l
—~
~
~—
~—
w
<
—~
»
~—
X
<
—~
»
~

(#(8), (1), 7(8)) = (7 () x #(t), 7 (1)) = (s'(£))°(i(s) x #(s), 7 (s))

kovetkezik. Ez igazolja a tételben megadott formula érvényességét. -

Gorbék alaptétele. Két gorbéhez akkor és csak akkor létezik mozgds, mely ket
eqgymdsba viszi, ha megfeleld ivhossz szerinti paraméterezésben a gorbiilet és torzio
a két gorbén azonosan egyenld.

Bizonyitas. Legyen r egy gorbe fvhossz szerinti paraméterezése, ¢: R > =
®x + v € R3 pedig egy mozgas, vagyis ® egy forgatas-matrix, v egy vektor. Ekkor
az elmozgatott gérbének r4(s) = ®r(s) + v egy paraméterezése. Nyilvan 74 = ®7,
Pty = PP és 14 = ® 1. Ezekbdl az r, gorbe ¢ indexszel jelolt mennyiségeire
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T4(s) = 7(s) és ky(s) = k(s) adddik a torzid és a gorbiilet altaldnos paraméterezés
mellett levezetett képletei alapjan.

Tegyiik most fel visszafelé, hogy valamely {vhossz szerinti r és p paraméterezési
gorbékre Kk, = kp és T, = Tp. A mozgatas nem véltoztatja meg a gorbiilet és torzi6
értékét, ezért elegendd olyan gorbékre igazolni az allitast, melyeknek valamely r(sg)
illetve p(so) pontokban a kisérd a (t,(so), 7r(0), br(s0)) és (tp(S0), np(s0), bp(so))
triéderjeik megegyeznek, hiszen ezt mozgatassal el tudjuk érni, mert mindkettd
jobbsodrast ortonormalt béazist alkot. Eszerint az

f(s) = (tr(s), tp(5)) + (nr(s), mp(s)) + (br(s), bp(s))
fliggvény értéke az sy pontban 3 lesz. Ugyanakkor a Frenet-formuldk szerint

= <irvtp> + <trvip> + (M, Mp) + (M, Tap) + <i)rv bp) + (b, i’p)
= (Rrny, tp) + (tr, kpnp) + (—firty + Trbp, Mp) + (N, —kptp + Tpbp)+
+ <_7—7'n7“7 bp> + <b7‘v _TPnIJ>a

=0 (mivel Ky = Kp és T = Tp)

vagyis f konstans, azaz f = 3. Ez csak ugy lehet, ha a két gorbe kiséré triéderjei
mindvégig egybeesnek.

Eszerint 7 = kpt, = kptp = P, amiért r(s) = p(s) + v valamely konstans v
vektorra. Csakhogy r(so) = p(so), vagyis v = 0, tehat r = p, tehét a két gorbe

egybeesik. -

Az alaptételt egybevagdsagokra is kiterjeszthetjik, ha megengedjiik a torzidk
eléjelének eltérését. Ez azonnal nyilvanvald, ha megfigyeljiik, hogy a torzi6 értéke
—1-szeresére valt, ha a gorbét titkrozziik egy sikra.

Fontos felhivni a figyelmet, hogy tételiinkb6l nem kovetkezik, hogy megadva
K és T fiiggvényeket, ezekhez létezne olyan gorbe, amelynek éppen x a gorbiilete és
T a torzidja.

Gorbék egzisztencia-tétele. Ha adottak a 7: (a,b) — R és a nemnegativ
k: (a,b) — R differencidlhaté fiigguények, akkor létezik olyan v: (a,b) — R® gérbe,
melynek gorbilete az r(s) pontban k(s), torzidja pedig T(s).

Bizonyitas. A Pickard-Lindelof-tétel [33] szerint a 3 x 3-as matrixokra a Frenet-

formulédkbdl felirt
0 k 0 t

t
n|l=\-« 0 7 n
b 0 —7 0/ \b
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8 1. Gorbék a sikon és a térben

differencialegyenletnek a t(a) = (1,0,0), n(a) = (0,1,0) és b(a) = (0,0,1) pe-
remfeltétel mellett létezik pontosan egy megolddsa. Feltéve, hogy r(0) = 0, az

r(s) = f; t(x)dx integral adja egy megfeleld gorbe paraméterezését. -

1.4. Sikgorbék, koriilfordulasi és négycsucs-tétel

Definicié. Legyen az S sik normaélvektora m. Az x és y vektorpar S-ben jobb-
sodrdst ha © x y = |z X y|m, és balsodrasi, ha ¢ x y = —|z x y|m.

Definicié. Egy sikgorbe r(s) pontban vett eldjeles gorbiiletén a

o(s) = +r(s), hat(s) és n(s) jobbsodrasi
’ —k(s), hat(s) és n(s) balsodrast

= (m, t(s) x t(s)) = w(s) - (m, t(s),n(s))
értéket értjik.

Tétel. Legyen v egy tetszdleges vektor a sikban, és jelolje a(s) a stkgorbe s paramé-
tert pontjdban hizott érintd elbjeles szogét az v irdnydhoz képest. Ekkor Kk, = o’.

Bizonyitas. Szamoljunk az s paraméterii pont kozelében:

, . Ao . Ao . sin A« . sin A«
o = lim — = lim — - lim = lim
As—0 As  As—osin Aa As—»0  As As—0  As

_ q HE)xHeFAS)m) g (Es) X (Es + As) — Hs)),m)
As—0 As As—0 As

<t(s) X Alirgo Wﬁr& = (t xt,m) = K. -

Sikgorbék alaptétele. Két sikgorbéhez akkor és csak akkor létezik sikmozgds, mely
Oket egymdsba viszi, ha fvhossz szerinti paraméterezésben az eldjeles gorbiilet a két
gorbén azonosan egyenld.

Bizonyitas. Miel6tt belevagnank, vegyiik észre, hogy az elGjeles gorbiilet értéke
—1-szeresére valt, ha a gorbét tiikrozziik egy egyenesre.

A sikgorbék torzidja 0, gorbiilete pedig az elGjeles gorbiilet abszolut értéke,
ezért a gorbék alaptétele értelmében két sikgorbe térbeli mozgassal egymésba vihetd,
ha ivhossz szerinti paraméterezésben az elGjeles gorbiilet a két gérbén azonosan
egyenld. Ez a térbeli mozgds a sikon mozgas vagy atforditds, utébbi esetben a két
gorbe el6jeles gorbiilet eléjele egymas ellentettje kell legyen, ami a tételt igazolja.
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Definicié. Jordan-gorbének neveziink egy énmagéit nem metsz6 folytonos sikgérbét.

Jordan-tétel. Egy Jordan-gorbe komplementere a sikban, eqy kompakt és egy nem
korldtos, a gorbe dltal hatdrolt tartomdny, melyek egy-eqy pontjdt dsszekdté minden
folytonos gorbe metszi a Jordan-gérbét, mig az azonos tartomdnyon belili pontok
kézétt van a Jordan-gorbét nem metszd folytonos gérbe.

E tétel igazoldsa tilmenne e konyv keretein, de a [29] cikkben egy viszonylag
frappans bizonyitast talalhat az olvasd. A Jordan-gorbe dltal meghatarozott kom-
pakt illetve nem korlatos tartomanyt, a Jordan-gorbe belsejének illetve kiilsejének
hivjuk.

Definicié. A sik egy énmagdara valé bijektiv folytonos leképezését, amelynek inverze
is folytonos, homeomorfizmusnak nevezzik. A sik azon énmagéra valé homeomor-
fizmusait, amelyek inverziikkel egyiitt végtelenszer differencialhatok, diffeomorfiz-
musoknak nevezziik.

Schéenflies-tétel. Minden Jordan-gorbéhez létezik a sitknak olyan homeomorfizmu-
sa, mely eqy kért a Jordan-gorbébe, a kér belsejét a Jordan-gérbe belsejére, a kor
kiilsejét a Jordan-gorbe kiilsejére képezi.

Differencidlhaté Jordan-gorbe esetén létezik ugyanilyen diffeomorfizmus is.

E tétel igazoldsa helyett inkabb a [28, Theorem 3.1] viszonylag konnyen érthetd
és elérhetd bizonyitasat ajanljuk az olvasé figyelmébe.

Definicié. A ¢: [0,1] x & — S leképezést diffeomorfizmusok folytonos seregének
nevezziik az S sikon, ha ¢; := ¢(t,+): S — & minden ¢ € [0, 1]-re diffeomorfizmus,
minden P pontra a sikban ¢(-, P) differencidlhaté gorbe az S sikon, és ¢(0, -)
identitas az S sikon.

Képzeljiink el egy végteleniil rugalmas gumi asztallapra rajzolt zart, nem on-
atmetsz6 gorbét. Konnyl elképzelni, hogy az asztallap hizogatasaval az eredetileg
girbe-gérbe vonalunkat szép ives gorbévé alakithatjuk.

Tétel. Egy végtelenszer differencidlhaté Jordan-gérbe diffeomorfizmusok folytonos
seregével korré alakithatd.

Bizonyitas. A Schéenflies-tétel szerint van egy ¢: R? — R? diffeomorfizmus, amely
a J Jordan-gorbét a C egységkorvonalra képezi. Minthogy ¢ egy diffeomorfizmus,
¢'(0) nem elfajuld. Ha ez nem lenne irdny{tastart6, akkor a ¢ helyett vegyiik a ¢ és
az x-tengelyre valé tiikrozés szorzatdt. Feltételezhetjiik tehét, hogy det ¢'(0) > 0.
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ab a

Legyen (¢Y) = (¢'(0))’1.2Le§yen a € [0,2m) olyan, hogy cosa = T és
sina = \/ﬁ’ tovabba p = ; ;_prw q= \}’jz_f;, ésr = \‘/l%. Ekkor ¢'(0) =
(C‘?so‘ _S‘na) (0 q) és ¢ > 0 miatt

. L s(ta) — sin(ta) 1+t(p—1) tr
U[0,1] 5t ¥y = (z(i)n(tZ) cos(io) ) ( o 1+t(q—1))

a linedris ¥, diffeomorfizmusok folytonos serege, melyre ¥y = (} J). Tekintve, hogy
limp o (¢(tx)/t) = ¢'(0)z minden x € R? esetén és Uy = (¢/(0))~*,

7 ha t =0,
®:[0,1] x R? 3 (t, ) = Oy(x) := {; o(tz) )t hZ t e (0,1] } e
1—t ) B

leképezés a @, diffeomorfizmusok folytonos serege. Ugyanakkor ®g = ({{) és @1 =

o, vagyis ©oJ = J és ®1J = C, ami bizonyitja a tétel allitasat. -

Definicié. Egy szakaszonként végtelenszer differencidlhaté gorbe egy pontjat torés-
pontnak nevezzik, ha két féloldali differencidlhanyadosa nem egyezik meg. A két
féloldali érint6 el6jeles szogét torésszdgnek nevezziik.

Koriilfordulasi tétel. A legfeljebb véges sok torésponttal rendelkezd és szakaszonként
végtelenszer differencidlhaté Jordan-gorbére

%/ﬁe—i—Zai:Qm

ahol az integrdlds a gorbe mentén ivhossz szerint pozitiv irdnyba torténik, és o, jeloli
az i-edik toréspontban a torésszoget.

Bizonyitas. Legyen ¢ a gorbe hossza. Ha nincs téréspont, akkor >, a; =0, és

7{&5 = /04 Keds = /Of a'(s)ds = a(l) — a(0) = n - 27,

ahol n valamely egész szam. A Schoenflies-tétel szerint a gorbe diffeomorfizmusok
folytonos seregével korré deformalhatd, mikézben az n = i § k. integral persze
folytonosan valtozik. Csakhogy a kornél n = 1, és az egészértéki fiiggvények kozott
csak a konstans fiiggvény folytonos, ezért az eredeti gorbére is n = 1 vonatkozik.
Ha van m darab toréspont, legyen a bal oldali érint6 szoge cv— a jobb oldalié a. .
Az i-edik toréspont legyen s; ivhosszra a nem toréspontba véalasztott kezdéponttol.

KuRrusa ARPAD

Ver.: 2022:11:29:14:55:41 © Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

1.4 Sikgorbék, koriilforduldsi és négycsics-tétel 11

Ekkor

14 s s2 4
j{ﬁe:/neds:/ o/ds—l—/ a’ds+-~-—|—/ o’ds
0 0 S1 s
=a_(s

) = a(0) + a_(s2) — ay(s1) + -
cee Oz,(Sm) — a+(sm71) + Ol(g) - aJr(sm)

m

~a(f) —a(0) = Y as

ahol tudjuk, hogy a(¢) — @(0) = n - 27 valamely n egész szdmra.

Elég tehat belatni, hogy n = 1. A sima gérbéken mar bizonyitottuk, hogy n = 1,
vegyiink tehdt minden toréspont koré e (— 0) sugart kort, és azon belill simitsuk ki
a torést. Nyilvanvald, hogy ha ¢ — 0, akkor a kértilfordulasban bekovetkezd valtozas
is 0-hoz tart, vagyis a keresett n egész érték tetszdlegesen kozel van az egyhez, igy
nem lehet més, csak maga is 1. -
Megjegyzés. Ha nincs torésszog, akkor § k. = 2, ezért egy zdrt gorbét valamely
irdnyban lapitjak, akkor mashol csticsosodni kénytelen — magasabb dimenziéban
ugyan, de ez a relativitdselmélet anyagmegmaradasi tétele.

Négy cslcs tétele. Konvex differencidlhato Jordan gérbe gorbiiletének legaldbb négy
szélsoértékhelye van.

Bizonyitas. A gorbiilet az ivhossz folytonos fliggvénye, ami most egy véges zart

halmazon, egy koéron valtozik, tehat legaldbb kettd szélséérték biztosan létezik.
Tegyiik fel, hogy mondjuk csak a minimum és a maximum a & széls6értékei, és

ezek helyei 7(Smin) €8 7(Smax). Legyen (v, x) = ¢ az egyenlete annak az egyenesnek,

amely dtmegy ezeken a pontokon, vagyis (v, 7(Smin)) = ¢ és (v, 7(Smax)) = C.
Ekkor

f«ur@»—@wwm8¢a

hiszen a gorbiilet £’ derivéltja pontosan ott valt eléjelet, ahol a (v, r(s)) — ¢ kifejezés
is, vagyis amikor a gorbe az egyenes egyik oldalarél a masikra jut. Ugyanakkor,
parcialis integralassal

%(v,r(s»l-@’(s)ds - ]§<v,t(s)>n(s)ds - j{@,n(s»ds

adédik, hiszen a Frenet-formuldk szerint sikgérbékre n = —xt érvényes, tehat

Ftw.r(5)) = (s = Plo,(s))ds = f e (s =0,
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12 1. Gorbék a sikon és a térben

mivel a kiillonbség mindkét tagja derivalt fliggvényt integral zart gorbén, vagyis
mindkét tag eltlinik.

Ez az ellentmondés azt mutatja, hogy &’ ketténél tobb helyen kell eldjelet
valtson. Mivel pedig egyetlen zart gorbén értelmezett fiiggvény sem vélthat eléjelet
paratlan sokszor, a «’ is legaldbb négy helyen valt elSjelet, ami igazolja a tétel
allitasat. -

A négy csucs tétele azzal finomitja a koriilfordulési tétel utdni megjegyzésiinket,
hogy ramutat, hogy egy sikgérbének legalabb ketté nagyon ,lapos” és legalabb kettd
nagyon ,hegyes” pontja van.

1.5. Specialis gorbék

Az aldbbiakban néhény specidlis és ezért érdekes gorbe esetét vizsgaljuk meg. Ilyen
érdekes gorbék a konstans gorbiiletii gorbe, a Bertrand-féle gorbe, a lejtégorbe, a
csavargorbe és néhany mas gorbe, melyeket most szisztematikusan attekintiink.

1.5.1. Konstans gorbiiletii és torziéju gorbék

Differencial-geometriai szempontbdl az ilyen gérbék tanulméanyozasa a gorbékkel
val6 ismerkedés legelsé és legegyszertibb 1épését jelenti.
El6szor a torzidmentes esetet vizsgaljuk. Ilyenkor a gorbe sikbeli.

Tétel. A sikon kettd kilonbozd tipusi konstans gorbiletd gorbe létezik, és ez a kor,
valamint az egyenes.

Szamolassal a kovetkez6 médon bizonyithatunk:
Bizonyitas. A Frenet-formuldk szerint n = —xt és t = km. Mivel k konstans, ezek a
t=—k’t

differencidlegyenletre vezetnek azzal a tovabbi feltétellel, hogy |t| = 1.

Esetekre kell bontanunk e differencidlegyenlet vizsgalatat.

A Kk = 0 eset. Az egyenlet kétszeri integrdlasaval a t(s) = s - £(0) + #(0)
megoldéshoz jutunk. Tekintve, hogy ¢ = xm = 0, latjuk, hogy #(0) = 0, és ezért
t(s) = t(0), vagyis a gorbe érint6je konstans, tehdt a gorbe egyenes.

A k # 0 eset. Mivel |t| =1, az s {vhossz szerinti paraméterezés mellett 1étezik
olyan ¢ fiiggvény, melyre t = (cos,sinp), és akkor n = +(—sinyp,cosp). A
kétszeri derivalas eredményét a differencidlegyenletiinkbe irva azt kapjuk, hogy

+¢'n — ()%t = —K°t.
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1.5 Specialis gorbék 13

Ebbél ¢ =0 és (¢')? = k? kévetkezik, vagyis

(%) p(s) = sk +¢(0).

Megfeleléen elforgatva a koordindta-rendszeriinket, feltehetjiik, hogy ¢(0) = 0. Mi-
utdn az r paraméterezésre 7 = t, egyszeril integralassal kapjuk, hogy

r(s) = %(Sin(sm), —cos(sk)) +7(0),

vagyis a gorbe egy 1/k sugaru kor. -

Megjegyzendd, hogy a (x) egyenlethez szamolas nélkil is eljuthatunk, ha arra
gondolunk, hogy a gorbiilet az érinté valamely rogzitett irdnyhoz viszonyitott forgasi
sebessége. SGt, a legegyszeriibb bizonyitas a kovetkezd.

Ujabb bizonyitas. Az egyenesnek 0 a gorbiilete, a o sugari kérnek pedig 1/p0 a
gorbiilete. A gorbék alaptétele szerint viszont barmely két ugyanazon konstans
gorbiilettel rendelkez6 gorbe mozgassal egymasba vihetd, tehat ezzel meg is talaltuk

az Osszes keresett gorbét, vagyis bebizonyitottuk az allitast. -

Definicié. Csavargirbének nevezziik azokat a gorbéket, amelyek paraméterezése
valamely megfelelé koordindta rendszerben r(t) = (acost,asint,ct) alaki, ahol
a,ce€R, c#0,és0 < a.

Tétel. Egy legaldbb hatszor folytonosan differencidlhatd, nem egyenes gérbe alabbi
tulajdonsdgi ekvivalensek:
(1) csavargorbe,
(2) a gorbe barmely két pontjdhoz létezik olyan mozgds, amely az egyik pontot a
masikba viszi, mikozben a gorbét irdnyitasdval egyiitt invaridnsan hagyja,
(3) azonos hosszisdgu tvekhez tartozé hirok hossza egyenld,
(4) a gorbe torzidja és gorbilete konstans.

Bizonyitas. (1)=—(2). Ez a kovetkeztetés nagyon egyszer(i, hiszen a csavargorbe
tengelye menti forgatva eltolds invaridnsan hagyja a gérbét, ugyanakkor kell6 hosszi
ycsavaras” utdn barmely pontot barmely pontba eljuttat (ahogy a dugéhizé .. .).
(2)=(3). Vegyiik a két azonos hosszu {v két kezdSpontjét, és tekintsiik azt a
mozgast, amely a gorbét invaridnsan hagyva az egyik kezdépontot a masikba viszi.
Ez a méasik két végpontot is egymasba fogja vinni, hiszen a mozgas tavolsagtarto,
ezért a gorbeivek ivhossza is valtozatlan marad. Eszerint az ivek altal feszitett htrok
végpontjai is egymasra mozognak, igy hosszuk megegyezik, amint azt allitottuk.

BEVEZETES A DIFFERENCIALGEOMETRIABA

Ver.: 2022:11:29:14:55:41 © Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

14 1. Gorbék a sikon és a térben

(3)=(4). A feltétel szerint létezik egy folytonos és végtelenszer differencidlha-
t6 f fiiggvény, melyre |r(s+h)—r(s)|> = 2f(h), ahol r {vhossz szerinti paraméterezés.
Legyen p(s,h) = r(s+ h) — r(s), és derivéljuk h szerint az

(r(s+h) = r(s),7(s + h) = v(s)) = 2/ ()

Osszefiiggést hatszor.

A konnyebb leirhatésag érdekében az alabbi formuldkban elhagyjuk az argu-
mentumokat, abban bizva, hogy az olvasé képes lesz mindeniitt a megfelel6 behe-
lyettesitésre. Tehat

az elsé harom derivalt, és
—k2 (t, ) +(kn + k(Tb — kt) + iTb + KkTb — kT2n — 2Kkt — Kn, p) = FOV)
~——
=1

a negyedik. Ha most h = 0, akkor ebbdl p(s,0) = 0 és f(0) = 0 miatt x(s) =
/= f()(0) konstans adédik! Mivel a gorbe nem egyenes, ez a konstans nem lehet 0.

Igy ettdl kezdve k konstans pozitiv szorzéként szerepel, ami sokat konnyit a
derivalas végrehajtasan, de még utolsé formulank is sokat egyszeriisodik:

—k2 + k(b — (7% + K2)n, p) = .
Ennek derivalasa, vagyis az 6todik derivalas eredménye

K {Tb — (% + HQ)TL, t) +x(7b — 31in + (72 + KQ)(I{t —7b),p) = f(”).

=0

A hatodik derivalast mar nem sziikséges teljesen kiszamolnunk. A bal oldalon ugyan-
is a skaldris szorzas derivaltjanak az a része, amelyikben az els6 tagot derivalnank,
p(s,0) = 0 miatt nulla lesz a h = 0 pontban. Igy a derivilds a h = 0 helyen a

k(b — 37in + (72 + k?)(kt — 7b), t) = f9

eredményt adja, mely a merélegesség miatt a k2(72 + k2) = f (v) alakra egyszerfi-
sodik, amibdl kiszamithato a torzid.
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(4)==(1). Szamoljuk ki az r(t) = (a cost, asint, ct) csavargorbe legegyszeriibb
jellemz6it. Mindenekel6tt az ivhosszra vagyunk kivancsiak:

7(t) = (—asint,acost,c), vagyis |r|=+Vc2+a?=o0.

Eszerint
s . s s
r(s) = (acos —,asin —, cf)
o oo

egy ivhossz szerinti paraméterezés. Ezt derivalva az

. 1 .S s . s .S
7(s) = — ( — asin —, a cos f,c>, P(s) = = ( —acos —,—asin —, 0)
o o o o o o

formuldkhoz jutunk. Ebbél n(s) = (— cos(s/co), —sin(s/o),0) a normélis vektor, és

K(s) = a/o® = Fi= a gorbiilet. Tovabbd b = ¢t x n = L(csin £, —ccos £,a) a

binormélis vektor, melynek b(s) = S derivaltjabdl 7(s) = 5 = 51,z adédik a
torziéra.

Legyen most adott egy gorbe a kg pozitiv konstans gorbiilettel és a 7y konstans

torzidéval. Legyen
&Y Ro , 70

=5, ¢ c=-—F5—.
K3+ 78 K3+ 78
Az ezekkel szerkesztett csavargorbe gorbiilete kg, torzidja 7p, ezért a gorbék alapté-

tele szerint egybevagd az adott gérbével. -

1.5.2. Lejtogorbék és Bertrand-féle gorbék

Eddig azt vizsgaltuk, hogy mi a helyzet allandé gorbiilet és torzid esetén. Az aldb-
biakban azt vizsgaljuk, hogy milyen goérbéket hataroz meg egy-egy Osszefliggés a
torzié és a gorbiilet kozott. Elészor az ardnyuk allandésagat feltételezziik.

Definici6. Lejtdgirbének neveziink egy nem nulla gorbiiletli és nem nulla torziéju
gorbét, ha annak érint6i allandé szoget zarnak be valamely rogzitett vektorral.

Tétel. Egy gorbe aldbbi tulajdonsdgai ekvivalensek:
1
2

(1) lejtégorbe,

(2)

(3) binormdlisai dllandd szoget zdrnak be valamely rogzitett vektorral,
(4)

normalisai merdlegesek eqy rogzitett vektorra,

4

a gorbe torziojinak és gorbiletének hanyadosa dllando.

Bizonyitas. (1)=—>(2). Legyen v az az egységnyi vektor, amellyel a r ivhossz pa-
raméterezésii lejtégorbe érintGje konstans o szoget zar be. Ez azt jelenti, hogy
(7, v) = cos a, melyet derivilva azonnal kapjuk (2)-t.
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(2)==(3). Ha (n,v) = 0, akkor ezt megszorozva 7-val és hasznositva a Frenet-
formulédkat azt nyerjik, hogy <b, v) = 0, amibdl integralds adja, hogy valamely «
szogre (b, v) = cosa.

(3)=(4). Ha (b,v) = cosa, akkor ennek derivdldsabol (n,v) = 0 adddik,
melyet Gjra derivdlva a (—kt 4+ 7b,v) = 0 egyenldséghez jutunk. Ugyanakkor k-val
szorozva az (n,v) = 0 egyenletet, aztdn a Frenet formuldkat és egy integralast
alkalmazva a (t,v) = cosf formuldt kapjuk valamely 8 szogre. Behelyettesitve
ezeket a masodik derivalt egyenletébe a 7 cosa — k cos § = 0 egyenlOséget kapjuk,
mely szerint a 7 és a x ardnya allando.

(4)=(1). Ha /7 alland6, és mondjuk éppen tg a, akkor k cos  — Tsina = 0.
Ezt beszorozva a n normélissal, és alkalmazva a Frenet-formuldkat, £ cos a+bsin o =
0. Ezt integralva a

tcosa+bsina =wv

egyenlethez jutunk valamely v egységnyi vektorra, amibdl (¢, v) = cos o adddik. -

A Bertrand altal geometriai vizsgalatokbol megismert gérbéket mi eleve a gor-
biilettel és a torzidval hatarozzuk meg. Ezuttal ezek linearis kombindcidja allando.

Definicié. Bertrand-féle gorbének nevezzik azokat a gorbéket, amelyekre a gorbiilet
és a torzié valamely linearis kombinacidéja nemnulla konstans, vagyis létezik olyan
A és p konstans, hogy Ak + pur = 1 a gérbe mentén.

Nyilvanvald, hogy minden csavargérbe Bertrand-féle gorbe és lejtégorbe is, de
nem minden lejtégorbe Bertrand-féle gorbe, és nem minden Bertrand-féle gorbe
lejt6gorbe. Most tisztazzuk a Ak + ur = 1 Gsszefliggés geometriai jelentését.

Tétel. Legyen adott két girbe az r1 €s ro iwhossz szerinti paraméterezéssel. Tegyiik
fel, hogy létezik egy olyan kélcsondsen egyértelmii 1p: R — R leképezés, melyre

r2(1(5)) = r1(s) [| na(s) [| n2(3(s))

minden s paraméter esetében, ahol ny és ny a két gérbe normdalis vektora. Ekkor
mindkét gorbe Bertrand-féle.

A megadott formula geometriai jelentése az, hogy az egymasnak megfeleltetett
pontokban a normalisok iranyai parhuzamosak a megfeleltetett pontokat Gsszekotd
egyenessel.

Bizonyitas. A feltétel szerint pontosan egy olyan \ fiiggvény létezik, melyre

r2(1(s)) = r1(s) = Als)na(s).
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Ennek derivaltjabdl a Frenet-formuldk segitségével

t2 (¢ ()0 (s) = t1(s) = XN (s)na(s) + A(s)(=r1(s)tr(s) + 1 (s)bi(s))

adédik. Figyelembe véve, hogy mi(s) || n2(¢(s)), ezt az egyenletet skaldrisan szo-
rozva az n(s) vektorral, a A’ = 0 eredményre jutunk, vagyis A konstans. Fenti
formulank tehat a

t2(v(s))¥'(5) = (1 — Aka(s))t1(s) + ATi(s)bu(s)

alakra egyszertisodik. Ezt tovabb derivalva, és alkalmazva a Frenet-formulédkat, az
eredmény

ta((5))0" (s) + ra((s))n2(1(3)) (¢ (5))?
= (1= Xe1(8))t1(5) + A1 (s)b1(s) + (1 — Ar1(8))k1(s)ni(s) — A(71(s))*ny(s).

Csak az n1(s) || n2(¥(s)) irdnyra merdleges tagokat tekintve
t2(¥(s))0"(s) = (1 = Aka(s)) ta(s) + A ()br(s)
adédik. Osszevetve ezt a korabban nyert hasonl6 dsszefiiggéssel

P(s) _ (L= Ami(s))” _ 7i(s)

W(s) L= Xki(s)  m(s)

kovetkezik. Integralva az utobbi egyenloséget

In|1— Ak1(s)] =In|r(s)] + In |yl

adodik valamely p konstansra. Ennek rendezésével mar egyszertien kapjuk a bizo-

nyitandé Osszefiiggést. -

1.5.3. Sikbeli konvex tartomanyok egyensulyi helyzetei

Legyen O = (0,0) a konvex D siktartomény sdlypontja, vagyis (0,0) =
Jp (@, y)dedy/ [, dedy. Jelolje a D hatérolé gorbéjét dD. Vegyiik ennek azt a
d: [0,27) — 0D paraméterezését, melyre d(¢) = r(¢)(cos,sinp) és r: [0,27) —
Rso. Egy d(p) hatarpontot a D egyensilyi pontjanak neveziink, ha ¢ az r egy szél-
s6értékhelye. Egy d(¢) egyensilyi pontot instabilnak mondunk, ha r(y) maximadlis
érték a @ egy kis kornyezetében. Egy d(¢) egyenstlyi pontot stabilnak hivunk, ha
v egy kis kornyezetében az r(y) érték minden més r(-) értéknél szigortian kisebb
(vagyis ¢ az r szigort minimumhelye).
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Minthogy folytonos fiiggvény kompakt tartoményon felveszi szélséértékeit,
minden konvex D siktartoménynak van legalabb egy instabil egyensilyi pontja,
hiszen ahol r maximalis, az biztosan instabil egyensilyi pont. A korlap esetében r
konstans, tehat a kér minden pontja egyensulyi pont, rdadasul mind instabil és egy
sem stabil.

Tétel. Ha egy konvex siktartomdny egyensulyi pontja izoldltak, akkor legaldbb két
stabil és két instabil egyensilyi pontja van.

Bizonyitas. Legyen korlaptdl kiilonbo6z6 D konvex siktartomany silypontja O =
(0,0). Jeldlje a D hatérol6 gorbéjét 9D, és vegyiik ennek azt a d: [0,27) — 9D
paraméterezését, melyre d(p) = r(¢)(cos p,sinp) és r: [0,21) — Rso.

Elég igazolni, hogy két stabil egyenstlyi pont létezik, hiszen két szigorti mini-
mumbhely kézott mindig van maximumbhely is.

Legyen s(a) a D tartomanyt a d(a) pontban érinté ¢(a) egyenesnek az O
ponttol mért tavolsiga.

Ha r(«) az r (lokalis) szélséértéke, akkor (cos o, sin «v) az £(«) érinté normalisa,
tehat s(a) = r(a). Ha s(o) az s (lokalis) széls6értéke, akkor az O merdleges vetiilete
az {(a) érintén a ID pontja kell legyen, tehéat r(a) = s(a).

(@)

O o ()

Ebbdl kovetkezik, hogy az s fliggvénynek akkor és csak akkor szélséérték-helye az
a, ha az r fliggvénynek is széls6érték-helye az «, és ilyenkor s(a) = r(a).

Ha feltessziik, hogy a az s minimum-helye és az r maximum-helye, akkor
egyrészt egyenléek, masrészt az « egy kis kornyezetében s nem csokkenhet, de a
nala nem kisebb r viszont nem ndhet, igy mindketté konstans kell legyen, vagyis
egyenldk az s(a) értékével. Ez azt jelenti, hogy a egy kis kornyezetében 9D egy O
kozépponti s(a) = r(a) sugard korfv.

Ha feltessziik, hogy a az s maximum-helye és az r minimum-helye, akkor
egyrészt egyenlGek, masrészt az o egy kis kérnyezetében s nem ndéhet, de a nala
nem kisebb 7 viszont nem csokkenhet. Utébbi miatt a d(«) egy kis U kornyezetében
0D az r(a) sugart C kor és az £(«) érintd kozé esik. Mivel s nem néhet, minden az U
kornyezetbe esé d(¢) pontban az £(yp) érintd tédvolsdga az O ponttél nem nagyobb,
mint £(a), tehdt ¢(¢) metszi a C kort, ami ellentmondés. Osszességében tehat

az r ugyanott és ugyanolyan szélséértékekkel rendelkezik, mint s, vagy

(%)

mindketté egyforma konstans a szélséértékhely egy kornyezetében.
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Utébbi esetben egy « szélsdértékhelyhez tartozo d(a) hatarpont egy kis kérnyeze-
tében 0D egy O kozépponti s(«) = r(a) sugart koriv.

Tegyiik fel innentdl, hogy a [—m, ) intervallumban

az s egyetlen minimum-helye —.
Mivel az s folytonos, rendelkezik maximum-hellyel is a [—7, 7) intervallumban. Le-
gyen az s legnagyobb és legkisebb értéke Smax €S Smin-

Tegyiik fel, hogy s a [—m,7) intervallum o < B helyein is felveszi az Spax
értéket. Minthogy az s-nek csak egy minimum-helye van, az [«, 8] intervallumon
nem lehet Gjra minimum-hely, ezért s az [«, 8] intervallumon konstans syax értéki,
igy az s fliggvény a [—m,7) intervallumon azzal irhaté le, hogy a [—m, ] interval-
lumon szigorian monoton novekedd, az [«, 5] (esetleg egyetlen pontot tartalmazd)
intervallumon konstans spayx értéki, a [3, 7] intervallumon pedig szigortian monoton

a B
| |

Smax = Tmax \
S

r

fogyd, valamint s(£m) = Spin-

Smin = T'min

- o B
A (%) és az azt kovetd megallapitdsok miatt a hatarvonal d([a, £]) C 9D ive a C?
ive az Spax sugara C = 9B kornek.
Ha 8 > a+, akkor C? tartalmaz diametralis pontokat, igy ezek £ egyenesének
fels6 félsikjaban B és D egybeesnek. Ugyanakkor ¢ egyenesének also félsikjaban B
tartalmazza a D minden pontjit, sét a d(—m) hatarpontot a belsejében.

Minthogy r ugyanott és ugyanolyan szélséértékekkel rendelkezik, mint s, az r fiigg-
vény grafikonja ugyanolyan rajzolati mint az s grafikonja, amiért az ro = r(y)
egyenletnek minden rg € (Tmin, "max) értékre pontosan két megolddsa van. Jelolje
ezeket a, < B,. Ekkor —m < o < a < 8 < B, < . Vildgos, hogy az r — 5, — a,
fliggvény folytonos és szigorian monoton fogyd, ezért létezik pontosan egy olyan
o € (rmim Tmax)v melyre ﬁro = Qp, + 7.
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Ez azt jelenti, hogy

r(e+m) ha € [0, a,,
<
rle) < {r(gp —7) ha ¢ € [Bro, 7],

vagyis a D tartomdnyt Ugy vgja ketté a d(«) és d(B) pontok ¢ egyenese, hogy
a felsd félsikba esé részének O pontra valéd tiikdrképe lefedi a D also félsikba esé
részét. Ez a tiikorkép rdaddsul a d(—m) hatarpontot a belsejében tartalmazza.
Eszerint minden esetben van olyan ¢ egyenes az O ponton at, mely ugy vagja
ketté a D tartomanyt, hogy a felsé félsikba esé résznek az O pontra vett tiikorképe
tartalmazza az als6 félsikba esd részt, s6t annak d(—m) hatdrpontjit a belsejében.
Ez ellentmond annak, hogy O a sulypont, tehat az s fiiggvénynek tébb

minimum-helye is van. -

Harom dimenziéban a gémbdc [32] egy mono-mono-statikus test.

1.5.4. A kotélgorbe

A kotélgorbék a két pontra fliggesztett kotelek alakjat frjak le. A felfiiggesztett kotél-
ben fellépd erdk vizsgdlatdval kimutathat6 [15], hogy minden kotélgorbe valamely

f:RBx»—)f(m):gcosh(%(x—xc))—i—(yc—g) eR

g

fliggvény grafikonja szerint alakul.

Vegyiik észre, hogy barmely két kotélgdrbe hasonld, mert az y-tengellyel par-
huzamos eltoldssal mind egy f(z) = a cosh((x —z¢)/a) alaki fliggvény grafikonjiba
vihetd, ahonnan egy z-tengellyel parhuzamos z¢ /a nagysdgu eltoldssal egy g, (z) =
acosh(z/a) alaku fliggvény grafikonjaba keriilnek. Mérpedig a g1(x) = cosh(x)
fiiggvény grafikonjanak az origdbdl a-szorosira nagyitott/kicsinyitett megfelelje
éppen a g, grafikonja.

Tétel. Paraboldt egyenesen gorgetve a parabola fokusza egy kitélgorbén mozog.
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Bizonyitas. Mivel a paraboldk (és persze az egyenesek is) hasonlék egymaéshoz,
elegendd egyetlen parabola-egyenes par esetében igazolni az allitast. Legyen ez az
y = 22 egyenletii P parabola, és gorgessiik ezt az x-tengelyen.

A P parabola fékusza az F' = (0,1/4) pont, vezéregyenese (direktrixe) pedig
az y = —1/4 egyenes, hiszen /22 + (y — 1/4)2 = /22 + (22 — 1/4)2 =2? +1/4 =
y+1/4.

A P parabola e, érintéje az E, = (z,x?) érintési pontban 2x meredekségfi,

amiért ezen érinté egységnyi irdnyvektora i, = \/ﬁ(l, 2x), egységnyi normadlis
vektora pedig n,, = \/ﬁ(—%, 1).
Az e, érintd és az F = (0,1/4) fokusz tavolsdga megegyezik a (0,1/4) — (z, 2?)

vektornak az e, érinté m, normalisira es6

V1 + 4z2

b(@) = (2, 1/4 - 2%),mg) =

vetiiletével.

Az F fékusz és az E, érintési pont tévolsdga 7(z) = /22 + (22 — 1/4)2.

Az F fékusz e, érintére vett meréleges vetiiletének &(x) tavolsaga az E, érintési
ponttél megegyezik a (0,1/4) — (x,2?) vektornak az e, érinté i, irdnyvektordra
vett vetiiletének hosszaval, tehat

_ 2zv1+ 42

£@) = ((-2,1/4— 2%, (1,20)) = =2

472 +1

A P parabola O = (0,0) és E = (x,2?) pontjai kozott

x 1 2 1 arcsinh (2z)
a(x):/ L+ (2t)2dt =5 \/1+22dz:7/ cosh” ¢ dt
0 0 0

2

a parabolaiv hossza. Ezen integral kiszamitasahoz figyeljiikk meg, hogy
Lo 2 I 2 1 b
7/ cosh tdtJrf/ sinh” tdt = —[sinh(2¢)]g,

l/bcosh2tdt—1/bsinh2tdt—l[t]b
2 Jo 2 Jo T2

amiért ,
L b + sinh b cosh b
/ cosh? t dt = i[t + sinh t cosh ¢]) = m%’
0

és igy

1 arcsinh (2x) inh (2 204/1 A2
o(x) = */ cosh? ¢ dt = L0 (22) Z Vit .
0

BEVEZETES A DIFFERENCIALGEOMETRIABA

Ver.: 2022:11:29:14:55:41 © Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa
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A P parabolat o(x) hosszan gorgetve, az E, = (x,2%) pont az x-tengelyre
keriil, az x-tengely pedig az elgorgetett parabolanak érintéje lesz.

(0,0)

Az F fékusz ezért a gorgetés kozben tgy halad a gorgetés irdnyaba, hogy x-
koordindtdja o(z) — () tdvolsdgot tesz meg, az x-tengelytdl vald tdvolsiga pedig
Y(x) lesz. Az F fékusz altal stirolt gorbe tehat annak az f fiiggvénynek a grafikonja,
melyre ¥(x) = f(o(z) — &(x)), amiért

1+ 422 resinh (2 h(4
ivzfﬂ _ f(%w), vagyis m:%(w_

Ez bizonyitja az allitast.

1.5.5. Két feladat

Ebben a részben két érdekes feladat kapcsan megmutatjuk, hogyan lehet a gérbékrol
szerzett ismereteinket problémak megoldasdban hasznositani.

Feladat. Igazoljuk, hogy egy r ivhossz-paraméterezésii gérbe akkor és csak akkor
van egy R > 0 sugari gémbfeliileten, ha (o')? = 72(R? — 0?) teljesiil, ahol o(s) a
gorbiileti sugar a gorbe 7(s) pontjaban!

Megoldas. Ha a gorbe az R > 0 sugaru origd kézéppontta gombfeliileten van, akkor
R? = (r,r). Ennek derivaltja 0 = (¢,7), aminek 0 = (kn, ) + (t,t) = (n,r)+ 1 a
derivéltja. Kis dtrendezéssel tehdt —o = (n,r) ad6édik. Mivel a ¢, n, b kisérd triéder
ortonormalt bézist alkot, és r merdleges t, az n normalisra vette vetiilete alapjan
++/R? — 92 = (b,r) adddik. Ezt derivalva a Frenet-formuldk alapjan

/

00
e

kovetkezik. Atrendezés utén azt kapjuk, hogy Foo' = 70v/R? — 02. Minthogy o
nem tlinhet el semmilyen intervallum egészén, ez igazolja az allitast.

=(-tn,7) +(b,t) =70
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Ha a gorbe valamely R > 0 szdmra teljesiti az +¢’ = 74/ R% — ¢? egyenletet,
_—oo  _ 4s 1 2 _ 2} — . AP
akkor a F T To, és igy a F(v/R? — 0?)’ = 70 egyenletet is. Definidljuk a p

gorbét azzal, hogy p = +on + y/ R? — 02b. Vildgos, hogy ekkor |p| = R, tovabba a
Frenet-formuldk alapjan

p=+on+ o(—rkt+7b)+ /R% — Qle +VR2 - 0%t

=7V R%— 0?>n £ o(—kt +7b) F T0b — \/327—6727'"» = Fort = Ft

Eszerint (r F p)’ = 0 tehdt van egy olyan konstans v vektor, melyre r = +p + v.
Minthogy p hossza R ez pont a bizonyitandét adja. -

A gombfeliileten futé gérbék kozott a hajozasi utvonalak miatt nagyon fontos-
nak bizonyult az, amely az 6sszes hosszusagi kort egyforma szogben metszi. Ezeket
a gorbéket loxodromanak nevezziik.

Feladat. Hatarozzuk meg az origd kozépponti R > 0 sugard gémbon azt a loxod-
romét, amely egy o € (0,7/2) szogben metszi az Osszes hossziisdgi kort, és dtmegy
az (R,0,0) ponton! Mekkora a gorbe hossza?

Megoldas. Legyen a loxodroma ivhossz szerinti paraméterezése r.

Ahogy mér sokszor, az |r| = R egyenletbél a (r,7) = 0 azonossédgra kovetkezte-
tiink. Mésrészt || = 1, mert {vhossz szerinti a paraméterezés, és végiil tudjuk még,
hogy az r ponton athaladd hosszisagi gorbe érintéje « szoget zar be a 7 vektorral.

Az r = (r1,72,7r3) ponton athaladé hosszisdgi kor paraméterezését

cos @,

p(p) = ( cos ¢, Rsin gp)

Rril RL
N N

adja a —7/2 < ¢ < 7/2 intervallumon. Ez akkor megy &t az r ponton, amikor
cosp = \/m/R A p hosszusigi kor

sin p, —

. 1 T2
p(e) = (- R—r— J
() N Ny

érintéjét egyszerl derivalassal kapjuk. Eszerint az r metszéspontban

. 371 372 2 2
p‘P:(_ y 9 T+T>
Y R

az érint8, mert cos = \/r? + 13 /R és sinp = r3/R.

sin ¢, R cos <p)
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Mivel |p| = R, a feltétel szerint

- r3rif 312y .
Reosa = (p,71) = ———= — ——= + /77 + 1373
Vritrs Vit

2

—T3 (Tl’f’l =+ 7’27'”2) 71"3(7*17?-1 + T2’f‘2 + 7’37'13) + 7;3R2

— . 2 _
= +T3 RQ—T3—

VR2 —12 =g
(52 12 42 4 R 3 R
733 (r{ +7r5+r3) +13 __ R RQ(arcsin(T3/R))/~

NEET VBT

Ezt integralva az r3(s) = Rsin(sR~! cosa + ¢) megoldast kapjuk, ahol ¢ konstans.
Vilagos, hogy mivel 73 > 0, az r3 szigorian monoton névo. Masfeldl, —R < r3 < R,

igy a gorbe hossza nem lehet nagyobb, mint a —R és R értékekhez tartozé 2;5;”@
és 2£ga argumentumok Cfsﬂa kiilénbsége.

A kérdés mar csak az, hogy mi az r3 infimuma és szuprémuma.
A masik két r1 és ro koordindta meghatarozasahoz hasznéljuk fel, hogy

2 2 2 2 / 2 w2 2
ri+ry+r3=R°, é r{+ry+r3=1,

tovabbé vélasszuk az ivhossz szerinti paraméterezés kezdSpontjat agy, hogy r3(0) =
0 legyen, igy ¢ = 0, és forgassuk a z tengely koril el a gorbét gy, hogy r2(0) = 0
legyen. (Vagyis a gorbe dtmegy az (1,0,0) ponton, és ott éppen s = 0.)

Behelyettesitve r3 ismert értékét a fentiekbe,

r? + 72 = R*cos?’(sR ' cosa) és 7} + 72 =1—cos?(sR™* cosa)cos® a
adodik. Az elsé alapjan arra kovetkeztetiink, hogy 1étezik olyan ¢ fliiggvény, melyre
r1 = Rcos(sR™! cosa) cos p(s), és mo = Rcos(sR™! cos a) sin p(s). Ezeket derival-
va, és az eredményt a masodik egyenletbe irva a

_ sin o
~ Rcos(sR~1 cos )

$(s)

differencidlegyenletet kapjuk, melynek integraldsabol

() =t Int (z+ cosa)
p(s) =tga ng4 S2R ,

ahol azért nincs konstans tag, mert r2(0) = 0.

-R
QCosWa
ivhossz paraméter(i pontok éppen a (—R,0,0) és (R,0,0) pontokba esnek,
R

cosﬂ—a : ]

és

Ezzel a keresett gorbét teljesen meghataroztuk, és latjuk, hogy a
Rm
2cos

amiért a gorbe hossza

KuRrusa ARPAD

Ver.: 2022:11:29:14:55:41 © Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

1.6 Kitekintés magasabb dimenziéra 25

1.6. Kitekintés magasabb dimenziéra

Az eddigiekben a harom vagy a ketté dimenzids térbe dgyazottan tanulméanyoztuk a
gorbéket. Szerencsére szemléletvaltasra akkor sincs sziikség, ha magasabb dimenzids
terekbe helyezett gorbéket kivanunk vizsgalni.

A gorbe definiciéja, az ivhossz meghatarozasa a leirtaknak megfeleléen torténik.
A gorbiilet meghatarozasa mar érdekesebb, mert ugyan most is a paraméterezés
ivhossz szerinti derivaltjaibél ered, de magasabb dimenzidoban nem csak a gorbiilet
és a torzid, hanem magasabb rendd derivaltak is szerepelnek. Az n dimenzidba
bedgyazott gorbe esetén az els6 n derivalt fogja adni az n — 1 gorbiileti vektort. Az
igy definialt gorbiileti vektorok derivaltjaira léteznek Frenet-formuldk és ugyantugy
be lehet bizonyitani a gorbék alaptételét is.
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Differencialhato feliiletek

2.1. Paraméterezés, érintdsik és atlasz

Definicié. Az r: T(C R?) — R? leképezés F értékkészletét elemi feliiletnek hivjuk,
ha T 6sszefiiggd nyitott tartomany, r injektiv, végtelenszer differencialhaté, inverze
folytonos és a d1r és Oor vektorok minden pontban fliggetlenek.

Az r leképezést az elemi felilet paraméterezésének, az r(-,y), illetve r(x,-)
gorbéket a feliilet paramétervonalainak nevezzik.

Definicié. Feliiletnek neveziink egy olyan 0Osszefliggé térbeli ponthalmazt, mely-
nek minden pontja rendelkezik olyan gémbkornyezettel, melyben a ponthalmaz
elemi feliilet. Ezt a kornyezetet és a hozza tartozo paraméterezést a feliilet e pont
korili koordindta-kérnyezetének vagy térképének nevezzik. A felilet koordinata-
kornyezeteinek halmazat a feliilet atlaszdnak nevezziik.

Definicié. A ¢: F — G leképezést m-szer differencidlhatonak mondjuk, ha az F és
G feliiletek barmely rx és rg paraméterezésére az

rgt o oryrF (Ur Ny~ (Ug)) = rg' (v(Ur) N Ug)

leképezés m-szer folytonosan differencidlhaté, ahol Uz és Ug rendre az F és G feliilet
egy-egy koordinata-kérnyezete.

Ha 1) bijektiv és inverzével egyiitt végtelenszer differencidlhato, akkor diffeo-
morfizmusnak nevezzik.

Definicié. A o: T’ — T (T',T C R?) diffeomorfizmust, melyre ¢ sehol sem elfajuld,
az r: T — R? elemi feliilet dtparaméterezésének nevezziik. Az Gj paraméterezés
p=rop: T — R3.

Megjegyzés. A Oir és Oor vektorok valdjdban az r(-,y) és r(x,-) paramétervona-
laknak, mint térbeli gérbéknek az érintai.

A p = roy tényleg paraméterezés, hiszen 9;p = 9;(r o ) = 7(¢p) - J;¢0 barmely
1 =1,2 esetében, vagyis az érintévektorok fliggetlensége megmarad.

27
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28 2. Differencialhaté feliiletek

Ugyanez mutatja, hogy az dtparaméterezés nem valtoztatja meg a paraméter-
vonalak érintéinek sikjat, hiszen az 1j érinték a régiek linearis kombinacidjaként
adodnak, vagyis az F feliilet P pontjaban a paramétervonalak érint6i az atparamé-
terezés utan is ugyanazt a sikot feszitik.

Definicié. Az F elemi feliilet P pontjaban a paramétervonalak érint6i altal feszi-
tett sikot az F feliilet érintdsikjainak nevezzik, és TpF-fel jeloljiikk. Ennek elemeit
érintévektoroknak, TF unidjat pedig érintdnyaldbnak nevezzik.

Lemma. Legyen u ésv a TpF érintdsik két figgetlen vektora. Ekkor létezik a P egy
kérnyezetének olyan paraméterezése, hogy a P ponton dtmend két paramétervonal
érintdje u és v legyen.

Bizonyitas. Legyen u = w1017 + w201, és v = v1017 + v20a7. Vegyiik a p(x,y) =
(zug +yv1, Tus+yvs) dtparaméterezést. Ekkor a p(x,y) = rop(z, y) paraméterezés

éppen megfelel a kivanalmaknak. -

Definicié. Az F feliileten értelmezett f: F — R flggvényt differencidlhatonak
nevezziik, ha barmely koordindta-kérnyezetben for: T(C R?) — R differencidlhato,
ahol r a koordinata-kornyezet paraméterezése. Az ilyen fliggvényeket skaldarmezdének
is nevezziik.

Az X: F — R3 fiiggvény differencidlhatésigit a komponens fiiggvények de-
rivalhatésagaval definidljuk. Ezeket a fiiggvényeket vektormezdknek nevezziik. Ha
X (P) € TpF minden P € F pontban, akkor érintdvektor-mezérél beszéliink. Ezek
vektorterét TpF jeldli.

Tétel. Legyen p: F1 — Fo két elemi feliilet kozti differencidlhato leképezés. Barmely
v € TpFy érintévektorhoz tobb olyan G gorbe is létezik az Fy feliileten, melyre
v =G(0) a G gérbe érintdje, és P = G(0). Ekkor az F, feliileten 1évé p o G girbe
w € T, p)F2 érintdje nem figg a feltételeknek megfeleld G' gorbe megvdlasztasdtdl.

Bizonyitas. Legyen g olyan sikbeli gorbe, melyre G = r o g. Ebbdl egyrészt P =
7(g(0)), mésrészt v = G(0) = (0 g)'(0) = 7(g(0)) - §(0) kévetkezik.

A oG gorbe érint6je w = (p 0 G)'(0) = (por0g)'(0) = (por)(g(0)) - 9(0)
a lancszabaly szerint.

Osszehasonlitva a két formuldt w = (p o 7) (r~1(P)) (i‘(ril(P)))fl v adédik,

ami mutatja a w vektor fliggetlenségét a gorbe megvalasztasatol. -

Definicié. A tételben szerepld (o) (r~1(P)) (f(r’l(P)))fl : v — w hozzdren-

delést indukdlt leképezésnek nevezzik, és p.-gal jeloljik.
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Kiolvashato a tétel bizonyitasabdl, hogy a ¢, indukalt leképezés voltaképpen
linearis leképezés TpF1 és Ty, (pyF2 kozott, melynek mdtrixa éppen a por leképezés
(¢ or)" Jacobi-métrixa, vagyis derivéltja.

Inverzfiiggvény-tétel. Ha a .: TpF1 — T,pyFo indukdlt leképezés nem elfajuld,
akkor a @: F1 — Fo leképezés a P € Fy eqy kornyezetét diffeomorf modon képezi
le p(P) € Fa egy kérnyezetére.

Az el6z6 tétel fényében az allitdas nyilvanvaldéan az ugyanilyen nevii analizisbeli
tétel atfogalmazédsa. Ezért, és mert nem fogjuk sokat hasznalni, most nem bizonyitjuk
ezt az allitast, de az olvasé rendelkezésére 4ll [22, 9.24. Tétel 230. oldal].

Definicié. Egy feliilet iranyithatd, ha kitlintethetd rajta egy m folytonos egység-
vektor-mez06, mely a feliilet minden pontjaban merdleges az érintosikra.

Altaldban lokdlis tulajdonsdgnak mondunk egy jellemzét, ha az minden pont
minden elegendGen kicsiny koérnyezetben teljesiil. Ebben az értelemben minden
feliilet lokalisan irdanyithaté, mert egy pont kis koérnyezetében elemi feliilet, ott

pedig az
617“ X 827“

|O17 X Dar| -

a kivant egységvektor-mez6. Globélisan, vagyis a feliilet egészére kiterjedéen példaul
a Md&bius-szalag nem iranyithato.
2.2. Differencialas feliileteken

Definicié. Legyen r az F elemi feliilet paraméterezése, f: F - R, P € F,v € TpF,
g olyan gorbe a sfkon, melyre a G = rog gorbe az F feliileten teljesiti, hogy G(0) = P,
és G(0) = v = v1017 + v20,r. Ekkor azt mondjuk, hogy

dof = (fG)(0)
az f fliggvény v szerinti derivaltja, d, pedig az irdnymenti derivdlds.

Megjegyzés. A d, [ irdnymenti derivalt definiciéja helyes, mert a feltételeknek
megfelel6 G gorbe valasztasatol d, f értéke nem fiigg.

Bizonyitas. Ennek belatdsahoz két megfigyelésre van sziikség. Egyrészt
v = 01917 + vadar = G(0) = (r 0 9)'(0) = #(9(0)) - §(0)

szerint v; = ¢;(0) mindkét lehetséges ¢ = 1,2 indexre.
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Masrészt dof = (f o1 09)'(0) = (f o7)'(9(0)) - §(0) = (f o) (r~(P)) - §(0),
ami az el6bbi megfigyelés alapjan azt jelenti, hogy

do f(P) = 0101(f o 1)(r™(P)) +v202(f o) (r ™" (P)),

és ebbdl latszik, hogy az iranymenti derivalas valoban fiiggetlen a megfelel6 gorbe

valasztasatol. -

Fontos felismerni, hogy a d,, f jel6lésben a v feliileti érintovektor érintésikjanak
érintési pontja adja a derivalas helyét.

Definicié. Az f skaldrmez§ X érint6vektor-mezé szerinti dx f derivaltjan, ami
szintén skaldrmezd, a dx f(P) := dx (p)f kifejezést értjiik.

Tétel. Az f, f1 és fo skaldrmezbkre, v és w érintévektorokra, X ésY érintévektor-
mezdkre, valamint o és B konstansokra
(1) do(f1 + f2) = dof1 + dof2, do(f1- f2) = dufi - fo+ f1 - dofo, dovipwf =
ady f + Bdy | és dy(konst.) =0,
(2) dx(fi+f2) =dx fi+dx fo, dx(fi-f2) =dx fi-fo+ fi-dx fo, dp x4 5.7 f =
fidx f+ fody f és dx(kOnSt.) =0.

Elég hivatkoznunk a fentebb méar bizonyitott
dof(P) = 0101 (f o 1)(r™ (P)) + v202(f o 1) (r ™ (P))
Osszefiiggésre.

Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy ahogy az a definiciébdl is kiolvashato, az
i-edik paramétervonal érintéje szerinti irdnymenti derivdlas megegyezik az i-edik
paraméter szerinti parcialis derivalassal. Ilyen értelemben néha megengedjiik ma-
gunknak a némileg pontatlan 0, f jel6lést is, ahol f skaldrmezd.

Definicié. Az X = (21,22, 23) vektormezd v € TpF szerinti irdnymenti derivdltja
dpX 1= (dy2', dpx?,dya?). Az X vektormezd Y érintévektor-mezé szerinti dy X
derivaltja minden P € F pontra dy X (P) := dy(pyX.

Ahogy a skaldarmez6k derivdlasandl, most is konnyen igazolhaté az alabbi.

Tétel. Az [ skaldarmezére, X és'Y wvektormezdkre, v és u vektorokra, valamint o
és B konstansokra
(1) dp(X +Y) =dp X +dpY, dp(f - X) =dof - X + fdp X,
dovtpuX = ady X + fdy X, dp(X,Y) = (dp X, Y) +(X,d,Y),
tovabba a Z és T érintévektor-mezdkre, valamint a g és h skaldrmezdkre
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2.2 Differencidlés feliileteken 31

(2) dz(X +Y)=dzX +dzY, dz(f - X)=dzf - X + fdz X,
dgzsntX = gdz X + hdp X, dz(X,Y) = (dzX,Y) + (X,dzY).

Mindkét pont utolsé Osszefliggésének érinté vektormezokon vald vizsgalata
motivalja az alabbi definiciét.

Definicié. Az X érintévektor-mez6 d, X derivaltjanak a TpF érintésikra vett V, X
meroleges vetiiletét az X vektormezd v szerinti kovaridns derivdltjanak nevezziik.

Az X érintévektor-mezé Y érintévektor-mezd szerinti Vy X kovaridns deri-
véltja minden P € F pontra Vy X (P) := Vy (p)X.

Tétel. Az f skaldrmezére, X és'Y érintévektor-mezdkre, v és u vektorokra és
és B konstansokra
(1) Vo (X +Y) =V, X+ V.Y, Vo, (fX) =dp fX + [V, X,
VovtsuX = aVyX + VX, dp(X,)Y) = (V, X, Y) + (X, V,Y).
Ugyanigy a Z és T érintévektor-mezdkre és g és h skaldrmezdkre
(2) Vz(X+Y)=VzX +VzY,Vz(fX)=dzfX + fVzX,
Vezirt X =gVzX +hVrX, dz(X,Y)=(VzX,Y)+(X,VzY).

A bizonyitas az el6z6 tételbél a definici6 felhasznaldsaval azonnal kovetkezik.
Mivel 017 és Oar a TpF érintésik egy bazisa, a Vg, ,.02r kovaridns derivalt
kifejezhetd a Oyr és Oar linedris kombinacidjaként.

Definicié. Azt a nyolc darab Ff, ; skaldrmezdt (i,7,k = 1,2), mely persze koordindta-
kérnyezetenként valtozhat, és teljesiti a négy darab Vg,,.0;r = F},jalr + Fijﬁgr
vektor-egyenletet (i, = 1,2), Christoffel-szimbdlumnak nevezzik.

A Christoffel-szimb6lumok teljesen meghatarozzak a kovaridns derivélast, mely
lehetGséget teremt a kovarians derivalas tulajdonsagaival rendelkez6 mas operatorok
definidlasara is. Fontos ugyanakkor latni, hogy a Christoffel szimbélumok nem a
feliiletre jellemz&k, hanem a koordinata-kornyezet paraméterezéséhez rendelt fiigg-
vények.

Tétel. A Christoffel-szimbolum az alsé indexeiben szimmetrikus, vagyis Ff_’j = F?l

Bizonyitas. Jelolie * egy vektor merSleges vetiiletét az érintSsikra. Ezzel mar
konnyti leirni a bizonyitast adé képletet:

Vaﬂ-ajT = (da”«aj’l“)l = (aiﬁjT)J‘ = (@Bﬂ)L = (daﬂ«aﬂ‘)J‘ = Vaj7-8ﬂ“.
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2.3. Feliileti gorbék és parhuzamossag

Definici6é. Ha G feliileti gorbe, akkor a kyny = Vit vektort, ahol t a G gorbe egy-
ségnyi érintévektora, a G gorbe felileti gorbiileti vektordnak nevezzik. Az egységnyi
n, vektort a gérbe geodetikus vagy felileti normalisanak, a nemnegativ x4 skaldrt
a gorbe feliileti vagy geodetikus gorbiiletének nevezziik.

Erdemes megfigyelni, hogy dyt a gorbe gorbiileti vektora, és Vit ennek merd-
leges vetiilete az érintésikra, ami ezért nyilvan meréleges az érintévektorra.

Tétel. A feliileti gorbiileti vektor merdleges az érintévektorra.
Formadlisabb titon ezt igazolja a 0 = di(t,t) = 2(Vt, t) Gsszefiiggés is.
Frenet-formula feliileten. Vin, = —x,4t.

Bizonyitas. Mivel £ és n, ortonormalt bazist alkot az érintésikban, az aldbbiak
igazoljak a tételt:

1=(ng,ng) = 0=di(ng,ng) =2(Ving,ng) = Vinglng,
0= (ng,t) = 0=di(ng,t) =(Vingt)+ (ny, Vit) = (Ving t)+r,=0. o

Definicié. A G felilleti gorbe altal meghatarozott r,, skalart, melyre x,,m =
dgt — Vt, ahol m a feliileti normalis, a G gorbe normadlgorbiiletének nevezzik.

Vegyiik észre, hogy kn = Kk, m + rgn,, ahol k a gorbe (térbeli) gorbiilete,
és m a gorbe normadlisa. Mivel (t,n,, m) egy ortonormélt bézis a térben, ebbél

K2 = K2, + Iig mellett az alabbi tétel is kovetkezik.

Meusnier-tétel. A felileti gorbe normdlgorbiletét a k., = kcos e képlet adja, ahol
@ a felilet és a gérbe normadlisai kizti szag.

Figyeljik meg, hogy ha a feliiletet merdlegesen metssziik el egy sikkal, a kialaku-
16 metszetgorbe normalis gorbiilete és térbeli gorbiilete azonos, és egy feliileti gérbe
és az annak simuldsikja altal kimetszett ijabb gérbe minden gérbiilete megegyezik.

Definicié. A G feliileti gérbe mentén az X érintévektor-mezot pdrhuzamosnak
nevezziik, ha VX = 0.

Jegyezziik meg, hogy a parhuzamossag fogalmat csak érintévektor-mezokre
értelmeztiik!

Tétel. Hao X és'Y egyazon gorbe mentén pdrhuzamosak, akkor bezdrt szégiik €és
hosszuk is konstans.
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Bizonyitas. Minthogy d: (X, X) =2(VX, X) =0, az X hossza allandé. Ebbél
kovetkezik, hogy ha az X és 'Y kozti szog a, akkor

1X|-|Y|dg(cosa) = de(X,Y) = (Ve X, Y) + (X, VYY) =0,

vagyis cos a konstans, ahogy azt allitottuk.

Definicié. Irdnyithato feliileten

e — {ng, ha (t,n4, m) jobbsodrasy,

—kKg, ha (t,n4,m) balsodrast

} = (t, Vtt, m)

az eldjeles geodetikus gorbiilet.
Most a sikon méar bizonyitott allitds analégjat bizonyitjuk.

Tétel. Legyen F irdnyithato felilet, és legyen X pdrhuzamos vektormezd a G feliileti
gorbe mentén. Ha o az X és a t érinté elbjeles szoge, akkor o/ = K-

Bizonyitas. Feltehetd, hogy X egységvektor-mezd, vagyis X = tcosa — ngsina.
Ekkor

sina = (X, t,m) = (X x t,m),

amit derivdlva G mentén (d¢) az aldbbi adédik:
a'cosa= (Vi X xt,m)+ (X x Vet,m) + (X x t,dym).

Mivel X parhuzamos, és dym az érintdsikba esik, ebbdl o’ cosa = (X x Vit,m)
kovetkezik. Ebbe helyettesitve X bézisbontdsat, o' = (t X (kgn,), m) adédik, ami
bizonyitja az allitast. -
Kovetkezmény. Ha X a G giorbe G(0) pontjdban érintdvektor, akkor pontosan egy
olyan X pdrhuzamos vektormezd létezik, amely a G(0) pontban az X értéket veszi

fel.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel szerint X egyértelmiien megszerkesztheté a t érinté
| X o|-szoros nyijtasaval és olyan « szogii elforgatdsdval, melyre cos a(0)| X o||G(0)| =

(X0,G(0)),és o = k5. Bz a kezdetiértékes elsérendii kzonséges differencialegyenlet

viszont egyetlen, integralassal meghatarozhaté megoldassal rendelkezik. -

A gorbe menti parhuzamos vektormezdk eszerint kétdimenzios vektorteret
alkotnak. Az aldbbiakban belatjuk, hogy a parhuzamos eltolasbol visszafelé el64l-
lithat6 a kovaridns derivalés.
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t

Tétel. Legyen 7;, a pdrhuzamos eltolds a G mentén G(t) pontbsl a G(to) pontba, és

@G’X(G(tO)) — lim Ttto(X(G(t))) - X(G(tO))

t—to t—to
minden X érintévektor-mezd esetén. Ekkor @G =Vg.

Bizonyitas. Legyen F(G,X) = VX — VX, Legelsd megfigyelésiink az, hogy
F(G,X) =0, ha az X vektormez parhuzamos a G gorbe mentén.

Az is vilagos, hogy F' linearis a masodik valtozéjaban, és ha f skalarmezd,
akkor

S (X6 0) — tim Tl COIX(GO)) — F(G110) X (Glto)

t—to t—1o
o JGOILX(GW) — [(G10) X (G1)
t—to t—to
i G(G0) — F(G ), (X(GW0)) |
Tt t—1o
i F(G (o)) (7, (X(G(})) — X(G(t)))
P t— t

= de, f(G(t0)) X (G(to)) + f(G(t)) Ve X (G(to)),
amiért
F(G, fX)=Va(fX)-Ve(fX) = Xdof+fVeX —Xdaf—fVeX = fF(G, X).

Legyen P és R két fiiggetlen és parhuzamos vektormez6 a G gorbe mentén. Ekkor
barmely X vektormez6 a G gbrbe mentén eléall a P és R

X(G(1) = F(G#)P(G(1)) + h(G() R(G(1))

linedris kombindciéjaként, amibél a fentiek szerint F(G, X) = 0 kovetkezik. -

Ez az eredmény lehetové teszi a kovaridns derivalds egy tijabb meghatérozasat.

Definicié. Az X és Y érintévektor-mezékre a

VxY (P):= lim TttOY(G(t)) — Y(G(to))

t—to t— to

)

formuléval adott V operatort, ahol G olyan gorbe, melyre P = G(tp) és X(P) =

G(to), valamint 7{ a parhuzamos eltolds a G’ mentén a G(t) pontbél a G(to) pontba,
kovaridns derivaldsnak nevezzik.
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2.4. Geodetikusok
Definicié. Egy G gorbét geodetikusnak neveziink, ha VGG =0.

Egy ilyen geodetikus mindig ivhosszardnyosan van paraméterezve, mert
de (G, Q) = (VG G) = 0.
Geodetikusok differencialegyenlete. Az r koordindta-kérnyezetben a G = r o g

geodetikus g: (0,1) — R? sikgirbéje eleget tesz a

2
g+ > gigiTF;(r(g1,92)) =0 k=1,2 (2.4.1)
1,7=1

differencidlegyenlet-rendszernek.

Bizonyitas. Definicié szerint a G geodetikus érintéjére Vit = kyny, = 0, ahol
t= 25:1 §;0;r. El6bbibe utobbit helyettesitve azt kapjuk, hogy

2 2 2
=% (S aor) = Lo + ST s

2

ZZ T+ZgyzgzvaraT—ngaﬂ-ﬁ-zgyzgzzruaﬂ
=1 i=1 k=1
2

(gk +Zgj Zgz Zg)akr

Ezzel az éallitast igazoltuk.

Megjegyzés. A Picard—Lindelof-tételbél kovetkezik, hogy minden v € TpF érin-
tovektorra a fenti differencialegyenlet-rendszernek pontosan egy megoldasa létezik
(legaldbbis a P pont egy kornyezetében) gy, hogy a G = r o g geodetikus dtmegy
a P ponton, és éppen v irdnyaba halad, vagyis G(0) = v.

Tétel. Az dltaldnos paraméterezésii geodetikusok differencidlegyenlet-rendszere
2
edr — Gk + Y Gid; (05 ;(r(91,92)) — gL' ;(r (91, 92))) =0,
ij=1

ahol k,1 =1,2.
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Bizonyitas. Az (2.4.1) egyenlet egy ¥ atparaméterezéssel a

() (@) + gr(¥)¥ + Z 9i(¥ ($)°TF; (r(9i(¥), 9;(1))) = 0

i,5=1

egyenletre vezet. Ezt megszorozva g;-el, majd abbdl kivonva ugyanazt, de a k és [
indexek felcserélése utan, éppen a tétel allitdsat kapjuk (1/))2 szorzéval. Mivel ez a
szorz6 nem lehet nulla, az allitast igazoltuk. -
Definicié. Az v: (—¢,e) x [0,d] — F differencidlhaté fiigvényt a G: [0,d] — F
feliileti gorbe varidldsanak nevezzik, ha v(t,0) = G(0), v(t,d) = G(d) és v(0,s) =
G(s) minden lehetséges ¢ és s paraméterre.

Az X:[0,d] — F gorbék halmazén értelmezett X — u(X) funkciondlt mé-
résnek nevezziik.

A G gorbét a p mérésre nézve extremdlis gorbének nevezziik, ha barmely v
varidldsara az m(t) = u(v(t,-)) figgvény a 0-ban extremdlis, vagyis m'(0) = 0.

Lemma. Bdrmely G: [0,d] — F felilleti gorbéhez és azon adott X érintvektor-
mezéhiz, ha X (0) = X (d) = 0, akkor létezik olyan v varidlds, melyre 01v(0,-) = X.

Bizonyitas. Legyen a g: [0,d] — R? gérbe olyan, hogy G = r o g, valamint legyen
X = 21011 + 22051 az X bézisbontésa.

Legyen h(t,s) = g(s)+t(z'(s), z2(s)). Allitjuk, hogy a v = roh a G egy olyan
varidldsa, melyre 0v(0,-) = X teljesiil.

Elészor igazoljuk, hogy v tényleg varidlas. Az vildgos, hogy v(t,0) = G(0),
v(t,d) = G(d) és v(0,s) = G(s) minden lehetséges ¢ és s paraméterre. Nyilvinvald
az is, hogy v minden parciélis derivaltja folytonos, hiszen az r paraméterezés és a
g gorbe is legaldbb kétszer (persze e jegyzetben végtelenszer is!) differencialhaté.
Ebbél viszont kovetkezik v differencidlhatésaga [22, 9.21 tétel].

A kovetkezd szamolas igazolja a tételt:

(0, 5) = O (r o ) 0, 5) = 290) gf(w 2N,
= (O1r(g(s) +t(x", 2%))a’ + Bar(g(s) + t(x", 2%))2%) 1=
= dir(g(s))z! + ar(g(s))a® = X,

Tétel. Pontosan a geodetikusok extremdlisak az ivhosszmérésre nézve.

Bizonyitas. Legyen a G ivhossz szermt parameterezett gorbe, v ennek varialasa, és
az ebben eléfordulé gérbék hossza mi(t fo V{(02v(t, s), 020(t, 8))ds.
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Ekkor

9

m!(t) = /d (8182V(t,3),621/(t,s)>d
0 /(0av(t, s),0av(t, s))
amit a t = 0 helyen kell megvizsgalnunk. A G gorbe ivhossz szerinti paraméterezése
miatt a t = 0 helyen az integrandus nevezGje éppen 1, ezért a parcidlis derivalasok
sorrendjének felcserélésével

d
m’(o)z/0 (02000(0, ), D310, 8))ds
d
:/O (020010, 5), D21(0, 5)) — (D11/(0, 5), 8200, 5))) s

d
= [(311/(0,8),321/(0,5»]3—/0 (01(0, 5),931(0, s))ds.

Mivel a varidlds végpontjai fixek, 0;v(0,0) = 91v(0,d) = 0, vagyis az Osszeg els6

tagja eltiinik. Az integrandust vizsgélva azt latjuk, hogy 83v(0,s) = G(s) = deG,
és ez egy érintovektorral van skalarszorzatban, tehat végiil

d
m'(0) = — /O (010(0, 5), V ,C)ds,

ahol 91v(0, s) a G(s) ponton atmend v(-, s) transzverzalis gorbe érintdje.

Ha G geodetikus, akkor VG = 0, és ezért m/(0) = 0 minden varidlasra.

Ha m/(0) = 0 minden varildsra, akkor tekintsiink egy olyan varialdst, melyre
0v(0,s) = (d — s)srg(s)ng(s). Ekkor a fenti képlet a 0 = fod(d — s)sk2(s)ds
eredményt adja, amibdl kg = 0 kévetkezik. -
Megjegyzés. Tételiink szerint a geodetikus belségeometriai fogalom, vagyis a feli-
leten é16 ,lapos” matematikus is meg tudja hatarozni a geodetikusokat, hiszen a
gorbék hossza beliilrol is mérheto, és akkor az extremalisok kikereshetdek.

A geodetikusok mentén val6é parhuzamos eltolds is bels6leg definidlhatod, hiszen
a geodetikusok érint&vektorai parhuzamosak, igy a parhuzamossag szogtartdsa miatt
a geodetikus pontjaiban barmely vektor parhuzamosan eltolt képe megrajzolhato,
egyszertien az érintével bezart szog alapjan. Kordbbi tételiink szerint a V,, kovarians
derivaltat meghatarozza egy v irdnyba indulé gorbén valé parhuzamos eltolas, hiszen
annak derivaltja. Mivel geodetikus minden iranyba, minden sebességgel indul, a
v iranyba indulé geodetikus valasztasdval a V,, kovarians derivalt belsdgeometriai
mennyiségekbdl szamithaté, hiszen a geodetikus és azon a parhuzamos eltolas is
belségeometriai mennyiség. Immar V ismeretében, a parhuzamos eltolas altaldnos

e sz
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2.5. Alapmennyiségek és gorbiiletek

Az egyik legfontosabb jellemzdje egy feliilet valamilyen tulajdonsiganak az, hogy
azt képes-e egy a feliiletben él6 ,lapos” matematikus meghatarozni, aki a feliileten
kiviili vildgrél semmit sem tud. A fontossig érthetd, hiszen egyrészt magunk is
be vagyunk zarva sajat teriinkbe, mésrészt, ha valamely tulajdonsig belilrdl is
meghatarozhaté, akkor az a feliilet szerkezetébdl fakado kozvetlen ismeret.

Azokat a tulajdonsidgokat, amelyeket beliilrél is meg lehet hatarozni, belsé-
geometriai mennyiségnek nevezziik, mig ha egy tulajdonsagot lehetetlen beliilrél
megismerni, akkor azt kiilségeometriai mennyiségnek hivjuk.

Definicié. A gp: TpF x TpF — R funkciondlt, ahol gp{u,v) = (u,v), elsé alap-
mennyiségnek vagy belségeometriai fomennyiségnek nevezziik.

Figyeljiikk meg, hogy a definialé képletben a jobb oldalon a bal oldalon szerepld
vektorok térbeli reprezentacidi szerepelnek. A g minden pontban egy szimmetri-
kus, pozitiv definit bilinearis funkcional, melynek a paramétervonalak érint6i altal
alkotott bazisban megfelelé 2 x 2 szimmetrikus matrixanak elemeit altaldban g; ;
(i,7 =1,2) jeldli.

Tétel. Jelslje a g mdtriza inverzének elemeit g% (I,k = 1,2). Ekkor a Christoffel-
szimbolumokra minden i, 5,1 = 1,2 esetén

2
1
Fij = 3 Zgl’k(ajgi7k + 05951 — 3kgi7j). (2.5.1)
k=1

c sz

g<v816ja am> + g<8ja V8i8m> = aig<aj7 8m>

egyenletbe az adédik, hogy g< 22:1 Fﬁjﬁk,6m> + g<8j, Yorey Fﬁm8k> = 0igjm.-
Ebbél Zi:l(rﬁjgk,m +TF,,95k) = 0igjm kovetkezik, melyben az (i, j,m) indexek

c sz

2 , 2
Skt T i0km + T ngik) = igim 6 =33y (Tp, kg + Doy i9ik) = —Omgi -

E harom képlet 2 Zizl Fﬁjgk,m = 0i9j,m + 0jGi,m — Omgi,j Osszegét megszorozva a

(gk,m) matrix (g4*) inverzével, éppen a bizonyitandé egyenléséget kapjuk.

Jelolje az F feliilet egyik egységnyi normalis vektormezdjét m. A nyilvanvald
(m, m) =1 egyenlet v € TpF szerinti derivaldsabdl (d,m, m) = 0 adddik, amiért
dym € TpF.
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Definicié. A Bp: TpF — TpF leképezést, melyre Bp(v) = d,m Weingarten-
leképezésnek, vagy kiilségeometriai fémennyiségnek nevezzik.

Definicié. Az Mp: TpF x TpF — R funkcionélt, ahol Mp(u,v) = —gp(u, Bp(v)),
a P-beli mdsodik alapmennyiségnek nevezziik.

Tétel. A Weingarten-leképezés linedris transzformdcid, a mdsodik alapmennyiség
pedig szimmetrikus és bilinedris funkciondl.

Bizonyitas. A Bp Weingarten-leképezés linearitasa kozvetleniil kovetkezik az irdny-
menti derivalas als6 indexbeli linearitdsabol.

Az Mp mésodik alapmennyiség a skaldris szorzés, és a Weingarten-leképezés
linearitdsa miatt bilinearis. A bilinearitas miatt a szimmetridt elegendé az érint6sik
bézisdra igazolni, marpedig

]\jp(aﬂ‘7 8jr) = 7<6'1-r, Bp(aj’l"» = 7<aﬂ’, dajrm>
- _d5j7'<6ira m> + <daj7-ai7’, m> = <a]617‘, m>7

és a legutolso kifejezés mar szimmetrikus az ¢ és j indexben. -

Tétel. Egy r paraméterezésben az M mdsodik alapmennyiséget, a g elsd alapmennyi-
séget, és a B Weingarten-leképezést a {017, 01} bdzisban reprezentdld rendre (m; ;),
(gi,j): és (bi,j) mdtrizokra

(m1,1 m1,2) _ (91,1 91,2) (b1,1 62,1)
Mo M22 92,1 g22) \bi2 ba>
Bizonyitas. Legyen B(0;r) = b; 1017 + b; 2027. Ekkor

—myji = —M(@ﬂ, 817‘) = g(@ﬂ, B(@ﬂ")) = g<8j’/‘, bi,181T+bi,282T> = gj,lbi,1+gj72bi,2

ahogy allitottuk. -

Tétel. Az X, Y érintévektor-mezdkre dxY =VxY + M(X,Y)m.

Bizonyitas. Mivel a VxY vektor a dxY vektor merdleges vetiilete az érintésikra,
csak a feliileti normalisra valé vetiiletet kell kiszamolni:

(dxY,m) =dx(Y,m) — (Y ,dxm) = M(Y,X) = M(X,Y). .

Megfigyelés. Egy G feliileti gérbe £, normélgorbiilete tehat M (G, G), ami eszerint

nem fiigg a gorbe egészétol, csak a gorbe adott pontbeli érint6jétol.
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Megjegyzésiinknek megfeleléen a k., normalgorbiiletre innentdl mint az érinté-
sik egységkorén meghatarozott fliggvényre tekintiink, és az egységkor szogmértéke
szerint paraméterezziik.

Euler-tétel. Legyen kmin €S Kmax 02 érintdsik eqységkorén értelmezett k,, normdl-
gorbiilet-fligguény minimuma és mazimuma. Ekkor a kn, fligguvény

K () = Kmin €082 © + Kmax Sin
alaki, ahol ¢ a Kmin értékhez tartozo irdnytol mért szdg.

Bizonyitas. Ha k,, konstans, akkor barmely két merdleges iranyt valaszthatunk
Kmin €S Kmax helyétl.

Ha x,, nem konstans, akkor a ki, helyéhez tartozo egységvektor legyen ¢y, és
legyen t,,,x erre merdleges. Ekkor minden t egységvektor felirhaté a t = ¢,,;, cos p+
tmax sin @ alakban, ahol ¢ a t és a t,,;, kozti sz6g. Ezzel szamolva

Fm (0) = M (£,t) = Kmin €082 © + Kmax sinZ ¢ + 2M (tmin, tmax) SIn @ cos ¢,

ahol Rmin = M(tmim tmin) és Rmax = M(tmax7 tmax)~ Mivel Y = 0a Rm minimum
helye, «/,(0) = 0, amib&l M (tmin, tmax) = 0 kovetkezik, vagyis
Km (80) = M(ta t) = Kmin COS2 © + Kmax sin2 ©.

Ennek maximuma Kmax éppen a tpax helyen van, ami igazolja Euler tételét. -

Jegyezziik meg, hogy a maximum és minimum helyéhez tartozo6 egységvektorok
merdlegesek egymasra.

Definicié. A kpin és Kmax gorbiileteket a feltilet fégorbiileteinek, az ezekhez tartozo
egységvektorokat fégorbileti iranyoknak nevezzik.

Tétel. A (tmin, tmax) bdzisban a Weingarten-leképezés mdtriza

—Rmin 0
0 —Kmax .

Bizonyitas. Minthogy a (fmin,tmax) Paros ortonormalt bazist alkot, a méasodik
alapmennyiség erre vonatkozo matrixa az egységmatrix. Eszerint a matrixok kézott

mér kimutatott (mj} ms3) = — (21; 22; ) . képlet, és az Euler-tételben bizonyitott
M(tmina tmin) = Kmin M(tmina tmax) =0
M(tmax’ tmin) =0 M(tmaxa tmax) = Kmax

Osszefiiggések igazoljak az allitast.
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Definicio. A Weingarten-leképezés k(P) = det Bp = Kmin * Kmax determindn-
sat Gauss-féle szorzatgorbiletnek nevezziik. A Weingarten-leképezés —%Spuer =
(Kmin + Kmax)/2 nyomét Minkowski-féle ésszeggorbiiletnek hivjuk.

Figyeljiikk meg, hogy mindkét gorbiilet invaridns az érintésik linearis transzfor-
maécioval szemben, és ezért a paraméterezéstdl is fliggetlen, hiszen egy atparamétere-
zés az érintOsikon linedaris transzformaciét indukal. Ez azt jelenti, hogy a gorbiiletek
a feliiletre jellemzé mennyiségek.

Feliiletek alaptétele. Az r: B — R3 és a #: B — R® paraméterezéstc F és F
feliiletekhez a ¢ = 7 o r~ 1 leképezés akkor és csak akkor egy mozgds megszoritottja,

ha a {0yr,02r} és {017, 02t} bdzisokban a g és § elsd, valamint

N 2.5.2
az M és M mdsodik alapmennyiségek mdtrizai is eqybeesnek. ( )

Bizonyitas. ElGszor tegyiik fel, hogy ¢ a ® térbeli mozgas megszoritottja.
Ha ® egy eltolas, akkor a feliilet érint6i és normalisai sem valtoznak, ezért

gr(m,y)(airv ajr) a (1' y) 0; 7“(1’ y)> <az(q)(r(m7y)))va](q)(r(xvy)))>
= Ja(r(wy)) (0i(2(r)), 0;(®(r))) = Gi(a,y) (0T, O;7)
tovabba
Mr(a:,y) (814", ajr) = (&T(x,y),B,.(%y) (ajr» = <8 ( 7y) a] (m(r(x,y))))
= (0i(®(r(2,))), 0;(M(2(r(x,y))))) = (0:iF(x,y), 0; (M (F(x,y))))
= MT ) (0T, 0;7)

Ha @ linedris, akkor pozitiv determindnsi ortogondlis (vagyis tévolsigtartd)
transzformacio, igy

9r(z,y) (617‘, ajr) = <8’I”(J? y) 87‘(1‘7y)>
< (Oir(z,y)), ®(0;7(x,y))) = (31'(‘1’(7“(%y)))aaj(q’(f‘(%y))»
tovabba

M, (3,4 (i, Oj1)
= (Oir(z,y), 0;(m(r(z,y)))) = ((0ir(z,y)), ®(9;(m(r(z,y)))))
:( i (®(r ( y)))ﬁg( (m(r(z,y))))) = (it (x,y), 0;(m(2(r(z,v)))))

|
=
8
&
=
A

\3>
=
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ami igazolja az allitds ,,csak akkor” részét.

Most azt kell igazolnunk, hogy ¢ egy ® térbeli mozgis megszoritottja, ha a
(2.5.2) feltétel teljesiil. Vegyiik észre, hogy ez a feltétel a ,csak akkor” 4llitas értel-
mében akkor is érvényben marad, ha az F feliilet helyett annak egy elmozgatottjat
vizsgaljuk.

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy (0,0) € U. Legyen ¥ egy olyan
mozgds, melyre 7#(0,0) = Wy (r(0,0)) és m((0,0)) = To(m(r(0,0))). A feltétel
szerint az 7 és a W o r paraméterezésii felilletekre érvényes a (2.5.2) feltétel, ezért
létezik egy olyan, az #(0,0) ponton r(#(0,0)) irdnyban dtmend egyenes koriili ¥4
forgatas, melyre az 7(0,0) = ¥o(r(0,0)) pontban ¥y (9;(¥gor)) = 0;7 (i = 1,2).

Allitjuk, hogy ¢ a ® = ¥y 0 ¥ mozgds megszoritottja, vagyis # = ®or. Legyen
7 = ® or. Vildgos, hogy #(0,0) = #(0,0), m(#(0,0)) = m(7(0,0)) és O;F = O+
(i =1,2). Tovabba, a mar bizonyitott ,csak akkor” allitds értelmében

a {017, Oa1'} és {017, D27} bazisokban a § és § els6, valamint
az M és M mésodik alapmennyiségek métrixai is egybeesnek.

(%)

Legyenek a 3 x 3-as ‘V/(x, y) és V(x, y) matrixok sorai rendre a 017, Oo7, h illetve
O T, OoF, M vektorok.
Vildgos, hogy minden i € {1,2} esetén

(0;1, ) =0 = (0;F,m) és (th,m)=1= (m,m),
valamint (x) miatt minden (7,5) € {1,2} x {1,2} esetén

<81’F7 ajrv> = gi(zy) <alf5 aj%> =Gij (I7 y) = gf'(z,y) <az7/;7 8j7ﬁ> = <617/;7 aj?ﬁ>7

91,1 91,2 0
amelyekbdl kovetkezik, hogy az invertalhaté G(z,y) = ( g;i g;z 0) matrixra
0 0 1
V(z, )V (2,y) = Gz,y) = V(z,y)V" (z,9). (1)

A (x) feltétel miatt a V és V derivaltjait vizsgalva is azonos egyiitthatékhoz
jutunk. Eloszor is a Weingarten-leképezés
oym = Ei’laﬂx + lv)maﬂ és Oym = Ei,lalf + Ei,2827§

v ~

formuldiban a (b; ;) és (b; ;) métrixok megegyeznek, mert kiszdmithatok a megfeleld

az els6 és masodik alapmennyiségek méatrixaib6l. Masodszor pedig az irdnymenti
derivalas

0 0T, 057)

0;0; =T} ;017 + I3 ;007 + M(0if, 9;7)

m
m
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formulaiban is megegyeznek az egyiitthatok, hiszen a Christoffel-szimbélumok kisza-
mithaték az elsé alapmennyiség matrixabél. Osszességében tehdt minden i = 1,2
esetén létezik olyan 3 x 3-as Q;(z,y) métrixmezd, hogy

Legyen e: [0,1] 3 t — (e1(t), e2(t))R? tetszbleges olyan gérbe, melyre e(0) =
(0,0) és e(1) = (wo,y0) és definialjuk a E(t) = #(e(t)) és E(t) = #(e(t)) feliileti
gorbéket. 5 5

_ Legyen G(t) = G(ex(t), e2(t)), Qi(t) = Qi(ex(t), e2(t)), V() = V(ea(t), e2(t)),
és V(t) = V(ei(t), e2(t)).

Az (1) els6 egyenlete alapjdn

= 01V (e1,e2)é1 + DV (€1, €2)éa = Q1Vér + Q2Véa = (Q1é1 + Qaéa)V.

A formuldk egyszeriibb megjelenése értelmében bevezetjiik a Q'(t) = Q1(¢)é1(t) +
Q2(t)éa(t) fiiggvényt. Ezekkel az (1) els6 egyenletének derivéltja
G =vvT 4 ‘V/(aﬂv/T(el, e2)ér + 32‘7T(61, €2)é2)
= Q'G+G(Q (e1,e2)é1 + Q3 (e1, e2)éa) = QG+ G(Q)"
Figyelembe véve, hogy ezek persze a V métrixra is érvényesek, ezekkel és az egy-

ségmatrixra teljesiild I = G(t)G1(t) egyenlet (G™!) = —G71G'G™! derivaltjéval
szamolva

(VTG—l‘A/)/ ( T IVT—I-VT(G_l)/V—f—VG_IV/

)G
— ‘V/T(Q/)TG—IVT _ VTG_lG/G_lv + ‘V/TG—IQ/V
— ‘V/T(Q/)TGflf/'T _ ‘V/TGfl(QIG + G(Q/)T)G71V + ‘V/TGle/V
— ‘V/T(QI)TGflf/T _ ‘V/TGle/V o ‘V/T(Q/)TGfl‘} + ‘V/TGle/f/
—0-1.

Eszerint VTG~V egy konstans métrix, vagyis (T) szerint egyenl6 a
VI0)GTH0)V(0) = VI(O(VT) 10V HO)V(0) = VH0)V(0)
matrixszal, amely az el6zetes mozgatds miatt éppen az egységmatrix. Tehat
VT ()G~ (t)V(t) = I, amibél (1) szerint I = VL)V (t), vagyis V(t) = V(t)

kovetkezik.
Mivel V(t) = V(t), 8;7(e(t)) = 9;7(e(t)) is kovetkezik, amiért az E sé E gorbék
érintoire

-

E(t) = é1(t)or7(e(t)) + €2(t)0ar(e(t)) = é1(t)017(e(t)) + éa(t)0af(e(t)) = E(t)
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teljestll, vagyis E= E’ (t). Ezt integralva és figyelembe véve, hogy az elézetes moz-
gatés miatt £(0) = E(0), azt kapjuk, hogy a két gorbe egybeesik.

Eszerint tetszdleges (zg,yo) paraméter esetén 7(xg,yo) = #(zo, yo), vagyis a
két feliilet egybeesik. Ezzel a tétel bizonyitasa teljes. -

Fontos felhivni a figyelmet, hogy tételiinkbél nem kovetkezik, hogy barmely
g és M fluggvényekhez létezne olyan feliilet, melyen g és M az els6 és masodik
alapmennyiség. FEz igy nem is igaz, de ha g és M teljesiti a Gauss- és Codazzi—
Mainardi-egyenleteket, akkor mar kovetkezik a megfelel6 feliilet 1étezése.

2.6. Lie-zarojel

Definici6. A [,)]: TF x TF — TF leképezést, ahol [X,Y] = VxY — Vy X,
Lie-zdrajelnek hivjuk.

Tétel. A Lie-zdrdjel mindkét valtozdjaban linedris, antiszimmetrikus leképezés, és
ha X ésY érintévektor-mezdk és f skaldarmezd, akkor

(1) [X,Y]=dxY —dy X,

(2) [X,fY]=(dx /)Y + f[X,Y].

Bizonyitas. Az antiszimmetria és a linearitds a definicié alapjan nyilvanvald.
Az (1) formulat a

dxY =VxY + M(X,Y)m,

= dxY —dyX = VxY — Vy X
dyX:VyX+M(Y,X)m} x5 X Y

kovetkeztetés igazolja.
A (2) formula a

(X, fY]=dx(fY) —dsy X = (dx [)Y + fdxY — fdy X = (dx f)Y + f[X,Y]

szamitas eredménye.

étel. Legyen =37 20r ésY =S5 yi0;r két érintévektor-mezb bdzis-
Tétel. L X 2 o ésY 2 Y0, két érintéuvekt b

bontdsa. Ekkor:
2

[X,Y] = Z (z'do,ry’ — y'da,ra?)Ojr.

4,g=1
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Bizonyitas. El6z6 tételiink (1) pontja miatt elegendé kifejtentink két kovaridns
derivaltat

2
VxY = V (Zyjﬁ 7‘) = Z (:El ~d3ﬂyj5'jr +xiijaﬁ8jr)
i,j:l
2
:Z(az dd,yﬁr—knyZFk 8;&“)
ij*l k=1
:Zm dalryar—i—Z(Zqu‘k )6;@7“
1,7=1 = 7,7=1
Vy X = Z Y’ - dp, SO + Z ( Z Y xzréf’i)ﬁkr.
i,5=1 = i,j=1

Ezek kiilonbsége a Christoffel-szimbdélumok szimmetridja miatt adja az allitést.

Kés6bb sokszor fogjuk hasznélni e tétel azon trividlis kovetkezményét, hogy
[0;r, 0;r] = 0, amit persze kozvetlenil a definiciébdl is kénnyl bizonyitani.

Vezessiik be az irdnymenti derivdldsokra is a Lie-zérdjelet a [dy, ds] = diday —
dody formuléval.

Tétel. Bdrmely X ésY érintdvektor-mezd és [ skaldarmezd esetén
dixy)f=dxdyf—dydxf =[dx,dy]f.

Bizonyitas. Legyen X = E?Zl 20;r, Y = 23:1 y7d;jr. Ekkor az el6z6 tétel formu-

laja szerint
2

dixyf = Z (z'do,y’ — y'do,ra? )do,r f.

ij=1
Kozvetlen szdmolédssal viszont azt nyerjiik, hogy

2

2
dydxf =dy (Y a'do,f) = Y (v doyea’do f +y'a'do, do,,f).
i=1

amibdl kivonva az ugyanigy kiszamolt dxdy f formulat, és felhasznalva, hogy
do,rdo,rf = 0;0;(f or) = 0;0;(f or) = do;rda,f, éppen a legels6 formula jobb
oldala adddik. Ezzel az allitast belattuk. -

Tétellink kovetkeztében djx y)Z = dxdy Z — dydx Z, ahol Z vektormezd.
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Jacobi-azonossag. [X,[Y,Z]|+[Y,[Z,X]|+ [Z,[X,Y]]=0.
Bizonyitas. A definiciébodl és elézd tételiink alapjan
(X,[Y,Z]]| =dx[Y,Z] - diy,z1X =dxdy Z —dxdzY —djy 21X
=dxdyZ —dxdzY —dydzX +dzdy X.
Hasonléan
[Z,[X,Y]]| =dzdxY —dzdy X —dxdy Z + dydx Z,
V,[Z,X]| = dydz X — dydx Z — dzdxY +dxdzY.

A hérom végeredményt Gsszeadva az allitas kovetkezik. -

Tétel. Ha p: F1 — Fo diffeomorfizmus, f skaldrmezd az Fo felileten, és X, Y
érintévektor-mezok az Fi feliileten, akkor

do.xf=dx(fop)op™, &  @[X,Y]=[p.X,0.Y].
Bizonyitas. Legyen QQ = ¢(P). Ekkor

dp.x f(Q) =dy, x Q) f
_ i G@) — £(GQO) _ o (e~ o G(t)) = fop(p 0G(0))

t—0 t t—0 t
=dx(p)(fop)=dx(fop)op(Q)

ahol G olyan gorbe, melyre G(0) = Q és G(0) = 0. X (Q) az F, feliileten. A mésik
azonossag addodik a kovetkezd szamolasbol

de,ix,v1f = dix,y)(fop)op ™t = (dxdy —dydx)(fop)op™!
= (dxdy(fop)op ' —(dydx(fop))op™!
= (dx(dy(fop)op top))op™ —(dy(dx(fop)op top))op

= dap*ngo*Yf - dtP*Yd%Xf = d[cp*X,so*Y]f

-1

Legyen X érintévektor-mezd. A Picard—Lindelof-tétel szerint minden P € F
pont elegendGen kicsiny kornyezetében pontosan egy olyan G gorbe létezik — még
a paraméterezése is meghatarozott! —, melyre G(0) = P, G(0) = X (P), és minden
lehetséges ¢ paraméterre G(t) = X (G(t)).

Definici6. A G(t) = X (G(t)) egyenletet teljesité gorbéket az X vektormezd integ-
ralgorbéinek nevezzik.

Az X érintévektor-mez8 folyamdnak nevezzik azt a £: [—¢,¢] x F — F leképe-
zést, melyre ((¢, P) — G(t)), ahol az X vektormez6 G integralgorbéjére P = G(0),
és £ > 0 elég kicsi ahhoz, hogy £(t,-) diffeomorfizmus legyen.
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Altaldban a folyam elsé paraméterét alsé indexben szokds jelezni, és mi is ezt
a konvenciot fogjuk kovetni. Ezt az indexparamétert gyakran idéparaméternek is
hivjuk a folyam szemléletes jelentését kovetve.

A fenti definici6 elfogaddsahoz be kell latnunk, hogy 1étezik a megkovetelt € > 0
szam. A Pickard—Lindelof-tétel szerint a megoldasok a peremértékektdl folytonosan
fiiggnek, ezért az egyes pontokhoz taldlt gorbék e(P) hossza is folytonosan fiigg a P
valasztasatol. Ha az F felilet kompakt, akkor ez maris adja a sziikséges ¢ = min e
értéket. Ha a feliillet nem kompakt, akkor ilyen € nem feltétlen létezik, de ilyenkor
mindig csak a feliillet egy kisebb, kompakt részén fogunk dolgozni. Az, hogy a
megfeleld intervallumban a F feliilet & transzformaciéi diffeomorfizmusok, azt éppen
az inverzfiiggvény-tétel mutatja, hiszen £y nem més, mint az identikus leképezés, igy
egy kellden kicsiny [—e, £] kornyezetben & is diffeomorfizmus. Lényegében ugyanezt,
de pontosabb bizonyitdst mutat a [11, 13. oldal].

Vilagos, hogy egy folyam esetén &y = id, {45 = & 0 &, €5 Et_l =¢_;. Az ilyen
tulajdonsagu elemek egy halmazat lokalis csoportnak is szokds nevezni. Azért nem
csoportrél beszéliink, mert a miivelet esetleg kivezet a halmazbdl.

Tétel. Legyen & az X € TF folyama, ¢: F — G pedig eqy feliletek kozitti diffeo-

morfizmus. Ekkor a 0. X folyama @ o & oL,

Bizonyitas. A G minden f skaldrmezdjére és P pontjara

d(fopoG(e~'(P)))
dt

ami igazolja az elsé allitast. Ugyanakkor eszerint £, X folyama &5 0 & o0& 5 =
€strt—s = &, ami a masodik allitast igazolja.

dp,zf(P) =dz(fop)o e ' (P)=dgz-1py(foyp) =

t=0,

A folyam fogalma lehet6vé teszi a Lie-zardjel geometriai tartalmanak meg-
fejtését, ami arra is ramutat, hogy miért szokds a Lie-zardjelet Lie-derivdltnak is
nevezni.

Tétel. Legyen & az X érintdvektor-mezd folyama az F felilleten. Ekkor
Y -&.Y
[X,Y] = lim A,
t—0 t

ahol a x az indukdlt leképezésre utal.
Bizonyitas. Mivel két vektor pontosan akkor egyenld, ha a megfeleld irdnymenti
derivalasok egybe esnek, a tétel egyenlosége helyett elég minden f skalarmezére
igazolni, hogy

dy f—d

t—0 t
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Ennek jobboldaldt a minden f skaldrmezére érvényes de, vy f = dy (f o &) o & t
kifejezéssel ugy alakitjuk, hogy

i Y —dv(fo&)o&”

t—0 t
= lim (dyfo& — d:(f 0&))o&
iy xS oG —dyfofo+dy(fog) —dy(fog)) o0&
t—0 t
dy fo& —dyfo d 0&)—d o
_ }g%( y[o& : y.fo& oft—l) _thi%< y(fo&) t v (f &) Oét—l)
=dxdy f —dydxf -

E tétel értelmében a Lie-zardjel bels6geometriai mennyiség, hiszen a folyamot
a vektormez6 alapjan konnyli megkonstrudlni ,,beliilrol” is.

Tétel. Az X, Y € TF érintévektor-mezék € és 1 folyamaira akkor és csak akkor
teljesil & o s = 15 0 & minden lehetséges s,t esetén, ha [X,Y] = 0.

Bizonyitas. Ha &; o015 = 15 0 & minden lehetséges t és s esetén, akkor ¢, X = X,
amibdl viszont elézd tételiink szerint [ X, Y] = 0 kovetkezik.
Ha 0 = [X,Y], akkor

0= 55*[X7Y} = [gs*X7£s*Y] = [Xué-s*Y]

Y - Y Y - Y 4
— lim ES* gt*f&k — lim 68 §(S+t)* _ 7§S*Y’
t—0 t t—0 t ds
vagyis &, Y egy s-t0l fliggetlen vektormezs, amely s = 0 esetben éppen Y . Eszerint
£, Y =Y, amiért £ opy 0 €51 = 1y, ami igazolja az 4llitast. -

Tételiink szerint ha az X és Y vektormezok Lie-zardjele eltiinik az F feliilet
egy O pontjanak valamely U kornyezetében, akkor az U kérnyezeten bevezetve az
r:R2 3 (s,t) = & 01s(0) € F paraméterezést, a paramétervonalakbdl dsszealld
stéglalap” szemben 1év6 oldalai ,egyformak” lesznek, mert & o 15(0) = 1 0 &(O).
Ennek még jelentGsége lesz a kovetkezo szakaszban.

2.7. A Riemann-gorbiilet

Definicié. Riemann-gorbiiletnek nevezziik az F felillet minden P pontjiban az
R(u,v)w := M(u,w)B(v) — M(w,v)B(u)
formulédval definidlt R: TpF x TpF X TpF — TpF leképezést.
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Bianchi-azonossagok. Az u, v, w érintévektorokra
R(u,v)w = —R(v, u)w, és R(u,v)w + R(v,w)u + R(w,u)v = 0.
Ha y is érintévektor és R(u,v, w,y) := (R(u,v)w,y), akkor

R(u,v,w,y) = —R(u,v,y,w), és R(u,v,w,y) = R(w,y,u,v)

Bizonyitas. Az els6 formula a definicié alapjdn azonnal vildgos. A maésodikat a
definicié és a méasodik alapmennyiség szimmetridja igazolja.
A harmadik és negyedik a definiciébol azonnal kovetkezik.

A most bebizonyitott masodik képletet Jacobi-azonossignak is nevezik.

Jelolés. X, Y és Z érintévektor-mezokre

(Vx M) (Y, Z) " axM(Y,Z) ~ M(VxY,Z) - M(Y,VxZ).

Erdemes észrevenni, hogy a (VxB)(Z) = VxB(Z) — B(VxZ) jeloléssel
(VxM)(Y,Z) = —(Y,(Vx B)(Z)).

Tétel. Ha X, Y és Z érintévektor-mezdk, akkor
R(X,Y)Z=VxVyZ-VyVxZ -V xy|Z,
amit Gauss-egyenletnek nevezink, és
(VxM)(Y,Z) = (VyM)(X, Z)
amit Codazzi—-Mainardi-egyenletnek nevezink.
Bizonyitas. Tudjuk, hogy dxdy Z — dydx Z — d;x y)Z = 0, valamint
dyZ =VvyZ + M(Y,Z)m,
dxdyZ =VxVyZ+M(X,VyZym+mdxM(Y,Z)+ M(Y,Z)B(X),
dixyv1Z =Vixy)Z+ M(X,Y], Z)m,
ahol m a feliileti normalis. Osszevetve ezeket adédik, hogy
0= VxVyZ+M(X,VyZ)m+mdxM(Y,Z)+M(Y,Z)B(X)—
—VyVxZ -MY,VxZ)m —mdyM(X,Z)—- M(X,Z)B(Y)—
- Vixy)Z - M(X,Y],Z)m.

Mivel m meréleges az érintosikra, igy egytitthatdja 0, ami éppen a Codazzi-
Mainardi-egyenletet igazolja. Az érintdsikban 1évé vektorok 6sszege is 0, ami viszont

a Gauss-egyenletet bizonyitja. -
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A Gauss-egyenlet jelentésége az, hogy a Riemann-gorbiiletet a Weingarten-
leképezés kozvetlen ismerete nélkiil képes eléallitani, és mivel a kovaridns deriva-
las bels6geometriai mennyiség, igazolja, hogy a Riemann-gorbiilet bels6geometriai
mennyiség.

A Gauss éltal elnevezett kovetkezd tétel azt fejezi ki, hogy a Gauss-féle szor-
zatgorbiilet bels6geometriai mennyiség.

Theorema Egregium. Ha v és w a TpF érintdsik egy ortonormdlt bizisa, akkor
k(P) = —R(v,w,v,w).

Bizonyitas. A definiciék alapjan

— R(v, w,v,w) = (R(w, v)v,w) = (M(w,v)B(v) = M(v,v)B(w), w)
= —M(w,v)M(v,w) + M(v,v)M(w,w) = det Bp = k(P),

ahogy allitottuk. -

A kovetkezo tétel részletesebb képet mutat a Riemann-gorbiilet és a szorzat-

gorbiilet kapcsolatérdl. Ebben a (011, 921, m) infinitezimélis felszinelem is szerepel.
Tétel. Ha v és w a TpF érintdsik egy ortonormdlt bazisa, akkor
R(0y1, 02r)w = k(P) (017, Oar, m)v,
ahol m = v X w a feliilet normdlisa.
Bizonyitas. Legyen 01 = av + bw és Jor = cv + dw. Ekkor

R(O17, Oar)w = M (017, w)B(0a1) — M (9er, w)B(017) = (ad — be) R(v, w)w
= (017 x Dor,m) (R(v, w, w,v)v + R(v, w,w, w)w)

= (011, O2r,m)k(P)v,

ami éppen az allitdsunk. .

Most a Riemann-gorbiilet geometriai jelentését mutatjuk meg. A tételben
szereplO paraméter-téglalap az el6zé szakasz utolsé eredménye miatt zarodik.

. s,t,5t L ts,t ,
Tétel. Legyen 75°%": TpF — TpF az a transzformdcid, melynek 75°% w eredmé-

nyét ugy kapjuk, hogy az s x t ,oldalhosszisdgu” paramétervonal-téglalap élein a w
vektort pdrhuzamosan kérbetoljuk O1r irdnydba kezdve. Ekkor

Ts,t,s,t(w) —w Ts,t,s,t(w) —w
—R(017, 0or)w = lim lim = lim lim ————
s—0t—0 s-t t—0s—0 s-t

KuRrusa ARPAD

Ver.: 2022:11:29:14:55:41 © Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

2.7 A Riemann-gorbiilet 51

Bizonyitas. Terjessziik ki a w vektort egy W érintévektor-mezévé oly’ médon, hogy
el6bb a 07 irdnyu paramétervonalon legyen parhuzamos, aztan az annak minden
pontjan athaladé, a dor irdnyhoz tartozé paramétervonalakon legyen parhuzamos.
Tegyiik fel, hogy a paraméterezésben P = r(0,0), és az els§ paraméter s, a masodik ¢.
Ekkor a Gauss-egyenlet szerint

R(@lfr, 82r)w = R(U, V)W = Vaeraer — VQZTVQITW — V[alr,azr]w
= —V82rvalrW7

mivel Vg,,W = 0, hiszen W péarhuzamos minden 07 irdnyu paramétervonalon,
tovabba [017, Da7r] = 0, mert paramétervonalak érintéinek Lie-zérdjele eltiinik.
Vezessiik be a T;’J{AS’HN jelolést arra a parhuzamos eltolasra, mely az
r(s + As,t + At) pontbdl az r(s,t) pontba mindig az éppen nem nulla As vagy
At paraméterhez tartozé paramétervonal mentén tolja el parhuzamosan az adott
vektort. Felhasznélva a kovaridns derivalas parhuzamos eltolasbol valé eléallitasarol

sz016 formuldt, azt nyerjik, hogy

TOIW - W
. 0,t
—R(O17r,02r)w = Vy | lim ————
s—0 S
s,t 5,0
0,t . 7ot W—W . 70 W-W
To,o(hms—m Off) —lim, o 200
= lim
t—0 t
0,t_s,t 0, 5,0
. T nTh, W—14" . T W -—-W
i lim,_o 0,070,t - 0,0 — lim,_o 0,0 -
t—0 t
0,t__s,t 0,t s,0
— i Tim T00T0t W — T 0W — 1o 0 W + W
t—0 s—0 st
0,t_s,t_s,0_0,0
— lim & T0,070,t Ts,t Ts,0 w-w
= lim lim ,
t—0 s—0 st

ahol kihasznaltuk, hogy a parhuzamos eltolas linearis miivelet, és hogy a W vek-
s L 0,0 4 $,0 Lo 44 .

tormezd invaridns a 7,7 és a 7.y tipust parhuzamos eltoldsokkal szemben. Ha w

kiterjesztését el6bb a 01, aztdn az O r irdnyt paramétervonalak mentén végezziik el,

akkor ugyancsak a fenti formulat kapjuk eredményiil, de a hatarérték-operatorokat

forditott sorrendben kapjuk, ami végiil igazolja az allitast. -

Aszimptotikus egyenldség formajaban leirva

s,t,s,t(

—stR(u,v)w ~ 75 w) — w,

ahol s — 0, és t — 0. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a Riemann-gorbiilet a
,végtelentl kicsi”, vagyis infinitezimalis paraméter-téglalap korili elfordulast méri.
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2.8. Integralas feliileten, Stokes-tétel

Definicié. Egy feliilet D részhalmazat elemi megengedett tartomanynak nevezzik,
ha annak 0D hatédra szakaszonként folytonosan differencidlhat6 zart, Gnmagat nem
metsz6 gorbe és a tartoméanyt egy koordindta-kornyezet lefedi.

Az elemi megengedett D tartomany felszinmértékén a

(D) = /D 0y, ) x Or(z, y)|ddy

integralt értjiik, ahol D = r~—1(D) a D ésképe az r paraméterezés mellett.

Egy feliilet egyszeresen Osszefliggé D részhalmazat megengedett tartomdnynak
nevezzilk, ha annak 9D hatdra szakaszonként folytonosan differencialhatéd zart,
onmagat nem metszé gérbe. Ennek felszinmértékét diszjunkt elemi megengedett
tartomanyokra valé bontassal hatdrozzuk meg.

A felszinmértéknek ez a definicidja fiiggetlen a paraméterezéstol, hiszen ha
(t,s) = (p1(z, ), p2(2,9)) = p(z,y) egy atparaméterezés, és p = r o ¢, akkor

j(D) = / up(e, y) x Doz, y)|dudy

p~ (D)

- / o 6oL 90)010(0 ) (o), )y
pfl

- / (017(2)0101 + Do (2)102)(Orr(9)Dacpr + Dar(0) Do) | didy
e~ 1(r—4(D))

= / |017 (@) X O2r()] - [O19102002 — O2p101p2|dxdy
1 (r1(D))

- / 01 () x Dar ()] - | det gldrdy
)

- / 1Ovr x Bor| - | det ()| - | det Pldtds
r=1(D)

- / Our (L, 5) x Dar(t, 5)|dtds,
r=1(D)

1

ahol p = ™" a ¢ inverze.

Sik esetén ez a felszinmérték éppen a szokasos teriiletmértékkel, hiszen az
r: (z,y) — (z,y,0) paraméterezésre

|817'(5U,y) X 827"(1',2/” = |(17070) X (07 130)| = |(0707 1)| =1

Eszerint a felszinmérték nem fligg a felbontastél sem, hiszen a sikon sem fligg.
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Definicié. Az f skaldrmezd D elemi megengedett tartoményon vett integraljdn az

/ fdF = / (o)) - [0 (@,y) x Bor(a, y)|dady
D D

felszinmérték szerinti integralt értjiik, ahol D = r(D).
Egy megengedett D tartomanyon az integralt diszjunkt elemi megengedett
tartomanyokra valé bontassal hatdrozzuk meg.

Jegyezziik meg, hogy némileg formalisan, de anndl szemléletesebben, azt irhat-
juk, hogy dF = |01r(x,y) x Oor(x,y)|dzdy, ahol dF a felszinmérték siirlisége.

Green-formula. Ha f1 és fo skaldrmezdé a sikon, és D megengedett tartomdany,
melynek hatdra 0D, akkor

/(81f1 + 02 f2)dF 27{ (= fodx + frdy),
D oD
ahol OD pozitiv kériljardsi.
A Dbizonyitas elétt érdemes felhivni a figyelmet, hogy az §8D fidx jelenté-

se nem més, mint az fi1g; figgvény 9D goérbe mentén vald integraldsa, vagyis
fol f1(g1(t), g2(t)) g1 (¢)dt, ahol g a OD gorbe paraméterezése a [0, 1] intervallumon.

Bizonyitas. Elég belatnunk, hogy egy D megengedett tartoményon barmely f ska-
larmezdre

/ 01 fdzxdy = fdy, és / Os fdxdy = — fdx.
D aD D aD
Ezeket is elég olyan D tartomanyokra bizonyitani, melyek hatara figgvények grafi-
konja, hiszen D ilyenekre mindig felbonthato.

Legyen tehat D = {(z,y) € R? 1 a <y < bés g(y) < = < h(y)}. Ekkor a
Fubini-tétel felhasznaldsaval

b rh(y) b
/D 00 f (z,y)dedy = / / L Dy = / (F(h().9) — Fla(u)v)dy

= fdy,
oD

hiszen az integranduszban (h(y),y) és (g9(y),y)) az éra jarasival ellentétes, illetve
megegyez6 iranyban fut végig a 9D hatarolé gorbén, amint y végigfut az a és b
kozott.
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A masik Osszefiiggés ugyanigy igazolhaté. Legyen most D = {(x,y) € R? : a <
x <bés g(x) <y < h(x)}. Ekkor szintén Fubini tétele alapjin

b rh(z) b
/D O f (z,y)dedy = / / el iy = / (. h(@)) — f(x, g(a)))de

= — fdzx,
oD

mivel ezittal az integranduszban szerepld (z, h(x)) és (x,g(x))) az éra jardsdval
megegyezo, illetve ellentétes irdnyban fut végig a 0D hatdrolé gorbén, amint x

végigfut az a és b kozott. -

A Green-formula tulajdonképpen a Newton-Leibnitz-formula altaldnositdsa a
sik tartomanyaira. A most kovetkezd Stokes-tétel ezt altalanositja tovabb feliiletek
tartomanyaira.

Definicié. Az X € TF érintévektor-mezé div X divergencidjinak nevezzik az
X : TF — TF lineéris leképezés nyomét, ahol X : u — V,X.

Vagyis X divergencigjéra div X (P) = SpurX (P). Fontos megjegyezni, hogy
a sfkbeli X = (2!, 22) vektormezére div X = 012! + 9222, hiszen
811‘1 61;E2)

. 1 2 _ 1 2
Vy X =dyX=yhX+yhX=~U,y )<82x1 O

Stokes-tétel. Legyen D az F felileten megengedett tartomadny, és legyen a 0D
hatdrold gorbe mentén n = t x m, ahol m = O1r X Oor/|01r X Oor| a felileti
normdlis, és t a 0D érintdje. Fkkor

/ divXdF = ¢ (X ,n)ds
D oD

ahol ds az ivhossz szerinti integrdldsra utal.

Bizonyitas. Felbontds utdn feltehetd, hogy D benne van egy r(z,y) koordinéta-
kornyezetben. Legyen f; = (X, 0;r,m) skaldrmezd az F felilleten, ahol ¢ = 1,2.

Ekkor
daz’ﬁfl = (vaz’rXa 817", m) + (X7 vazTalTa m),

dc’hrf2 = (Vaer, 527’, m) + (X» v61r827"7 m),
amiért
d827“f1 - daﬂ‘f? = (VOQTX; 617’, m) - (vﬁlTX7 827", m)
= (Vo,r X, 01, m) + (02r,Vy, . X, m) = div X - (Oar, 017, M)
= —div X - |017 x Oor|.
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Eszerint, ha a 0D ivhossz szerinti paraméterezése G(s) = r(gi(s),g2(s)) a Ip
intervallumon, akkor

/ div XdF = / (01(f2 o) — 02(f1 01))dzdy
D D
- 74 (For(a,))dy + f(r(z,y))de)
- / ), 02())d2(5) + f1(r(g1(5), 92(5))d (5))ds

(X or,g1017 + go202r,mor)ds = % (X,t,m)ds

BD oD

§ (xmjas,
oD

Figyeljiikk még meg, hogy a Stokes-tételt alkalmazva a sikon az F = (f1, f2)

ahogy a tétel allitja. -

vektormezére, éppen a Green-formulat kapjuk vissza.

Kovetkezmény. Kompakt, irdnyithatd, hatdr nélkili F felileten birmely X € TF
érintdvektor-mezd esetén f}. div XdF = 0.

Bizonyitas. Mivel a feliilet kompakt, véges sok koordinata-kornyezete is lefedi, tehat
fel tudjuk bontani a feliiletet véges sok elemi megengedett tartomanyra. Ezekre
véve az integralt és alkalmazva Stokes tételét, minden hataron vald integralas éppen
kétszer, de ellenkez6 koruljarasi iranyban torténik, igy kapjuk az allitas szerinti 0

eredményt. .

Definicié. Az f: F — R skalarmezd gradiense az a grad f € TF érintévektor-mezd,
amelyre dx f = (grad f, X) minden X : TF — TF érintévektor-mezd esetén.

Mivel d.f linedris funkcional az alsé indexében, a gradiens létezik és egy-
értelmiien meghatarozott. A sikon az f skaldrmez6 gradiense nyilvan grad f =

(O01f,02f,03f).

Definicié. Az f: F — R skalarmezokon haté A: f +— divgrad f operédtort Laplace-
transzformdcidnak nevezzik.

Figyeljiik meg, hogy a A Laplace-operdtor a sikban Af = divgrad f =
div(01f,0af,05f) = O f + 93f + O3f alakti. Fontos észrevenni, hogy ez felcse-
rélhet6 az izometridkkal, ugyanis tekintve a szokésos metrika szerint izometrikus
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v (x,y) € R (p1,p2) + (2,y) (11 112) € R? transzforméciot,

oL)zZ@f(fOL Za(ZLuafOL>=Z<ZLU 8f0L>
:Z(szbikakajfoa) ZZ(Zszbzk)akafoL
i j k
:ZZajkakajfm:Zaj?fmzAfOL
ik J

teljestl.

Green-formula a Laplace-operatorra. Ha f és g skaldrmezdék, D pedig megengedett
tartomdny az F felilleten, melynek hatdra 0D, akkor

/ FAgdF = jf fdngds,
D oD

ahol az m = t x m vektormezd a 0D hatdrolo gorbének az a normdlisa, melyre
m = 017 X Oar /|01 X Oar| a feliilet normdlisa, t pedig a OD érintdje.

Bizonyitas. Stokes tételének ismeretében a kovetkezé bizonyitja az allitést:
/ fAgdF = / fdivgrad gdF = / div(f grad g)dF = j{ (fgrad g,n)ds
D D D oD

= ¢ flgradg,n)ds= ¢ fdngds -
oD oD

2.9. Gauss—Bonnet-tétel

A Gauss—Bonnet-tétel a feliiletek elméletének legfontosabb eredménye. Tulajdon-
képpen a sikgérbék koriilforduldsi tételének altalanositisa altalanos feliiletekre, de
nagyon sok mas jellegii, példaul topologiai kdvetkezménye is van.

El6szor a Riemann-gorbiilet vizsgalatandl, a 2.7 szakaszban utolséként megis-
mert lemmat pontositjuk.

Lemma. Ha a v € TpF vektort parhuzamosan kérbetoljuk az P = r(0,0), r(1,0),
r(1,1) és r(0,1) pontok dltal meghatdrozott N paramétervonal-négyzet hatdrdin, ak-
kor az eltolt és az eredeti v vektor kozti szog

a:/ rdF.
N
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Bizonyitas. Legyen v és w a T, ,F érintésiknak a 0ir, or bézisaval ellenkezd

sodrasi ortonormalt bézisa, és Ts(t Sy)t az a parhuzamos eltolds, mely a T;.(; ) F

elemeit el6bb az els6 paramétervonal mentén tolja el s tavolsagra, aztdn a maso-
dik paramétervonal mentén ¢ tavolsdgra, majd az els6 paramétervonal mentén —s
tavolsagra, végiil a masodik paramétervonal mentén —t tavolsagra.

A 2.7. szakasz végén bizonyitottuk, hogy

. -1
Tv“l(/xnyl)/n A/t L( ) v~ WR(alr(xay)va2r(I7y))va

ha n — oo, és R(01r, Oar)v = K(P) (017, O2r, m)w, ahol m = v x w. Ezekbdl

P ) o o =L, ) @, y), Do, y), mo ()

ahol m = v x w.

Ha most Ts(t Sy)t('v) = wsin o, (r(z,y)) + veos s (r(z,y)), akkor azt 14tjuk,

hogy .
Sinal/n7l/n(r(xay)) ~ ﬁ/ﬁ(r(x,y))wlr(x,y) X aQT(I,y”.

NyﬂVéIl Sinal/n,l/n(r(xa y)) ~ O‘l/n,l/n(r(‘ray)) amint Q1 /n1/n 0, vagyis n — oo.
Eszerint

S o)~ 3 GG d) <o)

hiszen az elébbi aszimptotikus egyenldség egyhez tartd aranyossagi tényezdje a
(0,0) < (z,y) < (1,1) kompakt tartomdnyon felveszi maximumaét.
Konnyt 1atni, hogy ahogyan n — oo, ugy

S (o lor(52) (£ ) [ e

1,j=0

hiszen itt az integral egy kozelit6 Gsszegérol van szo.
Masrészt belatjuk, hogy

n—1 . .
_ rJ
011(r(0.0) = 3 orjmam(r(. 7)),
4,5=0
amivel bizonyitdsunk teljes lesz. Ehhez elég latni, hogy

apﬁt({r(xa y)) + as,t(r(x +pv y)) = ap+s,t(r(m7y))v
ap,s(r(2,y)) + ape(r(@,y + 5)) = ap sqe(r(z,y)),
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mert a kettos szumma indexekre valé bontasival ebbdl mar kévetkezik elobbi alli-
tasunk.

Csak az els6 egyenléséget bizonyitjuk, mert a mésik azzal teljesen analég
moédon lathatéd. Figyeljik meg, hogy parhuzamos eltolas kézben a vektorok bezart
szoge nem valtozik, ezért elfordulas csak a toréspontoknal adédhat. Vizsgaljuk meg
a parhuzamos eltolas utvonalat! Az Osszegben szerepld két

(x,y) = (x+py) = (@+py+t) = (z,y+1t) = (x,y),
(x+py) = (+p+sy = (@+p+sy+t) = (z+py+t) = (x+py)

eltolas megfigyelésiink értelmében Gsszesen ugyanakkora elfordulast okoz, mintha
az els6 kor masodik eltoldsa el6tt végrehajtanank a masodik kor eltolasait is, vagyis

(z,y) = (x+py) = (@+p+sy) = (@+p+s,y+t) = (r+py+t) =
= (x+py) = (@+py+t) = (z,y+t) = (2,9).

Viszont ez a parhuzamos eltolds éppen
(2,y) = (@+p+sy) = (@+p+sy+t) = (z,y+t) = (z,y),

ami igazolja allitasunkat. -
Lemma. Elems feliilet eqy rogzitett pontjdn dthalado zdrt feliileti gorbéken a pdrhuza-
mos eltolds elforduldsa a gorbék egyenletesen folytonos formdldsa mellett folytonosan
valtozik.

Bizonyitas. (Varju Péter bizonyitdsa alapjan.) Legyen az L hosszisdgu, ivhossz
szerint paraméterezett G gorbét egyenletesen folytonos médon kozelité gorbesereg
C,, minden tagja szintén a [0, L] intervallumon paraméterezve, és tegyiik fel, hogy
Cn(0) = G(0) = G(L) = C,(L).

Legyen X egy parhuzamos vektormez6 a G mentén, X, pedig olyan parhuza-
mos vektormezé a C,, gérbe mentén, melyre X, (C,(0)) = X (G(0)).

Vizsgéljuk az Y, (G(t)) := X (Cr(t)) —m(G(t))(m(G(t)), X n(Cr(t))) érintd
vektormezéket a G gorbe mentén. Vilagos, hogy
lim Y,(G(0)) = lim (X, (Cn(0)) —m(G(0))(m(G(0)), X (Cn(0)))) = X(G(0)),

n—oo n—oo

hiszen X (G(0)) L m(G(0)). Ugyanakkor

dgYn = dg, Xn = dem(m(G(1)), X (Cn(t))) —
—m(G()({degm, Xn(Cn(t))) + (m(G(1)),d¢, Xn)),

KURrusA ARPAD

Ver.: 2022:11:29:14:55:41 © Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa
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amiért
VeYa = (de, Xn)™ — dem{me, Xn(Ca(t)))
= dc',an —mg{mg, dC"an> — dGm<mG7Xn(Cn(t))>
= VC',”Xn +mg, <mcn s dC"Xn>f
—ma(me,de, X,) — B(G)(ma, X, (Ca(t)))
= (mc, —mg)(mc,,d¢ X,) +mg(me, —mea,de, Xn)+
+ B(G)(me, —ma, Xa(Cul(1))),
ahol mg = m(G(t)) és me, = m(Cy(t)).
Mivel a [0, L] zart intervallumon folytonos fiiggvények egyenletesen is folytono-
sak, m¢, — mg — 0 egyenletesen a [0, L] zart intervallumon. Ebbél a VY, — 0
egyenletes konvergencia kovetkezik a [0, L] zart intervallumon.

Legyenek az Y; (i = 1,2) olyan fuggvények a G gorbe mentén, melyekre
Y, = Y}ﬁlr + Yiagr. Ekkor a szokasos G = r o g felbontds mellett

2 2
VeYn=Ve Y Yior =) (dgYi0r + Y, Vo)

i=1 i=1

2 2
(deYior + Y045 > Th k)

1 j=1 k=1

2 2
(deYh+ 3 Y0 Y aiTh ) owr

i=1 j=1

|
&M‘\’

K2

vl

k=

_

és a VY, konvergencidja miatt n — oo esetén dsY" + Z” 1 YZLgJI‘ — 0
egyenletesen a [0, L] zart intervallumon. A Pickard-Lindelof-tétel ertelmeben egy
differencidlegyenlet megoldasa folytonosan fiigg a peremérték feltételek egyenletesen
folytonos valtozasatél, igy a Z,, érinté vektormezére vonatkozd

dsY" + Z Yigith, =dezk + Z Zi T, (k= 1,2),

1,5=1 1,j=1

differencidlegyenlet-rendszer egyértelmii Y,, megolddsai (zart intervallumon egyen-
letesen) konvergalnak a Z érinté vektormezére vonatkozd

0=dgZ" + Z Z'gTk,,  (k=1,2),

1,j=1

egyenlet egyértelmii megoldasahoz.
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Eszerint Z = lim,, o, Y, és éppen a Z vektormez&t meghatarozé differen-
cialegyenlet-rendszer értelmében Z parhuzamos vektormez6 a G goérbe mentén.
Minthogy X is parhuzamos és Z(G(0)) = lim, 0 Y (G(0)) = X(G(0)), ebbdl
X = Z kovetkezik, ami igazolja az allitast, hiszen eszerint

<(X(G(L)), X (G(0))) = <«( lim Y,(G(L)), lim Y,(G(0)))

n— oo n—oo

= lim <(Yn(G(L)), Yn(G(0))).

A kovetkez§ tételt Gauss a ,, Theorema elegantissimum” néven emlegette.

Gauss—Bonnet-tétel. Legyen D C F megengedett tartomdny az F irdnyithato feli-

leten. Ekkor
kdF —|—j{ kSds + o; = 2m,
o+ g, s+ 3

ahol £ a Gauss-féle szorzatgorbiilet, dF' a felszinmérték az F felileten, rj a tarto-
mdny 0D hatdranak eldjeles geodetikus gorbilete, és a; a 0D gorbe i-edik toréspont-
jdndl lévé OD kériiljdrdsainak megfeleld kiilsd szdg.

Bizonyitas. Bontsuk fel a D tartoményt diszjunkt elemi megengedett D; tarto-
méanyokra gy, hogy Dj hatarai paramétervonalakra vagy a D hatarara essenek,
és barmely hatarpont pontosan egy, vagy pontosan kettd, vagy pontosan négy Dy
kozds pontja.

Irjuk fel mindegyikre a bizonyitandénak megfelels

KdF —1—7{ Kids + ok = 2m,
/Dk c’)Dk g ;

formulat. Figyeljiik meg, hogy

e minden nem a D hatdraval egybeesé hatar mentén kétszer integraljuk a xg el6-
jeles geodetikus gorbiiletet, egymassal ellentétes iranyban, melyek 6sszegzéskor
kiejtik egymast,

e azokban a pontokban, ahol négy Dy tartoméany taldlkozik, ott a torésszogek
Osszege 27, ahol csak kettd Dy tartomany talalkozik — és ez kizardlag D
hataréan lehetséges — ott a torésszogek Osszege m, és ezeken kiviil torésszog
csak a D hataran lehetséges. Legyen ¢4 azon toréspontok szama, ahol négy
Dy, talalkozik, és legyen ¢y azok szama, ahol kett6 Dy, talalkozik. Ekkor Euler
poliédertétele szerint az 6sszes Dy, tartoméany szama éppen 2 +e—c—1 =
14 (e +3¢2)/2 — (ca + c2) = 1+ ca4 + ¢2/2, ahol e az élek és ¢ a csicsok
szama.
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Ezek alapjan formuldink 6sszegzésének eredménye
/D kdF + y{m Kyds + ZO"' +e2m+eom = (1+eq+c2/2)2n
i

éppen a teljes tartomanyra bizonyitand6 Osszefiiggés, amiért a tovabbiakban felte-
hetjiik, hogy D elemi megengedett tartomény.

Fedjiik le a D tartoményt az r(s;,t;), r(Sit1,t5), 7(Sit1,tj41) és r(si,tj41)
csucsokkal megadott ./\/i,j paramétervonal-négyszogekkel, ahol 5,41 —s; = t;41—1; =
1/n és n — oco.

Vilagos, hogy

Z / rkdEF — / rkdF és

1,5: NG, ;ND#D 1,5:N;,; CD

/ rkdEF — / kdF,

ahogy n — oo. Ugyanakkor a bal oldalakon a korabbi lemma szerint, — mivel
a parhuzamos eltoldsok az N; ; paramétervonal-négyszogek bels6 hatdrain itt is
kiesnek — nem mas, mint a 0D hatart kézelité paramétervonal-poligon menti Aa,
elfordulas.

Mivel ez a két poligon ,kozrefogja” és n névekedtével egyenletesen kozeliti a
0D gorbét, el6bbi lemménk szerint az ezeken valé integralds hatarértéke éppen a
parhuzamosan eltolt vektor A« elforduldsa a 9D gérbe mentén, vagyis

Aa = a(0D) = lim Aa, = lim a(@( U M,j))

n—oo n—oo
N ;CD
= lim / KdF = /HdF
n—oo
N; ;CD

Masrészt a 0D gorbe menti parhuzamos korbetolas esetén a parhuzamosan

korbetolt vektor és a t érint6 o bezdrt szogére o’ = = kg, ezért
k+1
j{ n;ds:j{ o/ds:Z(a_(i)—a"’(i—l)) a (k+1)— Zal,
oD oD =1

ahol ™ (k+1) és a™(0) a koriiljards szerinti els6 és masodik érint6 szoge az integral
nem téréspont kezddpontjaban, ™ (i) és a™ (i) pedig az i-edik (1 < i < k) téréspont
koriiljaras szerinti els6 és méasodik érintéjének szoge. Mivel a szoget a t érintohoz
mértiik, amely a koriilfordulasi tétel miatt a korbetolas kozben 27 széggel elfordul,
valamint a parhuzamos eltoldssal kapott referencia irdny is elfordul A« szoggel, azt

kapjuk, hogy a™(0) 4+ 27 — Aa = o~ (k + 1), ami teljessé teszi a bizonyitast. -
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Egyik trividlis, de fontos kovetkezménye a Gauss—Bonnet-tételnek az alabbi.

Szogdefektus-tétel. A p € N oldali D geodetikus soksziogre

P

Zﬁi=(p—2)7f+/mdF,

i=1 D
ahol B; az i-edik belsd szdg.

A bizonyitdshoz elég a rj = 0 feltétel mellett vizsgdlni el6bbi tételiink. Mivel
gdébmbon a k gorbiilet allando, ott azt kapjuk, hogy

Z Bi = (p — 2)7 + K - felszin.

A fenti 4llitasbol adédd geodetikus haromszogekre vonatkozd szogdefektus
alapjan Gauss megprébélta a mi hiaromdimenzids teriink gorbiiltségét megmérni.
Kiindulasul egy tavoli csillag fényét valasztotta egy pontbdl indulé geodetikusok
gyanant, igy elég lett volna két f6ldi pontrél megmérni a csillag fényének szogeltéré-
sét. Sajnos az akkori miiszerek nem voltak elegendéen pontosak, de a gondolat, hogy
a fény palyaja a geodetikus szerepét tolti be, késébb Einstein relativitaselméletében
alapvetd fontossagot nyert.

Definicié. Egy feliilet korlappal homeomorf tartomanyokra valé felbontasat poliéder-
felbontdsnak nevezzik, ha barmely hatdrolé gorbéhez, amelyet élnek hivunk, két
tartomény tartozik, és barmely csiicsbél, amelyen az élek metszetét értjiik, barmely
csucsba el lehet jutni élek mentén. A felbontdsban szereplé megengedett tartomé-
nyokat lapoknak nevezziik.

Tétel. Minden F kompakt, irdnyithato feliletre és annak bdrmely poliéder-felbontd-
sdra

1
—/ KdF =4 —e+c= x(F),
2T F
ahol € a felbontdsban szerepld lapok szama, e az élek szama és ¢ a csucsok szama.

Definicié. A feliletre jellemzd x(F) szdmot a felillet Fuler-karakterisztikdjinak
nevezziik.

Tételiink szerint az Euler-karakterisztika invarians a diffeomorfizmusokra néz-
ve. Ahhoz azonban, hogy a Gauss—Bonnet-tételt hasznalhassuk a bizonyitashoz,
elobb meg kell szlintetni a bizonyitasban az Euler-tétel alkalmazasat. Ez nagyon
egyszer(, hiszen a vizsgalt felbontasban csak 3-, 4- vagy 5-élii tartomanyok szere-
pelnek.
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Bizonyitas. Adjik a D, megengedett tartomanyok a poliéder-felbontést, és irjuk

fel mindegyikre a Gauss—Bonnet-tételt.

Cck
ndF—i—?{ KE+ Y (m—pB%) =2nm,
/Dk 0Dy g ; r

ahol B}C a Dy, tartomény i-edik csticsdban 1év6 bels6 szog.

Ezt Gsszegezve k-ra

ndF:/ kdF, és ?{ kS =0

miatt

/fﬁdF—i-ZZk:(W — By) = 2r

koi=1
adddik, amibdl a kénnyt

Ck

Z Z(Tl’ — Bi) = 2er — 27
k

i=1

egyenlOség alapjan az allitas kovetkezik.

Ezt a szakaszt a Gauss—Bonnet-tétel egy kiillonosen fontos, habar kénnyen

bizonyithatd kévetkezményével zarjuk.

Tétel. A pdrhuzamos eltolds akkor és csak akkor fiiggetlen az uttél a D megengedett

tartomdnyban, ha a k gorbiilet mindenditt eltinik.

Bizonyitas gyanant elég megfigyelni, hogy egy zart tton 0 = Aa = fD KdF a
korbezart D tartomanyra, ami viszont akkor és csak akkor 0 minden D tartomanyra,

ha s eltinik.

2.10. Specialis feliiletek

Az aldbbiakban néhdny specidlis és ezért érdekes feliilet esetét vizsgaljuk meg,

majd aprélékosan kiszdmolunk minden eddig bevezetett fontosabb mennyiséget a

kétvaltozos fiiggvények grafikonjaként el6allé feliiletek esetében.

BEVEZETES A DIFFERENCIALGEOMETRIABA

Ver.: 2022:11:29:14:55:41 © Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

64 2. Differencialhaté feliiletek

2.10.1. Konstans gorbiiletii forgasfeliiletek

Bar lehetséges, mi nem fogjuk az Gsszes ilyen feliiletet felsorolni, ugyanakkor meg-
mutatjuk a legfontosabb példdkat.

Tétel. Legyen a c(s) = (f(s),9(s)) egy whossz-paraméterezésii gorbe. Az ennek az
x-tengely korili forgatdsdval sirolt F forgdsfelilet paraméterezése ekkor r(s,a) =
(f(s),9(s)cosa, g(s)sina). Ekkor az F gorbiilete k(r(s,a)) = —g"(s)/g(s).

Bizonyitas. Az r(-, «) paramétervonalak a gorbe elforgatottjai, ezért ivhossz szerint
paraméterezettek, vagyis |01r| = 1, ahol 017(s,a) = (f'(s),9'(s) cos, ¢’'(s) sin ).
Minden (s, ) paramétervonal olyan kor, melynek sikja az (y, z) sikkal parhuzamos,
igy ennek Oar(s, ) = (0, —g(s) sina, g(s) cos ) érintGvektorai nyilvin merdlegesek
a megfelel6 Oy érintévektorra, és |Oar| = g.

Ebbdl

1 1
m = ~(01r x Oor) = ~(g99', —f'gcosa, —f'gsina) = (¢, — f cos o, — f sin )
g g

a feliileti normalis. Ennek irdnymenti derivaltjaira

1 1
B(Oir) = dg,»m = (¢, —f" cosa, — f"" sina) = F(f’,g’ cosa, g’ sina) = F@ﬂ‘,
hiszen c¢ ivhossz szerint paraméterezett, amiért g'g” = —f' ", és

/ _ g

B(09r) = dgyrm = (0, f'sina, —f' cosa) = ?(O,gsin a,—gcosa) = gf Oor

adodik.
Ennek megfelelden a Weingarten-leképezés matrixa a (01r, or) bazisban

B g///f/ 0
b= ( 0 —f’/g>’

és {gy a feliilet gorbiilete k = det B = —g"/g. -

Figyeljik meg, hogy ¢ ismeretében f egyszerlien kiszamithaté az f =
+ [ /1 —(¢')? képlet alapjan.

Tételiink értelmében az Gsszes konstans gorbiiletii forgéasfeliilet felsoroldsa
egyenértékii a ¢”’ + kg = 0 differencidlegyenlet osszes megoldisdnak megkeresésével.
Ez a latszolag egyszerti feladat igen bonyolultta valik, ha a keresett feliilettdl elvarjuk
a topoldgiai teljességet, de mi nem tamasztunk tovabbi feltételeket a megoldasok
tekintetében.
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Ha g a ¢” + sgnkl|k|]g = 0 egyenlet megolddsa, akkor nyilvan a g(t) =
|/<;|g(t/\/W) a g’ + sgnkg = 0 egyenlet megolddsa lesz, mikozben ¢'(t) =
g (t/ \/M), és fgy az (f,g) gorbe is {vhossz szerint paraméterezett.
Ennek az egyszert kapcsolatnak koszonhet6en a tovabbiakban elég a xk = 0 és
Kk = *1 eseteket vizsgalnunk.

A k = 0 eset. Ekkor ¢ = 0, vagyis g(s) = as+b valamely a, b € R konstansokra, és
f==x[+/1-(¢")? amibdl f(s) = sv'1—a?+d, ahol d € R, és persze 0 < |a|] < 1,
tehat a megforgatott gorbe egyenes. Ha ez az egyenes parhuzamos az z-tengellyel,
akkor a felillet henger, ha parhuzamos az y-tengellyel, akkor sik és, ha metszi a
tengelyeket, akkor forgaskup.

Eszerint minddssze harom darab 0 gorbiiletii forgésfeliilet van.

A k=1 eset. A g" + g = 0 altaldnos megoldédsa g(s) = acos(s) + bsin(s), ahol
a,b € R. Figyeljiik meg, hogy ¢’ maximuma va2 + b2, ezért a® + b?> > 1 esetében
sem g, sem f nem lehet értelmezve a teljes egyenesen.

Legyen sg olyan szog, melyre (a,b) = (cos sg, sin sg)v/a2 + b2. Ekkor

g(s) = acos(s) + bsin(s) = cos(s — so)\/m,
f(s) :i/m:i/\/1—(a2+b2)sin2(s—so).

Ez utébbi egy mésodfaju elliptikus integral, mely altaldban nem fejezhet6 ki elemi
fliggvényekkel, ezért a tovabbiakban csak felvazoljuk a legfontosabb eseteket.

Ha a4 b2 < 1, akkor az tigynevezett dudor-tipusi feliiletet kapjuk. Ez a feliilet
az ' = 1 4ltal meghatdrozott legsziikebb részeinél persze nem differencidlhat, csak
folytonos.

Ha a?+b? = 1, akkor az integralasbél f(s) = sin(s—sg), és ezért a ¢ = (f, g) =
(sin(s — sg), cos(s — sg)) gorbe az egységsugart kor egy darabja, amiért a feliilet egy
gémbdarab.

Ha a2 + b2 > 1, akkor az ugynevezett orsé-tipusi feliletet kapjuk. Ez a feliilet
az f' = 0 altal meghatdrozott cstcsaindl persze nem differencidlhato.

A k = —1 eset. A g’ —g = 0 egyenlet dltaldnos megoldésa g(s) = a cosh s+bsinh s,
ahol a,b € R. Mivel a ¢ gorbe z-tengelyre val6 tiikrozése nem befolyasolja a forgatas
eredményét, feltehetd, hogy a > 0. Jegyezziik meg mar most, hogy ezek a feliiletek
a Bolyai-Lobacsevszkij-féle hiperbolikus siknak vagy egy részének modelljei. Ennek
jelentését kés6bb targyaljuk.
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Ha a = b, akkor

f::t/\/lf(g’)Q:j:/\/lfaQezs
=F2Inja| Fs+t v1—a?e?* +In(1 — /1 — a2e?s),

és igy a c gorbe a traktriz, mely a fizikdéban Ugy ismert, mint a (0,sgna) pont-
bdl inditott, az x-tengelyrél vontatott test palyaja. A traktrix a végtelenben az
z-tengelyhez simul, de nem tartalmazza az z-tengely végtelen tavoli pontjat. A
traktrixot az z-tengely koriil megforgatva a pszeudofoknak nevezett feliiletet kapjuk.
Gauss a nemeuklideszi geometrianak ezt a Beltrami-féle modelljét ismerte.

Ha a = —b, akkor ugyancsak pszeudofokot kapunk, csak éppen az (y, z)-sikra
tikkrozve.

Ha a? # b?, akkor létezik olyan sg szam, melyre

(a,b) = \/[aZ = 57| (cosh sg, sinh s¢), ha a? > b2,
(sinh sg,sgnbcosh sg), ha a? < b
és gy
cosh(s + sg), ha a2 > b?,

g(s) = acosh s + bsinh s = /|a? — b?|
sinh(sg + ssgnb), ha a® < b2

Mint fentebb, az

fzj:/ 1—(¢)2 == f\/l_ ?) sinh® (s + so), ha a? > b2,
\/1— 2) cosh?(sg + ssgnb), ha a® < b?

integral most is elsé illetve masodfaju elliptikus integral, mely altaldban nem fejezhe-
t6 ki elemi fiiggvényekkel, ezért a tovabbiakban csak felvazoljuk a két legfontosabb
esetet.

Ha a? < b?, akkor b2 — a? < 1 is fenn kell alljon, és egy olyan feliiletet ka-
punk, mely atmetszi 6nmagat a ¢ = 0 meghatarozta pontban. Ebbdl tgy kapunk
egy kompakt és gomb-tipusinak nevezett feliiletet, hogy szétvagjuk a g = 0 altal
megadott stk mentén, aztdn a két ' = 0 dltal meghatarozott széls6 kor mentén Gssze-
ragasztjuk. Ez a kompakt feliilet nem differencialhat6 a forgastengelyre merdleges
szimmetriasikban 1év6 kor mentén és a két szélsé cstcspontban.

Ha a? > b?, akkor az tgynevezett gége-tipusi feliiletet kapjuk, melynek az
f' = 0 &ltal meghatdrozott pontjaiban a feliilet nem differencidlhaté és amely
szimmetrikus az f’ = 1 altal meghatérozott és a forgdstengelyre meréleges sikra.
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2.10.2. Minimalfeliiletek

Szemléletesen minimalfeliiletnek neveziink egy adott ,,peremmel” rendelkezé fe-
lilletet, ha az adott peremmel a legkisebb felszinii. A legjobb példat a kiilonféle
drétkeretekre fesziilé szappan hartyak szolgaltatjak, mert azok a feliileti fesziiltség
miatt ,igyekeznek a legkisebbre 6sszehiizni magat”.

Definicié. Az r: T(C R?) — R3 paraméterezéstt F feliilet varidldsdnak nevezziik az
olyan ¥: (—¢,¢) x T — R? differencialhaté fiigvényt, melyre ¢ > 0 és ¥(0,-) = r(-).
A varidldst normdlis varidldsnak nevezzik, ha U(t, ) = r(-) +tf(-)m(r(-)), ahol m
az JF feliilet normalisa és f: T — R differencidlhaté.

Az F felilletek halmazén értelmezett F — p(F) funkciondlt mérésnek nevezziik.
Az F feliiletet a p mérésre nézve extremdlis feliiletnek nevezziik, ha barmely ¥
varidlasara az m(t) = p(¥(t,-)) fliggvény a O-ban extremadlis, vagyis m/(0) = 0.

Tétel. Az F feliilet akkor és csak akkor extremdlis a felszin mérésre nézve, ha a
Minkowski-féle dsszeggorbiilet mindenditt nulla.

Bizonyitas. Csak normélis varidldsokat fogunk haszndlni. Legyen W.(-) = U(t, ),
hogy egyszertisitsiik a képletek {rasat (persze igy WUy = r), és vezessiik be a 0;—¢
jelolést a t szerinti derivilas ¢ = 0 pontban felvett értékére.

A U, iltal paraméterezett feliilet felszine
F(0) = [ 100, x 0w dsy,
T

ahol 9;,¥; = O;r + t&fm + tf(')im = Oir + t(alfm + fB(@,r)) (Z =1, 2). Ezek t
szerinti derivéltja a t = 0 pontban 9;—00; ¥y = 9;fm + fB(0;r), ezért

8t:0(81\11t X 62\11,5) = (81fm + fB(al’/‘)) X 827‘ + (917" X (62fm + fB(aQT))
=m X (81f827“ — OofOhr) + f(B(017) X Oor + 17 X B(agT))

Az extremalitas vizsgalatdhoz F' derivaltjat kell képezniink a t = 0 pontban:

F’(O) = /Tat:()(\/<81\1/t X 82\I/t,81\1’t X 82\Ift>)da:dy

_/ (Or=0(01Uy x 02Wy), 01 ¥g x 02¥q)
Jr ERTEEA

B (f(B(011) X Ogr + 011 x B(Dar)), 017 X Oar)
N /T |01 x Oar|

dxdy

dxdy.

BEVEZETES A DIFFERENCIALGEOMETRIABA

Ver.: 2022:11:29:14:55:41 © Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

68 2. Differencidlhaté feliiletek

Behelyettesitve ebbe a B Weingarten-leképezés (b; ;)7 ;_; matrixa szerinti B(d;r) =
bi 1017 + b; 20o1 kifejtést, azt kapjuk, hogy

F/(O) = / f(bll + b22) . |817’ X 82r\dxdy
T S
Spur B

Ez akkor és csak akkor tiinik el minden f fliggvény esetén, ha Spur B = 0, vagyis a

Minkowski-féle 6sszeggorbiilet eltiinik! -

Egy felilletet minimdlfeliletnek neveziink, ha a felszin mérésre nézve minimalis.
Tételiink szerint ez azt jelenti, hogy a Minkowski-féle 6sszeggorbiilet nulla.

Tétel. Egy forgdsfeliilet akkor és csak akkor minimdlfeliilet, ha az eqy kétélgorbének
a stkjdban lévd, a szimmetriatengelyére merdleges, a kétélgorbét nem metszd egyenes
korili forgatdsaval keletkezik.

Bizonyitas. Az f: R — R fuggvénynek a z = 0 sikban vett R 3 z — (z, f(x)) €
R? grafikonjat az a-tengely koriil megforgatva az r: [0,27) x R 3 (p,2)
(z, f(x) cos g, f(x)sinp) paraméterezésii F forgasfeliilethez jutunk. Mivel a —f
fliggvénybdl kiindulva is ugyanezt a feliiletet kapjuk, feltessziik, hogy f > 0.

Mivel F forgasfeliilet, elegenddé a z = 0 sikba es6 pontjaiban kiszdamolni a
Minkowski-féle 0sszeggorbiiletét. Euler tétele szerint ha két egymaésra merdleges
irdnyban kiszdmitjuk a normal-gorbiiletet, azok Gsszege éppen a Minkowski-féle
Osszeggorbiilet.

Forgasfeliileten a paramétervonalak érint6 az adott pont érinté sikjaban or-
togondlis bézist alkotnak, igy az (x, f(x),0) pontban 0,7(0,z) = (0,0, f(z)) és
Oar(0,2) = (1, f'(x),0) is ortogondlisak, tehdt F normélisa az (x, f(z),0) pontban

o Oir x or (= f'(x),1,0)
o x Oor] /(F(2))? + 1

A p:az— (z, f(x),0) sikgorbe érintéje p(x) = (1, f'(x),0), amiért normalisa
a p(0) pontban +m irdnyt, rdaddsul Meusnier tétele szerint a p feliileti normalis
gorbiilete a p gorbiileti vektoranak az m normalisra es6 vetiilete, tehat

H( p ) — (mj) = ((=f"(2),1,0), (0, f"(x),0)) _ f"(x)

@1 F@P1

A q: o (z, f(x)cosp, f(x)sinp) kor érintéje f(z)(0, — sin ¢, cos ), amiért nor-
malisa a ¢(0) pontban n,(¢) = (0, — cos g, sin¢). Meusnier tétele szerint a ¢(0)
pontban a ¢ feliileti normalis gorbiilete

o (1) = (gmg (0, m) = <(0’_1’0) (/(2),1,0) ) = - .
"\ dl e f@) " (P@)2+1 f@) /(@) +1
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Tehat a Minkowski-féle 6sszeggorbiilet az r(z,0) pontban
f"(x) -1 f@)f"(x) = ((f'(=))* + 1)

ST TP AT TOVT@P 1 @ TP AT
(2.10.1)

vagyis F akkor és csak akkor minimalfeliilet, ha
L+ (f'(2))? = f(x)f"(x) és f >0 miatt f” >0 is.

Ennek derivilasa a 2f/(z) f"(x) = f'(z)f"(z) + f(x)f"(x), vagyis az f'(z)f"(z) =
f(x) " (x) egyenletre vezet. Mivel f, f > 0, egyenletiink ekvivalens az f'(x)/f(z) =
f"(x)/f"(x) egyenlettel, melynek integraldsa az In f(z) = ¢y + In f”/(z) egyenlet-
re vezet, ahol ¢y konstans. Eszerint valamely ¢; konstansra f(z) = ¢; f"(z). Ezt
beillesztve a kiindulasi egyenletbe azt kapjuk, hogy 1 + (f'(7))? = ci1f%(z). A
g(x) = f(zy/c1)//e1 fiiggvényre tehdt 1 + (¢'(2))? = g*(x). Legyen h: R —» R
olyan fliggvény, melyre g(x) = cosh(h(x)). Ekkor

1+ sinh?(h(2)) (0 ()2 = 1+ (¢'(2))? = g*(x) = cosh(h(x)),

amiért sinh?(h(z))((h'(x))? — 1) = 0, vagyis h(z) = ¢z + = valamely ¢, konstansra.

Tehat f(z) = \/cig(xz/\/c1) = y/c1cosh(h(z/\/c1)) = \/cicosh(ca + x/\/c1), ami

éppen egy kotélgorbe fliggvénye. Ez igazolja az allitast. -

Arra a kérdésre, hogy milyenek azok a feliiletek, melyeknek konstans a
Minkowski-féle osszeggorbiilete, a fizikdban a nyomés dltal egyensilyban tartott fe-
liletek, példaul a felfijt szappanhdartydk mutatnak jo példakat. Az ilyen feliileteket
konstans Minkowski-gorbiletiieknek nevezziik.

El6bbi tételiink altaldnosithaté konstans Minkowski-gorbiiletli forgasfeliiletek-
re. Ehhez a (2.10.1) egyenletet kell megoldani ., konstans esetén. Erdekes eredmény
adodik:

Delanuay-tétel. A térben pontosan azok a forgasfeliletek konstans Minkowski-
gorbiiletiek, amelyek eqy egyenesen gordild kiupszelet fokusza dltal sirolt gérbének
az egyenes korili forgatdsaként dllnak eld.

Tehat egy konstans Minkowski-gorbiiletli forgasfeliilet konkrétan egy sik, egy
henger, egy gémb, egy unduloid, egy katenoid, vagy egy nodoid.

2.10.3. Umbilikus feliiletek, nem umbilikus pontok

Ahogy fentebb is, ismét egy lokalis tulajdonsigrél igazoljuk, hogy az egybeesik egy
globdlis tulajdonsiggal, ezuittal azonban az egyik iranyt meghatarozottsig nyilvan-
valé.
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Definicié. Az F feliilet egy P pontjat umbilikusnak nevezziik, ha a P pontban a
P ponton dtmend minden gorbe normalgorbiilete ugyanannyi. Egy feliiletet umbili-
kusnak mondunk ha minden pontja umbilikus.

Vilagos, hogy a sik és a gémb minden pontja umbilikus, és a kovetkezo tétel
szerint nincs is més példa.

Tétel. Eqgy umbilikus felilet eqy sik vagy egy gomb egy darabja.

Bizonyitas. Egy umbilikus F feliileten az M (¢, t) nem flgg a t valasztasatol, vagyis
A= M(t,t) egy jol definidlt skaldrmezd a feliileten.

A X = —(t, B(t)) kifejezést az Euler-bazisban vizsgélva, azonnal 1atjuk, hogy
abban B = —\I, ahol I az identikus leképezés, tehat B a —\ aranyu homotécia.

Legyenek t1,t, € TpF tetszbleges ortonormalt vektormezdk.

A Codazzi—-Mainardi-egyenlet két oldalara

_(vt1M)(t2at2) = dt1 <t27 B(t2)> - <Vt1t2, B(t2)> - <t2a B(vt1t2)>
= (t2, V¢, B(t2) — B(Vi,t2)) = (t2, Vi, (—Mt2) + AV, t2))
= —dg A,

—(VtQM)(tl,tg) = <t1,vtzB(t2) — B(Vt2t2)> = —<t1,t2>dt2)\ =0

adédik, gy a P pontban dg, A = 0 barmely ¢, vektorra, vagyis A konstans a feliileten.

Ha A\ = 0, akkor a Weingarten-leképezés trivialis, tehat a feliilet m normaélisa
konstans, amiért a feliilet egy sik darabja. Innentdl feltessziik, hogy A nem nulla.

Legyen m a feliilet normalisa, és toljuk el a tér koordinatazasat gy, hogy a
Ar(zo, yo) — m(r(xo,yo)) pont éppen az origbba essék. Az r ehhez tartozé alkalmas
© atparaméterezésével 16trejovs p = r o ¢ paraméterezésre fennall, hogy Ap(0,0) —
mp0,0) =0.

Legyen az Y € T'F feliileti vektormez6 az, amelyre Y (p) := p. Ekkor tetsz6-
leges X = 2'01p + 228op € TF érintévektor-mezére dx Y = xlda, pp + 2%da,pp =
2lop + 2200p = X, és igy dx(m + \Y) = B(X) + MdxY = —AX + \X =0,
vagyis m + \Y konstans vektor, mert minden derivaltja eltiinik.

Eszerint a v = ym + Y vektor konstans, és v(p(0,0)) = 0. Akkor v = 0,
vagyis p =Y = Slm, amiért |p| = 1/|)|, és gy a feliilet az origé kézépponti 1/|A|

sugari gémb egy darabja. -

Hilbert-lemma. Ha egy nem umbilikus pontban a nagyobbik fégorbilet maximdlis, a
kisebb fégorbilet pedig minimdlis, akkor abban a pontban a felilet gorbilete negativ.

KuRrusa ARPAD

Ver.: 2022:11:29:14:55:41 © Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

2.10 Specialis feltiletek 71

Bizonyitas. Tekintsiik egy F feliilet egy nem umbilikus @) pontjat. Ekkor ennek
egy U kornyezetében F egyetlen pontja sem umbilikus. Ebben a kérnyezetben
ezért vdlaszthatunk olyan r paraméterezést, hogy Q = r(0,0), r paramétervonalain
az érinték éppen f6gorbiileti iranyudak, és a @) ponton atmené paramétervonalak
ivhossz szerinti paraméterezésiiek. Tegyiik fel, hogy a ) pontban a f6gorbiiletek
Fmin (@) < Kmax(Q) rendre az elsé és a masodik paramétervonalra esnek. Ebbdl
kovetkezik, hogy az U elemi feliileten az i-edik (i = 1, 2) paramétervonal k; gorbiilete

rendre éppen Kmin €S Kmax-
Ekkor a Codazzi-Mainardi egyenlet szerint (VxM)(Y,Z) = (VyM)(X, Z),
amibdl kihasznalva M szimmetridjat is

(Vo,r05r, — kiOkr) + (057, Vo,r (—Ki0Okr)) — (—K;0;1, V,rOkT)
= (Vo,r0;r, B(Okr)) 4 (957, Vo,r(B(0kr))) — (91, B(Vo,701))
= dairM(ajT’, 8kr) — M(@jT, Vairakr)
= dajTM(aiT, ak’l“) — M(aﬂ“, Vajrakr)
= (Va,+0ir, —k1.0k1)) + (0i1, Vo, r(—k10k7)) — (—ki0ir, Vo, Okr)
adédik, amibdl
(k;0jT,Vo,rOkr) = (057, Vo, (krOkr)) = (K:0i7, Vo,rOkr) —(0s1, Vo, (krOkr))
és igy
k5057, Vo, Opr) — ki (0ir, Vo, 7 0kT)
= <8jr, Va“«(likak’l“» — <8¢T, Vajr(ﬁkakr)>
= <8j7“, O0; kLORT + IﬁkVaﬂa}gT> — (@r, 8jnk8kr + nkv@.rakr}
= 0ikx (07, Opr) + ki (057, Vo,rOpr) — ki (0ir, Opr) — Ki(0ir, Vo, OkT)
kévetkezik. Ha itt 4 = k # j, akkor az Euler-tétel szerint 0;r L 0;r, amiért
8j/€i‘8ﬁ“|2
= R; <8]-r, Vg}iraﬂ”> — RK; <a7;7', Vajral'T) — lij <8j7", VQiraﬂ‘> + Kj <8ﬂ’7 v(’)jraﬂ“>
= (ki — K;){0;7, Vo,r0;1)
Ennek derivaltja a j-edik valtozé szerint
8j2m|8ir|2 + 28jl€i <8¢T, Vaﬂ&»r)
= (0ji — 0jk;)(057, Vo,r0im)+
+ (K?l' — /@)((Vaﬂ@jr, Vair&ﬂ + <8j7‘, Vajrvaﬂazﬂ).
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Tegyiik fel, hogy az U elemi feliileten a K1 = Kmin €S Ko = Kmax 10gOrbiileti
fliggvények a ) pontban rendre minimalis és maximalis értékiliek. Ekkor a () pontban
Oikmin = 0 = Oikmax (1 = 1,2), |0;r| = 1 és (Vg 021, Vo, r017) = 0 (mivel a Q
ponton 4t mindkét paramétervonal ivhossz szerinti paraméterezésii és geodetikus
gorbiileteik is mer6legesek egymadsra), amiért a ) pontban

8?/% = (/Qi — I@'j)<8j’l‘, V3j7-v(9”-ai’l“>
érvényes, aminek kovetkeztében
8221@'1 — 812,%2 = (k1 — k2) ({021, Vo, Vi, 7017 + (017, V5,V o,1-0aT)).
Ugyanakkor
<81Ta Valrvagr82r> = <61T7 Vaer627-5’27"> + <V617'81T7 V827'827'>
= d81T<81T7 V82T82r> = _dal’l‘<vaz’l‘81r7 62T>
= —(V9,rVo,rO17, 0or) — (Va,:017, Vi, 021)
= *<V317=V32r(91?”, 827”> — |V32T817’|2,
amiben |Va,,017| eltlinik a Q pontban, mert 9;r;|0;r|? = (k; — k;)(0;7, Vo, r0ir)
(i #j) és igy
<v,927~817', 62?"> = —<81T, V32r62r> = 07
(V32T81r, (917’> = <V317~827’, 31T> = *<627’, V31T31r> =0.
Ennek és a Gauss-egyenletnek az alkalmazasaval
03k — O%ka = (k1 — K9) (027, Vo,r Va,r017) — (Vo,wVoyrO17, 0ar)) = (K1 — K2)k

adodik, ami azonnal igazolja a lemma allitasat. -

Liebmann-tétel. Konstans gorbiileti kompakt feliilet gombfeliilet.

Bizonyitas. Legyen az F feliilet kompakt, és tekintsiik rajtaaz f: F 2 P — |P| € R
skalarmez6t. A kompaktsdg miatt f felveszi maximumadt. Legyen ez a maximum R.
Ez azt jelenti, hogy az F feliilet teljesen az R sugart Bg zart gdmbon beliil van, és
a P pontban érinti e gomb S, felilletét. A simulékoérokre gondolva, ebbol kévetkezik,
hogy az F felilletnek minden a gémb kozéppontjat és a P pontot tartalmazé sikkal
vett metszete olyan gorbe, melynek a P pontban legaldbb 1/R a gorbiilete. Eszerint
az F gorbiilete a P pontban legalabb 1/R2.

Legyen az F feliilet kompakt és konstans « gorbiiletii. E16bbi megfigyelésiink
szerint ekkor k > 0, a Hilbert-lemma szerint viszont emiatt nem lehet nem umbilikus
pontja. Kordbbi tételiink szerint igy csak egy goémbfelilet valamely része lehet,

azonban nyilt és zart egyszerre, tehat csakis teljes gombfeliilet lehet. -
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2.10.4. Sikba hajlithaté, torz- és 0 gorbiiletii feliiletek

A fejezet célja az, hogy ezeket a legegyszeriibb feliileteket megismerve kimutassuk,
hogy valéjaban ezek a kategéridk megegyeznek.

Definicié. Egy paraméterezést sikba hajlithaté paraméterezésnek neveziink, ha a
koordinata-kornyezetben minden goérbének a hossza pontosan akkora, mint a neki
a paraméter-tartomanyban megfelel§ gorbe hossza.

Egy feliiletet sikba hajlithato feliiletnek neveziink, ha minden pontjanak létezik
sikba hajlithaté paraméterezésii koordinata-kérnyezete.

Definicié. Egy paraméterezést normdlis bdzisi paraméterezésnek neveziink, ha oyr
és Oor az érintésik ortonormalt bazisa.

Egy feliiletet normdlis bdzisi feliiletnek neveziink, ha minden pontjanak 1étezik
koordinata-kornyezete normalis bazist paraméterezéssel.

Tétel. Egy paraméterezés akkor és csak akkor sikba hajlithatd, ha normadlis bazisi.

Bizonyitas. Legyen a G = r o g feliileti gorbe az r: T(C R?) — R?® paraméterezés
paramétertartoméanydban 16v6 g: [a,b] — T gérbének megfeleld.
Ha r normalis bazist, akkor

/ab|G(s)|ds_ i ‘d _/ 1#(g(s))g(s)|ds
:/a |81r(9(8))91(8)+02T(9(8))92(8)|d8Lb\/gf(8)+9§(8)d8

-/ " i(e)lds,

vagyis 1 sikbahajlithaté.

Ha r sikbahajlithatd, akkor a fenti szamolasnak megfeleléen
b b . b
/ 1017 (9(5))d1(5) + Dar(g(s))a(s)]ds = / 1 (s)|ds = / 19(s)|ds

barmely g gorbére. Ha olyan g gorbét valasztunk, melyre g; konstans, és go = 1,
akkor ebbdl f; |027(g(s))|ds = b—a adddik, ami igazolja, hogy |02r| = 1. Hasonl6an
igazoljuk, hogy |01r| = 1. Eszerint a fenti képletbdl, azt kapjuk, hogy

b
[ ) 386) + 20 o) Brlao in Ghinonds = [\ + R
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Ebbél a b szerinti derivilassal és egyszer(i dtalakitassal jutunk a (Oy7,dar) = 0

egyenloséghez, mely igy mar igazolja, hogy r normalis bazisu. -

Kovetkezmény. Egqy feliilet akkor és csak akkor sikba hajlithato, ha normdlis bdzisu.
Tétel. Egy feliilet akkor és csak akkor normdlis bazisu, ha gorbilete eltinik.

Bizonyitas. Ha F normadlis bézist, legyen r: T(C R?) — R? egy normalis bézist
paraméterezése. Ekkor 017 és dor ortonormalt bazist alkot az érintdsikban, ezért a
Gauss-féle Theorema Egregium miatt

Kk = (R(0ar,017)017,021) = (Vo,:Vo,r017 — Vo,:V o,r 017 — Vo, 9,7 01T, Oa2T).

Figyeljik meg, hogy [01r,02r] = 0 és Vp,,0ir = 0, mert d17LVy,.0ir =
Vo,7027 LOor, hiszen 011 és Oor ortonormalt. Ezzel folytatva a szdmoldst

k = (Vo,rVo,r017,021) = do,r (Vo 011, 021) — (Vo,7017, Vo,7027)

=0

= dé)grdﬁlr <817’, 32T> —d32r<817“, V31T82T> = 0,
=0 =0
amit bizonyitani akartunk.

Ha a gorbiilet eltlinik, mutatnunk kell egy normalis bazist paraméterezést. Mi-
vel kK = 0, a parhuzamos eltolas nem fiigg az tt6l egyetlen koordindta-kérnyezeten
beliil sem. Legyen x és y ortonormalt bazis a P € F pontban 1évé TpF érinto-
sikban. Parhuzamos eltolassal az x és y vektorokat minden pontba elmozgatva
olyan X és Y vektormez&khoz jutunk, melyek ortonormalt béazist alkotnak minden
érintosikban.

Mivel X és Y ugyanakkor minden gbérbén parhuzamos vektormezd, fennall a
VzX =VzY = 0 azonossidg minden Z vektormezére, amiért div X =divY = 0.
A Stokes-tétel szerint tehat

Mivel barmely gérbe mentén a ¢ érint6 és az n feliileti normalis vektor is ortonormalt
bézist alkot, nyilvin (X t) = (Y, n), és (Y, t) = (X,n). Eszerint

f’gD<X,t> = £D<Y,t> = 0.

Minden ) € F ponthoz vegyiink egy olyan G gorbét, mely 6sszekoti a P
ponttal, és vegyiik az

Q) = /G (X thds & y(Q) = /G (Y t)ds,
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értékeket. Az x és y skalar nem fiigg a gorbe valasztasatol, hiszen az integrandusz
integralja minden zart gérbén nulla, tehat = és y jol definialt skaldrmezdk az F
feliileten.

Allitjuk, hogy a P egy kis kornyezetében a

P F 3 Q= p(Q) = (2(Q),y(Q)) € R?

leképezés injektiv.

Az inverzfliggvény-tétel értelmében elegendd beldtnunk, hogy a p altal indukalt
Dy TpF — R? leképezés nem elfajuld. Azt mar lattuk, hogy p,. = p(P), ezért p
derivaltjat kell meghataroznunk. Barmely v € TpF érintévektorhoz létezik olyan
G gorbe a feliileten, melyre P = G(0) és G(0) = v. Ekkor

PG = [ (X@o.GENs & mG0)= [V EE).aes
amibdl ¢ szerinti derivalassal a t = 0 pontban
4 (P) = (X(P).v). & dopa(P) = (Y(P).v). (2102)
Mivel ez minden v vektorra érvényes, a

(o (P) doni(P)\  ((X(P).or) (X (P).0ur)
p@*<%mwwdwmwQ‘meﬁm W@MMQ

egyenléségekhez jutunk, ahol a métrix nem elfajuld, mert X és Y ortonormalt
bazist alkot. Tehat p a P pont koriil invertalhato.

Legyen p a p inverze, melyre tehat p(z(Q), y(Q)) = Q. Az inverzfiiggvény-tétel
értelmében p derivalhatd, igy a p(p(x,y)) = (z,y) azonossigot derivilva és a (2.10.2)
felhasznalasaval arra jutunk, hogy

10y _ - 1 (01(Pr(p(z,y))) O2(P
(0 1) = G0t = G0
_ <d81p(a¢,y)p1 dazp(m,y)pl) _ (<X(p(£[’

Ao, p(z,y)P2 Aoyp(a,y)P2 (z

) (X (p(x,y)), 3zp>>
;0ip) (Y (p(x,9)), 0ap)

Eszerint X = O1p és Y = Oqp, vagyis 01p és Oop ortonormélt bézis a feliilet

érintésikjaban, tehat F normalis bazist. Ezzel a tétel bizonyitasa teljes. -

Definicié. Ha egy feliillet minden pontjan athalad egy feliileti egyenes, akkor azt
vonalfeliiletnek nevezzik. Torzfelilletnek neveziink egy vonalfeliilet, ha az egyenesek
mentén az érintésikok parhuzamosak.
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Torzfeliiletre a legegyszerlibb példa a kip és a henger, mig az egykopeny
hiperboloid (nyeregfeliilet) olyan vonalfeliilet, mely nem torz.

Tétel. Egy feliilet akkor és csak akkor torz, ha gorbilete eltinik.

Bizonyitas. Ha az F feliilet torz, akkor barmely P pontjan atmend egyenes X
irdnyvektordra Bp(X) = dxm = 0, ahol m a feliileti normdlis, hiszen ha az
érintésikok parhuzamosak, akkor a normalis vektorok is parhuzamosak. Eszerint a
Weingarten-leképezés elfajuld, tehat k = det Bp = 0, ahogy allitottuk.

Ha x = 0, akkor det B = 0 minden pontban, és igy létezik olyan normalt X
vektormezé, melyre B(X) = dxm = 0.

Mivel (dx X, m) = —(X,dxm) =0,az Y = dx X = VxX egy feliiletérintd
vektormezd.

Ha Y = 0, akkor X integralgorbéinek gorbiilete eltiinik, tehédt ezek egyenesek,
tehat az F feliilet torz, hiszen dxm = 0 is teljesiil.

Ha Y # 0, akkor X és Y ortogonalis bazist alkot az érintosikban, hiszen X
normalt, vagyis | X| =1, amiért dx X L X. A Codazzi-Mainardi-egyenlet kifejtésé-
bdl
dx(M(Y, X)) - M(VxY,X)- MY, VxX)

=(VxM)(Y,X)=(VyM)(X,X)
=dy(M(X,X))-M(VyX,X)- M(X,VyX)
kovetkezik. Mivel B(X) = 0,ebbdl M (Y, Vx X) = 0, vagyis (Y, B(Y)) = 0 adédik.
Mivel X és Y ortogondlis bézist alkot, ebbdl B(Y') = k - X kovetkezik valamely k
skalarmezoére. Eszerint k = (X, B(Y)) = M(X,Y)=M(Y,X) = (Y, B(X)) =0,
vagyis X,Y € ker B. Ez azt jelenti, hogy a Weingarten-leképezés nulla, tehit az

m feliileti normalis konstans, vagyis F egy sikdarab. -

Osszefoglalva e szakasz eredményeit, kimondhatjuk a kévetkezot.

Tétel. Egy feliilet alabbi tulajdonsagai ekvivalensek:
(1) sikba hajlithatd,

(2) normdlis bazist,

(3) torz,

(4)

4) 0 gorbiiletd.

2.10.5. Aszimptotikus gorbék

A geodetikusokat a geodetikus gorbiilet eltiinésével definidltuk. Felvetédik, hogy
miféle gorbékhez jutunk, ha a normalis gorbiilet eltlinését tételezziik fel.
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Definicié. Az F felilleten a G gbrbét aszimptotikus gorbének nevezzik, ha k,, =
M(G,G) = 0.
Bar e meghatarozas rendkivil hasonlé a geodetikusokéhoz, az aszimptotikus

gbrbék viselkedése jelentGsen eltér, hiszen Meusnier tétele szerint ezen gérbék simu-
l6sikja minden pontban megegyezik a feliilet érintésikjaval.

Tétel. Egy nem sik felilet valamely pontjan dt pontosan egy, illetve kettd aszimp-
totikus gorbe megy dt, ha abban a pontban k = 0, illetve k < 0. Ha k > 0, akkor
aszimptotikus gorbe nem megy dt a ponton.

Bizonyitas. Vilasszunk olyan r paraméterezést, hogy a 917(0,0), d27(0,0) orton-

ba1 ba2
teljesiiljon. Ha G = r o g, akkor 0 = —M (G, G) = by 143 + 2b1.2G1G2 + ba2d3 egy
masodfoku differencidlegyenlet a g1 és go fliggvényekre. Nyilvan §; vagy go nem

ormalt bazison a B Weingarten-leképezés (bl’l b“) matrixdban by 1 # 0 # by

nulla. Mondjuk, az utébbi nem nulla, {gy a 0 = b1.1(g1/92)* + 2b1.2(41/G2) + b2.2
egyenletbdl a megolddképlet azt adja, hogy

i —bio =+ big —b1,1b22
g2 b1,1 .

Az egy pontbdl induld aszimptotius gorbék szama ezért az diszkrimindns elé-
jelén mulik, amely a b%’z —by1ba 2 = —det B = —k egyenldség alapjan az adott
pont gorbiiletével ellenkez6 eléjelii. Ez igazolja a tételt. -

Figyeljiik meg, hogy bdrmilyen paraméterezésre

<617‘ X (927’, 617‘ X 827’> = <(31T X 827') X (917’, 827‘>
= <—<81’/‘, 327">817" + <617’, 81T>62’I“, (92’/‘> = det g,
vagyis 017 X Jor = +/detg - m, ahol g az els6 alapmennyiség. Ezt is fel fogjuk
hasznalni az alabbiakban.

Tétel. A konstans k < 0 gorbiileti feliileten, ha az v paraméterezés minden paramé-
tervonala aszimptotikus, és r(0,-) és r(-,0) egy-egy ivhossz szerint paraméterezett
aszimptotikus gorbe a P = r(0,0) € F ponton dt, akkor r mindkét vdltozdjdban
whossz szerinti paraméterezési.

Bizonyitas. Felhaszndlva a tétel elotti észrevételt

dalr(m X da2rm) — d(’)QT(m X dalrm) = 2d31rm X daﬂm = QBP(alr) X Bp(82r)
= 2(b1181r + blgag’r‘) X (b2181r + bgg@z?“)
= 2det Bp(O1r x Oor) = 2k+/det g - m,
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és
Vdet gm x da,»m = (017 X 0a1) X da,rm = (017, dp, r12) Do — (dp, ™0, O27) 017
= (M0Oyr — Loar),

valamint ugyanigy

Vdet g
ahol L = M (0yr,017r), M = M(01r,0ar), és N = M (9ar, Oor).
Beirva legels6é formulankba a két utébb nyertet,
N M M L
2n/detg - m = do,r or — 0ar) = dose ( o —
frydetg-m=ao Vdetg 1 Vdetg 2T> 02 Vdetg v Vdetg

adédik. Mivel r(p,-) és r(-,q) is aszimptotikus, az ilyen gorbékre vonatkozé diffe-
rencidlegyenlet szerint L = N = 0. Tovabba

m X dg,,m = (NOyr — Mor),

827“)

—M?
- detg’

1
=det B = -1 B) = - det(M
Kk = det det g7~ det(gB) dotg det(M)

Ezzel egyszeriisitve, el6z6 formulank a
2&\/(?‘59 -m =t/ —k - (—dy, 021 — dp,:O17) = £2¢/—Kdg, 021 = £2/—KD1 Dot

formét veszi fel. Eszerint (017, 0102r) = (Oar,01021) = 0, vagyis Og(O17,011) =
01({0ar, Oor) = 0, tehdt |017(p, ¢)| nem fugg ¢-t6l, vagyis |017(p, q)| = |O17(p,0)| = 1,
és hasonléan |0y7(p, q)| sem figg p-t8l, amiért |Oxr(p, q)| = |027(0,q)| = 1.

Megéllapithatjuk tehat, hogy |01r| = |02r| = 1, vagyis minden paramétervonal
ivhossz szerinti paraméterezésii, ahogy allitottuk. -
Tétel. A konstans k < 0 gorbiiletd felileten egy aszimptotikus gorbék dltal hatdrolt
D négyszog F (D) felszine (2w — Zle «;)/k, ahol a; az i-edik metszéspontban a
belsd szdg.

Bizonyitas. El6z6 eredményiink szerint ezt a négy aszimptotikus gorbét tekinthet-
jik egy ivhossz szerint paraméterezett aszimptotikus paramétervonalakkal rendel-
kez6 r paraméterezés négy paramétervonaldnak. Legyen a négy toréspont r(0,0),
r(a,0), r(a,b) és r(0,b).

Az elébbi bizonyitas szerint egyrészt

F(D)/DdF/Oa /Ob|81r(:17,y) xagr(:c,y)|dzdy/0a /Ob Vet g(z, y)daxdy

1 b a
= \/7 / / |8182T(£L',y)|d$dy,
- 0 JO
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masrészt +£010-r = \/—kO11 X O, amibdl
(01097, 01051) = —K(O11 X Oor, 017 X Ogr) = —k(1 — (017, Dar)?)

a kifejtési szabdly alapjan. Az itt kapott masodik egyenlGséget derivalva az elso és
a masodik valtozd szerint,

2<8181T X 827“, 617“ X 827“> = —2<617“7 827“> <61817”, 827“>,
2(617“ X (92(927", 817" X 827“> = —2<(91’I"7 827“> <81T, 82(927“>.
Ezeket Osszeszorozva, a bal oldali vektorok egyirdanyusagabdl
<8181’I“ X 827“, 817“ X 827“) <81’I“ X 82827“, 817“ X 827“>

= <6181T X 827“7 817" X (92827"><(91T X (927“, (917“ X 827">
= <81T, 827‘>2 <81817', 82T> <31T, 82827’>,

majd a kifejtési szabélyt alkalmazva
—<81817’, 8282T>(1 - <81T, 327‘>2) = <81T, 527‘> <81817”, 827’> <817‘, (92827'>

adodik.
Legyen cosw = (01r,09r), vagyis w a két paramétervonal bezirt szoge. A
fentieket alkalmazva

5] <817‘, (927“> <81817“, 627“>
o2
1-— <817“, 827’>2 1-— <817“7 82T>2

<6261 o1, 827“> — <61 orr, 62627“> _ <81 onr, 62"“> <81T7 8262T> <61T7 827“>

3
1— (01, Oar)? (1f@m@mﬂ

&%w:—%(

Mivel r mindkét paramétervonala ivhossz szerint paraméterezett, 01017 az
elsé, 020,r a mésodik paramétervonal gorbiileti vektora. Ugyanakkor a megfe-
lel§ paramétervonalak egységnyi Oir és Oor érintéi ezekre merdlegesek, ezért
K1K2 COSw = K1Ra(O1T,Oar) = (01017, 02021), és Kikasinw = £ko(01017,Oor) =
+k1{017, O2021), ahol k1 = |01017|, kK2 = |020:7], és mindig az irdnyitdsnak megfele-
16 eldjelet kell vélasztani. Figyelembe véve, hogy (0201017, O2r) = —(02017, 01021),
ezekbdl

(02017, O10o7) +K1Kkocosw K1 sinwke sinw cosw

1 — (017, Dar)? sinw sin® w

—k(1 = (017, 0a1)?)
= = —k\/1 — (017, 0a1)% = /—K|D1Dar
].—<(91’l",627’>2 < ! ? ) ‘ 1 |

8182(4) =
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adédik.
Tehét /—k|01021| = 0109w, amit behelyettesitve a keresett integrélba:

1 [0 ~ w(0,0) +w(a,b) —w(a,0) —w(0,b)
jﬁ/o /0 0100w (z, y)dxdy =

—K

F(D)

a1+ as +az 4+ ayg — 21

—K

ahogy allitottuk. -

Fontos kovetkezménye tételiinknek, hogy egy aszimptotikus négyszog felszine
nem lehet nagyobb, mint 27 /(—k).

2.10.6. Az (x,y, f(x,y)) feliilet jellemzoi

Ebben a szakaszban az a cél, hogy példat lassunk a kifejtett elmélet hasznalatara,
de ennél mégis tobbrol van sz6, mert lokalisan minden feliilet paraméterezhetd egy
fliggvény grafikonjaként, sot a gyakorlatban legtobbszor ez fordul el6.

Vegyiik tehat az (x,y)-stkon az origb kozelében értelmezett f differencidlha-
t6 fuggvényt, és nézziik a grafikonja dltal meghatdrozott r(z,y) = (z,y, f(x,y))
paraméterezésii feliiletet.

Az r(x0,y0) ponton dtmend paramétervonalakat

r(zo+t,yo) = (vo+t, 90, f(xo+t,90)) és  r(wo,yo+t) = (o, yo+1, f(20, Yo +1))

adja meg. Ezek érint6i, vagyis derivaltjai

O1r(wo,y0) = (1,0,01 f(w0,%0)) és  Oar(wo,y0) = (0,1,02f(x0,%0))

az érintOsik két bazisvektora. A feliileti normaélist ezek normalt vektorialis szorzata

adja:
1

VI+tof2+oaf2
Az érint6sik elemeit a v = (A, ) = (X, , A0 f (0, yo) + 102 f (20, %0)) € Tr(wo,yo)F
alakban irhatjuk fel, és nagyon kénnyti olyan G feliileti gérbét is talalni, melynek

m = (=01 f(x0,y0), —02.f (0, y0),1) -

ez az érintGje:
G(t) = r(wo + M, yo + ut) = (zo + M, yo + pt, f(xo + AL, yo + pt)).

Ha most g: F — R egy differencidlhaté skalarmezd, akkor v irdnymenti derivaltja

dvg = % (gor(wo+ At yo + ut)) = A(01(g o) (20, y0)) + p(d2(g © r)(20, Y0))

= (v, grad(gor)).
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Ha X egy vektormez6, akkor a V, X éppen a dy X = (dypa!, dyr?, dya?) vektor

merdleges vetiilete az érintdsikra, ami a feliileti normadlisra vett m(d, X, m) vetiilet
dy X vektorbdl valé Vo, X = d, X — m(d, X, m) kivondsival szdmolhato.
Ebb6l méar ki tudjuk szamitani a Ff,j Christoffel-szimbélumokat, hiszen

(do,rOar, m) = (01021, m) =

0102 f

\/14—31]02-1-32]027

amibol
V81r82’r‘ = dalragr - m(dalrazr, 'rn,>
0102 f
(7 ) 12f) 1+31f2+32f2( i 2 fs )
oS s
- 1+31f2+82f2(81fva2fu81f +82f)
Y XY AP U
L+ 01 f% + 02 f? 1+ 0.2+ 0u02 %
tehat
Ml =T} = L A% r2, —r2 - 200
ST oo S Ty Y e
és hasonléan
o OfoRf s OfORf
U104 0 Bl af o
, _ Oufo3f s Oof03f
Iy =

1+ f2+ 0o f%

2T 024 0u02

A Weingarten-leképezés matrixat a ds,,m béazisbontasa hatarozza meg. Mint-
hogy az m feliileti normalist mar kiszamoltuk, most egyszertien alkalmaznunk kell
az eddigieket. A dg,,m = 01 m Osszefliggés alapjan

_92 _ _
do,rm = onr - Oif +adsf 3t Oar - 010of —ad: f 3

L4012+ 02 T+ 01/ + 021

78281]0 + b6‘2f 7851]0 o balf

da27«m = 617’ .

3+82T' 3
V14 01f2 + 02 f? V14 01f2 + 0 f?

ahol a = 81f‘8182f—82f'8%f, és b= 81f8§f—82f8281f A (817“, 827') bézisban

tehat felirhaté a Weingarten-leképezés métrixa.
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A Weingarten-leképezés matrixanak determindnsa adja a Gauss-féle szorzat-
gorbiiletet, tehat

det ( =02 f +abdaf —010of — a@lf)
—010of +b0yf  —03f —boLf
(1+00f> + 02 f?)°

Kicsit munkés, de mechanikus szdmolas adja ebbdl, hogy

O fO3f — 010: 1
(1401 f2+0,f2)2"

A Minkowski-féle sszeggorbiilet a Weingarten-leképezés nyoma, vagyis venni kell
a f64atld két elemének Osszegét. Ez most az olvasoéra marad.

Befejezésil kiszamoljuk, hogy az érintésikon a térbeli skalaris szorzas milyen
g(-,-) els6 alapmennyiséget generdl az érintésik (017, dar) bazisbontdsaban:

gladir + BOyr, Aoyt + pudar) = aA(1+ 91 f%) + Bu(l + 92f%) + (AB + pa)orf - Do f
2
— (0, 8) (1 + o f 81f32f2> (A) .
O1fOaf  1+0:207) \p
Tehat az érintésikon generalt szimmetrikus bilinearis skalaris formahoz tartozo
metrikus alaptenzor métrixa és determindnsa a 017, Oor bazisban

. <1+81f2 01 /0o f

alfazf 1+62f2) éS detg:1+81f2+31f2

Eszerint a felszinmérték siirliségére itt is |07 x Oar| = \/det g érvényes!
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Differencialhaté sokasagok

Ebben a fejezetben a feliileteknél megismert elméletet igyeksziink absztrakt
koriilmények kozott magasabb dimenzidban targyalni. Mivel ezek az objektumok az
emberi 3-dimenzids szemlélet szdmara mar nem kévethetok, azt fogjuk tenni, hogy a
felilleteknél tapasztaltakat a konkrét megjelenésiiktl elvonatkoztatva alkalmazzuk.

Definicié. Az M" halmazt n € N dimenziés topologikus sokasdgnak nevezziik, ha
(1) megszamlélhaté bazisi Hausdorfl-tér, és
(2) minden pontjinak egy kornyezete homeomorf a nyilt B™ gémbbel.

Definicié. Az U C M"™ nyilt halmazbdl és r: B™ — U homeomorfizmusbdl alko-
tott (r,U) part — ahol B™ C R™ a nyilt egységgdémb — koordindta-kornyezetnek
vagy térképnek nevezziik. Az r fliggvényt a koordindta-kornyezet, vagy egyszeriien
az U kornyezet paraméterezésének hiviuk. Az r—1 inverz-fiiggvényt a koordinita-
koérnyezet koordindtdzdsinak mondjuk.

Definicié. Az M™ topologikus sokasigot differencidlhatd sokasdgnak nevezzik, ha
adott rajta (r;,U;) koordindta-kornyezetek olyan rendszere, egy atlasz, melyre

(1) az U; kornyezetek lefedik az M™ halmazt, és

(2) ha két U; és U; kornyezet dtmetszi egymast, akkor a

i =1 or;: 7"]71(1/{1- NU;) — ri (U N U)

atmenetfiigguény akarhanyszor differencialhaté, és Jacobi-determinansa nem
tlinik el.

Konvencié. Ha nincs kiilon masként jelezve, egy differencialhaté M sokasag dimen-
zidéja n € N.

Figyeljuk meg, hogy r;l(Ui NU;) és ;1 (U; NU;) is R™ nyilt részhalmaza, {gy
©i,; egy n-vektor-n-vektor-fliggvény. Minden atlasz része egy maximalis atlasznak,
amely mar nem bovithet6 tovabbi koordinata-kérnyezetekkel tgy, hogy atlasz ma-
radjon. Ezt gy kapjuk, hogy egyszerlien az Osszes a differencidlhatésagot megérzé
koordinata-kornyezetet hozzavessziik az eredeti atlaszhoz.
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84 3. Differencidlhaté sokasdgok

Definicié. A ¢: M™ — N* leképezést m-szer differencidlhaténak mondjuk, ha az
M™ és N'F differencidlhaté sokasagok barmely 7pq és rn paraméterezésére az

T oo T U N HUN)) = T (0 (UM) NUN)

leképezés m-szer folytonosan differencidlhato.
Ha 1) bijektiv, és inverzével egyutt végtelenszer differencialhaté, akkor diffeo-
morfizmusnak nevezzik.

Figyeljitk meg, hogy 7 (Unm N~ Uy)) C R™ és it (¥(Um) NUy) C RE
igy rxfl o ory egy n-vektor—k-vektor-fliggvény.

Definicié. Ha két sokasag kozott 1étezik diffeomorfizmus, akkor azokat diffeomorf
sokasdgoknak nevezzik.

Vildgos, hogy két diffeomorf sokasig kozott az atlaszokbdl kiindulva nem lehet
kiilénbséget tenni, vagyis az ilyen sokasdgok a differencidlgeometria szempontjabdl
ekvivalensnek tekinthetéek, hacsak valami tovabbi mas struktira nem kiilénbozteti
meg 6ket.

Egy topologikus sokasagot ugyanakkor kiillonbo6z6 atlaszok kiilonbozé diffe-
rencidlhaté sokasagga tehetnek. Milnor bizonyitotta be, hogy a szokésos tavolsig
szerinti topologikus 7 dimenziés S”7 gombfeliiletet, ami B® C R® hatara, pontosan
28 nem ekvivalens médon lehet differencidlhaté sokasiggd tenni. A szokasos gombot
kanonikusnak, a tobbit egzotikus gombnek hivjuk.

Whitney nehéz tétele szerint n-dimenzidés kompakt sokasdgokat mindig be-
dgyazhatunk a (2n + 1)-dimenziés euklideszi térbe. Ennél most egy gyengébb, de
azért a bedgyazhatdsidg lehetGségét mutatd allitast itt is bizonyitunk.

Tétel. Kompakt differencidalhato sokasdg bedgyazhato egy megfeleld dimenzidju euk-
lideszi térbe.

Bizonyitas. Minden P € M" pontnak létezik (rp,Up) koordindta-kdrnyezete, mely-
re rp(0) = P és rp(B™) = Up.

Vegyiink a B" gémbon egy olyan differenciglhaté f fiiggvényt, melynek értéke
1 a B™(1/3) gombon, 0 és 1 kozotti a B™(2/3)\B™(1/3) gyfiriin, és 0 a B"\B"(2/3)
gytriin. Legyen fp = forgl az Up kérnyezeten, és fp = 0 azon kiviil. Ezzel az fp az
egész sokasagon megadott jol definialt fiiggvény. Definidljuk most az rp: M — R"
fiiggvényt ugy, hogy teljesiiljon az 7p(R) = rl_pl(R) - fp(R) az Up kornyezeten, és
7p(R) = 0 azon kiviill. Ekkor 7p is az egész sokasdgon értelmezett és a P ,kézelében’

)

az R pont paraméterét adja meg.
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Legyen Vp = rp(B™(1/3)). Nyilvdn a Vp kornyezetek is lefedik az M sokasa-
got, mely kompakt, igy 1étezik ezek koziil véges sok olyan Vp,,...,Vp, kérnyezet,
melyek egyiitt ugyancsak lefedik az M sokasagot.

Legyen az F': M — R¥"+1) fiiggvény olyan, hogy

F(Q) = (fPl(Q)7"'7de(Q)77:P1(Q)7'"7de(Q))'

Ekkor F' az egész M sokasagon jol definidlt, hiszen fp, és rp, is az egész sokasigon
definiélt.

Most belatjuk, hogy az F' diffeomorf bedgyazas, ami teljessé teszi bizonyita-
sunkat.

F injektiv. Ha F(R) = F(Q), és R € Vp,, akkor 1 = fp,(R) = fp,(Q) miatt
Q € Vp, is teljesiil. Ekkor viszont az 7p,(R) = 7p,(Q) egyenldségbdl kovetkezik,
hogy 7"13],1 (R) = 7"13],1 (Q), amibdl R és @ egybeesése adddik.

F végtelenszer differencidlhatd. Azt kell ellendrizniink, hogy F o 7p, minden
j esetén végtelenszer differencidlhaté. Ez nyilvanvald, mivel F minden koordinata-
fiiggvénye a végtelenszer differencialhaté ¢; ; = 7‘1_31_1 orp; dtmenetfiiggvényekbdl és
az altalunk konstrudlt szintén végtelenszer differencidlhatéd fp fiiggvénybdl épiil fel.

F~1 wégtelenszer differencidlhaté. Azt kell beldtnunk, hogy 7’137,1 o F71 vég-
telenszer differencialhaté az F(Vp,) nyilt halmazon minden j esetén. Nyilvan
(FayG—1yn+1(Q), -+, Fayrjn(Q)) = 7p,(Q), ezért az F'(Vp,) nyilt halmazon r;jl o
-1 = r;jl o f;jl = idgi(j—1ynt1,.. drjn: RUTD — R™ az a leképezés, melyre
i (= 1)n+1,dtin (T - - 5 Tana1)) = (Td(j—1)nt1s - - - » Tdtjn), ami nyilvin vég-

telenszer differencidlhato. -

A tovabbi jelolések egyszertisitése érdekében jegyezziik meg a kovetkezét.

Konvencié. Egy adott (r, ) koordinata-kérnyezeten beliil az x; : U — R koordindta-
fliggvény az adott pontnak az r paraméterezés szerinti j-edik koordinataja, vagyis

P =r(x1(P),...,x;(P),...,z,(P)).

A most kovetkezd definicidval kissé nehézkes igazolni, hogy példaul a Mobius-
szalag nem irdnyithaté, de késébb a differencialforméaknal az irdnyithatésag egy
egyszeriibben ellenérizheté megfogalmazasat is megismerjiik.

Definicié. Az M differencidlhat6 sokasag irdnyitott, ha atlasza barmely két r; és
r; paraméterezésére a @; ; = r; - or; dtmenetfiiggvény az rj_l(ui NU;) metszetkor-
nyezeten pozitiv Jacobi-determindnsi!

Az M differencialhaté sokasigot irdnyithaténak mondjuk, ha létezik vele dif-
feomorf irdanyitott sokasig!
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Miel6tt egy fontos iranyithatdsagi észrevételt bizonyitanank, sziikséglink van
a hatar fogalmara.

Definicié. A D C M részhalmaz reguldris tartomdny, ha minden P € D pont vagy
a D belsejébe esik, vagy létezik a P pontnak olyan (rp,Up) koordindta-kornyezete,
melyre Up ND = rp(B" N {x : 11 < 0}), és P = rp(0), ahol D a D részhalmaz
topologikus lezartja.

A reguléris D tartomany 0D hatdrdn azon P € M pontok halmazét értjiik,
melyeknek létezik olyan (rp,Up) koordinata-kérnyezete, melyre Up ND = rp(B" N
{z :21 <0}) és P =rp(0).

Megjegyzendd, hogy a definicioban megkeriilheté a specilis koordinata-
kornyezet igénye, ha igy fogalmazunk: ... bdrmely (rp,Up) koordindta-kérnye-
zethez létezik olyan ¢: R™ — R differencidlhato fiigguény, melynek derivdltja sehol
nem tiinik el, Up ND = rp(B" N {x : p(x) <0}), és P =rp(0).”

Fontos latni, hogy a hatar nem feltétleniil része a D tartomanynak. Zart
tartomany hatara azonban mindig része a tartomanynak, és az aldbbiak szerint,
ha a regularis tartomany egy kornyezete iranyithato, akkor a tartomany hatara is
iranyithato.

Tétel. Irdnyitott sokasdg requldris tartomdnydnak hatdra iranyitott differencidlhato
részsokasdg.

Bizonyitas. Eloszor belatjuk, hogy a hatar differencidlhaté sokasag, vagyis 1étezik
rajta egy atlasz. Ha P € 0D, akkor a definiciébeli jeloléseket haszndlva tekintsiik
a Vp = Up N OD kornyezetet és hozzd a pp = rply, =0 paraméterezést. A (pp, Vp)
par egy koordinata-kornyezetet definidl a 0D hatéron, mert a definicié szerint Vp =
pp(B™1). Ha Vp és Vg atmetszi egymést, akkor a pp és pg paraméterezések
Yp,q dtmenetfiiggvénye az rp és rg paraméterezések ¢p o dtmeneti fliggvényének
megszoritdsa az 1 = 0 hipersikra és {gy ugyancsak differencialhat6. Tehat a (pp, Vp)
koordinata-kornyezetek atlaszt alkotnak.

Az irdnyitottsag bizonyitdsa most mar csak az atmeneti fliggvények Jacobi-
matrixdnak vizsgalatdn mulik. A ¥ p g Jacobi-métrixat a ¢p o Jacobi-matrixdbdl
ugy kapjuk, hogy elhagyjuk belSle az els§ oszlopot és sort, hiszen (ya,...,yn) =
Ypo(Te,...,xy,) ekvivalens a (0,y2,...,yn) = ¢p,0(0,z2,...,x,) egyenlettel.

Az (1,92, -, Yn) = dp (1,22, . .., T,) formulat vizsgilva a hatdrpontokban
azt latjuk, hogy egyfeldl dyy; > 0, hiszen ha x; tdlné a nullan, akkor y; is, masfelél
0jy1 = 0, mert £; = 0 a tobbi valtozétdl fiiggetleniil implikalja, hogy y1 = 0.

Kévetkezésképpen det ¢'p o = 0191 det ¥p o, és ezért det ¢ 5 elbjele is pozitiv. -
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3.1. Differencialas, érint6tér, Lie-zaréjel és Hesse-forma

Mivel R" is egy differencialhat6 sokasédg, a differencidlhaté sokasdgokon értelme-
zett skalar- és vektormezok differencialhatésdgat lényegében mar az el6z0 szakasz
meghatarozta. Az egyszerlibb kiévethetdség érdekében most itt konkretizaljuk a
definiciét.

Definicié. Az f: M — R skalarmez6t m-szer differencidlhaténak mondjuk, ha
minden r; paraméterezésre az f or;: B™ — R fliggvény m-szer differencidlhato.

Az érint6tér bevezetéséhez a sokasdgnal nem allnak rendelkezésre a kornyezo
tér elemei, ezért az irdnymenti derivalasok iranyabdl kozelitjik meg.

Definicié. Az M sokasagon értelmezett differencialhatd f és g skaldrmezok azo-
nosan csirdznak a sokasag P pontja koriil, vagyis f ~p g, ha létezik P egy olyan
kornyezete, ahol f = g.

Az azonosan csirdzéas nyilvanvaléan ekvivalencia-relacio, ezért a skaldrmezdk
e szerint osztalyozhatdak. Ezen osztdlyokat skaldrmezdcsiraknak vagy fiigguénycsi-
raknak nevezzik. Egy f skaldrmezé P € M pont koriili csirajat fp7 az ilyen csirak
halmazat Cp M jeloli. Az Osszeadas és skalarral valé szorzas miiveletét a fliggvé-
nyekrol értelemszertien atmentve a C'p M halmazra, a Cp M e miiveletekkel egy
vektortér.

Definicié. A t: CpM — R funkcionélt derivdcidnak nevezzik, ha
(1) t(qu + Bgp) = at(fp) + Bt(Gr), és
(2) t(fgp) =t(fp) - 9(P)+ f(P)-t(gp).
Egy ¢ konst@ fiiggvény csirdjanak derivicidja mindig nulla, mert a (2) feltétel
szerint £(1) = t(1-1) = 2¢(1), amiért (1) = 0, és igy t(¢) = c¢-t(1) = 0.
Definicié. A P € M pont koriili derivaciék TpM terét érintétérnek, vagy tan-

genstérnek nevezzik. Az érintétér elemeit érintdvektoroknak, a P pontot pedig az
érintévektor tartopontjinak hivjuk.

A most definidlt elnevezések valds helyzetet fednek, hiszen az Osszeadast és a
skalarral valé szorzast a leképezések szokdsos szabalyai szerint alkalmazva a Tp M
érintotér nyilvan vektortérré valik.

Tétel. A Tp M vektortér dimenzidja megegyezik az M sokasdg dimenzidjdaval.

Bizonyitas. Definialjuk a t; derivaciot ugy, hogy ha f a Cp M tér egy felemének
reprezentansa, akkor legyen t;(f) = 9;(f orp)(0), ahol i € {1,2,...,n}. Ez jé defi-
nicié, mert nem fiigg a reprezentans valasztasatol, és nyilvan teljesiti a derivacidkat

meghatarozo6 két tulajdonsagot.
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Allitjuk, hogy a t; derivicick a Tp M érintétér egy bazisat alkotjik. Legyen

forp(x) +Zx] (forp)(0)+ Z zjTKgj K (T)

Jik=1

az f orp fiiggvény g, maradéktagos Taylor-sora a 0 koriil, és tekintsiink egy
t € Tp M derivaciot. Ekkor

n
t(f) = )+ Y t(7)0;(f o rp)(0),
j=1
hiszen a maradéktagban szerepld x;z) tényezdi nullédk, és a konstans derivicidja is
nulla. fgy

) = Y (),

vagyis a t; derivaciok tényleg bazist alkotnak. -

Konvencié. Mivel a fiiggvénycsirakon a t; derivacié éppen ugy hat, mint a repre-

zentansokon a 0; derivédlds, a tovabbiakban ezt a kett6t azonositjuk, és mindkettére
a 0; jelolést alkalmazzuk.

A feliileteknél a gorbék érint6i adjak ki az érintdsikokat. Ez a sokasdgoknal is
igy van.

Definicié. A G: (a,b) — M differencidlhaté leképezést, sokasagbeli gorbének ne-
vezziik. Azt a t derivéciot, melyre t(f) = < (G) (to) bérmely f skaldrmez6 esetén, a
G gorbe tg-beli érintdjének nevezzik, és G(to) val jeloljiik.

Tétel. Az r paraméterezésben G(t) = r(g(t)) alaki gorbe G érintdjének ; szerinti
bdzisbontdsa G = 31| G:0;.

Bizonyitas. Legyen f tetszéleges skaldrmez8. Ekkor a G(tg) = r(g(t9)) pontban

Gtto)(5) = WD (1) = WD (1) = 5™ 35 0 1)(to)) (1),

ahogy allitottuk. -

Eszerint az r;: t — r(0,...,0, td_k, 0,...,0) paramétervonal érint&je éppen
7—edl

a 0; érintOvektor, teljes analégidban a feliileteknél tapasztalttal. Tovabbi analégia,
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hogy tetsz6leges t érintévektorhoz létezik olyan G gorbe, melyre ¢ = G(0). Ehhez
elég olyan g; fiiggvényeket taldlnunk a fenti elgdllitasban, melyre t; = ¢;(0).

Bar az eddigiek értelmében az indukélt leképezéseket definidlhatnank a felii-
leteknél mar latott moédon is, most egy gyorsabb utat kdvetiink, amely azonban
ugyanugy Orzi a geometriai tartalmat.

Definicié. A ¢.: TpM — T,p)N linedris leképezést a ¢: M — N leképezés
indukdlt leképezésének nevezziik, ha . (v)(f)op = v(foyp), bairmely az N sokasigon
értelmezett f skaldrmezé esetén.

Inverzfiiggvény-tétel. Ha az M és N sokasdgok dimenzidja megegyezik, és a
©: M — N leképezés o, indukdlt leképezése eqy érintbtéren nem elfajuld, akkor ¢
diffeomorfizmus az érintdtér tartépontjanak eqy kornyezetében.

A bizonyitas a feliileteknél mar emlitett [22] konyvben taldlhatd, mint ahogy
a derivalasnal megszokott ldncszabaly is, amit azért esetiinkben gyorsan bizonyit-
hatunk a definici6 alapjan.

Tétel. Ha o: L > M, éso: M — N, akkor (o p)s = 1y - @x.

Bizonyitas. Bdrmely f: N — R skaldrmezdére, és v € TpL vektorra
(o@)u(v)(f)ovop=v(fohop)=w.(v)(for)op=1.p.(v)(f)oop g

A vektormezSk derivalhatésdganak értelmezéséhez sziikségiink van az ezeket
befogadd térre és ennek differencialhatésagi struktirdjara.

Definici6. Az érintéterek TM = (Jpe o Tp M uniéjit érintényalabnak nevezziik.
Tétel. A TM érintényaldb kanonikusan differencidlhaté sokasdggd tehetd.

Bizonyitas. Azt kell belatni, hogy létezik egy megfeleld atlasz az érintényalabon.

A T M érintényaldb minden t pontja egy adott koordinata-kérnyezetben egy-
értelmiien jellemezhetd a 2n-komponensti #(t) = (z1(P),...,zn(P);txy,. .., tx,)
vektorral, ahol P € M a t érintévektor tartépontja és x; koordinata-fiiggvény. Ezen
leképezések értelmezési tartoméanya lesz a koordinata-kornyezet, a leképezés inverze
pedig a paraméterezése. Nyilvanvald, hogy ezek lefedik a teljes érintonyalabot, ezért
csak az dtmenetfiggvények differencidlhatésagat kell megvizsgalnunk.

Tekintsik a t = Z;;l 79, bazisbontést, és legyen P a t tartéja. Ekkor

7o(t) = (21 (P), ..., 2,(P);th, ... t"),
illetve egy masik koordinata-kérnyezetben

ry(t) = (y1(P), ..., yn(P);v', ... 0").
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A 1) dtmenetfiiggvényre tehat

(yl,...,yn;vl,...,v”) :w(xl,...,xn;tl,...,t”).

Nyilvanval6, hogy y; nem fiigg a t; valtozoktdl, ezért a 1 dtmenetfiiggvény Jip
Jacobi-matrixanak négy darab n X n-es almatrixa kozil a jobb fels6 egyszertien
nulla.

A bal felsé almatrix az eredeti M sokasag x; és y; kozti ¢ dtmenetfiiggvényének
J Jacobi-matrixa, mely nyilvin nem elfajulé.

A jobb alsé n x n-es almatrix a v* és t; kozti &tmenet Jacobi-métrixa, ami a

n n n
0 -0 Oyr 0 ;Oye\ 0
T (S
Z Oy, JZ::I Oz Z Zax Ok ; Z 0z / Oyg
formulabdl kovetkezé
- g
Oz,
Osszefiiggés szerint nem mas, mint a bazisvaltas nemelfajulé métrixa.
Osszefoglalva tehat, a ¢ Atmenetfiiggvény nyilvan végtelenszer differencislhatd,

és Jy Jacobi-méatrixa nemelfajuld, ezért az érintényaldb 2n-dimenziés differencidl-

hat6 sokasag. -

Bar a bizonyitashoz nem kellett, azért figyeljiik meg, hogy J1 bal alsé n x n-es

k

almatrixa a v" és x; kozti fiiggés Jacobi-matrixa, melynek elemei a fenti formula

szerint

Megfigyelés. Az érintényaldb mindig iranyitott, mert det Jy = (det Jp)?! Esze-
rint egy nem iranyithaté 2-dimenzids sokasig biztosan nem valamely 1-dimenzids
sokasag érintonyalabja.

Definicio. Az X (P) € TpM osszefiiggést teljesité X : M — T M differencidlhatéd
leképezést vektormezének nevezziik. Ezek terét TM jeldli.

Legyen X egy vektormez6. A Picard—Lindel6f-tétel szerint minden P € M
ponthoz pontosan egy olyan G gorbe létezik — még a paraméterezése is meghaté-
rozott! —, melyre G(0) = P, G(0) = X (P), és minden lehetséges ¢t paraméterre
G(t) = X(G(1)).
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Definicié. A G(t) = X (G(t)) egyenletet teljesité gorbéket az X vektormezd integ-
rdalgorbéinek nevezziik.

Az X vektormezd folyamdnak nevezzik azt a p: [—&,e] x M — M ((t, P) —
G(t)) leképezést, ahol G az X vektormezd P ponton dtmend integralgorbéje, G(0) =
P, és € > 0 elég kicsi ahhoz, hogy ¢(t, -) diffeomorfizmus legyen.

Ahogy a feliiletek tanulméanyozéasakor is, most is az alsé indexben jelezziik az
els6 paramétert, és most is a sokasag egy kisebb, kompakt részén fogunk dolgozni,
hogy a pozitiv € létezését garantaljuk.

Most is a folyam fogalman at vezet az Ut a Lie-zardjel bevezetéséhez.

Tétel. Legyen ¢ az X wvektormezd folyama az M sokasdagon. Ekkor tetszdleges Y
vektormezé és f skaldrmezd esetén

XYf-YXf= 1imw
t—0 t

)

ahol a x az indukdlt leképezésre utal.

Bizonyitas. Legyen a g: [—¢,¢] X M — R fiiggvény olyan, hogy f oy, — f = tg;
minden ¢t € [—¢, ] esetén. Ekkor nyilvin go = X f.
Behelyettesitéssel

o, Y=Y (fop)op 1 =Y (f+tg)op =Y fop +tYgiop
adédik, amibdl

. Yf—%*Yf_. Yf—-Yfop_
hmi—hm—

t—0 t t—0 t B tlg% Yogops=XY[-YX]

kovetkezik.
Definicié. Az [X,Y] = XY — Y X kifejezést az X és Y vektormez8k Lie-
derivdltjdnak vagy Lie-zdarcjelének nevezziik.

Figyeljiik meg, hogy a definiciéban nem az X derivaci6 hat az Y derivaciora
és forditva, hanem ezek egymas utani végrehajtasarol van szo, vagyis a Lie-zardjel
val6jaban két derivacié kommutatora.

Konvencié. Az operatorok, igy a derivaciok, derivalasok és linearis transzformaciok,
minden més miveletnél elébb hajtanddk végre, ezért nem mindig sziikséges zardjel
haszndalata, vagyis X (f) ugyanazt jelenti, mint X f.
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Tétel. Az [X,Y] Lie-zdrdjel vektormezd, és bdzisbontdsa

(X, Y] =) (Xy - Ya))o,,
j=1

ahol X =31 | 2'0;, ésY = > i1 y19;.

Bizonyl'tés El(’)'szé')r azt kell latnunk, hogy a Lie zéréjel egy deriv&ici() vagyis tel-

s sz

skalarmezd, « és [ pedig tetszleges konstansok.
Az els6 feltételt az

[X,Y](af + Bg) = X (Y (af + Bg)) = Y (X (af + Bg))
= XY f+pBYg) -Y(aX [+ Xg)
= a[XaY](f) + B[X7Y](g)

formula igazolja, a méasodikat az

(X, Y](f9) = X(fYg+gY[) - Y(fXg+9X[)=fIX,Y](g) +9[X,Y]([)

A béazisbontds meghatarozasihoz beirjuk a definicidoba az X és Y bazisfelbon-
tasat. Tehdt

lea (Zyja f) Z i(aiyjajf+yjai(ajf))a

1,0=1
és ugyanigy

Y(X(f) =) v (05 0if +'0;(8:f)),
jri=1
melyek kiilonbségébdl

n n

=YY (@0’ —y'aia?)o; f,

j=1i=1

ahogy allitottuk.

Tétel. A Lie-zdrdjel a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:

(1 ) [X,Y] = —[Y, X], vagyis antiszimmetrikus,

(2) b lmeams
(3) tetszdleges f skaldrmezd esetén [ X, fY]=Xf-Y + f[X,Y], é
@) [X,]Y,Z]+][Y,[Z,X]]|+[Z,[X,Y]] =0 (Jacobi- azonosbag).
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A bizonyitas az olvaséra marad, hiszen csak a definiciét kell alkalmazni.
Tétel. Ha ¢ diffeomorfizmus, akkor ¢.[ X, Y] = [p. X, 0.Y].
Bizonyitas. Barmely f skalarmezd esetén
e X, Y[(f) o= [X,Y](fop) = X(Y(foyp) Y (X(fop))
= X(0Y (f) o) = Y(puX(f) 0 ) = [0 X, 0. Y](f) 0,

ahogy allitottuk. -

Akér a feliileten, most is igaz — és ugyanigy bizonyithaté —, hogy két ttvonal
irdnya és hossza akkor és csak akkor cserélheto fel, vagyis csakis akkor vezet ugyan-
abba a célpontba, ha az ttvonalakhoz tartozé vektormezok Lie-zardjele eltiinik.

Tétel. Legyenek & és 1) az X és az'Y wvektormezdk folyamai. [X,Y] = 0 akkor és
csak akkor, ha & oy = 1hs 0 & minden s,t esetén.

Az eddig létrehozott eszkozeink kozvetleniil hasznosithatbak a differencialhatéd

z6k kritikus pontjainak vizsgalataval.

Definicié. Egy P € M pont az f skalarmez6 kritikus pontja, ha ott vf = 0 minden
v € TpM esetén.

Ha r a kritikus P pont egy koordinata-kornyezete, akkor a Hess f: Tp M X
TpM — R szimmetrikus bilinearis formét, melyre

1,w>7

Hess f(v,w) = (for)! i p(ri v, r,
az f Hesse-formdjinak nevezzik.

Fuklideszi téren az identikus paraméterezést tekintve a Hess f Hesse-forma
éppen a (0;0; f);,; métrix altal meghatérozott bilinearis forma.

Tétel. Hess f jol definidlt, vagyis fliggetlen a paraméterezés valasztdsatol, és valdban
szimmetrikus.

Bizonyitas. Legyen r = p o ¢ egy atparaméterezés, ahol p: R® — R” és ¢, az
r~1(P) pontban nemelfajulé. Ekkor
Hess f(v, w)
= (for)oip(ritoritw) = (Fopo @) i1(py(es vl v, 00 pl tw)
= ((F o P))¢s) -1 p-1(py) (¥5 P50, 07 'y w)
= ((fop)y-10p) () + (F o)1 (py ¢ (5 D5 M0, 905 Tl )
—_————
0
= (fop)y-1(p () (s 0 o, 0l ) = (f o p)papy (3 1o, 01 ),
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ahol als6 indexben jeloltiik a kijelolt derivaldsok helyét, igazolja els6 allitasunkat.
Az f egy kritikus pontjdban 0 = [X,Y]f = X (Y (f)) — Y(X(f)) miatt

X(Y (=Y (X(F) =Y w0 (D a'0f)) = > (5 9,50:f +y'a'0;0:1)

i=1 Gi=1

j=1
=Y y2'9;0,f = Hess f(X,Y)
ji=1

barmely X és'Y vektormezore, ami igazolja a szimmetriat. -

A bizonyitasbdl az is kovetkezik, hogy Hess f(G,G) = (f o G)”, ahol G egy
gorbe a sokasdgban. Az is 14tszik, hogy a Hess f(v,w) = V(W(f)) formuldval is
definidlhattuk volna a Hesse-format, ahol a V' és W vektormez6k a v és w vektorok
tetszoleges kiterjesztései a sokasagra.

Definicié. Az f skaldrmezd egy P kritikus pontjira azt mondjuk, hogy elfajult
kritikus pont, ha Hess f elfajul a Tp M érintd téren.

Egy nemelfajuldé kritikus pont indexén a Hess f indexét — vagyis negativ
sajatértékeinek szamat — értjik, amit ind f jelol.

Morse-lemma. Ha P az f eqy nemelfajult kritikus pontja, melynek indexe i, akkor
létezik a P pontnak olyan r koordindta-kornyezete, melyben

flr(zy,. o an) =—af — =2} + 2, + - +al + f(P).

Bizonyitas. Legyen r olyan paraméterezés, melyre P = r(0,...,0). Ekkor az
F(y'l7 cosYn) = f(r(ya, ..., yn)) — f(P) fiiggvényrél tudjuk, hogy F(0,...,0) =0
és F(0,...,0) =0.

Vildgos, hogy az F(y1,...,yn) = fol O;F (ty1, - . ., tyn)dt fiiggvényekre egyrészt
Fyi,--,yn) = > 1 ¥iFi(y1, - . ., yn) mésrészt F;(0,...,0) = §;F(0,...,0) =0 is
érvényes. Az F; ;j(y1,...,Yn) = fol 0; Fi(tyr, ..., tyn)dt fliggvényekre ugyanakkor
Fi(yr,--vyn) = 2001 yiFij(yn, - yn) teljesiil, vagyis

Fyi,... yn) = Z Yiyi i j (Y1, -5 Yn)s

4,j=1

ahol FiJ(O, e ,0) = 6j8,»F(O, ce ,O)

Mivel Hess f nemelfajul6, Hess F' sem elfajuld, tehdt det(F; ;(0,...,0))! ;4 #
0, igy van az origénak olyan kérnyezete, ahol a ®, = (Fj j(y1,. .., yn))} j—; matrixok
nem elfajuldk. A kvadratikus alakok alaptétele szerint léteznek olyan nemelfajuléd
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Yy, = (gij(y1, -, yn))i j=1 mitrixok, melyekre a \Ilg@\lly matrix diagondlis, a f64tl6

elején csak —1, aztan pedig csak +1 elemek taladlhatéak, és éppen annyiszor van

—1, hiszen ez a definicidja, amekkora a Hess F'(0) matrix indexe [12, 37.§].
Végrehajtva az (y1,...,yn) = ¥y(z1,...,z,) nemelfajuld helyettesitést, az

F(Wy(z1,...,20)) = F(y1,...,yn) = (yl,...,yn)T@(yl,...,yn)
= (xl,‘..,xn)T\IIZQ\I/y(xl,‘..,xn)
:—xff...fz?+z?+1+...+xi

alakhoz jutunk, ahogy allitottuk.

Kovetkezmény. A kritikus pontok halmazdban a nemelfajuldk halmaza izoldlt.

Bizonyitas. EIObbi tétel miatt, ha P nem elfajul6 kritikus pontja f-nek, akkor egy
koordinata-kérnyezetben

for(ey...wp) = —af —-- —af +afy, +--- +a) + f(P),
amiért (for) (x1,...,2n) =2(—x1,...,—T;, Tit1,...,Ty). Bz csak Ggy lehet 0, ha

minden koordinataja nulla, az viszont éppen a P pont paramétere. -

A feliiletekre gondolva, el6bb bizonyitott tételiink azt allitja, hogy egy nemel-
fajuld kritikus pont kérnyezetében a feliilet gombszerd, ha az index 0, illetve 2, és
nyeregfeliletszeri, ha az index 1.

Ezen lokélis megfigyeléseknek globalis kovetkezményei vannak. Az alabbiakban
részben bizonyitjuk, hogy egy sokasag homotopia tipusa csak a skalarmezé kritikus
pontjaban valtozhat, és a valtozast a kritikus pont kérnyezete meghatarozza.

Legyen f: M — R skaldrmez, és vezessiik be az M$ = {P € M : f(P) < a}

és /\/l[fa’b] ={PeM:a< f(P)<b} jeloléseket.

Tétel. Legyen f: M — R skaldrmezd, a < b, és tegyiik fel, hogy M?’b] kompakt,
és nem tartalmazza f egyetlen kritikus pontjdt sem. Ekkor M$ diffeomorf az ./\/ll}
nyilt halmazzal.

Bizonyitas. Minthogy az f skaldrmez6nek nincsen kritikus pontja a /\/lgf-l’b] hal-

mazon, létezik az ./\/lgca’b] halmaznak olyan kompakt lezarast nyilt U kornyezete,
amelyben nincs kritikus pontja az f skalarmezonek.

Ezt véges sok (r;,U;) kompakt lezardsu koordindta-kornyezet is lefedi. Legyen
a kompakt tart6ji nemnegativ f; skaldrmez6 az U; nyilt halmazon konstans 1.
Definidljuk minden P €U pontra a gp(-,-): Tpl x TpU — R bilinedris funkcionélt a

gp({v,w) = Zfi(PXr;lv,r;lw)
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formulaval. Ez minden P € U pontban pozitiv definit. Definidljuk most a grad f €
TU vektormezt a g(X ,grad f) = X f azonossiggal.

Az f skalarmezo6nek nincsen kritikus pontja az U halmazon, ezért definidlhatjuk
az F vektormez&t az U kornyezeten agy, hogy ott F = grad f/g(grad f,grad f), de
az U lezartjanak egy kompakt lezdrasu V kornyezetén kiviil eltiinik.

Mivel M&a’b] kompakt, létezik az F' vektormezd ¢: [0,b—a] x M — M folyama.
Ekkor minden P € U pontban

AICAED) B 1(p0(P) = gy (o0 grad f(20(P))
ahol ¢y = ¢(t,-): M — M. Eszerint f(p:(P)) =t + k valamely k konstansra. A k
konstanst a t = 0 eset alapjan meghatdrozva, f(¢.(P)) =t + f(P) adédik.

Tehdt a ¢y, diffeomorfizmus az M sokasigot az M?c sokasagra képezi,

1

)

mégpedig bijektiv médon, hiszen az integralgdrbék nem metszik egymaést. -

A bizonyitdsban tulajdonképpen az U N M nyilt halmazt ,hizzuk rd” az
un ./\/l’} nyilt halmazra, mikézben a folyam t6bbi mozgdsa az M halmazon beliil
torténik ugy, hogy a M$ \ 'V pontjai fixek maradnak. Hasonld, de jéval bonyolultabb
eljarasokkal bizonyithaté a kovetkezo.

Tétel. Legyen f: M — R skaldrmezd, a < b, Mgg’b] kompakt, és az egyetlen kritikus
pont ennek belsejében a P nemelfajult \ indext kritikus pont. Ekkor M® homotopi-
kusan ekvivalens az M® és A darab fogantyi dsszeragasztdsdval.

Ennek és el6z6 tételtinknek kozvetlen kovetkezménye Morse szép eredménye.

Morse-tétel. Legyen f olyan skaldarmezd a kompakt M sokasdgon, melynek csak
nemelfajuld kritikus pontjai vannak, és jelolje ck(f) a k indexd kritikus pontok
szdmdt. Ekkor a x Buler-karakterisztikdra x (M) = > 1_o(—1) e (f).

3.2. Kotangenstér, tenzorok, differencidlformak és kohomolégia

Az érintétérnek és dudlisanak béazisa fontos szerepet kap ebben a fejezetben, ezért
az el6bbi 0; bazisanak megfeleld dualis bazisra bevezetjiik a &7 jelolést, melyre
0;67 = 679; = §; ;, ahol &; ; a Kronecker-delta.

Definicié. TpM jeloli a Tp M dudlis terét, amit kotangenstérnek neveziink. Ezek
egyesitése a T* M = {Jpc o TpM kotangensnyaldb.

Tétel. A Tp M kotangenstér kanonikusan azonosithaté a Cp M térben az x; koor-
dindta fiigguények csirai dltal kifeszitett altérrel. A kotangensnyaldb differencidlhato
sokasdggd tehetd.
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Bizonyitas. Figyeljitkk meg, hogy 0;z; = 0; ;. Ez azt mutatja, hogy az x; skalarmez6
altal reprezentélt fliggvénycsira éppen gy viselkedik, mint a dudlis tér 67 konjugalt
bazisa.

A maésodik &llitds belatdsa érdekében a T'M érintényalab koordindtézasat
vissziik at a T* M kotangensnyaldbra az

7(6) = (€1(P), ..., 2n(P); 6(1),...,6(0n))

paraméterezéssel, ahol ¢ a kotangensnyaldb tetszéleges eleme, P a § tartopontja és
0; a Tp M bézisa.

Ez a paraméterezés nyilvanvaléan injektiv, és belatjuk, hogy differencidlhaté
is. Ehhez tekintsiik egy masik koordindta-kérnyezetben az

7 (8) = (@ (P), ...,z (P);6(8),...,6())

n

n

paraméterezést. Elvégezve mindkét esetben a 6 = ) =1 ;67 tipust bazisbontast, a

atmenetfiiggvényre azt kapjuk, ho
ggveny J 2y
(@, @00, ., 00) = (X1, . T 01y e, On).

Nyilvanvalo, hogy :c; nem fiigg a §; valtozotdl, ezért a Jiy Jacobi-matrix négy
darab n x n-es almatrixa koziil a jobb fels6 egyszertien a null-métrix.

A Jv bal felsé almatrixa az eredeti M sokasdg x; és x; kozti ¢ dtmenetfiige-
vényének Jp Jacobi-matrixa, mely nyilvan nemelfajulé.

A Jv jobb als6 n x n-es almétrixa a 65- és d; kozti dtmenet Jacobi-métrixa,

5 = 6(0)) = 5(iakx;a;) - zn:akx;(s;
j=1 j=1

. . , . . 214 2 - , k=n,j= VI .
osszefiiggés szerint a bazisviltds nemelfajulé (Opz) k:’f’;:f métrixdnak inverze.

Osszefoglalva tehat a 1) differencidlhaté dtmenetfiiggvény J1p Jacobi-matrixa
létezik és nemelfajuld, ezért 1! is differencidlhatd, tehat a kotangensnyaldb valéban
2n-dimenzioés differencidlhaté sokasig.

amely a

]
A bizonyitas mellékterméke, hogy a kotangensnyaldb is iranyitott sokasag.

Definicié. Jelolje a TpM érint6tér feletti (r, s) tipust valdsértéki tenzorok terét
Tp° M. Ezek T M = |Jpepy T M egyesitését az M sokasag (r,s) tipusi ten-
zornyaldbjdnak nevezzik.

Tétel. A T"° M tenzornyaldb kanonikusan differencidlhaté sokasdggd tehetd, mely-
nek dimenzidja n + n"ts.
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Bizonyitas. Tekintsiik az

P T MST = (21(P), ..., 20(P); T (8, ..., 0; 67, 69, JeRM" "
leképezést, ahol a felsorolasban az Gsszes lehetséges 0 < i <n+1és0 < jp <n+1
indexvariaci6 el6fordul. Ez a leképezés injektiv és differencidlhatd, ami akar az
érint6-, akar a kotangensnyaldbndl latott médon bizonyithatd, tehat paraméterezés,

amibél a tétel kovetkezik. -

Definicié. Egy differencidlhaté T: M — T M leképezést (r, s) tipusu tenzorme-
z6nek neveziink, ha T(P) € Ty M. Ezek terét T M jeloli.

Tétel. Az (1,1) tipusi h: TM — TM tenzormezdre és X vektormezdre

X deth=deth Y  h"'Xh;j,

ij=1
ahol (h; ;) a h mdtriza a 9; bazisban, (h*7) pedig a (h; ;) inverze.

Bizonyitas. Ismert matrixinverz-képzési szabaly, hogy det[h]; ; = det h - k7", ahol
det[h]; ; jeloli a h; ; elemhez tartozé adjungélt aldetermindnst [12, 5.§]. A kifejtési
szabaly szerint ugyanakkor %‘”f = det[h]; ;. Ezt alkalmazva azt kapjuk, hogy

" ddeth

“dh, Xhij= Y det[h]; ;X h;;=deth Y h""Xh;;.

i,j=1 i,5=1

X deth =

i,j=1

Definicié. A Tp M™ érintSterek feletti k-adrendii kiils6formék /\kTI’E./\/l tereinek
ANT* M= PeM AFTEM egyesitését k-rendit kiilséformanyaldbnak nevezziik.

Az a: M — AFT*M differencidlhaté kiilséforma-mezét, melyre a(P) €
AFTEM, k-ad rend@ differencidlformdnak nevezziik. Ezek terét AFT* M jeloli.

Jegyezziitk meg, hogy A°T* M éppen a skaldrmezdk tere, az AFT* M kiilsé-
formanyalab pedig n + (Z)—dimenziés differencidlhat6 sokasdgga tehetd.

Tétel. Egyetlen olyan d: Upeq AFT* M — Upe ) AFT* M leképezés létezik, melyre
(1) ha o € A*T* M, akkor da € AF+H1T* M,
2) d(a+ B) = da + dB,
(3) ha a € A*T* M, akkor d(a A B) = da A B+ (—1)Fa AdB,
(4) ha f € N°T*M, akkor df (X) = X f,
(5) ha f € A°T*M, akkor d(df) = 0.
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Bizonyitas. Unicitds. Legyen a A*T* M bézisa Bi, . in = ST A2 AL NS, bs
bontsuk fel az o € A*T* M differencidlformét ebben a bézisban!

Az
o = E ai1,-~7ikBi17~--,ik

1<ig<...<ip<n

felbontast és az ot feltételiinket alkalmazva (az éppen alkalmazottat mindig az
egyenléségjel f6lé irva), azt kapjuk, hogy

(2) (3)
da = "d(oi, i, Biy.i,) = > dai, i Biy i+ Y iy i, dBiy iy,

ahol az index nélkiili Y jel az Osszes lehetséges indexre vald Gsszeaddst jelenti.

Figyelembe véve, hogy §*(X) = z° @ dr;(X) és igy 0* = dx; azt kapjuk, hogy

T 3)6)

dB; =70, mely szerint a fenti Gsszeg masodik tagja eltiinik. Ugyanakkor

21yeeeylk
barmely f skalarmezore

4) (def) o 18bbi) ;
(X)L x () DS a0 LS o, 451(X),
i=1 i=1
amiért daih”_,ik = Z?:l 8iai17___71-k6i.
Mindent Osszevetve, a szabalyok a
da = > Diiy . i 0V NS A LA (3.2.1)
1<i<n;1<i <...<ip<n

egyértelmil formulara vezetnek, amelynek a jobb oldaldn mér nincs ,,d” operator.

Egzisztencia. Most azt kell megmutatnunk, hogy az éppen megkapott formu-
laval definidlt ,d” operdtor teljesiti a tétel feltételeit. Az azonnal latszik, hogy (1),
(2) és (4) teljestl. (5) is teljestl, hiszen

d(df) = d( zn: 8if6i> = 3 (@0, —9,0.0)5 A& =0
i=1 1<i<j<n

A (3) feltétel teljesiilését (2) miatt elég az o = aBj, . j, és B = bB;,,. 4.
alakt differencidlformékra ellendrizni. Ezekre

d(a A B) = d[(ab)d? A...AGTEASEA L AGT
(def) > (9iab+ adb)6T AT A LA S AGE AL AT

=1

“CH 4o A B+ (~1)ka A dB

igazolja az allitast.
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Definicié. A tétel altal meghatarozott ,,d” operatort a differencidlformak kiilsdde-
rivaldsdnak nevezzik.

A (3.2.1) formula szerint a d kiils6derivalds az
o= Z ail,“.,ikail A\ /\(5%
1<i1<...<ip<n
differencialformahoz a
do = Z Diiy . i 0V NS A LA
1<i<n;1<i1 <...<ip<n
differencialformat rendeli, vagyis dz; = Y, 9;2;6° = &/, hiszen x; bazisfelbontdsa
z; - 1. Ennek segitségével a differencidlformak a gyakran alkalmazott
o = Z O‘il,“.,ikdxil VANPAN dxik
1<i1 <. < <n
alakban is frhatéak. A dx; egybeesése a kotangensnyaldb §° elemével lehet6vé teszi
az (5) feltétel szigoritdsat.
Tétel. Tetszbleges o differencidlformdra d(da) = 0.

Bizonyitas. Az additivitas miatt elég o = adxi A. .. Adxy alaku differencidlformékra
ellenérizni az allitast.

d(da) = d( En: Biadz; Adzy A ... A dack>
=1

= ( 2": 8j3iadxj/\dxi> /\dxl/\.../\d:l:kJri&;ad(dxi/\.../\dxk).

i,j=1 i=1

(3) és (5) miatt 0

4,j szimmetria miatt O

Ezzel az éllitast igazoltuk. -

Fontos megfigyelni, hogy amennyiben az r és p koordindta-kérnyezetek metszik
egymast, és r(z1,...,2n) = p(y1,...,Yn), akkor

dri A...Ndx, = J(r L op)dyr A ... Adyn,

ahol J(r~! op) jeldli az &tmenetfiiggvény Jacobi-determinansit. Ez j6l mutatja a
differencialformak szoros kapcsolatat a sokasdg iranyithatdsagaval.

Definicié. Egy « differencidlformét zartnak mondunk, ha da = 0. A zart differen-
cialformék vektortere Z¥M = {a € AFT* M : da = 0}.
A g differencidlforma az « differencialforma primitiv formdja, ha o = dg.
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Ha az « differencidlforma rendelkezik primitiv forméval, akkor egzakt diffe-
rencidlformdnak nevezziik. Az egzakt differencidlformék vektortere BFM = {a €
ART*M : 3B € AF1T* M, melyre o = dj3}.

Az egzakt forméak nyilvan zartak is, vagyis B*M a ZF M altere. Az o, 3 €
Zk M differencidlformékat kohomoldgnak mondjuk, ha o — 8 € B*M. A koho-
mologia nyilvan egy — az Osszeaddssal és skalarral vald szorzassal kompatibilis —
ekvivalenciareléacio.

Definicié. A zart differencidlformak kohomoldgiaosztalyainak H* M = Z¥ M /B* M
vektorterét kohomoldgia-térnek, vagy de Rham-csoportnak is szokds nevezni. A
bi(M) = dim H* M szdmot az M sokaség k-adik Betti-szdmdnak nevezziik.

A kohomoldgiaosztalyok és a sokasdg topolédgiai tulajdonsagai rendkiviil erds
kapcsolatat ebben a terjedelemben csak néhany példéval lehet illusztralni.

Tétel. Egy sokasdg akkor és csak akkor dsszefiiggd, ha nulladik kohomolégia-tere
1-dimenzids.

Bizonyitas. Egy M sokasagot vizsgélva nyilvin BM = {0}, és
ZOM ={f:df =0} = {f: 0;f = 0 minden i-re},
tehdt HOM ~ Z° M = {minden kornyezetben konstans skaldrmezék}. Ha M t&bb

nem Osszefiiggd részbol allna, akkor M minden Gsszefliggd részén lehetne méas-mas

értéke az f skalarmezonek. -

Kicsit tovabbgondolva a fenti okoskodéast, kimondhatjuk, hogy M akkor és

csak akkor &ll k 6sszefiiggd részbél, ha dim HYM = k. A kohomolégidk egy masik
szép alkalmazasa vezet a kovetkezo, itt bizonyitas nélkiil kozolt eredményre.

Euler-Poincaré-tétel. A y Euler-karakterisztikira x(M)=>"1_,(—1)kbx(M). o2l

izonyitani
A kohomologidk sem mindenhatdak, hiszen példaul az euklideszi téren nem
adnak 1j informaciot. Ott ugyanis minden zart formanak van primitiv formdja is.

Poincaré-tétel. Fuklideszi téren minden kohomoldgia-tér trividlis, azaz a legaldbb

eqyfoku zdrt formdk egzaktak is.

Bizonyitas. Jelolje R™ a vizsgalt euklideszi teret az x; koordinatafiiggvényekkel.
Definidljuk az I: AKFIT*R™ — ART*R™ leképezést tigy, hogy egy o = adz;, A

dz;, A ... A dz;, differencidlformahoz rendelje azt az o differencidlformat, melyre

1 k
R"s>z— (Ia)y = / (Z(—l)jmij (x)dx;, A5 /\dwik)a(tw)tkdt € TR"
0o N5

ahol .%. azt jelenti, hogy a sorbél egyediil az i; indexti elem hidnyzik.
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Azt fogjuk bizonyitani, hogy d(Ia)+1(da) = a teljesiil minden o € AFFIT*R™
differencidlformara. Mivel d additiv, ez a zart differencidlformédkra azt jelenti, hogy
d(Ia) = o, ami igazolja a tételt.

Rendezve az integralt, az

k 1
(Ta)e, = Z ((—1)jxij(w)/o a(ta:)tkdt) dxi, N9, Adx;,

Jj=0

egyenléséghez jutunk. Az utébbi képletsorban szerepld egyutthatd kiilséderivaltja
4 1 n_ol
(—1)da,, / (i)t + (<1, (@) (3 / Dualta)t*+dtd;),
0 = Jo
ahol x = (z1,...,2,). Eszerint

1
d(Ia), = / a(tz)(k + 1)thdt deg, A ... Adog, +
0
+ Z/ Oia(tx tkHdtz x)dr; \dz;, A. i CAdx;,

Mésfeldl da = Y1 | d;adz; Adxziy A ... Adx;, igy
n a1
I{do), = (Z/ aia(tm)txi(m)tkdt> dzi, A ... Ndz;, —
i=170

n k 1
— Z Z j / aia(tm)tktwi]. (z)dt - dz; A dxgy A 3 Adz;, .
0

i=1 j=0

A kapott formulakat Gsszegezve

1
d(Ia)g + I(da)y = / (a(tw)(k; 1)k (W)tkﬂ)dt cdai A A da,
0
=a(x)dzi, N... Ndx;, = ay
adodik, ahogy vartuk. .

s sz

Figyeljiik meg, hogy (), definiciéjdban @ kettds szerepben van, egyrészt
mint az R™ alapsokasag pontja, mésrészt mint a T3,R™ érintGtér egy vektora.

Fontos megjegyezni, hogy Poincaré tétele alapjan, ha egy zart differencialfor-
maéanak a tartdja egy koordindta-kornyezeten beliil van, akkor az a differencidlforma
egzakt is, hisz egy koordinata-kornyezet mindig diffeomorf az euklideszi térrel.
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Poincaré tételének masik érdekessége, hogy akar egyetlen pontnak az euklideszi
térbdl valo eltavolitasdval érvényét veszti. Legyen ugyanis oy y = —z +y 7dT+ s +y >dy
egy egyfoki differencidlforma az R? \ {(0,0)} téren. Kénnyfi latni, hogy da = 0,
vagyis a egy zart differencidlforma. Tegyiik fel, hogy valamely B = b(x,y) skalar-
mezére o = df. Ekkor 01b(z,y) = t2+y2 és Oob(z,y) = 2+y kovetkezményeként
b(z,y) = c+ arctg(x/y) adédik, ami nem lehet, mert az y = 0 egyenes mentén nem
differencialhaté.

3.3. Integralas sokasagokon és Stokes-tétel

Sokasagokon az okozza az integrilds bevezetésében a problémdat, hogy nincs nyil-
vanvalo globdlis mérték, mely az analizisben megszokott Riemann- vagy Lebesgue-
definicié alkalmazasat lehet6vé tenné. S6t, éppen az integraldstol varjuk el egy
geometriailag hasznalhaté felszinmérték meghatarozasanak lehetéségét.

Mivel csak lokalis kornyezeteink adottak, természetesnek tiinik a probléma
lebontédsa a mar kezelhet6 kornyezetek szintjére.

Definici6. Differencialhaté nem negativ fiiggvények egy megszamlalhaté {f;},ecs
halmazat egységbontdsnak nevezziik, ha
(1) mindegyik fiiggvény tartdja kompakt,
(2) mindegyik figgvény tart6ja egy koordindta-kornyezet valddi része,
(3) minden P € M pontnak van olyan kornyezete, amelybe csak véges sok f;
fliggvény tartéja metsz bele, és
(4) minden P € M pontban >, ; f;(P) = 1.

Figyeljiikk meg, hogy a (4) pontban szerepl$ ésszeg minden P € M pontban
csak véges sok tagot tartalmaz a (3) pont értelmében.

Ahogy szokés, mi is a 7(:[ jelolést alkalmazzuk a 7 halmaz belsejére.
Tétel. Differencidlhato sokasdgokon létezik egységbontds.

Bizonyitas. Definicié szerint egy M differencidlhaté sokasig lokalisan kompakt és
megszamldlhatd bazisd, ezért 1étezik koordindta-kornyezetek olyan {U;}52, meg-
szdmlalhat6 halmaza, hogy azok lefedik az M sokaségot, és U, lezartjuk kompakt.
Legyen Vi = Uy és Vi1 = Up U...UU;, ahol j az a legkisebb index, melyre
Vi CulU...UUj.

Nyilvan V; C Vi41 minden i egész szamra, és M C (J°, Vi. Tovabba az is
megallapithaté, hogy minden P € M pontra pontosan egy olyan i index létezik,
melyre P € V41 \ Vi. Ha most Vpa P pont egy koordinata-kornyezete, akkor a
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Vb =VpnN (]c} i+2 \ Vi—1) nyilt halmazon létezik egy olyan injektiv és differenci-
alhaté pp: Vp — R” leképezés, melyre op(Vp) D 3 - B" és ¢p(P) = 0. Legyen

Vp = (p;l(QBn). Ekkor nyilvén |J o Vp lefedi a V11 \]c}z halmazt, amely
Pevii\Vi

kompakt, ezért mindenképpen 1étezik véges sok olyan P; € Vi1 \)C}z pont, melyek
Vp, kérnyezetei szintén lefedik a Vi \ 132 halmazt. Minden ¢ esetén megkeresve
az ilyen feddrendszert, végil az M sokaség egy 1Uj {V}Dj} fed6rendszeréhez és ez-
zel parhuzamosan egy ennek megfelel§ {cpzpj} leképezésrendszeréhez jutunk, ahol j
minden egyes i esetén csak véges sok értéket vesz fel.
Legyen az f végtelenszer differencialhat6, nemnegativ valés fiiggvény az R™
téren olyan, hogy
1, ha |z] < 1,
fz)=2<0, ha |z| > 2,
tetszoleges, egyébként,,

és legyen még f; M — R olyan, hogy

= f(p:(P)), haPcVi,
Fip) = (5 (P)) PV,
0, egyébként.

Ekkor az

i,j JJ
fliggvényrendszer egységbontas.

Az egyetlen nem nyilvdnvalé igazolandé az, hogy minden P pont valamely
kornyezetébe csak véges sok f; fiiggvény tartéja metsz bele. Barmely P ponthoz
pontosan egy olyan 4 index létezik, melyre P € V; 11 \131 Legyen P C Vi1 \](}Z a
P pont egy koérnyezete. Ha k > ¢ + 2, akkor

PNVE CPN (Vir2 \Vi-1) € Virt \ Vi) N Veyz \ Vieor) = 0,

vagyis a P pont P kornyezetébe csak véges sok Vllﬁ.j kornyezet metsz bele. Minthogy

supp f; C VIIEJ_, ezzel a bizonyitas kész. -

Egyszerii, de az integral definiciéja szempontjabol fontos észrevétel, hogy két
egységfelbontés szorzata is egységfelbontas, vagyis ha {f;}72; és {g;}52; is egység-
felbontés, akkor {fig;}75_; szintén egységfelbontds.

A differencidlforméak integraljanak bevezetésénél az irdnyithatésdg is fontos
szerephez jut.
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Tétel. Egy M™ sokasdg akkor és csak akkor irdnyitott, ha létezik egqy olyan n-ed
foki p differencidlforma, amely sehol nem nulla.

Bizonyitas. Ha létezik ilyen pu, akkor mivel az n-ed foku kiils6formak tere 1-
dimenziés, minden ilyen u differencidlforma egy koordindta-kérnyezetben azono-
sithaté egy skalarmezdvel. Ha tehat p sehol sem nulla, akkor ez a skaldrmez6 ebben
a koordindta-kérnyezetben mindeniitt pozitiv, vagy mindeniitt negativ. Atmenve
egyik koordindta-kornyezetbdl a masikba, ez szorzddik az atmenetfiiggvény Jacobi-
matrixdnak determinansaval, ami ezek szerint mindeniitt csak pozitiv lehet.

Ha a sokasdg irdnyitott, akkor vegyiink egy f; egységfelbontast, és az f; fligg-
vény tartéjahoz tartozé koordindta-kornyezetben a p; = dxi A ... A dxy, differen-
cidlformét. Legyen p = > j fip;. Ez a differencidlforma globélisan jol definidlt.
Ha ez valamely P pontban eltiinne, akkor az ott nemeltiiné f; fiiggvényeket szo-
rozva az atmenetfiiggvények Jacobi-determinansaval, a szorzatok Osszege 0 kellene
legyen. Csakhogy minden ilyen f; fiiggvény és Jacobi-determindans is pozitiv, tehat

ez lehetetlen, vagyis 1 sehol sem tiinhet el! -

E tétel birtokdban kénnyt 1atni, hogy a Mobius-szalag nem iranyithato, mivel
ha lenne a felilletnek folytonos m normadlis vektormezeje, akkor az az (X,Y) —
(m x X,Y) mésodfoku differencidlformat definidlna az egész feliileten, mely az
m korbetolasa utan értékének a —1-szeresét adnd. A folytonossiag miatt igy ez a
differencialforma valahol 0 is kellene legyen. Az, hogy a differencidlforma felveszi a
0 értéket, mikozben |m| = 1, azt mutatja, hogy a felilleti normélis csak lokdlisan
értelmezhetd.

Definicié. Irdnyitott M™ sokasdgon az o € A"T* M™ differencidlforma integrdljdt a

/M o= 2 / Fi(ri(@))a(rs(z))dzadas ... dan

formulaval definidljuk, ahol o = a-dzi Adxo A ... Adx,, f; egy egységbontas az M
sokasagon, és r; az f; tartojat lefed6 koordindta-kornyezet paraméterezése.

A definicié jo, mert
e ha egy mdsik g; egységbontast valasztunk, akkor a jobb oldal mindkettdre
megegyezik a {f;g;} szorzat egységbontésra adédé jobb oldallal,
e ha a paraméterezést valtoztatjuk meg, akkor mind a két oldalon bejoén az integ-
randusba az dtmenetfiiggvény Jacobi-determindnsa, hisz ez a helyettesitéses
integralas szabdlya és « alternalé formal
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Eszre kell ugyanakkor venni, hogy mig a jobb oldalon a Jacobi-determinans abszo-
lat értéke jon be, addig a bal oldalon abszolit érték nélkiil jelenik meg a Jacobi-
determinans. Ez magyarazza, hogy miért szoritottuk meg az értelmezést az iranyitott
sokaségokra. Erdemes észrevenni még, hogy a definici6 jeléléseivel

[ g e

Definicié. A sokasig dimenzidjaval megegyezé rendli differencidlformat térfogat-
normdnak nevezzik.

Egy regularis D tartomany Q-mértékén az Q(D) = [rw = [, (xpw) integralt
értjiik, ahol xp a tartomdny indikdtorfiiggvénye, és w € A"T™* M egy térfogatnorma.
Egy f skalarmezé D tartomanyon vett Q-mérték szerinti integraljan az fD fdQ) =
Jp(fw) integralt értjiik.

E definicié nem més, mint a gyakran pikkelyezésként emlegetett felszinszami-
tasi médszer altaldnositdsa, hiszen wp(dy,...,d,) ardnyos a TpM™ érintétérbeli
01, ...,0, altal feszitett paraleletop el6jeles térfogataval.

Integralasrél 1évén szo, felvetddik, hogy van-e kozos altaldnositdsa a Newton—
Leibnitz-, a Green- és a feliilleteknél megismert Stokes-formuldknak.

Stokes-tétel. Ha D kompakt requldris tartomany a pozitiv iranyitdsi M sokasdgban,
és a egy (n — 1)-ed foki differencidlforma, akkor

/da:/ Q.
D oD

Bizonyitas. Mivel D regularis, valasszunk olyan atlaszt, melyben minden P € 9D
hatdrponthoz van a P pontnak olyan (rp,Up) koordindta-kornyezete, melyre Up N
D =rp(B"N{x: 2 <0}),é P =rp(0). Mivel D kompakt, az egységbontds
létezésének bizonyitasdban szerepld V; nyilt halmazokbdl mar véges sok, mondjuk,
o] [e] .
V1U... UV lefedi a D tartomdnyt. Ebbdl az kévetkezik, hogy az ott konstrualt f;
egységfelbontés elemei eltlinnek a D tartoméanyon, ha i > k. Ennek kévetkeztében az
{f;}igk egy egységbontds a D tartomdnyon, vagyisa ), ; f; véges tagu Osszeg éppen
1 a D minden pontjaban, tehdt o =3, .( f}a) a D tartoményon. Ezt helyettesitve
a bizonyitandé egyenloségbe, a kapott

;A(df;/\aJrfjda)—;/aD(fja)

formula mutatja, hogy elegendé a megfelel6 tagok egyenl6ségét kimutatni.
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Mivel a kiils6 derivalas és az integralas is additiv miivelet, a bizonyitast ele-
gendo az a = adxs A ... A dx, alaka differencidlformékra elvégezni. Egy ilyennek a
derivéaltja nyilvan da = O1adxy A ... Adz,.

Ha f; tartoja nem metszi a D tartomény hatarat, akkor persze 0 = faD(fja).
Ha f} tartoja része egy koordindta-kérnyezetnek r paraméterezéssel, akkor

[ atzio) = [ i nat g

_ / (adyfi + fidha)day A ... Ada,

/ / a31f + fj ala) or(xy,...,xy)dr1dxs . .. dx,

~1(Drsupp f7)

/ / Fir) (@, .. xn)deydzsy ... dz, =0

r—1(DNsupp f

hiszen az x; szerinti legbels6é integral [af}]rfl(pﬂsupp ) értéke mar nulla az f;
fliggvénynek a 0D hatdron valé eltlinése miatt.

Tegyiik most fel, hogy f;f tartdja metszi a D hatarat, mégpedig a V} kornyezet
altal meghatérozott egyetlen, vagyis D N V; =r(B"N{z : x; < 0}) érvényesil!
Ekkor azt kapjuk, hogy

/Dd(fja) = // a(T(O,I'Q,...,.Tn))f;('f'(o,l'g,...,Cﬂn))dlﬂg...diﬂn,

r—1(supp f} NoD)

ami éppen a bizonyitando6 jobb oldalan szerepl6

/ém(f;@: // a(r(zy, ..., x0)) fi(r(21, . 2p))das . . day,.

r—1(supp )
21=0

Ezzel Stokes tételét beldttuk. -

Egy D megengedett tartomény hatdranak hatara mindig tires, mert Stokes
tétele szerint minden 8 € A" 2T* M" differencidlforméra

c sz
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7

3.4. Kovarians derivalas, Christoffel-szimbdlum, torzid és
Riemann-gorbiilet

A kovetkezd harom szakaszban azt vizsgaljuk, hogy mit lehet a sokasagok geomet-
ridjarél mondani. Ahogy feliileteknél, most is az érinttereken hatd operatorokat
fogunk vizsgalni.

Definicié. Az olyan V: TM x TM — T M leképezéseket, melyek mindkét valtozé-
jukban linedrisak, és barmely f skalarmezére teljesitik a

Vx(fY) (Xf)Y—‘erxY és foYZfVXY

azonossagokat, kovaridns derivdldsnak neveziink.

Egy kovaridns derivalds egy koordindta-kornyezetben valé Vo, 0; = >/ _; I‘k Ok
bézisbontasaban szerepld F ; skalar egytitthatokat Christoffel-szimbdlumoknak szo-
kas hivni.hungarian,

Figyelem, a Christoffel-szimbélumok nem a sokasidghoz, hanem csak az adott
koordinata-kornyezethez rendelt fiiggvények!

Tétel. A Christoffel-szimbolumok teljesen meghatdrozzdk a kovaridns derivdldst.
Bizonyitas. Legyen X =Y 1"  2'0; ésY = Z] 1 47 9; két vektormezd. Ekkor

3w, (zym IEDSEACT RTINS
k=1

=1 i,j=1

(Z:caYk+ Z 'y’ TE ) O,

1 3,j=1

xY

I
M:

>
I

ahogy allitottuk. -

Eszerint kovaridns derivalast ,kénny{i” konstrualni, ha vdlasztunk n3 skaldrme-
z6t, és a bizonyitds utolso formulajival definidljuk magat a kovaridns derivélast. Ez
utébbi formula ezen til lehetévé teszi a rogzitett vektor szerinti kovarians derivalas
bevezetését.

Definici6. Ha v € TpM, és v = 3 1| v'9;, valamint Y = -7 47 9;, akkor az Y’
vektormez6 v vektor szerinti kovaridns derivaltja

V.Y = z": (zn:viaiYk Z v y ))3k € TpM.
k=1 i=1

3,j=1

Eszerint, ha a P pont a G gorbén taldlhaté, akkor VY (P) = VerY.
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Definicié. A T: TM x TM — TM leképezést, a V kovarians derivalas torzidjanak
nevezzilk, ha T(X,Y)=VxY - Vy X — [X,Y].

Tétel. A torzié antiszimmetrikus, bilinedaris, mindkét komponensébdl kiemelhetdek
a fiigguények, és eqy P € M pontbeli értéke csak vdltozoinak ugyanezen pontbeli
értékétdl figg, vagyis T egy (2,1) tipusi tenzormezd.

Bizonyitas. Az antiszimmetria és a bilinearitds a definiciébdl azonnal kovetkezik.
A skaldarmezék kiemelhetdségét a

T(fX,Y)=VixY - Vy(fX) - [fX,Y]
=fVxY -YfX - fVy X — fIX,) Y]+ Y X
= fT(X,Y)
levezetés bizonyitja.

Béarmilyen X és Y vektormez6hoz léteznek olyan fi,..., fn és g1,..., g, ska-
lirmez8k, melyekre X = Y70 | f,0; &8 Y =37, g;0;, és fgy

T(X,Y) = T(Zfzﬁl,z:gﬁa = Z fing(ai,aj),
i=1 j=1

i=1,j=1
ahol T'(0;, 0;) az adott pontban konstans minden ¢, j indexre. Tehét a torzié értékét

az f1(P),..., fu(P) és g1(P),..., gn(P) értékek hatdrozzik meg. -

Definicié. Az R: TM x TM x TM — TM leképezést, melyre
R(X,Y)Z=VxVyZ -VyVxZ -V xv|Z
a kovarians derivalas Riemann-gorbiletének nevezzik.

Tétel. A Riemann-gorbilet antiszimmetrikus az elsé kettd és linedris mind a hdrom
valtozojaban. Barmely valtozojdbol tetszdleges skaldrmezd kiemelhetd, és eqy P € M
pontbeli értéke csak valtozdinak ugyanezen pontbeli értékétdl figg, vagyis R egy (3,1)
tipusi tenzormezd.

Bizonyitas. Az antiszimmetria és a linearitds a definiciobdl azonnal kovetkezik.
Legyen f tetszOleges skaldrmez6. Ekkor az

R(X.Y)(fZ)
=VxVy(fZ)-VyVx(fZ) - Vixy(fZ)
—Vx(fVyZ+Y[Z) - Vy([VxZ+XfZ) - [VixvZ - [X.Y|fZ
— [R(X,Y)Z

levezetés mutatja a skalarmezdk kiemelhetOségét a harmadik valtozébdl.
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Az antiszimmetria miatt a skaldrmezdék kiemelhet&ségét elég megmutatnunk
az els6 valtozéban:
R(fX,Y)(Z2)=VixVyZ -VyVixZ - Vi;xv|Z
=fVxVyZ - Vy(fVxZ) - Vyxy-vixZ
=fVxVyZ - fVyVxZ -Y VxZ - fVixvZ+Y fVxZ
=fR(X,Y)Z.

A tétel utolso allitasa egyszerlien kévetkezik a skaldrmez6k kiemelhet&ségébdl, aho-

gyan a torzid esetében is. -

Egy adott koordinata-kérnyezetben a torzié és a Riemann-gorbiilet is kisza-
molhat6 a Christoffel-szimbolumok segitségével.

Tétel. Legyen a torzid, és a Riemann-gorbiilet bazisbontdsa

7(9;,0;) Z O, €s R(0:,0)0c =) _Ri ;0.

=1
Ekkor
T, =TF,—Th., é Rl =0T}, — arzk+Zr —I7 T ). (3.4.1)
m=1
Bizonyitas. A torzi6 esetén
T(9;,0;) = Vo,0; — Vo,0i — [0;,05] = > (T, —T% )0,
k=1

hiszen [0;,0;] = 0 és igy a bazisbontés egyértelmiisége igazolja az allitést.
A Riemann-gorbiilet esetén

R(03,0§)0k = V,Vo,0k — Vo,Vo,0k — Vs, 0,10k

-9 (3 r0) %o ($ra)

= Z kalJFZF]k Z Iy *Zajrli,kal *Zré,k Z L0
=1 =1 m=1

n n
> (@, = o) + D (T, — T, ) o
=1

m=1

igazolja az allitast.
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Kovetkezmény. A torzié akkor és csak akkor tinik el, ha a Christoffel-szimbolumok
az also indexben szimmetrikusak.

A Riemann-gorbiilet egyiitthatoinak als6 indexeiben megjelend szimmetria egy
jabb azonossighoz vezet, melyet Algebrai Bianchi-azonossagnak is szokds nevezni.

Jacobi-azonossag. Ha a torzio eltinik, akkor
RX,Y)Z+RY,Z) X +R(Z,X)Y =0
tetszdleges X, Y és Z vektormezdre.
Bizonyitas. Kihasznalva a torzié eltiinését, egyszeri helyettesitéssel nyerjiik, hogy
RX,Y)Z+RY,Z)X +R(Z,X)Y
=VxVyZ -VyVxZ —Vix y|Z+
+VyVzX - VzVy X —Viy 21 X+
+VzVxY - VxVzY -V iz xY
=Vx[Y,Z]|+Vy[Z,X]|+Vz[X,Y|-Vixyv|Z —Vy,z1X —Vzx1Y
=[X Y, Z]|+[Y,[Z, X]| +[Z,[X,Y]],

ami a Jacobi-azonossag miatt nulla. -

Az altalanositott relativitas elmélet alabbi fontos eleme a Riemann-gorbiilet
kontrakciéjaval kaphato.

Definici6. Az TM > X + R(X,Y)Z € TM linedris transzformécié Ric(Y, Z)
nyomat Ricci-gorbiiletnek nevezziik.

A Ricci-gorbiilet egy (2,0) tipusi tenzor, melynek egyiitthatéi Ric; ;
i1 B, j°

3.5. Parhuzamossag és geodetikusok

Ebben a részben megmutatjuk, hogy kovaridns derivaldsokra is bevezethetd a par-
huzamos eltolas és a geodetikus gorbe fogalma.

Definicié. Az Y vektormezé a G gérbe mentén pdrhuzamos, ha VY = 0.

Tétel. AzY =377, y19; akkor és csak akkor parhuzamos a G(t) = r(g(t)) gorbe

mentén, ha
n

d(y’ o G) : :
—a + Z gle(G)Fi,l(G) =0
k=1
minden j = 1,...,n esetén, ahol gx a g gorbe k-adik koordindtdja.
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Bizonyitas. Definicié alapjan

0=VgY = Z(ZGaYk+ZGZyF ;) ok, és Y’“OG zn:GéYk

1,j=1

Mivel GZ = §;, ezekbdl kovetkezik az allitas. -

A Picard-Lindelof-tétel szerint a megadott differencidlegyenlet-rendszernek
minden Y (¢g) kezdeti értékhez tetsz6leges G gorbe esetén pontosan egy megolddsa
létezik, vagyis a parhuzamos vektormezot egyetlen pontbeli ,alldsa” meghatarozza.
Mas szdval, egy adott vektort el tudunk tolni parhuzamosan, és egy adott gérbe men-
tén a parhuzamos vektormezok n-dimenziés vektorteret alkotnak, ami kanonikusan
izomorf barmely gérbementi érint6térrel.

Mivel a differencidlegyenlet homogén, az Y (t) kezdeti értékhez tartozé par-
huzamos vektormez8 mindig éppen A-szorosa lesz a Y (tg) kezdeti értékhez tartoz6
parhuzamos vektormezoének. Ezt felismerve a feliilleteknél megadott bizonyitast
szorol-széra felhasznalhatjuk az alabbi bizonyitdsara.

Tétel. Legyen 7/ a pdrhuzamos eltolds a G gorbe mentén a G(t) pontbdsl a G(to)
pontba. Ekkor

71, (Y (G(1)) ~ Y(G(to))

t—to t— to

Ez a tétel lehet6vé tenné a tenzormezok parhuzamossaganak, illetve kovaridns
derivilasdnak definidldsat (hiszen a vektormezdk is (0, 1) tipusi tenzormezdk!), de
elkeriilve szamunkra nem fontos esetek vizsgalatat, inkdbb koézvetleniil megadjuk
a definiciot, amelyben azért konnyti felismerni a szorzatok derivaldsdnak szokasos
szabalyat.

Definicié. Egy S: (TM)* — TM (k, 1) tipusi tenzormezd kovaridns derivdldsdn
azt a VS: (TM)*1 = TM (k+1,1) tipust tenzormezGt értjiik, melyre

VS(X;Xl,...,Xk) ZVXS(Xl,...7Xk)
k .
=Vx(S(X1,.... X)) = > S(Xy,...,Vxa',... . Xp).
=1

Pérhuzamosnak nevezzilk azokat a k-linearis S: (TM)F — TM differencidl-
haté leképezéseket, amelyek V S kovaridns derivaldsa eltlinik.
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Eszerint a Riemann-gorbiilet kovaridns derivaltja

VR(V;X,Y,Z)
=VvR(X,Y)Z
=Vv(R(X,Y)Z)-R(VvX,Y)Z - R(X,VvY)Z - R(X,Y)Vy Z,
ami rogton egy tjabb azonossiggal szolgal.

Vezessiik be a 0: S +— ¢S formadlis miiveletet a haromvaltozds S vektortérbe
val6 leképezéseken a

cS(X,Y,Z)=S(X,Y,Z)+S(Y,Z,X)+5(Z,X,Y)
formuléval.

Masodfaji algebrai Bianchi-azonossagok. (Szakéics Nora felvetésére.)
Tetszbleges X, Y és Z vektormezdkre

o(VxT(Y,Z)) = o(R(X,Y)Z) =0,
o(VxR(Y,Z)) = o(R(X,T(Y, Z))).

Ha a torzi6 eltiinik, akkor Vx R(Y,Z) + Vy R(Z,X) + VzR(X,Y) = 0.
Bizonyitas. Az els§ azonossdg igazoldasaval kezdjiik:

o(R(X,Y)Z)

=VxVyZ —-VyVxZ - Vixyv)Z+VyVzX —VzVyX — Vy 721X+
+VVxY — VxVzY - Vizx Y

= o(Vx(T(Y. Z) + [V, Z]) - Vi 7 X)

(Vx(T(Y, 2)) + T(X. [V, Z)) + [X,[¥, Z])

o(VxT(Y,Z) + T(VxY,Z) + T(Y,VxZ) + T(X,[Y, Z)))
o(VxT(Y,Z) + T(VzX.Y) + T(Y,VxZ) + T(Y,[Z, X]))

— (VXT(Y,Z) + T(Y,T(X, 2))) = o(VxT(Y, Z)).

g

Ebben el6bb az [ X, [Y, Z]], majd végilla T(Y,T(X, Z)) esetén haszndltuk a Jacobi-
azonossagot.
A maésodik azonossdg igazoldsahoz hosszabb 1t vezet:

O'(VxR(Y,Z))T
=o(Vx(R(Y,Z)T) - R(VxY,Z)T — R(Y,VxZ)T — R(Y,Z)VxT)
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= 0(VxVy VT — VxVzVyT — VxViy 7 T—
— VoryVaT +VzVoyT + Viv gy .z T—
—VyVuxzT +VvoxzVyT +Viy vz T—
—VyVzVxT +VzVyVxT + V[y,z]VXT)
= 0( = VxViy. 2T — VoxyVaT + VzVsy T+ Vg y.zT—
—V2VeyxT+ Vo, xVaT + Viy vz T + Viy.z/VxT)
=0(-VxVy 2T - Vrxy)+x,v]VzT + Vv iy, 21T+
+VzVrx y)+ix v T+ Vizvyx) T+ Viy,z1VxT)
=o(-Vrxv\VzT +Vivxy 21T + VzVrx T + Vizvy x1T)
=o(VzVrix )T —Vrxyv)VzT = Vizvxy|T + Vizv, x)T)
=0(VzVrix )T - Vrxv\VzT = Vizrx )T — Viz,xy)T)
=0(R(Z,T(X,)Y)).

Ezzel a tétel bizonyitasa teljes. -

A feliileteknél adott bizonyitdsunk felhasznélasaval egyszertien bizonyithatjuk
a Riemann-gorbiilet alabbi geometriai jelentését is. S6t, ezuttal nem kell a Gauss-
egyenletre sem hivatkozni (ilyen a sokaségon nincs is), hanem elég a Riemann-
tumainak az adott pontban felvett értékeitol fugg. Jegyezziik meg, hogy az aldbbi
tételben szereplo paraméter-téglalap a Lie-zardjel eltiinése miatt zardodik!

Tétel. Legyen u, v és w a TpM érintdtér hdrom vektora igy, hogy u és v fiiggetlen.
Paraméterezziik P egy kornyezetét ugy, hogy két, a P ponton dtmend paramétervonal
érintdje u és v legyen. Legyen Tpt St T M — Tp M az a transzformdcid, melynek
T;t Stw eredményét igy kapjuk, hogy a fentebb megadott paramétervonalak hatdrolta
s x t oldalhosszusdgi téglalap élein a w vektort pdrhuzamosan kérbetoljuk. Ekkor
s,t,s,t
R(u,v)w = — lim w.
5,t—0 s-t

Definicio. A G gorbét geodetikusnak nevezzik, ha VGG =0.
A feliileteknél elvégzett levezetés analdg ismétlésével bizonyithat6 a kovetkezd.

Geodetikusok differencialegyenlete. Az r koordindta-kérnyezetben a G = rog
geodetikus g: (0,1) — R™ térgorbéje eleget tesz a

4,J=1
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differencidlegyenlet-rendszernek.
Az dltaldnos paraméterezési geodetikus gorbe a

ke — gk + > 395 (975 (P (g1, - 9n)) — 3kT% (P (g1, - gn))) = 0

ij=1
differencidlegyenlet-rendszernek tesz eleget, ahol k,l =1,...,n.

Megjegyzés. A Picard—Lindelof-tételbdl itt is kovetkezik, hogy minden v € Tp M
érintovektorra a fenti differencidlegyenlet-rendszernek pontosan egy megoldasa 1é-
tezik (legaldbbis a P pont egy kornyezetében) gy, hogy a G = r o g geodetikus

atmegy a P ponton, és éppen v irdnydba halad, vagyis G(0) = P és G(0) = v.

Tétel. Legyen 0 < X\ < 1, és definidljuk a V kovaridns derivdldst a ff’j = )\Ffﬂ- +
(1—/\)Ff’ ; Christoffel-szimbdlumokkal, ahol Fi-f ; @V kovaridns derivdlds Christoffel-
szimboluma. Ekkor a két kovaridns derivdlds geodetikusai megegyeznek.

Bizonyitas. Csak annyit kell bizonyitanunk, hogy a geodetikusok differencidlegyen-
lete ekvivalens médon valtozik. Ebben az esetben a Picard—Lindel6f-tétel egyértel-
miuségi része bizonyitja allitasunkat.

A geodetikusokra vonatkozo i + Z? i1 g'igjf‘ﬁ ; = 0 differencidlegyenletbe
behelyettesitve a megadott kifejezést, az ekvivalens

gk + Z GigiT5 5 + A Z 35 (5, —T7F;) =0

i,j=1 i,7=1

egyenlethez jutunk, de ebben az utolsé szumma a tagok antiszimmetridja miatt
eltlinik, ami igazolja allitasunkat. -

A X =1/2 esetben a V kovaridns derivalas torziémentessé valik, ezért ha csak
a geodetikusokra vagyunk kivancsiak, altaldban feltehetd, hogy a kovaridns derivalas
torzidmentes.

3.6. Exponencialis, affin és geodetikus leképezések

A geodetikusok differencidlegyenleténél a Picard-Lindelof-tétel alkalmazasdval mar
lattuk, hogy barmely v € Tp M vektor esetén létezik olyan § > 0, hogy az exp(tv) =
G(t) jobb oldala |t| < § esetén létezik. Ez teszi értelmessé az exponencidlis leképezés

c sz
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Definicié. Ha valamely nyilt Np C Tp M halmazon értelmezheté az expp: Np —
M leképezés, mely minden v € Np vektorhoz az exppv = G(1) pontot rendeli,
ahol G a P € M ponton v érint6vel atmend geodetikus, akkor az expp leképezést
exponencidlis leképezésnek nevezziik.

Ha a geodetikusokat paraméterezésiikkel egyiitt tekintjik, és expp v = G(1),
akkor a mar emlitett differencidlegyenlet homogenitasa és egyértelmi megoldhaté-
sdga miatt nyilvdn expp(tv) = G(t). Eszerint, ha Np C Np C TpM, akkor a Np
halmazon vett exponencidlis leképezés a Np halmazon vett exponencialis leképezés
kiterjesztése. Ez indokolja, hogy csak a kiindulé pontot jeloljiik az exponencidlis
leképezés indexében, de egyértelmii helyzetben még az is gyakran elmarad.

Tétel. Az exponencidlis leképezés lokdlis diffeomorfizmus, melynek indukdlt leképe-
zése az origoban az identitds.

Bizonyitas. Mindenekel6tt vegyiik észre, hogy az exponencialis leképezés a Pickard—
Lindelof-tétel szerint differencidlhaté, és ha (expp)«|morprm: ToTpM — TpM az
identitas, tehat nemelfajulé leképezés, akkor az inverzfiiggvény-tétel értelmében
expp az 0 origd kozelében diffeomorfizmus. Aldbb hasznéljuk a kanonikus ToTp M =
Tp M azonositast.

Elég tehat allitasunk méasodik részét bizonyitanunk. Barmely v € Tp M vektor
a hozza tartozé G(t) = exp(tv) geodetikus v = G(0) érintdje a P pontban, gy a v
vektorhoz tartozé TpM térbeli gorbe a g(t) = tv egyenes, amelyet az exponencialis
leképezés az M sokasdgbeli G(t) = exp(g(t)) = exp(tv) gorbébe visz. Alkalmazva

e sz

(expp)ow = (expp). (00),_p) = TR0 4G gy =,

vagyis (expp )|y m = id, ahogy éllitottuk.

Definicié. Egy (r,U) koordindta-kornyezetet normdl koordindta-kirnyezetnek neve-
ziink, ha az r(0) ponton d4tmend minden geodetikus r~1 melletti képe egyenes és az
7(0) ponton 4tmené paramétervonalak is geodetikusok.

Mivel az exponencidlis leképezés diffeomorfizmus, minden pontnak van nor-
mal koordinita-kornyezete. Ez &altaldban nagy segitség a részletes szamola-
soknél, hiszen példdul az ilyen koordindta-kornyezet r(0,0) pontjdban az eb-
ben felirt Christoffel-szimbdélumokra a geodetikusok differencidlegyenlete szerint
> oijm1 9i(0)g;(0)TF ;(r(0)) = 0 tetszéleges §;(0) skaldrokra, amibél Ik (r(0)) +
% (r(0)) = 0 kovetkezik.
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A diffeomorfizmusok csak a sokasdgok atlaszat Orzik meg, de van kozottiik
olyan is, amely a kovaridns derivalast is megtartja.

Definicié. Egy ¢: M — M diffeomorfizmust affin diffeomorfizmusnak neveziink,
ha p,VxY = ?@*x(cp*Y) barmely X,Y € TM vektormezdre.

Struktura-tétel. Legyen (r,U) egy normdl koordindta-kornyezete az r(0) € M
pontnak, és legyen X; az a vektormezd, amely pdrhuzamos minden az r(0) ponton
dtmend geodetikuson és X ;(r(0)) = 0; € TT(O)M Ezek mintdjdra legyen (7,U) egy
normdl koordindta-kérnyezete az 7(0) € M pontnak, és legyen X; az a vektormezd,
amely parhuzamos minden az 7(0) ponton dtmend geodetikuson és X ;(7(0)) = 0; €
T;(o)./\/l Ha a o: U — U diffeomorfizmus tartja a Riemann-gorbiiletet és a torzidt,
valamint o(r(0)) = 7(0) és . X; = X; minden 1 < i < n esetén, akkor o affin.

Az itt most mell6z6tt bizonyitds [11, VI.7.1] érzékeltetéséhez figyeljik meg,
hogy a Riemann-gorbiilet és a torzié Christoffel-szimbdélumokbdl vald kifejezé-
se ez utobbira differencidlegyenlet-rendszert ad meg mindkét sokasidgon. Ezek a
differencidlegyenlet-rendszerek a Struktiura-tétel feltételei mellett, vagyis R, T és egy
rogzitett parhuzamos vektorbazis ismeretében a Picard-Lindelof-tétel szerint egyér-
telmiien oldhaték meg, amiért a @Qlﬁw* x (. Y) ,visszahtizott” kovaridns derivalds
egybe kell essen az eredeti VxY kovaridns derivalassal. Ha R és T egyiitthatoi kons-
tansok, akkor a differencidlegyenlet konstans egytitthatossa valik, amiért a normal
koordinata-koérnyezetben a kovarians derivalds, vagyis a Christoffel-szimb6lumok
analitikusak lesznek.

Tétel. Az affin diffeomorfizmusok kommutdlnak az exponencidlis leképezéssel, vagyis
ha ¢: M — M affin diffeomorfizmus, akkor pexp X = exp ¢, X tetszbleges X €
TM vektor esetén.

Bizonyitas. Legyen V kovaridns derivalds az M sokasigon, és tekintsiik egy G
geodetikus ¢ melletti G = @G képét. Ez is geodetikus, hiszen ©0.G = (oG = G
alapjén 0 = cp*VGG Vw a(p.G) = VG(G) Eszerint exp,,q .G = exps G =
G =G = @expGG ami igazolja allitdsunkat.

Eredményiink lehet6vé teszi a Struktura-tétel egy, a geometriai tartalmat
lényegesen jobban mutaté megfogalmazasat [35, 1.7.19].

Struktara-tétel. Ha két kovaridns derivdlds geodetikusai, Riemann-gorbilete és
torzidja egybeesik az egész sokasdgon, akkor a kovaridns derivdldsok megegyeznek.
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Definicié. Azt mondjuk, hogy egy M sokasag lokdlisan szimmetrikus, ha minden
P € M pontnak van olyan Up kornyezete, amelyben a op: Up — Up, op(expp v) =
expp(—v) leképezés affin diffeomorfizmus.

Az ilyen op leképezéseket lokdlis szimmetridknak, nevezzik.

Vildgos, hogy egy lokalis szimmetria indukalt leképezése a kiinduldsi pontban
kézéppontos tikrozés, vagyis (op).v = —v.

Tétel. Egy sokasdg akkor és csak akkor lokdlisan szimmetrikus, ha torzidja és
Riemann-gorbiletének VR kovaridns derivdltja is eltinik.

Bizonyitas. Amennyiben a lokélis szimmetridk affin diffeomorfizmusok,
-T(X,)Y)=0T(X,Y)=T(0.X,0.Y)=T(-X,-Y)=T(X,Y)
igazolja az elsé,

—VR(V,X\Y,Z)=0,VR(V,X,Y,Z)=VR(0.V,0.X,0.Y,0.Z)
—VR(-V,-X,-Y,~Z)=VR(V,X,Y,Z)

pedig a masodik allitdsunk sziikségességét.

Ha most T és VR is eltlinik, akkor csak azt kell igazolnunk, hogy a P € M
pont elegendéen kicsiny Up kornyezetén a op(expp v) = expp(—v) Gsszefiiggéssel
értelmezett op: Up — Up leképezés affin diffeomorfizmus. Mivel az exponencialis
leképezés diffeomorfizmus, a definidlé képlet azonnal mutatja, hogy a op is diffeo-
morfizmus.

Az affinitds bizonyitdsdhoz definidljuk a V: TUp x TUp — TUp leképezést a
VxY = U;iVJP* xop.Y formulaval. Ez nyilvan egy kovarians derivalas, és

T(X,Y) = VxY - Vy X — [X,Y]
=0p:Vop.x0pY —0p Vo, yop. X —opi[op.X,0p.Y]
= O'};iT(O'P*X,O'p*Y),

és ugyanigy R(X,Y)Z = O’;iR(O'p*X, op.Y)op.Z, valamint ezt is felhasznilva
VR(V;X,Y,Z) = 0p.VR(0p.V;0p.X,0p.Y,0p.Z). Eszerint a T eltiinik a T
eltiinése miatt, és VR is eltlinik a VR elt{inése miatt, a P pontban pedig Rp =
Rp teljesiil. Eszerint a VR = 0 és VR = 0 differencidlegyenleteknek ugyanaz az
Rp = Rp a peremértéke a P pontban, igy a Pickard-Lindelof-tétel miatt R = R is
teljesiil. Osszefoglalva, R = R és T = T = 0, valamint VR = VR = 0.

Legyenek az X; és X; vektormez6k minden a P ponton dtmené geodetikuson
V és V szerint parhuzamosak a §; € TpM és —9; € TpM vektorral. Ekkor
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tetszoleges, a P ponton dtmend G geodetikus esetén
0=o0p.0= UP*v(;(,t)Xi = VUP*((;(,t))UP*Xz‘ = V,(;(t)UP*Xi = VG(t)JP*Xia

az X; vektormez6 V szerinti parhuzamossiga miatt. Ebbél viszont o p,X; vektor-
mez6 V szerinti parhuzamossiga kovetkezik, amibol a parhuzamossig kezdéérték
szerinti egyértelmiisége miatt X; = op, X, adédik, hiszen 9; = op«(—0;).
A Struktura tétel els6 verzidja szerint ezekbdl op affinitasa kovetkezik. -
A tétel els6 része dltalanosabban azt mutatja, hogy egy lokédlisan szimmetrikus
téren minden a lokéalis szimmetridval felcserélhetd paros foku tenzormez6 azonosan
nulla.

Definicié. Két sokasag kozti diffeomorfizmust geodetikus kapcsolatnak neveziink, ha
a geodetikusokat bijektiv médon altalanos paraméterezésii geodetikusokba viszi.

Tétel. Legyen M és M két sokasdg nulla torzidval. A p: M — M diffeomorfizmus
akkor és csak akkor geodetikus kapcsolat, ha a megfeleld Christoffel-szimbolumokra

n n
(n+ DT, = D (0l 4056 ) = (0t DI jop= > (0ik jow+3;,T i00)
m=1 m=1
teljesil minden i, j,k =1,...,n esetén, ahol 6; ), a Kronecker-delta.

Bizonyitas. Legyen az M sokasag r koordinata-kornyezetében a G = r o g geodeti-
kus (g: (0,1) — R™). Ekkor

gk+Zgzgg (r(g1,---19n)) =0
1,j=1

minden k =1,...,n esetén.

Ha ¢: M — M geodetikus kapcsolat, akkor a ¢ o G = p or o g egy altaldnos
paraméterezésii geodetikus goérbe az M sokasig ¢ o r koordinata-kérnyezetében,
ezért

kg1 — Gigk + Z 3i9; (L7 5 (e(r(g1s -+ gn))) — a5 (0(r(g1s- - gn)))) =0
ij=1

minden k,l = 1,...,n esetén, ahol f‘f’j a ¢ or koordindta-kérnyezet Christoffel-
szimboluma.
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Az utébbi differencidlegyenletbe behelyettesitve az el6bbibdl adodo gy és §;
értékeket

> Gigi(@Ar (g1 gn)) — GEAL (91, gn))) =0
ij=1

adédik, ahol Aﬁj = fﬁj op— Fﬁj. A Kronecker-delta bevezetésével a képletbe, a

Z i3 Gm Om i Y 5 (r(g1, -, gn)) = Om kAL ;(r(g1,- . gn))) =0

ijm=1

formuldhoz, vagy roviden a szm:l gigjgm(ém,lAﬁj — 5m7kA§’j) = 0 képlethez
jutunk. Ez ekvivalens a geodetikus kapcsolat 1étével.

Ciklikusan permutélva az i, j és m indexeket, majd 6sszegezve a harom képletet,
azt kapjuk, hogy

n
Z 9195 9m (Oma AF 5 — O kN + 03 AY L — 65k AL+ 65 A% =85 kALL ) =0,
%,5,m=1
amit agy is irhatunk, hogy
((GiGjGm)s OmaSF 5 = Ol + 610 AF = 6i AL+ 6588 = 6 AL 1)) =0

c sz

kintve tetsz6leges lehet, a szimmetridja pedig (hiszen Aﬁ = Afl a torzid eltlinése
miatt) megegyezik a belsészorzds mésik tényez8jével, a mésik vektor csak a nulla
lehet:

S d AF ;4 Gy A+ 65 1A% = kAL + 6k AL+ 85k

Legyen most [ = j, és 0sszegezziink a j indexre. Ennek
n n
k k k j j k
Ai,?n + Ai,m + nAm,i = 5mvk Z Ag,j + 6i7k Z Aj,m + Am,i
j=1 j=1

az eredménye. Mivel a torzié mindkét téren nulla, A’fm = O kWi + 0i kY adodik,
ahol ¥; = (Z?:1 Agz) /(n+1). Ez éppen a tétel llitdsdnak sziikségesség része.
Az elégségességhez elég 1tni, hogy ha Afﬁm- = O kWi + 0i 1k ¥m, akkor

> GiGi9m (OmaAF = 6 kAL

i,5,m=1
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Z 9395 9m (Om,1(8i kj + 05.kt0s) — Om k(81,005 + 051%4))

ijm=1

(@(n > G5 + i > ghi) — g > g5 + a0 Y gini)) = 0.

j=1 i=1 j=1 i=1

Jegyezziik itt meg, hogy amennyiben A’fm el6all 6, 1€ + i xEm alakban valamely
&; fiiggvényekre, akkor §; = (Z;;l A;Z)/(n + 1) mér kovetkezik.

Ezzel az allitast teljesen bebizonyitottuk. -

m

Fontos megfigyelni, hogy az allitasban szerepld l:‘m7

; Christoffel-szimbolumok
nem akarmilyen, hanem csak a ¢ o r koordinata-kérnyezetben szamolanddk.
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Riemann-sokasagok

Definicié. Egy M differencidlhaté sokasigot Riemann-sokasdgnak nevezink, ha
adott rajta egy (2,0) tipust szimmetrikus valésértékii tenzormez6, mely minden
P € M pontra egy pozitiv definit belsoszorzatot definidl a Tp M érintétéren.

Ezt az dltaldban gp (-, -)-vel jelolt tenzormez6t Riemann-metrikdnak nevezik.
Az ennck a Tp M érintStérbeli bazisbontasdhoz tartozé matrixegytitthatdkat g; ;(P),
az inverz matrix elemeit g"!(P) jeldli, de a P kiinduldsi pontot altaldban nem frjuk
ki. Amikor fontos az M sokasigon adott Riemann-metrika megjel6lése is, akkor
élni fogunk az (M, g) jeloléssel.

Ne tévessze meg az olvasét a Riemann-metrika elnevezése, az valojdban nem
metrika, bar nyilvan metrikat generdl az alapsokasigon, amennyiben két pont t&-
volsaganak tekintjiik az 6ket Gsszekotd gorbék hosszainak infimumat.

Definicié. Egy G gorbe t; és to paraméterii pontjai kozti iwhosszdn az

/t " Jaem (G0, G(0) di

értéket értjiik.

Ezuattal ugyan az olvaséra marad, de most is meg kell mutatni, hogy ez a hossz
nem fiigg a paraméterezés valtoztatdsatol. Ezutan az ivhossz szerinti paraméterezés
és a tobbi ebbdl ered6 fogalom éppen gy bevezethet6 a Riemann-sokasagok gorbéire,
mint a feliilletek gorbéire.

Réadésul a sokasiagokndl mar emlitett Whitney bedgyazdsi tétele a Riemann-
metrikdval egyiitt is érvényes marad: Nash bedgyazdsi tétele szerint az n-dimenzids
Riemann-sokasigok metrikusan bedgyazhatéak a (2n + 1)-dimenzids euklideszi tér-
be.

Definicié. A /det gdx; A dxs A ... A dx,, térfogatformat az irdnyitott Riemann-
sokasag felszinmértékének nevezziik, ahol g a Riemann-metrika métrixa.

Ez a definicié jo, mert a definidlt mennyiség fiiggetlen a paraméterezés-
tél, hiszen dtparaméterezés esetén az Riemann-metrika 4j § = AT gA matrixara

123
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124 4. Riemann-sokasdgok

Vdetg = /det gdet A, vagyis
\/detgdil A dfg AN dfn =\ detgdxl A dl‘g VANAN d:En.

Azt is konny 1atni, hogy ez a definicié megfelel a gérbéknél meghatarozott ivhossz
és a feliileteknél definialt felszin fogalmaknak.

4.1. Levi—Civita kovarians derivalas

Ahogy a feliiletnél, a Riemann-sokasdgndl is van egy természetes kovaridns derivalas,
mely kompatibilis a Riemann-metrikaval, és torziémentes. Raaddsul a feliilet esetén
ez éppen a megszokott kovarians derivalas.

Levi—Civita-tétel. Minden Riemann-sokasdgon pontosan egy olyan ¥V kovaridns
derivdlds létezik, amely torziomentes és tetszdleges X ,Y és Z vektormezdre teljesiti,

hogy
X(9(Y,Z))=9g(VxY,Z)+9(Y ,VxZ).

Bizonyitas. Unicitds. A feltétel szerint

X(g(Y,Z)=9(VxY,Z)+g¢(Y,VxZ),
Y(9(Z, X)) =g(VyvZ,X)+9(Z,VyX),
Z(g(X,Y))=9(VzX,Y)+g(X,VzY).

A torziémentesség miatt
VxY —-Vy X =[X,Y]|, VyZ-VzY =[Y,Z], ésVzX —VxZ =1[Z,X].
Ezekbol egyszeri szamolassal adodik, hogy

XY, Z))+Y(9(Z,X)) - Z(9(X,Y))
= g<vXYaZ> +g<Y7[XaZ]> +g<Z»vYX> +g<)(a [YaZD
= g<X7 [YaZD +g<Yv [X’ZD +g<Za [X7Y}> +2g<vYXaZ>7

ami bizonyitja a

29(Vy X, Z) = X(g(Y.Z)) +Y(9(Z, X)) - Z(9(X,Y))—
- g9(X, [YvZ]> —|—g<Y, [ZvXD - 9<Z7 [XaYD

Koszul-formuldt.
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Eszerint ¢(Vy X, Z) egyértelmiien meghatarozott minden Z vektormezo ese-
tén, igy ha Z végig fut egy a ¢(.,.) skaldrszorzdsra nézve ortonormélt bazison, akkor
Vy X bazisbontasa adddik, vagyis Vy X kiszdmithato.

Egzisztencia. Tekintsiik a Koszul-formula jobboldala altal definidlt

S: (Y, X,Z)— X(g(Y,2)) +Y(9(Z, X)) - Z(9(X,Y))—
—g<X, [YaZD +9<Ya [ZvX]> —g(Z, [X’YD

leképezést. Vildgos, hogy S minden valtozdjaban linearis. Ugyanakkor barmely b, ¢
skalarmezokre

SOY, X, cZ)
=X(c - g(Y,Z)+bY (c-g(Z, X)) —cZ(b-g(X,Y))—
—9(X,[bY,cZ]) = b-g(Y,[X,cZ]) - c-9(Z,[X,bY])
=X(be))(Y,Z)+bcX (9(Y,Z))+bYc-g(Z,X)+bcY (9(Z,X))—
—eZb-g(X,Y) — bZ(g(X,Y))—

—bWYe - g(X,Z)+cZb-g(X,Y)+cb-g(X,[Z,Y])—
—bXc-gY,Z)—bc-gY,[X,Z]) —cXb-g(Z,Y) —cb-g(Z,[ X, Y])
— bS(Y, X, Z),

vagyis S értéke az Y és Z valtozoktdl csak az adott ponttdl fiigg. Vilagos, hogy
barmely a skalarmezore

SY,aX,Z)
=aX(9(Y,Z))+Y(a-9(Z, X)) - Z(a-g(X,Y))—
—a-g(X,[Y,Z]) +9(Y,[Z,aX]) + 9(Z,[Y,aX])
=aX(9(Y,Z))+
+Ya -g(Z,X)+aY (9(Z, X)) — Za - g(X,Y) —aZ(9g(X,Y))—
—a-g(X,[Y,Z)+
+Za-gY, X)+a -gY,[Z,X])+Ya - ¢{Z,X)+a-9(Z,]Y,X])
=aS(Y,X,Z)+2Ya g(Z,X).

Mivel S az utols6 valtozdjaban fiiggvényekre nézve is linearis, definidlhatjuk
a V:TM x TM — TM leképezést azzal, hogy adott X,Y € TM vektormez8k
esetén telesitse minden Z € TM vektormezével a 29(Vy X, Z) = S(Y, X, Z)
egyenletet.
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Mivel S az els6 valtozéjaban is lineéris a fiiggvényekre nézve, azt latjuk, hogy
barmely b skaldrmezére és minden Z € T'M vektormezére

20(Vyy X, Z) = SObY, X, 2Z) =bS(Y, X, Z) = 2bg(Vy X, Z) = 29(bVy X, Z),

vagyis Vpyy X = bVy X. Ugyanakkor barmely a skaldrmez6 és minden Z € M
vektormezd esetén

20(Vy (aX),Z)=5Y,aX,Z)=aS(Y,X,Z)+2Ya - g(X,Z)
=2¢9(aVy X +2Ya- X, Z),
vagyis Vy (aX) =aVy X +2Ya - X. Tehét V egy kovaridans derivalds. Rdadédsul
torzidmentes is, hiszen
29(Vy X —VxY — [V, X], Z)
=S(Y,X,Z)- S(X,Y,Z) - 29([Y,X], Z)
=X(g(Y,2))+Y(9(Z,X)) - Z(9(X,Y))-
—9(X,[Y, Z])) +9(Y,[Z,X]) - 9(Z,[X,Y])—
-Y(9(X,Z)) - X(9(Z,Y)) + Z(9(Y, X))—-
+9(Y,[X,Z]) - 9(X,[2,Y]) + 9(Z,[Y, X]) — 2¢([Y, X], Z) = C.
Végiil a
20(VxY,Z)+29(Y ,VxZ)=S(X,Y,Z)+ S(X,Z,Y)
=Y (9(X,2Z))+ X(9(Z2,Y)) - Z(y(Y , X))—
—9{Y,[X,Z])) +9(X,[Z2,Y]) - g(Z,[Y, X])+
+Z(9(X,Y))+ X(g(Y,Z)) - Y(9(Z. X))~
-9(Z,[X,Y]) +9(X,[Y, Z]) — g(Y,[Z, X])
=2X(9(Y, Z)),

azonossag igazolja, hogy V a Levi-Civita kovaridans derivalés. -
Definicié. A fenti tétel alapjan kivalasztott kovaridns derivdlast Riemann vagy
Levi—Civita kovaridns derivdldsnak nevezzik.

A Levi—Civita kovarians derivalas fenti kiemelt tulajdonsiga pontosan azt je-
lenti, hogy erre a kovarians derivalasra a Riemann-metrika eltolas invarians, ugyanis
koénnyt igazolni, hogy ekkor a parhuzamos vektormezdk konstans szoget zarnak be
egymassal, és dllandé hosszusagiak, hiszen a parhuzamos X és Y vektormezokre

G(g(X,Y)) =g(VeX,Y) +9(X,VeY) =0.
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Konvencié. A Riemann-sokasdgokon, hacsak kiilon nincs jelezve més, akkor min-
dig a Levi-Civita kovaridans derivalasra gondolunk, vagyis a kovaridans derivalds
torzibmentes és a Riemann-metrika parhuzamos.

A kovetkezd formula a feliileten latott osszefliggés konnyi dltaldnositdsa, ezért
itt nem igazoljuk.

Tétel. A Christoffel-szimbslumok akkor és csak akkor definidlnak Levi—-Civita kova-
ridns derivdldst, ha

1 n
I, = 3 Zgl’k(ajgz’,k- + 0i9j.k — Okij)-
k=1

Formulank lehetévé teszi a Levi-Civita kovarians derivalas 1étének igazoldsat
azzal, hogy megadja annak Christoffel-szimbo6lumait. A formula szerint a Christoffel-
szimbélumok az alsé indexiikben szimmetrikusak — és ezért az altaluk definialt
kovaridns derivalds torzidmentes —, és nyilvan 2>";'_, Fﬁ 9k,m = 0iGj.m + 0Gim —
Omgi.; is teljesiil. Ehhez hozzdadva az ebbdl a j és m indexek felcserélésével kapott
képletet, rogton kapjuk, hogy g(Va,0;,0m) + (05, Va,0m) = 0:9(0;, ), ahol a
kovarians derivalast a Christoffel-szimbdélumaink hatarozzak meg. Ebbdl a Levi-
Civita-tétel formuldja azonnal kévetkezik, hiszen az nyilvan minden valtozéjaban
linearis.

Kovetkezmény. 7" | T} ; = 9;log+/det g.

Bizonyitas. Behelyettesitve el6bbi tételiink eredményét, azt kapjuk, hogy

> T = ) > 9" (0igik + 0igik — Oxgis)
i=1 i=1 7 k=1
1 n 1 n n
= 5 Z gz7kajgi,k + 5( Z gz’kaigj,k - Z g”kakgi,j>
kyi=1 kyi=1 kyi=1
1 &< ik 10;detg
== *0igik = =2 = 0;log /det
2 kg_:lg i 9ik 9 detg 'j 10g el g,

ahol felhasznaltuk a g Riemann-metrika és inverzének szimmetridja miatt teljesiilé
n n n n
> 0k — D 9 0kgi; = Y 6" 0gik— D 9" 0kgj =0
kyi=1 kyi=1 kyi=1 kyi=1

azonossagot, és végiil az (1,1) tipusi tenzormezk determindnsdnak derivildsdrol

mar bizonyitott Osszefliggést. -
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A Levi-Civita kovaridns derivalds jabb Bianchi azonossidgokat is ad.

Bianchi-azonossagok. Tetszdleges X, Y és Z vektormezdre
g<R(X, Y)Za V> = 79<R(Xa Y)Va Z>7 és g<R(X7 Y)Za V> = 9<R(Za V)Xa Y>

Bizonyitas. Elég az els6 &llitast igazolni, mert abbdél a mar ismert Bianchi-
azonossagok alapjan a fiiggelékben leirt algebrai uton kévetkezik a masodik egyen-
16ség.

Mivel mindegyik valtozéban mindkét oldal additiv, és mindkét oldalon mind-
egyik valtozobdl kiemelhetéek a skalarmezdk, elegendd csak baziselemekre bizonyi-
tanunk az els6 formulat. Ekkor a nyilvanvalé [0, 0x] = 0 azonossigot hasznositva,

9(R(0i, 0;)0k, Or)
= 9(Va,Vo,0k, 1) — 9(Vo,V,0k, 0)
= 0,9(Vo,0k, 1) — 9(Vo,0k, Vo,0) — 0;9(V 5,0k, 01) + 9(V 5,0k, Vo,01)
= 0;0;9(0k, 01) — 0:9(0k, Va,01) — 9(Vo,0k, Va,01)—
— 0j0;g(0k, O) + 959(0k, V,01) + 9(Vo,0k, Vo,0)
= 9{(Ok,Va;Vo,01) — 9{Ok,Va,Va,01) = —g(R(0;, 0;)01, Ok).
Ezzel a tételt belattuk.

.....

A sokasdgoknal definidltuk a geodetikus fogalmat, most megmutatjuk, hogy a feliileti
geodetikus szinte minden j6 tulajdonsdga — koztiik a geodetikus extremalitasa is —
Riemann-sokasigon is bizonyithat6. Vegytik ismét észre, hogy a geodetikus VGG’ =
0 definiciéja alapjan a geodetikusok ivhossz aranyosan vannak paraméterezve.

Definicié. A v: (—¢,e) x [0,d] — M differencidlhaté fugvényt a G: [0,d] — M
gorbe varidldsinak nevezzik, ha v(t,0) = G(0), v(t,d) = G(d), és v(0,s) = G(s)
minden lehetséges t és s paraméterre.

Az X:[0,d] - M gorbék halmazén értelmezett X — p(X) funkciondlt mé-
résnek nevezzik.

A G gorbét a p mérésre nézve extremdlis gorbének nevezziik, ha barmely v
varidlasdra az m(t) = p(v(t,-)) figgvény a 0-ban extremadlis, vagyis m/(0) = 0.

Konnyebbség kedvéért bevezetjitk a formalis v¢(-) = v(t,-) és vs(-) = v(-,8)
jeloléseket (vigydzat, itt a betli donti el, hogy melyik indexet rogzitettiik!), és
mindjart megallapitjuk, hogy V, vy = V;, s, mivel a torzié nulla, és nyilvan
[Us, 4] = sty — s = 0.
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Lemma. Bdrmely G: [0,d] — M feliileti gorbéhez és azon adott X vektormezdhiz,
ha X (G(0)) = X(G(d)) = 0, létezik olyan v varidlds, melyre v5(0) = X. Bdrmely
v varidldsra
[l./s, I/t} = O7 és v,)s I./t = th l./s.
Az els6 allitas igazoldsa a feliileteknél targyalt analég tétel bizonyitdsaval

azonos modon torténik, a tobbit meg éppen a lemma elétt lattuk be.

Tétel. A Riemann-sokasdgokban egy gorbe az fvhosszmérésre nézve akkor és csak
akkor extremdlis, ha geodetikus.

Bizonyitas. Legyen G ivhossz szerint paraméterezett gorbe, v ennek varidlasa, és

az ebben eléfordul6 gorbék hossza m(t) = fod Vg (s), 4 (s))ds. Ekkor

d 9V, Ve, e (8))

R AORZ0)

d
(@) = [ 2 (O(Vals) (o) ds s
L g(V i (5)Vss 22(5))

“Jo Veunlhate)

amit a t = 0 helyen kell megvizsgalnunk. A G gérbe ivhossz szerinti paraméterezése
miatt egyrészt a ¢ = 0 helyen az integrandusz nevezdje éppen 1. Ugyanakkor
U—o(s) = G(s), ezért

d d
m/(o):/() 9<Vz>t:o<s>”sa9t:o(8)>dsZ/O 9V is, G(s))ds
d
— [ (€100000. €)= 906001, Vs ) s

. d .
— [g((0), G(s))]2 - / 955(0), V 00, C) .

Mivel a varidlds végpontjai fixek, vs—¢(0) = vs=4(0) = 0, vagyis az Osszeg elsé tagja
eltlinik, és igy

d
' (0) = — / 975(0), V.50, G,

ahol 74(0) a G(s) ponton atmend v(-,s) transzverzélis gorbe érintéje a t = 0
pontban.

Ha G geodetikus, akkor V ;G = 0, és ezért m’(0) = 0 minden varidldsra.

Ha m/(0) = 0 minden varidlasra, akkor tekintsiink egy olyan varidlast, melyre
vs(0) = (d — S)SVG(S)G. (Ennek létezését az el6bbi lemma garantédlja.) Erre a
varialasra a fenti képlet a 0 = fod(d — s)sg(VG(s)G,VG(S)G>ds eredményt adja,

amibél VG = 0 kévetkezik. -
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Az, hogy a geodetikus extremaélis gorbe az ivhosszmérésre, még nem jelenti
azt, hogy minimélis hossziisagu, hiszen példdul a géombon minden f6kor geodeti-
kus, vagyis az atellenes pontokat végtelen sok geodetikus koti 6ssze. Most tovabb
vizsgaljuk a geodetikusok variaciéjat, hogy valamilyen valaszt talaljunk arra, mikor
minimalis egy geodetikus.

Definicié. Ha a G: [0,d] — M geodetikus v: (—¢,¢) x [0,d] — M varidcidjanak
minden 7(0) transzverzalis vektora merdleges a megfeleld G(s) érintévektorra,
akkor normdlis varialdasrol beszéliink.

A normalis varidlas nem feltétleniil fix végponti, bar mi legtobbszor azzal
fogunk dolgozni.

Az m hosszmérésre nézve a G geodetikus extremalis, amennyiben minden v
varidldsra m’(0) = 0. Ha ugyanakkor szintén minden v varidlasra m'” (0) # 0, akkor
biztosan lokalis minimumhely a G geodetikus. Ha ez utébbi nem teljesiil, vagyis
valamely nem dllandé varidldsra m’(0) = 0, akkor a G geodetikust a hosszmérésre
nézve kritikus geodetikusnak nevezziik.

Jacobi-tétel. Ha a G ivhossz szerint paraméterezett geodetikus v(t, s) fix végpontd,
nem dllandoé normdlis varidciojdra teljestl a

VeVers — R(G,0,)G =0
Jacobi-egyenlet, akkor G éppen a v varidcié miatt a hosszmérésre nézve kritikus.

Bizonyitas. A v; gorbék hossza m(t) = fod Vg (s), 74 (s))ds. Az el6z6 tételiink
szerinti m/(t) kifejezést tovabb derivdlva

! (4) — ¢ 9{Ve, )% Vo, wP) + 9(Vi, () Vi e, 4(s))
(t) /0( 9{ve(s), 7e(s))
0Vl (D)
IORAC )

adddik, amit a ¢t = 0 helyen kell megvizsgdlnunk. A G gorbe ivhossz szerinti para-

méterezése miatt a ¢ = 0 helyen az integrandusok nevezdje éppen 1, ezért

d
m"(O):/ (9(Vs. 07, Vi, 0)%) + 9(Vi,0) Vi, Ut Dr—o(s))—
0
— 9V, 0P, Ui—o(s)))?)ds,

ahol — és innentol végig e bizonyitdsban — ¢t = 0.
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Vizsgaljuk meg az utolsé integrandust.

IV, 00t 7t=0(8)) = 9{Vi,_(s)Vs, Vt=0(5)) = 9(V () Vs: G(5))
= G(S>g<l)s(0), G(8)> — g(vs(0), vG(s)G> =0,

ahol felhasznaltuk a nyilvanvalé —g = G azonossagot és a normadlis varialasra
érvényes g(5(0), G(s)) = 0 merdSlegességet. Eszerint

d
m” (0) =/ (9(V .07, Vi, 0)%%) + 9(Vs,0) Vi, Pt i=o(s)) ) ds,
0
d
:/0 (g<VG(s)VS7vG(s)VS> +g<vyé(O)VGVS7G(8)>)d57

d
= [ 61V Vi) + (R 0). G, G+
+9<VC:(S)V1>SI'/S,G(S)))ds.

A kovetkezd 1épés a

g<vc(s)”s, V@(S)Vs> + 9<vé(s)vr)s Vs, G(S)>
= G(s) (9(’)87 VG(S)’)S> +9(Vy, Vs, G(3)>)_
- g<957 VG(S)VG(S)DQ - g<vz>sf/s, VG(S)G(3)>

formula behelyettesitése, ahol persze a legutolsé tag eltiinik, mert G geodetikus.

Ugyanigy el fog tiinni az integralban a G vektor altal derivalt rész, hiszen annak

integralja [g(z'/s,VG(S)I'/s> + g(Vl-,sl'/s,G(s»]zzg = 0, mert Ug—g = Uy—q = 0 a fix

végpontok miatt. Végiil tehat a Bianchi-azonossdgokat is hasznalva
d
m”(0) = /0 (9(R(75(0), G(5))i%s, G(3)) = 9(Us, V) Vs Vs) ) ds
d
= A (9<R(G(S)7 VS(O))G(S)a Ds> - g<vG(3)VG(S)DS7 l/s>)d5

d
- / G(R(G(5), 74 (0))Ci(5) — V sy Vos(ayor 5.

Ha a Jacobi-egyenlet teljesiil, akkor ebbdl m”(0) = 0 kovetkezik a v varidldsra,

és ezért a G geodetikus kritikus. -

Szemléletesen e tétel azt mondja, hogy ha van a Jacobi-egyenletet teljesito
fix végponti, nem alland6 normélis variacid, akkor a geodetikus hossza taldn nem
minimalis. Ezt latszik erositeni, de nem igazolni a kdvetkezo.
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Tétel. Ha a G ivhossz szerint paraméterezett geodetikus nem dllandé v(t, s) varidci-
djaban minden vy gorbe geodetikus, €s legaldbb az eqyik végpont fix, akkor a varidcio
normdlis, és G a hosszmérésre nézve kritikus.

Bizonyitas. Az allitds igazoldsdhoz meg kell mutatni egyrészt, hogy ©5(0) merdleges
a G(s) vektorra, masrészt, hogy s(0) teljesiti a Jacobi-egyenletet.
Mivel minden v, geodetikus ivhossz ardnyosan paraméterezett,

Gg(v5(0),G) = g(Vis(0), G) = g(V i, Vs, )| 1=0 = 9(V i, %, %) [1=0

= 5 (0)(glin,14)) = 0.
——

konstans

Ugyanakkor g((0),G(s)) eltiinik az egyik végpontban, ezért g(i7,(0), G(s))

0,
vagyis ,(0) merdleges a G(s) vektorra.

Mivel minden v gorbe geodetikus, a r4(0) vektormez6 teljesiti a Jacobi-
egyenletet is, mert a ¢ = 0 pontban

VeVels(0) = Vi, Vi, s = Vi, Vi i = Vi, Vi, 04 +R(04, 05)in = R(G, 5(0))G.
——

Ezzel a bizonyitas teljes. =0 .

Figyeljiikk meg, hogy a varidlds akkor is normalis, ha 14 nem geodetikus, csak iv-
hossz ardnyosan paraméterezett! Ez indokolja, hogy részletesebben is megvizsgaljuk
a Jacobi-egyenletet teljesité vektormezok tulajdonsagait.

Definicié. Ha a J vektormez6 a G geodetikus mentén eleget tesz a
VeVed — R(G,J)G =0

egyenletnek, akkor Jacobi-mezdének nevezzik. A G gorbe menti Jacobi-mezdk hal-
mazat Jg jeloli.

Tétel. A Jacobi-mezdk teljesitik az aldbbiakat.

(1) Bdrmely a konstans esetén aG és asG(s) is Jacobi-mezd.

(2) Ha X0,Y o € T0)M, akkor pontosan egy olyan J Jacobi-mezd létezik, melyre
J(G(O)) = X() és VG(O)J = Yo.

(3) A Jacobi-mezdk Jg halmaza 2n-dimenzids vektorteret alkot.

(4) Ha X és'Y Jacobi-mezd a G geodetikus mentén, akkor g(V:X,Y) —
9({X,V:Y) konstans a G mentén.

(5) Ha X Jacobi-mezd a G geodetikus mentén, akkor ggs) (X, G) = as + b vala-
mely a és b konstansra.
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Bizonyitas. Mivel a Jacobi-mezéket egy méasodfoku differencidlegyenlet jellemzi, a
Pickard-Lindelof-tétel szerint (2) nyilvdnvalé. Ebbdl azonnal kovetkezik (3).

A ViVi(aG) — R(G,aG)G = aV VG — aR(G,G)G = 0 levezetés szerint
(1) elsd fele, az alabbi szerint pedig (1) méasodik fele is teljesiil:

VeVea(asG) — R(G,asG)G = aV ;G + asV VG — asR(G, G)G = 0.

A (4) tulajdonsig bizonyitdsdhoz a Bianchi-azonossidgok alkalmazdsdval kell
kivonni egymasbdl a kovetkezo két formulat.

Go(X,VeY) = g(Ve X, VaY) = g(X, VeV Y) = g(X, R(G.Y)G),
Gg(VeX,Y) —g(Ve X, VeY) = 9(VeVe X, Y) = g(R(G, X)G,Y).
Az utolsé (5) 4llitast a Bianchi-azonossag felhasznaldséval

GG9<X7 G> - g<vaGX7 G> - g<R(Ga X)Ga G> =0

igazolja. -

Most visszatériink a kritikus geodetikusok és a Jacobi-mezd6k kozti kapcsolat
vizsgalatara.

Tétel. Ha J a G érintdjére merdleges nemtrividlis Jacobi-mezd a G geodetikus
mentén, akkor létezik a G olyan nem dllandd v(t, s) varidcidja, melyben minden vy
gorbe geodetikus, és vs(0) = J(s).

Bizonyitas. A bizony{tdshoz mutatni kell egy megfeleld v(¢, s) geodetikus varidciot.
Legyen G olyan gorbe, melyre G-(0) = G(0) és G+ (0) = J(0). Legyen eme G-
gérbe mentén X és Y olyan parhuzamos vektormezd, melyre X (0) = G(0) és

Y (0) = J(0). Legyen végiil
v(t,5) = expgu () (s(X (1) + 1Y ().

Ekkor v(0,0) = G(0), a v gorbék geodetikusak, és 19 = G. Ebben az
esetben a geodetikus varidcidékra bizonyitottak szerint ©s(0) egy Jacobi-mez6 és
75(0) meréleges a G(s) vektorra.

Elébbi tételiink értelmében ezért elég latnunk, hogy rs—o(0) = J(0)
Vo) (5(0) = J(0), mert akkor a Jacobi-mez8k egyértelmiisége folytan i (0)
J(s) kovetkezik.

Tehat a v,—0(0) = GL(0) = J(0), és a

VG(O)Vg - vy't:[)l)s - vy'szol./t - VGL(O)Dt = VGL(O) (X(t)+tY(t)) - Y(O) - J(O)

o
193]

egyenlségekkel, ahol mindvégig s =t = 0, a bizonyitas teljes. -

Vigyazat, egy Jacobi-mez6hoz tartozd geodetikus varidcié csak akkor fix vég-
pontd, ha J(0) = 0!
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4.3. Metrika és izometrikus leképezések

A Riemann-sokasigok a differencidlhatésiagon til egyben metrikus terek is, ahol a
metrika a természetébdl adéddan globalis jellemzoket hordoz.

Definicié. A P és (Q pontokat Osszekotd szakaszonként differencidlhaté goérbék
hosszainak d(P,Q) infimumét a nyilvdnvalé szimmetria miatt a két pont tdvol-
sagdanak nevezzik.

Figyeljiik meg, hogy ha egy G ivhossz szerint paraméterezett gorbére b — a =
d(G(a),G(b)), akkor a G gorbe geodetikus, hiszen az egyenldség szerint extremadlis
gorbe.

Tétel. Osszefiiggé Riemann-sokasdg a d tdvolsdggal metrikus teret alkot, melynek

Y

Bizonyitas. Vildgos, hogy az Osszegfiiggbség miatt minden pontparnak van tavol-
sdga, és — ahogy méar emlitettiik — ez szimmetrikus fiiggvénye a pontparnak. A
haromszogegyenl6tlenség nyilvan teljesiil, hiszen

d(P,R) = inf{L(G) : G € GB} < inf{L(G) : G € GF és Q € G}
= inf{L(G): G € (G2 UGE)}
= inf{L(G): G € G&} + mf{L(G) : G € G&} = d(P,Q) + d(Q, R),

ahol GF jeldli a P pontot az R ponttal dsszekotd szakaszonként differencidlhaté
gorbék halmazat, L(G) pedig a G gorbe hosszat.

Nyilvédn d(P, P) = 0. Most igazolni fogjuk, hogy kiilonb6zé P # R pontok-
hoz rendelt tavolsdg mindig pozitiv. Rogzitsiik a P egy olyan (U,r) koordindta-
kérnyezetét, melyben R nincs benne, és legyen G € GE. Vegyiik a G gorbének a P
ponthoz csatlakozé elsé differencidlhatd részgdrbéjét, és legyen Gp: [0,1] — U en-
nek olyan részgdrbéje, mely az U kérnyezetben van és P = Gp(0). Mivel a r~toGp
gorbe a B™ C R™ gémbén beliil van, és annak kozéppontjat koti 6ssze annak S™~1
gombfelszinével, minden r~' o Gp gérbe biztosan tartalmazza az %S"_l egy pontjat,
és ezek koziil is van egy elsé.

Elég tehat igazolni, hogy az r(%S”fl) barmely pontjat a P ponttal 6sszekotd,
és az r(%B”) kornyezeten beliil haladé gorbe hossza nem kisebb valamely pozitiv
konstansnal.

Az U kdrnyezet TpM érinté tereiben vezessiik be a |v| := />, v? normat,
ahol v = >""" | v;0;. Ekkor a A\p = min{gp(v,v)/|v|* : v € Tp M} nyilvdn minden
P pontban pozitiv, mert TpM egységgombfelszine (|v| = 1) kompakt halmaz, és
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gp{v,v) csak a 0 origéban nulla. Minthogy gp folytonosan fiigg a P ponttdl, és
r(%B”) kompakt halmaz, kévetkezik, hogy A = minPET(%Bn) Ap pozitiv.

Eszerint ha G € Q;(%Snil), akkor megfelel6 ¢ > 0 paraméterre G = r o
9:[0,1] = r(3B™) é P = G(0) = r(g(0)), G(t) = r(g(t)) € r(55™"), és

/ Vi (G(a).6@) do = [ VAIG@dz = VX [ (6(a)dr
=Va [l = VA3,

ahol az utolsé sor azért teljesiil, mert f(f |g(x)|dx nem lehet kisebb, mint a g(0) origd
ésag(t) € %S”fl pont tavolsdga, ami pontosan 1/2.

Ezzel igazoltuk, hogy M metrikus tér.

A masodik allitdshoz azt kell latnunk minden koordinata-kornyezetben, hogy
barmely P pontnak barmely koérnyezetében van a d metrika altal definidlt V, p. =
{Q : d(P,Q) < ¢} e-kornyezet, és forditva, bdrmely P pontnak bérmely e-
kornyezetében van az M sokasdgnak Up s = r(r~1(P) + §B™) §-kornyezete.

Iménti formuldnk alapjan

a(P,Q) = mf/ V96 (G@),G@) do = VA int / 9()da

Geg T(q eg

> Vlg(t) = g(0)| = VAIr=H(Q) — 7 H(P)],

ami azt jelenti, hogy V, p_ x € Upe.

A miésik irdny igazoldsahoz fentebbi gondolatmenetiinket kovetjitk: a up =
max{gp(v,v)/|v|? : v € Tp M} nyilvin nem végtelen, mert TpM egységgdémbfel-
szine (Jv| = 1) kompakt halmaz; minthogy gp folytonosan fiigg a P ponttol, és
r(4B™) kompakt halmaz, p = max pe,(1pgny fp < 00 adodik. Ebbél

d(P,Q) = inf / \/QG (2)(G(2), G()) da = ian / tﬁ\é’?(w)ldaz

Gegl

=/ mf / |G(2)|dx = /i inf /\g )|dx
r(g)GGQ
S\/mg() 9(0)] = Vulr=HQ) —r~H(P)],
amiért V, ps.m 2 Ups.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik. -

Jegyezziik meg, hogy a fentebb bizonyitott A|v|? < g(v,v) < ulv|? egyenlst-
lenséget szokas a normak kommenzurabilitdsdnak nevezni.
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Lemma. Ha P és R az M Riemann-sokasdg két pontja, és0 < § < d(P, R) elegendd-
en kicsi, akkor létezik olyan @Q pont a P kérili § sugard Ss = {Q € M : d(P,Q) = 6}
gombfelileten, melyre d(P,Q) + d(Q, R) = d(P, R).

Bizonyitas. A haromszog-egyenlStlenség miatt minden @) € S pontra d(P,Q) +
d(Q,R) > d(P, R), {gy elég megmutatni, hogy létezik olyan @) € S pont, melyre
d(P,Q)+d(Q,R) <d(P,R).

Mivel a d(P, R) a P és R pontok kozti gérbék hosszainak infinuma, elég latni,
hogy barmely e két pontot osszekoté G gorbe L(G) hossza nagyobb, mint d(P, Q) +
d(Q, R).

Mivel S5 kompakt, és a tavolsagfiiggvény folytonos, 1étezik Ss olyan pontja,
mely legkozelebb van az R ponthoz. Legyen ez Q. A P és R kozti G gorbe messe
az S gombot a @' pontban. Ekkor d(P, Q)+ d(Q, R) < d(P, Q")+ d(Q’, R) < L(G),
ami bizonyitja allitisunk. -

A Riemann-sokasdgok metrikdjanak alapvetd tulajdonsdgai kozvetlen kapcso-
latban vannak a geodetikus goérbék globdlis viselkedésével.

Hopf-Rinow-tétel. Osszefiiggé Riemann-sokasdgon az aldbbi tulajdonsdgok ekviva-
lensek, és barmelyikbol kovetkezik, hogy barmely két pont minimdlis geodetikussal
dsszekothetd.
(1) A sokasdg minden geodetikusa a (—oo,400)-n értelmezett.
(2) Az exponencidlis leképezés minden pontban a teljes érintétéren értelmezett.
(3)
(4) A sokasdg mint metrikus tér minden zart korldtos részhalmaza kompakt.
(5) A sokasdg mint metrikus tér teljes.

Az exponencidlis leképezés eqy pontban a teljes érintétéren értelmezett.

Bizonyitas. Elészor (3)-bdl bizonyitunk egy egyszeriibb allitdst, majd az ekvivalen-
cidkat és a teljes tételt.

Tételezziik fel, hogy a P pontban az expp exponencidlis leképezés az egész
érint6téren értelmezett. Legyen R € M és § > 0 olyan kicsi, melyre alkalmazhaté
eléz8 lemmank, mely szerint 1étezik olyan @ € M pont, melyre

d(P,Q)=6 és d(P,R)—d(Q,R)=0.

Legyen expp v = @ és G az ehhez tartoz6 geodetikus ivhossz szerinti paramétere-
zésben.

A téavolsigfiiggvény folytonossiga miatt definidlhatjuk a 7 = max{s > 0 :
s+ d(G(s),R) = d(P,R)} értéket. Nyilvan § < 7 < d(P, R). Tegyik fel, hogy
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T < d(P,R). Legyen 0 < ¢ < d(P, R) — 7 elegendden kicsi. El6bbi lemmank szerint
létezik olyan Q’(g) € M pont, melyre

d(G(1),Q(e)) =¢ & d(G(7),R) —d(Q'(e), R) = e.

e sz

d(Q'(e),R) = d(G(r),R) — = d(P,R) — 7 — <.

Mivel a G geodetikusra G(0) = P és a d tavolsig az Osszekotd gorbék hosszéanak

e sz

T>d(P,G(r)) > d(P,R) —d(G(T),R) =T
adodik. Eszerint
d(P,G(1)) +d(G(1),Q'(e)) = 7 + e = d(P, R) — d(Q'(¢), R) < d(P.Q'(¢)),

amiben a haromszog-egyenlotlenség miatt egyenloségnek kell szerepelnie minden
elegendBen kicsi 0 < e < d(P, R) — 7 esetén.

Ebbél az kovetkezik, hogy a Q'(e) pont a G geodetikuson van, hiszen mésként
elegendben kicsi 0 < ¢ esetén a G(7 — ¢), G(7) és Q' (¢) pontok dltal megadott
haromszogben d(G(7 — €),Q’'(¢)) < 2¢ lenne, ami ellentmondana a d(P,Q’(¢)) =
T + € egyenlOségnek.

Ha a Q'(¢) pont a G geodetikuson van, az viszont ellentmond a 7 < d(P, R)
feltételnek, hiszen a 7 maximum volt, tehdt 7 = d(P, R) kovetkezik. Eszerint az
R pont is a G geodetikusra esik, vagyis a P pont minden R ponthoz minimalis
geodetikussal kéthets. Igy tehat, ha (3)-bol a (2)-t bebizonyitjuk, akkor az allitast
is bizonyitjuk.

Vildgos, hogy (1)=-(2)=-(3).

(3)=(4). Legyen K C M egy zart, korldtos halmaz. El6bbi bizonyitadsunk
értelmében K korldtossidga miatt 1étezik olyan B C Tp. M origd kézépponti kompakt
gomb, melyre K C expp(B). Mivel expp folytonos, expp(B) kompakt, melynek zart
része IC ezért ugyancsak kompakt.

(4)=(5). Egy Cauchy-sorozat nyilvan korldtos halmaz. A (4) feltétel szerint
ennek lezartja kompakt is, ezért ebben kell legyen torlodasi pontja a Cauchy-
legfeljebb egy torlédési pontjuk lehet.

(5)=(1). A geodetikusok differencidlegyenlete mutatja, hogy minden geodeti-
kus az R egy nyitott szakaszan értelmezett. Ahhoz, hogy az (1) feltételt bizonyitsuk,
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elég latni, hogy ezek a szakaszok zartak is, mert akkor csak a teljes valds egyenes
lehet az értelmezési tartomany, ami éppen (1) &llitdsa.

Legyen tehat G ivhossz szerint paraméterezett geodetikus, és s, egy s-hez
konvergald sorozat az egyenesen. Ha G minden s,, paraméternél értelmezett, akkor
d(G(sk),G(s1)) < |sk — si1|, mivel G két pontja kozt a tdvolsdg nem lehet nagyobb,
mint az ezen pontok kozti ivhossz. Eszerint G(s,,) egy Cauchy-sorozat, ami az (5)
feltétel szerint konvergal valamely P € M ponthoz.
létezik, melyhez viszont létezik € > 0, hogy minden pontjabdl indulé geodetikus
legaldbb a (—e, +¢) intervallumon értelmezett. Ha most n olyan nagy, hogy G(sy,)
mér beleesik ebbe a kompakt kornyezetbe, akkor G a G(s,,) pont koriil még legaldbb
e fvhosszon folytathat6. Ha |s, — s| < £/2, akkor az s paraméter beleesik ebbe a

folytatdasba, ami bizonyitja allitisunk most mar minden pontjat. -

Vegyiik észre, hogy a Hopf-Rinow-tétel (3) pontja értelmében minden kompakt
sokasig teljes! A metrika tovabbi tulajdonsigait az izometridk irjak le.

Definicié. A d(P,Q) = d(pP, pQ) egyenléséget minden (P, Q) pontparra teljesitd
©: M — M leképezéseket izometridnak nevezziik.

Ha U az M és U az M sokasigban egy-egy koordinita-kérnyezet, akkor
a o: U — U leképezést lokdlis izometridnak nevezzik, amennyiben d(P,Q) =
d(pP, pQ) teljesiil minden (P, Q) € U pontpérra.

Izometria-lemma. Ha o: U — U lokdlis izometria, akkor differencidlhatd és minden
R € U pontban minden v, w € TpM vektorra Gyor{psv, psw) = gr(v, w).

Ha minden R € U pontban Jor{p.«v,0:v) = gr(v,v) minden v € TpM
vektor esetén, akkor a p: U — U diffeomorfizmus lokdlis izometria.

Bizonyitas. Barmely G: (0,¢) — U geodetikus hossza barmely pontja elegenden
kicsi koérnyezetében éppen a tavolsigot adja, hiszen a Hopf-Rinow-tétel miatt a
geodetikusok lokalisan minimalisak a hosszmérésre nézve. Ha ¢ lokalis izometria,
akkor oG is ilyen minimalizalé tulajdonsidgu kell legyen barmely pontja kis kor-
nyezetében, hiszen ellenkezd esetben a kisebb hossziisagti gorbét visszahtizva a ¢~
lokdlis izometriaval, a G geodetikusrol kideriilne, hogy nem minimalizal. Tehét a
lokélis izometria a geodetikusokat geodetikusokba viszi, rdadasul ugy, hogy még a

| Vaow (@@ (66 i = [ faow(G.éw) a
0 0

hosszukat is megérzi. Ebbdl derivalassal

G {0:G, 0:G) = Joc((9G), (9G)) = ga (G, G)
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adodik.

Minthogy minden pontbdl minden irdnyba indul geodetikus, ez azt jelenti,
hogy tetszbleges v € TrM vektor esetén G, r(p«v, psv) = gr(v,v), ha R € Y. Ha
most R € U és v,w € TrM tetszbleges vektorok, akkor ennek felhasznaldsaval
20pR(Px 0, PxW) = JoR(PsV+PuW, P2V + QW) = JoR(PxV, PxV) = JoR(PxW, Prw)

= gR<U +w,v + ’LU> - gR<U, U> - gR<w7 ’UJ> = 293(”7 ’LU>7
ami igazolja els6 allitdsunkat.

Visszafelé, nyilvin minden G: (a,b) — U gérbére

Goc{(9G), (9G)) = Goa (PG, 0:G) = ga (G, G),

ami azt mutatja, hogy ¢©G és G egyszerre ivhossz szerinti paraméterezésii.
Tekintsiik most az R € U pont kozelében a P € U és @ € U pontokat. Nyilvan

d(P, Q) = inf{¢ : 1étezik ivhossz szerint paraméterezett G gorbe,
melyre G(0) = P és G(¢) = Q}
d(pP, Q) = inf{f : 1étezik fvhossz szerint paraméterezett G gorbe,
melyre G(0) = pP és G({) = pQ}.

Mivel oG a P és o@Q kozotti gorbe, és ¢ a gorbék hosszat nem valtoztatja meg,
nyilvan d(P,Q) > d(¢P,¢Q). Ugyanigy ¢ 'G a P és Q kozotti gorbe, amiért
d(pP,0Q) > d(P, Q). Ezzel az allitdst belattuk. -

Figyeljiik meg, hogy az izometria-lemma elsé allitdsa alapjan a sziirjektiv
izometridk mindig diffeomorfizmusok. Most belatjuk, hogy rdadasul affinok.

Tétel. Ha p: (M,g) — (M, §) egy szirjektiv izometria az M és az M Riemann-
sokasdg kozdtt, akkor ¢ affin diffeomorfizmus.

Bizonyitas. Tekintsiik a V: TM x TM — TM leképezést, melyre VxY :=
0 V. x¢. Y, ahol V az (M, g) kovaridns derivéildsa.
Rogton latszik, hogy \Y egy kovarians derivalds az M téren, melynek torzidja

T(X,Y)=VxY —-VyX — [X,Y]
= 0. (Vo xp.Y = Vo v X — [p.X,0.Y]) = 0.

Ugyanakkor az izometria-lemma miatt

= 9(¢: V. x0: Y, 0. 0. Z) + gl 0. Y 0, 'V x 0. Z)
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= §<,9<@¢*X90*Y, ‘P*Z> + §7<p<<P*Ya @W*X<P*Z>
= 0 X Jp(0: Y, 0 Z) = X(9(Y, Z)),

és igy V a M Riemann-sokasig Levi—Civita kovarians derivaldsa, melynek egyér-

telmiisége miatt V=V. -

Jegyezzitk meg, hogy tételiink rogton adjaa . R(X,Y)Z = R(¢. X, 0. Y ). Z

és . T(X,Y) =T (p«X,0.Y) Osszefiiggést is.

Az exponencidlis leképezés rendszerint nem izometria, de Gauss most kévetkezd
fontos eredménye szerint bizonyos szogtartasa azért mindig van. Figyeljiik meg, hogy
expp: ITpM — M, ezért expp,: TTpM — TM. Ezt megszoritva a v vektornal
1év6 T, Tp M érintétérre, az expp, | 1,7pM: ToTpM — Toxp, »M adddik, hiszen
v € TpM képe expp v € M.

Gauss-lemma. Az exponencidlis leképezés indukdlt leképezésére

96(5)(G(5), expp, | 1, 1o m(w)) = gp (v, W),
ahol P € M, v,w € TpM, G(s) = expp(sv).

Figyeljik meg, hogy a Gauss-lemméaban w € TpM és ez a vektor az
€Xppy | 1., 7p M argumentumaban a T, Tp M és a Tp M tér kanonikus azonositdsin
— ami a parhuzamos eltolds — keresztiil szerepel!

Bizonyitas. TetszOleges u € Tp M vektor esetén jelolje J, azt a Jacobi-mezét,
melyet a J,,(0) = 0 és V,J = u peremértékek hataroznak meg.
Legyen w € TpM, és tekintsiik a G(s) = expp(sv) geodetikus

v(t,s) = expp(s(v + tw))

transzverzalis vektormezé egy olyan, a G érintéjére merdleges Jacobi-mezé a G
geodetikus mentén, melyre egyszerii szamolassal

Vs = VW:O(O)”S = Vl'/szo(o)’)t = vbs:o(o)(v + tﬁ)) =w.

A Jacobi-mez6k egyértelmiisége miatt ezért v5(0) = Jg(s). Ugyanakkor

. d _ _
7(0) = 01(0,5) = = (expplsv + t51))) 1o = exXDp. | ., 00 (570),

ezért
Epr*‘ TsvTPM(Sﬁ)) = J’ﬁf'(s) (GLJ)
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Legyen most w = sw. Ekkor

96 (s)(G(s), expp,

T, Tr M(W)) = ga(s) (G(8), expp,

= 9(G(s), Jw(s)).

T, Tp M (5W))

Ugyanakkor a Jacobi-mez6krél tudjuk, hogy g(G(s), Ja(s)) = as + b valamely a
és b konstansokra, amit az s = 0 pontban vizsgalva azonnal a b = 0 eredményre
jutunk. Az s szerinti

9<VG'(S)Ga Jw(s)) + g(G(s), Ve dw) =a

derivaltbdl viszont az s = 0 pontban a = g(v, w) adédik, és igy

9(G(s), Jw(s)) = glv, sw)

kovetkezik, ami igazolja az allitast. -

A Gauss-lemma geometriai jelentése az, hogy ha az érint6tér valamely origd
kozépponti gdbmbjét az exponencialis leképezéssel ,levissziik” a sokasigra, akkor a
sokasdgon kialakul6 geodetikus gomb érintotere merdleges a kézéppontbdl kiinduld
geodetikus érintdjére.

Definicié. Egy Riemann-sokasigot

e homogén (Riemann-)térnek neveziink, ha barmely pontja barmely masik pont-
jaba izometridaval atvihetd,

o szimmetrikus (Riemann-)térnek hivunk, ha minden pontjahoz 1étezik olyan
izometridja, mely az adott pontot fixen hagyja, és indukalt leképezése az
érintétéren centralis tiikkrozés, és

o két-pont-homogén (Riemann-)térnek neveziink, ha minden P, Q és P’, Q' pont-
pardhoz, melyekre d(P,Q) = d(P’,Q’), 1étezik olyan ¢ izometridja, melyre
(P)=P és1(Q)=0Q'.

Nyilvanvald, hogy a két-pont-homogén terek homogének is.
Tétel. Osszefiiggd, szimmetrikus Riemann-tér homogén.

Bizonyitas. Legyen a homogenitas feltételében szerepld két pont P és Q). Az 6ssze-
fligglség miatt 1étezik ezeket 6sszekdtod gorbe a sokasdgban. Helyettesitsiik e gorbét
szakaszonként geodetikus gorbével. A geodetikus szakaszok felez6pontjai legyenek
a P; pontok. A szimmetrikussdg miatt minden ilyen pontban létezik olyan ¢p,
izometria, melynek indukalt leképezése kozéppontos tiikrozés az érintétéren. Ez
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nyilvan csak a sokasagoknal mér bevezetett op, szimmetria lehet, hiszen a geodeti-
kus szakasznak a P; pontban vett érint6jét az indukalt op,, leképezés egyszeriien
—1-gyel szorozza, és a geodetikus differencidlegyenlete alapjan ez mar egyértelmiien
meghatarozza a geodetikust.

Ez a op, izometria a geodetikus szakasz két végpontjat felcseréli, igy ezek
szorzata épp egy olyan izometria, mely a két pont egyikét a masikba viszi, ezzel

igazolva a homogenitast. -

A kovetkezd szerint minden felsorolt Riemann-tér osztalyunk metrikusan teljes.
Tétel. Osszefiiggs, homogén Riemann-tér metrikusan teljes.

Bizonyitas. A metrikus teljességhez a Hopf—Rinow-tétel alapjan csak a geodetiku-
sok végtelen folytathatdsdgat kell megmutatni. Legyen a G: (a,b) — M geodetikus
maximalis és ivhossz paraméterezésii. Legyen € > 0 olyan kicsi, hogy az expp
exponencialis leképezés diffeomorfizmus a B(e) € Tp M gdmbon.

Ha b < oo, akkor legyen sg € (a,b) olyan, hogy b — sg < /2. A homogenités
miatt 1étezik olyan ¢: M — M izometria, melyre p(G(sg)) = P. Legyen v € Tp M
az az egységnyi vektor, melyre ¢, (G/(so)) = v. Ekkor a G(s) = ¢~ (expp(sv)) olyan
geodetikus a (—¢, ¢) intervallumon, melyre G(sq + s) = G(s), ha max(a — sg, —¢) <
s < b— sg. Eszerint G(s) ivhossz szerinti geodetikus folytatdsa a G geodetikusnak,
holott a G maximaélis volt. Eszerint b = oo, és ugyanigy a = —oo ami igazolja

allitasunkat. -

Nyilvanvalé, hogy az alabbi lokdlis tulajdonsdgok kévetkeznek a fentebb defi-
nialt megfeleld tulajdonsagok teljesiilésébdl, de ez forditva csak néha igaz.

Definicié. Azt mondjuk, hogy egy Riemann-sokasig lokdlisan

e homogén, ha barmely pont valamely koordindta-kérnyezetében minden pont
lokalis izometriaval a koordinata-kérnyezet tetszéleges pontjaba elmozgathato,

e szimmetrikus, ha minden pontjahoz és annak egy koordinata-kérnyezetéhez
létezik annak olyan (lokilis) izometridja, mely az adott pontot fixen hagyja,
és indukalt leképezése az érintGtéren centrélis tiikrozés, és

e Lét-pont-homogén, ha barmely pont valamely U koordinata-kérnyezetében
minden P, Q és P, Q' pontparhoz, melyekre U tartalmazza a P és @, valamint
a P’ és Q' pontokat 0sszekotd geodetikusokat, és d(P, Q) = d(P’,Q"), létezik
U olyan ¢ (lokalis) izometridja, melyre «(P) = P' és 1(Q) = Q.

A kovaridns derivalassal rendelkez6 sokasdgoknal méar vizsgalt szimmetrikus-
sagra vonatkozé eredményiink Riemann-tereknél is alkalmazhato.
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Tétel. Egy Riemann-sokasdg akkor és csak akkor lokdlisan szimmetrikus, ha
Riemann-gorbiiletének kovarians derivdltja eltinik.

Bizonyitas. A sokasdgoknal méar bizonyitottuk, hogy az adott feltételek mellett
ez a sokasig szimmetrikus, és a op(expp X) = expp(—X) formuldval definidlt
op lokalis szimmetria affin diffeomorfizmus. Elég ezért azt belatni, hogy ez a op
szimmetria egyben izometria is.

Legyen G egy, a P ponton atmené geodetikus, és X € TgM parhuzamos
vektormez$ G mentén. Ekkor

VC‘;JP*X = —V?GUP*X = _VUP*GO-P*X = —UP*VGX = 0

alapjén op,X is parhuzamos vektormezd, melyre op. X(P) = op.(X(P)) =
—X (P). Mivel a parhuzamossig tartja a hosszat és a bezart szoget, ebbél kovetkezik
a ops X = —X egyenlGség.

Legyen x és y érintévektor a Tr M térbol, és legyen X és Y ezek parhuzamos
vektormezdévé vald kiterjesztése a P és R pontokon dtmend G geodetikusra. Ekkor

gR<£B, y> = gR<X7 Y> = gUPR<X7 Y) = gO'PR<_X7 _Y> = gUpR<UP*Xa UP*Y>
:gUPR<JP*w70P*y>7

amib6l az allitas azonnal kovetkezik az izometria-lemma alkalmazasaval.

Tétel. Az egyszeresen dsszefiiggd lokdalisan szimmetrikus teljes terek szimmetrikusak.

A nehéz bizonyitas [35, 2.3.15] a lokélis szimmetria izometrikus kiterjeszthet-
ségén mulik, amit elébbi eredményilinkbdl a struktiura-tétel egy specialis analitikus
esetével lehet megmutatni.

Tétel. Az dsszefiiggd, egyszeresen Gsszefiiggd €s két-pont-homogén Riemann-terek
szimmetrikusak.

Bizonyitas. El6bbi tételiink értelmében elég a lokdlis szimmetridat megmutatni,
hiszen az Gsszefiigg6 két-pont-homogén-terek homogének, és igy teljesek.

Legyen x € SpM, és tekintsiik az Ay : Tp,SpM — T,SpM leképezést, ahol
Ary = VR(z,y,z,x), SpM a TpM egységgdémbjének a felillete, T'SpM ennek
érintényalabja, és y € T Sp M.

Nyilvan A_, = — A, mert

A_py=VR(-z,y,—x,—x) = (—1)3VR(z,y,x,x) = —Azy.
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Ugyanakkor A, 6nadjungalt is, mert a Bianchi-azonossiagok alapjan

9(Azy, z) = (Vo (R(y,@)x), 2) — g(R(Vay, )T, 2)—
— 9(R(y, Vaz), 2) — 9(R(Y, )V, 2)
zg(R(y, @)z, 2) — g(R(Vaz, @)z, y) — 9(R(Vay, )@, 2)—
— 9(R(z,2)Vaz,y) — g(R(y,x)Vaz, 2),

és ez szintén a Bianchi-azonossagok miatt szimmetrikus az y és z valtozdkban,
amiért g(Azy, z2) = g(Azz,y) kovetkezik.

Az izometridk affinitasa miatt A, ..¢.y = @+ Azy barmely ¢ izometria esetén,
igy ha A\, az A, sajatértéke és y ehhez tartozd sajatvektor, akkor

A¢*m90*y = A2y = 0x(A2Y) = Az 0y

alapjan Ay az A, sajatértéke is, és viszont. A két-pont-homogenitas miatt barmely
x’ € SpM elbéll, mint @, x valamely alkalmas ¢ izometridra, ezért a A, sajatértékek
nem fliggnek az X vektortol.

Osszefoglalva, A, olyan énadjungalt leképezése a gdmbi vektormezdknek, mely-
re A_, = —A,, és amelynek minden sajatértéke konstans, vagyis fiiggetlen x va-
lasztasatol. Ebbdl topoldgiai (mégpedig homoldgiai) indoklassal kovetkezik, hogy
A, a nulla operétor [24].

Legyen G egy geodetikus, a B: TeM — TeM leképezés pedig olyan, hogy
B(X) = R(X,G)G. Ekkor a

Bianchi-azonossdg miatt B énadjungalt, vagyis pontosan n valés A} sajatértéke és
ezeknek megfeleld, egymasra meroleges E? egységnyi sajatvektora van a Tg(s,) M
érint6térben. Ezek kozt az elsé legyen éppen a A] = 0 sajatértékhez tartozd
EY = G(sg) vektor. Legyen tovabba E; az EY sajatvektor egyértelmfi parhuza-
mos kiterjesztése a G geodetikus mentén.

Ha E parhuzamos vektormez6 a G geodetikus mentén, akkor a B(E) is par-
huzamos vektormez8, hiszen 0 = Ay (E) = VR(G, E, G, G) = V5 (B(E)). Emiatt
N E; és B(E;) is parhuzamos a G mentén, mikozben B(E;(so)) = B(EY) = \E?,
6s \VE;(s0) = \VEY is. A parhuzamossig egyértelmiisége miatt ebb6l NV E; = B(E;)
kovetkezik.

Osszefoglalva, B minden sajitértéke konstans a G mentén, az ezekhez tartozé
sajatvektorok pedig egymasra meréleges, parhuzamos egységvektor-mezdk.

Az izometria-lemma felhasznaldsdval ebbdl belatjuk, hogy a op lokélis szim-
metria egyben lokélis izometria is, ami bizonyitja tételiinket.
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Elészor figyeljiik meg, hogy tetszéleges P = G(0) ponton dtmend geodetikus
és ezen adott J Jacobi-mezé esetén opyJ is Jacobi-mez6, mert op affin. Tovabba
op«J(P) =0opi(J(P)) = —J(P) és

Ha tehat V. J(P) = 0, akkor a J és op,J Jacobi-mezdk kezdeti értékei egymas
—1-szeresei, és ezért a G mentén op,J = —J kovetkezik.

Legyen v € Tpr M egy tetszOleges vektor, aztin G egy, a P = G(0) ponton
atmend geodetikus, melyre R = G(sg) a P olyan kézelében van, hogy 0 < sp <
7/(2maxyo.+/—AY). Legyen J =Y | fiE; egy olyan Jacobi-mez$ a G mentén,
melyre VC';J (P) =0 és J(R) = v. Ezek a feltételek egyértelmiien meghatarozzak
a J Jacobi-mez6t. A kezdeti értékek alapjan f/(0) = 0 és f;(so) = gr(v, E;(R))
kovetkezik, a Jacobi-egyenlet alapjan pedig

fi =9(VeVed, Bi) = g(R(G, J)G, E;) Zﬁ (G, [,E))G, E;)
=Y fig(R(G.E Zﬂg ZﬂgM&Emhﬁh
J

vagyis f/' + A0 f; = 0. Ennek a differencidlegyenletnek a megoldésai

cos(s\/W) 0
COS(SO\/E)’ ha )\l >0,
1:(5) = g, Bi(R)) - { 1, ha A = 0,
cosh(sq/—A?) 0
cosh(s0 /D) ha A} < 0.

(Itt jol 1atszik, mennyire kihasznaljuk, hogy csak lokdlisan kell megolddst taldlnunk,
hiszen méasként nem feltétleniil lenne megoldésa a differencidlegyenletnek!)
Eszerint

opsv = 0pi(J(G(s0))) = opuJ(0pG(50)) = —J (0pG(50)) = =T (G(—50))

n n

==Y fil=50)Ei(G(=50)) = = > fil50) Ei(G(—s0)),

i=1 i=1

amelybdl a parhuzamos vektormezék hossztartdsa miatt azonnal addédik, hogy
Jopr(0PiV,0pv) = gr(v,v), hiszen v = """, fi(s0)Ei(G(s0)).
Az izometria-lemma alapjan tehat op lokalis izometria, amint allitottuk.
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4.4. Metszetgorbiilet

Minden P € M pontban definidljuk a kp: TpM x TpM — R leképezést tigy, hogy

—gp(R(v,w)v, w)
kp(v,w) = ¢ 9p(v,v)gp{w, w) — g3 (v, w)
0, ha v és w egyirdnyu.

, ha v és w fliggetlenek,

Tétel. A kp értéke csak az argumentumasi dltal meghatdrozott siktol figg.

Bizonyitas. Legyen v = ax+by és w = cx+dy gy, hogy x és y ortonormalt fligget-
len vektorok és (‘; g) nemelfajulé. Ekkor R asszimetridja és a Bianchi-azonossagok
alapjan

gp{R(ax + by, cx + dy)(ax + by), cx + dy)
= (ad — be)gp(R(z, y)(az + by), cx + dy)
= ad(ad — be)gp(R(z,y)x, y) + be(ad — be)gp (R(z, y)y, )
= (ad — be)*gp(R(z, y)z, y).

Ugyanakkor

gp<’U,’U>gp<'LU,’UJ> - 92P<v7w>
= (azx + by, ax + by)(cx + dy, cx + dy) — (ax + by, cx + dy)?
= (a®> + b*)(c* + d?) — (ac + bd)* = a®d® + b*c® — 2acbd = (ad — bc)?,

vagyis kp(v, w) értéke nem fiigg az a,b, ¢, d egyttthatoktol.
Definicié. Legyen az S C TpM sik az érintétér egy altere. A P pont S sikhoz

tartoz6 metszetgorbiletének, vagy szekciondlis gorbiletének, nevezzik a kp (v, w)
értéket, ahol v és w az S sik két fiiggetlen vektora.

A Theorema egregium alapjan a metszetgorbiilet tulajdonképpen a P pontbdl
indulé, az S sikhoz simul6 geodetikusok alkotta kétdimenzids részsokasag Gauss-féle
szorzatgorbilete.

Tétel. A metszetgorbiilet meghatdrozza a Riemann-gorbiletet. Ha konstans, akkor
Rlu, v)w = kp(gp(w, v)yu — gp(u, w)v)

tetszdleges w, v, w € Tp M vektorokra.
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Bizonyitas. Az R(-,-,-,-) = gp(R(-,-)-,-) egy Bianchi-tenzor', i{gy meghatarozza a
normalt nyoma, vagyis a metszetgorbiilet. Ha a normalt nyom konstans, akkor

R(u,v,w,xz) = kp(gp{w,v)gp(u,z) — gp(u,w)gp(v,x)) (4.4.1)

= gp(rp(gp(w,v)u — gp(u, w)v),z)

minden « esetén teljesiil, ami bizonyitja az allitast. -

Schur-lemma. Legyen az n > 3 dimenzids M™ sokasdg dsszefiiggd. Ha a kp(u,v)
metszetgorbilet csak a P € M™ ponttdl figg, akkor konstans.

Bizonyitas. Az el6bbi tétel szerint

ahol X,Y,Z € TM tetszéleges vektormez8k, x pedig a tétel feltételezése szerint
skalarmez6. Ebbdl tetszoleges V' € T M vektormezé esetén

(VvR)(X,Y)Z
=VR(V,X,Y,Z)
=Vv(k(9(Z,Y)X - g(X,2)Y)) - k(g(VvZ,Y)X — g(X,VvZ)Y)—
—k(9(Z,VvY)X — g(X,Z)VvY) — (9(Z,Y)Vv X — g(Vv X, Z)Y)
= (Vr)(9(Z,Y)X — g(X,Z)Y).

Osszeadva az azonossag két végét a V', X, Y vektorok ciklikus cseréjére, a masodfaji
algebrai Bianchi-azonossag szerint a bal oldalon nulla lesz az eredmény, vagyis

0= (Vk)(9(Z,Y)X — (X, Z2)Y) + (Xr)(9(Z, V)Y —g(Y,Z)V)+
+ (Yk)(9(Z,X)V —g(V,Z)X).

Mivel a dimenzié n > 3, lokalisan megvélaszthatjuk a vektorokat gy, hogy Z =V,
és az X,Y, Z ortonormalt rendszert alkot. Ekkor formuldnkbdl (X &)Y = (Yk)X
kovetkezik, amiért Xx = Yk = 0. Minthogy ez barmely X és Y esetén igaz, k
nyilvan konstans, ahogy a tétel allitotta. -
A szintén fontos R = Z” g R; j Riemann-féle gorbiileti skaldr az R; ; Ricci-
féle gorbiileti tenzorbdl szarmazik. A Riemann-féle gorbiileti skalar fliggetlen a
koordinata-kornyezettol, tehat a sokasigra jellemzo6 skalarmezo.

11.4sd a fiiggelékben!
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Tétel. Egy Riemann-sokasdg akkor és csak akkor lokdlisan szimmetrikus, ha a met-
szetgorbilet invaridns a pdrhuzamos eltoldssal szemben.

Bizonyitas. Legyen az M sokasag lokalisan szimmetrikus. Elég belatni, hogy az R
Riemann-gorbiilet, és a ¢ Riemann-metrika eltolas-invarians, hiszen a metszetgorbii-
let ezek Osszetételébol all. A Levi—Civita-tétel szerint a Riemann-metrika invarians
a parhuzamos eltolasra. Ha az X, Y és Z vektormezOk parhuzamosak a G geo-
detikus mentén, akkor V5 (R(X,Y)Z) = VR(G,X,Y,Z) = 0, hiszen VR =0 a
szimmetria azonnali kévetkezménye. Eszerint R(X,Y)Z is parhuzamos, amiért R
eltolas-invarians.

Tegyiik most fel, hogy a metszetgorbilet invaridns a parhuzamos eltolassal
szemben. Azt kell igazolnunk, hogy VR = 0.

Tetsz6leges P pontra és v, w € Tp M vektorokra legyen

kp(v,w) = —rp(v, w)(gp(v, v)gp(w, w) — gp (v, w)?).
Ha 7 parhuzamos eltolas a P pontbdl a @ pontba, v, w € Tp M tetszoleges, akkor
9o (R (v, Tw)mv, Tw) = ko(Tv, 7Ww) = kp(v, W) = gp(Rp(v, W)V, W).

A B(u,v,z,y) = go(Ro(tu, 7v)12, 7Yy) — 9p(Rp (U, v)x, y) killonbség nyilvin egy
Bianchi-tenzor, aminek nyoma B(v,w,v,w) = 0 a fentiek szerint.
Ebbdl B = 0 kovetkezik, amibol

9Q(Ro(Tu, Tv)T2, 7Yy) = gp(Rp(U,v)2,Y) = 90 (T(RP (U, v)), TY)

adédik minden y € TpM vektorra. Akkor Rg(Tu, 7v)T7x = 7(Rp(u, v)x) is teljesiil,
tehat R eltolas-invarians. Ez azt jelenti, hogy amennyiben X, Y és Z parhuzamos
vektormezdk a G geodetikus mentén, akkor Rg(X,Y)Z is parhuzamos a G mentén,
vagyis 0 = V&(R(X,Y)Z) = VR(G,X,Y,Z), amib8l VR = 0 kévetkezik, ahogy

allitottuk. -

Cartan—Hadamard-tétel. Ha a (M",g) Riemann-sokasdg teljes és egyszeresen
0sszefiiggo, valamint metszetgorbilete minden pontban minden sikra nem pozitiv,

akkor M™ diffeomorf az R™ affin térrel.

Bizonyitas. Minthogy (M™,g) teljes, a Hopf~Rinow-tétel szerint minden P €
M™ pontra az exponencidlis leképezés a teljes Tp M™ téren értelmezett, vagy-
is expp: TpM"™ — M"™. Minden u € TpM"™ vektorra legyen Gp,: R 3 t —
expp(tu) € M™ a P-b6l u sebességgel indulé geodetikus.
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A Jacobi-mezdékre vonatkozé tételiink szerint ekkor barmely nem nulla v €
TpM™ vektorhoz létezik pontosan egy olyan J Jacobi-mezd a Gp, geodetikus
mentén, melyre J(P) =0 és V,J = v.

Figyeljiik meg, hogy V,|J|? = 2gp(0,v) = 0 és

VeéruVeraI?=2Ve, g6, (I, Ve, )
= 2‘gGP,u <vGP,uJ’ vGP,uJ> + QgGP,u <J’ VC.;P,qu:P,u J>
=2V, I[P+ 296, (I, R(Gpu, J)Gpu)

nem negativ, hiszen a metszetgorbiilet nem pozitiv. Tehat |J|? egy (nem feltétleniil
szigoriian) konvex fiiggvény, gy |J|? konstans 0 vagy szigortian monoton névekszik
a pozitiv valés szamokon. Konstans 0 persze nem lehet, hiszen V, J = v # 0, tehat
|J| szigorian monoton névekvé a pozitiv valés szdmokon (és szigoriian monoton
fogy6 a negativ valés szdmokon).

A Gauss-lemma bizonyitdsdban szerepld (GLJ) formuldbdl tudjuk, hogy
exppy | ToumrM(5v) = J(Gpu(s)), aminek a hossza pozitiv, igy nem tlinhet el,
ami azt igazolja, hogy expp, injektiv, tehat izomorfizmus az azonos dimenzi6ji
terek kozott.

Definidljuk a Gy : TsuTpM X Ts TpM — R leképezés értékét minden v, w €
T Tp M vektorra azzal, hogy Jeu(v,w) := ga,,(s)(€XPp. v, expp, w). Ekkor a
TpM minden pontjaban a § egy szimmetrikus bilinearis forma, ami rdadasul pozitiv
definit, hiszen expp, nem elfajulé linedris leképezés. Eszerint az expp: (TpM, §) —
(M, g) egy lokélis izometria a (TpM, §) és (M, g) Riemann-sokasigok kozott.

Mivel expp lokdlis izometria, egy G gorbe a (TpM, §) Riemann-sokasidgban
pontosan akkor geodetikus, ha a G = expp(é) gorbe egy geodetikus az (M, g)
Riemann-sokasagban. Eszerint a Tp M nullelemén dtmendé minden egyenes geodeti-
kus, és ezek kiterjednek a teljes valos szimegyenesre, igy a Hopf-Rinow-tétel szerint
a (TpM, §) Riemann-sokasig teljes.

Mivel M 0sszefiiggd, a Hopf~Rinow-tétel szerint barmely két pontot 6sszekot
egy minimalis geodetikus, tehat expp sziirjektiv. Ha Q := expp(u) = expp(v),
akkor a
(I1-2t)u hate€]0,0.5],

p:[0,1]2¢t— {(2t—1)v ha t € [0.5,1],

} eTpM
Ut expp melletti képe az (M, g) egyszeresen Osszefiiggd sokasdgban homotép a
konstans ¢: [0,1] 3 ¢t — @ Tttal, igy expp folytonossdga miatt p is homotdp egy
konstans uttal, ami csak u = v esetén lehetséges, tehat expp injektiv.

Eszerint expp egy folytonos és bijektiv lokalis izometria, amibél kévetkezik,

hogy folytonos és bijektiv lokalis diffeomorfizmus, tehat diffeomorfizmus. -
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4.5. Konstans gorbiiletii terek

Konstans gorbiiletiinek mondunk egy Riemann-sokasidgokat, ha a metszetgorbiilet
konstans skalarmezo.

Tétel. Ha egy konstans gorbiiletdi Riemann-sokasdg dsszefiiggd, egqyszeresen Gssze-
fiiggd és teljes is, akkor szimmetrikus, homogén és két-pont-homogén is.

Bizonyitas. El6z6 eredménytink szerint a konstans gorbiiletii sokasdgok lokalisan
szimmetrikusak. Az egyszeresen Osszegfiiggdéség és teljesség ebbdl implikalja, hogy
a tér szimmetrikus, amibdl az Gsszegfiiggdséggel kovetkezik a homogenitas, az izo-
metridk vizsgalatdnal bizonyitott tételeink szerint. A két-pont-homogenitast nem
bizonyitjuk, de lokdlisan a kovetkezd tételbol adodik. -
Tétel. Ha két azonos dimenzidji konstans gorbilett tér gorbilete megegyezik, akkor
lokdlisan izometrikusak.

Bizonyitas. Legyen (M, g) és (M, g) két x gorbiilet{i, azonos dimenziéju sokasig.
Legyen P € M és P € M, tovabba legyen ¢: TpM — TpM egy izometria.

El6szor belatjuk, hogy konstans gorbiiletli téren az exp leképezés lokalis homo-
técia, vagyis létezik olyan f: R, — R, végtelenszer differencialhaté valés fiiggvény,
melyre f(s)expp,| 1.,7p0 lokélis izometria barmely v € Tp M egységvektor ese-
tén.

Legyenek a v,w € TpM egységvektorok merdlegesek egymadsra, G(s) =
exp(sv), és W parhuzamos vektormez$ G mentén, melyre W(0) = w. A Gauss-
lemma bizonyitdsaban szerepld (GLJ) formuldbdl tudjuk, hogy ekkor J(G(s)) =
expp, | 7., Tp Mm(sW).

Célunk a J Jacobi-mezd kiszdmitdsa végig a G mentén. Legyen {E;};=2  »
parhuzamos, ortonormalt bazisvektor-mez6 G mentén gy, hogy mind merole-
ges a G érintére, és Ey = W. Ekkor valamely alkalmas f és f; skaldrmez8kre
J = fW + 3" . f;E;, amib8l a Jacobi-egyenlet szerint — kihasznélva a Schur-
lemma el8tti lemma formuldjat — az f”(s) + kf(s) = 0 és f/'(s) + xfi(s) = 0
differencidlegyenletek, f/(0) = 1, f/(0) =0, f(0) =0, és f;(0) = 0 adddik, ahol &
az M tér konstans gorbiilete. Tehdt J(s) = f(s)W (s), ahol

sinh(sv/—k), ha k <0,
f(s)=1qs, ha k=0,
sin(sy/k), ha x > 0.

Ez azt jelenti, hogy expp., |7, mpm(sw) = f(s)W(G(s)), vagyis f(s) = s/f(s)
bizonyitja, hogy az exp leképezés lokélis homotécia.
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Ekkor a ¢ = expp opo exp}1 leképezés, ahol exp]S1 az exponencialis leképezés
inverzére utal, lokélis izometria, hiszen indukalt expp, ¢« exp;i leképezése minden
pontban két egymasnak reciprokalis homotécia, és egy izometria szorzata. Ezzel a
bizonyitast befejeztiik. .

Lényegében azt bizonyitottuk, hogy két azonos gorbiiletii és dimenziéju tér
érintéterei kozti izometria a terek kozti lokalis izometriava terjesztheto ki.

Riemann-tétel. Az (M, g) Riemann-sokasdg akkor és csak akkor konstans k met-
szetgorbiletii, ha minden P pontjinak létezik olyan r koordindta-kérnyezet paramé-
terezése, melyben

i=1

Bizonyitas. El6bbi tételiink alapjan elegendd latni, hogy a megadott metrikaval a
tér valéban metszetgérbiﬂetﬁ

Legyeno =1+ %2 Z ' w2, vagyis g;; = 0; jo 2, és g™ = §j10%. A kovaridns
derivalas bevezetesenel kiszamoltuk annak Chrlstoffel—szimb(’)lumait a Riemann-
metrika g; ; és inverzének g"! elemeibél, ami alapjan Féyj = —(01,;0;0 + 6;,1050)/0,
és T = (1—26;1)00/0.

Figyeljiikk meg, hogy az adott metrikdban a 0; vektorok ortogondlis bazist
alkotnak, ezért a V; = 00; vektorok adjék a kp(V;, V) = —gp(R(V,, V; )V, V)
metszetgorbiiletet. Errdl kell igazolnunk, hogy konstans.

ij(Vi, Vj) = —04gp<R(6i,aj)ai,8j> = —04gp<VaiVajai — Vajv(f)iai,({)ﬂ
= —0*(0i9p(Vo,0:,0;) — gp(Vo,0i,V,0;) — 9;9p(V 5,0;,0;)+
+gp(V3.8i,Va.Bj>)

=o' (au(r zn: 2072 - )+ erlrfj -2)
_ _0—4( — 8,(0,0073) — ((9;0)% + (9;0)2)0~* — 0;(9;00 )+
+ (0wt = 2Dy +(950))07)

2 . : 0)2 07 )2
:704(75;0+3(3m) _ (0i0)? + (950) 7;70%3(5]0)

+
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Figyelembe véve, hogy 020 = /2 és 0,0 = Kkx;/2,

2 n
k Z 2
:HO'—Z T = R,
k=1

no2,.2
oy K 1 K4y,
reVi Vi) =0 (‘03+04kz_1 1

ami igazolja az allitast.
Lemma. Legyen k az (M, g) Riemann-sokasdg konstans gorbiilete, A > 0, és g = Ag.

Ekkor az (M, g) Riemann-sokasdg konstans k/X\ gorbiletd.

Bizonyitas. Legyen V az (M, g) és V az (M, g) kovaridns derivalasa. A Levi-Civita-
tétel miatt a

N (VxY,Z)+ ) \g(Y ,VxZ) =) X(9(Y,Z))
=AX(3(Y,Z)) =g(VxY,Z)+3(Y,VxZ)
=\g(VxY,Z)+ M\g(Y,VxZ)

levezetésbél V = V, és abbél R = R kovetkezik. Utébbi miatt

RIX,Y)Z=R(X,Y)Z=x(g(Z,Y)X~g(X, Z)Y) =3 (3(Z,Y)X~3(X, Z)Y),

vagyis (M, g) konstans k/\ gorbiileti. -

Az eredmény lényegében azt mondja, hogy a konstans gorbiiletii Riemann-
sokasdg geometridjat nem annyira maga a metszetgorbiilet, mint inkdbb annak
eléjele hatarozza meg.

Definicié. Egy konstans gorbiiletii teret
e ha x > 0, akkor elliptikusnak,
e ha k = 0, akkor euklideszinek és
e ha k < 0, akkor hiperbolikusnak

nevezink.

Miel6tt bemutatnank minden konstans gorbiiletii térre egy modellt, megmu-
tatjuk, hogy a negativ gorbiileti esetekben nem szamithatunk alacsony dimenziés
izometrikus bedgyazasra, ha minden jé tulajdonsagot fenn kivanunk tartani.

Hilbert-tétel. Egyszeresen dsszefliggd, teljes hiperbolikus sik metrikusan nem dgyaz-
haté be euklideszi térbe feliiletként.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a bedgyazas mégis sikeriilt, és az igy nyert kK = —1
gorbiiletfi, teljes és Osszefiiggé F feliilet aszimptotikus 7p: T — R3 paraméterezése
a feliilet minden P pontjaban ivhossz szerinti paraméteri.

Rogzitstink egy O pontot, mint origét. Legyen £* € (0, 00) az ro aszimptotikus
koordindtakornyezetben 16v6 ro (=€, —0), ro(—£, +£), ro(+£, +£) és ro(+¢, —¢) pon-
tok dltal meghatdrozott No ¢ zart aszimptotikus négyzetek fél oldalhosszénak felsd
hatara. Ha létezik ilyen £ oldalhosszisagu zart aszimptotikus négyzet, akkor persze
minden ¢ < £ oldalhosszisdgi zart aszimptotikus négyzet is 1étezik, ezért minden
£ < £* oldalhosszisdgu zart aszimptotikus négyzet 1étezik. Legyen N mindezen
zdrt négyzetek unidjdnak lezértja. Ekkor N zart, és ugyanakkor korldtos is, ezért
az F teljes felilletben kompakt is. Az A" minden P pontjadhoz létezik aszimptotikus
rp koordinata-kornyezet, és abban egy ¢p fél oldalhosszusiagi nyilt aszimptotikus

N p o, négyzet. Ezek a nyilt négyzetek egytitt lefedik az N kompakt halmazt, tehét

[e]
koziilitk véges sok N p, ¢ p, Négyzet is lefedi azt. Eszerint ugyancsak véges sok négyzet
lefedi az N négyzet ON hatdrat is, ezért 1étezik a ON hatdron valé tilnyilds

s = mlin{min{f(xi +gpq‘, 76*)7 f(*xl +€P7’, 76*)3 f(yz +qu‘, 76*)7 f(iyz +£Pi 76*)}}
pozitiv minimuma, valamint a hatarkozelség
p= miin{min{f(f* — ), [0+ 2:), f(€" —y3), f(£" + i) }}

pozitiv minimuma, ahol P; = ro(x;,y;) és f(t) = (t + |t|)/2. Legyen most £ olyan,
hogy 0 < ¢* — ¢ < p. Ekkor az No zért aszimptotikus négyzet az N része, és
minden N P tp, Négyzet P; kozéppontjat tartalmazza. Az aszimptotikus gorbékre
érvényes differencidlegyenlet-rendszer miatt minden rp, aszimptotikus koordinata-
kornyezet az ro aszimptotikus koordinata-kornyezet lokdlis folytatasa, amiért az
No,cUU; Np, e p, tartalmaz egy (* + s él oldalhosszusdgt aszimptotikus négyzetet
az ro U|J, rp, aszimptotikus koordinatakérnyezetben.
Eszerint az ro koordindtakornyezetben nincs az No ¢ zért aszimptotikus négyzetek
fél oldalhosszanak felsé hatara, tehat ro paraméter-tartomanya az egész sik.
Tegyiik most fel, hogy valamely @ € F pont nincs az ro értékkészletében. A
teljesség miatt 1étezik egy egyértelmii G geodetikus az O és a @ pont kozott ugy,
hogy O = G(0), és Q = G(q) valamely ¢ valés szdmra. Legyen p = sup{z : G(z) €
ranro }. Ekkor nyilvdn 0 < p < ¢, és minden z < p esetén G(z) benne van az ro
értékkészletében, de a P = G(p) nincs a ran ro halmazban. Viszont ranro zart, {gy
a P = G(p) = lim, », G(z) € ranro ellentmondés alapjan ranro = F kovetkezik.
Ezzel belattuk, hogy ro globalis koordinatakornyezet, vagyis diffeomorfizmus
az egész sik és az egész F feliilet kozott.
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Az aszimptotikus feliileti gorbék vizsgalatandl lattuk, hogy 010ow = —ksinw,
ahol w az adott pontban a két paramétervonal dir és Ouor érintGje kozott bezart
sz0g. Mivel 0 < w < 7, 0 < 0102w, amiért Jow monoton névé az elsé valtozoban, és
minden pont barmely kérnyezetében létezik olyan pont, ahol dow # 0. S6t, mivel

01020(x,y) = 10w (—x, —y) = —ksinw(—z, —y) = —ksinw(x, y),

ahol w(z,y) = w(—=z, —y), olyan pont is létezik, ahol daw > 0. Legyen az O = r(0,0)
ilyen pont. Legyen yo > 0 olyan, hogy dw(0,y) > 0w(0,0) =: ¢, ha |y| < yo.
Mivel dow monoton névd az elsé valtozéban, minden x > 0 és |y| < yo esetén
Gow(z,y) > 0, tehdt w monoton névé a mésodik valtozéban, az z > 0 és |y| < yo
tartomanyon.

Ennek kovetkeztében egyrészt

Y

w(x,yo)—w(z,y) =/y082w(m,t)dt >/ Oagw((),t)dt = w(0,y0)—w(0,y) > (yo—y)s,

Y Y

masrészt ugyanigy w(z,y) — w(z,0) > (yo — y)e is érvényes. Ezek szerint ye <
w(z,y) < m—(yo—y)e az x > 0 és |y| < yo tartomdnyon. Ezen a tartomdnyon tehat
sinw(z,y) > min(sin(ye),sin((yo — y)e)). Legyen D = {r(x,y) : 0 < z < zg, 0 <
y < yo}. Ekkor

F(D) = oeecus sinw(x, y)dzdy
0<y<yq

Yo

> xg min(sin(ye), sin((yo — y)e))dy
0
yo/2 Yo Yo/2

=10 (/ sin(ye)dy + / sin((yo — y)a)dy) = 2560/ sin(ye)dy

0 vo/2 0

= 2x0(1 + cos(eyo/2))/c.

Ez azt jelenti, hogy a D aszimptotikus négyzet felszine tetszdlegesen nagy lehet,
ha x( értéke elegendéen nagy. Ez ellentmond annak, amit az aszimptotikus feliileti
gbrbék vizsgdlatanal lattunk, miszerint egy aszimptotikus négyzet felszine nem lehet
nagyobb, mint 2.

Tehét az izometrikus bedgyazas lehetetlen, ami igazolja a tételt. -

Fontos tudni, hogy a 2-dimenziés Bolyai-geometria pontosan az egyszeresen
Osszefiiggb teljes hiperbolikus sik, ami ezek szerint izometrikus feliiletként nem
valosithaté meg az euklidészi térben.
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Most bemutatjuk az igynevezett kvadratikus konstans gorbiiletii modelleket.
Bar ezek sem izometrikus bedgyazasok az euklideszi térbe, azért legaldbb topologi-
kusak, és viszonylag alacsony dimenzidsak.

Tétel. Legyen k # 0, és

n
B(z,y) = fizxiyi + |K]Znt1Yn+1
=1

bilinedris funkciondl az R" Tt tér x,, 11 > 0 felére megszoritva. Legyen az M, diffe-
rencidlhatd sokasdg a B(x,z) = 1 megolddshalmaza az orokolt euklideszi topoldgidval
és a
n
gUX,Y) =Y XY +signcXn 1Y
k=1
Riemann-metrikdval (ldsd (1)), ahol az X,Y € TpM,, érinté vektorokat az R"+!
térben (X1,...,Xnt1) €s (Y1,...,Y ny1) kanonikusan interpretdlja. Ekkor
(1) g" pozitiv definit minden érintétéren,
(2) M, dsszefiiggd és teljes,
(3) M, geodetikusait az origdn dtmend kétdimenzios alterek metszik ki,
(4) M, konstans k gorbiiletd,
(5) ha k>0, akkor M, izometriacsoportja az O(n + 1), mely tranzitiven hat,
(6) ha k <0, akkor M, izometriacsoportja az O(n,1), mely tranzitiven hat,
(7) M, két-pont-homogén és
(8) ha k <0, akkor M, a Bolyai-geometria egy modellje.

Mivel a teljes bizonyitas Osszesen mintegy hat oldal, az egyes pontokat —
kivéve a nyilvdnvalé (2) dllitast — kiilon-kiilon bizonyitjuk.

(1) bizonyitasa. Bér a k > 0 esetben (1) nyilvanvald, azért x < 0 esetre bizonyita-

nunk kell. Altaldban M,, paraméterezhetd az R" ! tér ZTp4+1 = 0 alterén tgy, hogy
az r: T(C R") — M, C R""! paraméterezésre

n
|/€|r3+1(m1,...,xn)+/<;2x?:1 és ri(x1,...,xn) =ak, (E=1,...,n),
i=1

és T az egységgoémb, ha x > 0, illetve az egész R™ altér, ha x < 0. Ekkor

Oi ks hak<n+1,
Oirk(x1,...,xpn) = ’
—sign kx; /Tp41(21, ..., &n), hak=n+1.
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Az x,,1-tengelyre vonatkozé forgdsinvariancia miatt elég a bizonyitdst az

To =x3 ="---=x, = 0 esetben elvégezni. A v = 2?21 \;0;r érintévektorra
- - - sign KT, x ;
g”(v,v> = Z )\i)\jg“@ir, @-r) = Z )‘i)‘j(zéi,kdj,k + ﬁ%)
ij=1 ij=1 k=1 "1\ e T
n 2 n
T 1/1k|
= A+ sign kA2 - ! = A2 \2 )
; ! r%_i_l(:z:l,(),...,()) ; ’ 1r721+1(;v1,0,...,0)

ezért g™ (v,v) = 0 akkor és csak akkor, ha A\; = ... =\, =0. -
(3) bizonyitasa. A k > 0 esetben ez az allitas nyilvdnvald, hiszen az (M, g") feliilet
éppen az 1/+/k sugart gémb. Ezért csak a negativ gorbiilet(i esetet vizsgaljuk.

Legyen k > 0, 7 az M_,; sokasig elébb mar leirt paraméterezése az x, 11 =0
altéren, és legyen Mg az x,,1 = 1/+/k hipersik az R"*! térben. Legyen ¢: M_,, —
My olyan leképezés, melyre r = ¢ o r teljesiti, hogy

1/\k . 1
VIieP+ 1/ kP +1

Ez tulajdonképpen az M_, diffeomorf belevetitése az M hipersik feliilletbe az

ri(x) = ri(x)

origén atmend egyenesekkel.
—k
Jelolje I'; ; az (M_,,g7") és Fﬁj az (M, g) Riemann-sokasig Christoffel-
szimb6lumat az 7, illetve r = por koordinata-kornyezetekben, ahol g az R™ euklideszi
K

bels6szorzasa. A tovabbiakban legyen g = g~ ".
Most a geodetikus kapcsolatra a sokasagoknal bizonyitott

n n
(”‘Flﬁﬁg‘_ Z (5i,kf2,j+5j,kfz,i) = (n+1)I'} jop— Z (Gi L o +0561 s00),
m=1 m=1
szitkséges és elégséges feltétel alapjan igazoljuk, hogy ¢ geodetikus kapcsolat, ami
a (3) &llitdst azonnal bizonyitja.
Az x,41-tengely koriili forgas-invariancia miatt elegend6 csak az zo = ... =
z, = 0 esetben bizonyitanunk.

Az (1) allitds bizonyitdsa alapjan a 17, ..., 0,7 bazisban
_ Tij TiTj
Gij(T1 @) =01 — 57—~ =0~ ————=n 3
rn+1(x1a"'7xn) 1/’£+Zk:1 Ly
amiért go!(z1,0,...,0) = (1 + 61 k2?). Mivel 0jTnt1 = &j/Tny1, nyilvan
_ LA ) i T
0i9i1 = —aj(T ) =i~ —+t2
Tn+1 7ﬂnJrl Tn+1 Tn+1
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amib6l _ _ _ T Tl
0iG;; +0ig;; — 09,5 = =20 j—5— +2—— S
rn+1 TnJrl

A Levi-Civita kovaridns derivdlashoz tartozé Christoffel-szimbolumokra kordbban
igazolt formula alapjan

=k

1
L ;(21,0,...,0) = (1 + 61 kﬁml)((‘“)]gl k +0igj — Ok, ;)
TiTi\ T
:(1+51,km1)(75i,j+ it Pl
Tnt1” Thta
0, ha k # 1,
0, ha i # j,
") —ka1, hak=1,i=jési#1,
11";”;1%7 hak=1i=jési=1,
1+ kat — 0;1K27
= —mz15i7j6k71 1 + KJ{L‘% B
és gy n B B Ky
O; kI 4+ 8 . T ) = (6;. 10,4 0;10i1)—=
mz::l( wL g 05k ) = (800051 + 05k001) 7 )

Most a Fﬁ ; szimbolumokat hatarozzuk meg. Sziikségiink van az

= e
9 ( ) 5j7¢ RI;Tj
() = _ ’
s 1+ k[z]2 /1+H\x|23
5 e iR Su s Y
814%‘”(!17) _ j,iRTE B R _ k,jRTq i RETRT 2,

VITAE It RRE It reE It s

derivaltakra, amibol

" 0, ha i # j,
gi,j(xl,O,...,O)zzaﬂ"l@jm: ﬁ, hai=j#1,
- Ty hai=j=1,
valamint
0, ha k #,

Bl(21,0,...,0) = { 1+ ka2, ha k=1%#1,
(1+rk2?)3, hak=1I1=1,

9
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= 5k,l(1 + mx?)(l — 5k,1 + 5k,1(1 + H"E?)Z),
kovetkezik. A derivaltak az (z1,0,...,0) helyen a

2 2
1+ kxy — 0p, 1527

V1 +nm%3

3k701,105,1050 — (050061 + 85,0051 + 6;.561,1) (1 + KT)
1

V1 —|—mc%5

Ok = Ok

0;0;r; = Kz

értékeket veszik fel, ugyanakkor
hiji = 0jgiu + 0igj1 — Oigij = 0;9(0ir, Oyr) + 0;g(0;7, Oyr) — O1g(0ir, O;7)

= 2g<8i8jr, 8ﬂ’> =2 Zajaﬂ’kaﬂ"k = 28j81r18lrl
k=1

~ 2kxi(1+ kx? — 6 1KT3)

- 1+ ra?)?

X (3/6:56?51,153'7152'71 — (53',[5171 + 51‘,15'71 + 5173‘5171)(1 + Iil‘%))

alapjan még mindig az (z1,0,...,0) helyen
k 1= g kok
Ty =52 9" hiji=0""hij
=1

(14 6,1 ((1 + k)2 — 1))kx1 (1 + K23 — dp 1 k22) "
(1+ ka?)3
X (3/@.%%(5&15‘,151‘)1 — (5j,k6i,1 +0i 10,1+ 6i,j6k,1)(1 + mc%))
kx1 (1 + 8 1k2?)

= (1 T Hx%)z (3H$%(5k’1(5j71(5i)1 — (6j7k6i,1 + 5i7k6j,1 + 6i)j5;€,1)(1 + ,‘Ql‘%))

Ebbél kénnyen adddik, hogy > _ T - =§;1(n + 2) =52, amibdl

1+K’/I1

m
m,]J

n

Z (Oi L + 056l ) = (63,1041 + 65005,1) (0 + 2)

m=1

—RT1
1+ ka2’

Minden rendelkezésiinkre all, hogy a geodetikus kapcsolattal ekvivalens feltételt
bizonyitsuk.
A szummakra kapott formulak alapjan mar csak azt kell belatnunk, hogy

1+ Kka?

RT1

f,j = (fi'f,j - Fﬁj) = 5i,k5j’1 + (Sj,k‘si’l
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az (x1,0,..

k

4,3

.,0) helyen. Ezt az aldbbi levezetés igazolja.

= — 6i,j6k,1(1 + Iﬁl‘% — (5@1%1‘%)—

1+ 0p 1 k22
- ﬁ(?’“x%ék,lé‘,léi,l — (04051 + i k051 + 0i 0k 1) (1 + K?))
1
(1+ §k’1nm%)((§j,k6¢,1 + ;1051 + 6i,j5k,1)(1 + H.’E%) - 351'%5&15’,161‘,1) _
1+ ka?
B 5i,j5k,1(1 + KJ{E%)(l + KJ{L‘% — 5@1[{1‘%)
1+ /ﬁx%
(1+ (5]@’1!{1'%)(((%’]951"1 + ;1051 + 5i,j5k,1)(1 + HZ’%) — 35«”5%5&15‘,151‘,1) _
1+ ra?
1+ kx2)(0; ;%1 (1 + Ka?) — 8;,10k,10; 1527)
1+ ka?

(1 + §k,1nx%)((6j,k5i,1 + 6i,k5j,1)(1 + Ii!.C%) - 2H:’E%(5k$1(5',15i’1) _

1+ Kka?
Ot — )raf(0i0k,1 (1 + K2t) — 6j,10k,10i,1K27)

1+ ka?

(14 0162%) (6,101 + 6ik0;1) (1 + Kx?) — 262%6k,105,10;1)

1+ ka?
Sk 1623 (65,1051 + 05 10;,1) (1 + Ka?) — 262305,10;,10:1)

1+ ra? +
25%251@ 1(5' 15' 1
8: 120 8 10i1 — it TS S

+ 05,k0i,1 + 04,k05,1 1+ ra?
ﬁx%(25k,15j715i71(1 + I{Z'%) — 2/€x%5k,15j,15i,1) - 2’%1.%5’6,15‘]-,161-,1 +

1+ Kka?

+ 051051 + 031651

=6;10;1 + i k0j 1.

Tehat a ¢ diffeomorfizmus geodetikus kapcsolat.

Mivel az M hipersikon az egyenesek a geodetikusok, ezzel a (3) &llitdst teljesen
belattuk.

(4) bizonyitasa. A (3) allitds szerinti geodetikus kapcsolatbél Beltrami tétele azon-

nal adja
pontban

, hogy a gorbiilet konstans. Ezért elég csak a (0,...,0,1/4/|x|) € R**?

kiszamitani a gorbiiletet.

A k > 0 esetben ezt az izometrikusan beagyazott gémbfeliiletre konnyii meg-
tenni, hiszen itt Euler tétele szerint a metszetgorbiilet éppen a két f6gorbiileti
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160 4. Riemann-sokasdgok

irdnyba vett gérbék gorbiileteinek szorzata. Miutan mindkét gérbe egy f6kor, annak
a gorbiilete pedig a sugar reciproka, M, gorbiilete (\/m)2 = K.

Legyen k < 0. A mér emlitett pontban minden érintévektor parhuzamos az
Tp4+1 = 0 sikkal, ezért ¢g" megegyezik az érint6tér természetes euklideszi skalar-
szorzasaval, igy 0; ortonormaélt bazist alkot ebben a térben. Legyen M, konstans
gorbiilete kg. Ekkor

—ko = <R(81732)51782> = R%,Q,l = alf%,l - 8Zf‘il + Z (_g,blf‘im - _Tlfg,m)»
m=1

ahol felhasznaltuk a Riemann-gorbiilet bazisbontasara még a sokasagoknal adott
formuldnkat. A (3) bizonyitdsdban szereplé formula alapjén az (0,...,0,1/ \/m )€
R"™*! pontban az 6sszes f‘TJ Christoffel-szimbélum nulla, valamint szintén 811;%’1 =
0. Ugyanazon formulabdl egyszerii szimmetria-megfontolassal F%l = Kkxo (a hivat-

kozott formulaban —|«| szerepel!) adédik, amiért —kg = —0oT7; = —k. -

(5) bizonyitasa. O(n + 1) az origé fixpontt izometridk csoportja, igy nyilvan inva-
ridnsan hagyja az egységgdmbot. Ugyanakkor tranzitiv is, hiszen a gémb barmely

pontja atviheté egy masikba egy megfelel6 tengely koriili forgassal. -

(6) bizonyitasa. O(n, 1) azon linedris transzforméacidk csoportja, melyek invarian-
san hagyjik az Z?Zl 2 —z2 41 kvadratikus formét. Akkor ezek invaridnsan hagyjak
ay i, x? — m%H = —1 megoldés halmazat is. Ha adott két pont, akkor egy meg-
felel$ x,,41-tengely koriili forgdssal az egyik pontot elmozgatva elérhetd, hogy a
két pont Gsszekoto egyenese dtmenjen az x,41-tengelyen. Ezutan még egy forgatas-
sal elérhetd, hogy az egyik paramétere (21,0, ...,0), a masiké (y1,0,...,0) legyen.
Ekkor egy megfeleld o valasztdsa mellett a

coshpo 0 --- 0 sinhp
0 0 --- 0 0
Q=| : . |eom
0 0 --- 0 0
sinhp 0 --- 0 coshp

transzforméaci6 az egyik pontot a masikba viszi, azaz

(1'1,0,...,O,Tn+1($1,0,...,0))Q = (yl,o,...,O,Tn+1(y1,0,...,0)).
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(7) bizonyitasa. A két-pont-homogenitdst altaldnos konstans gorbiiletii tereken
lokalisan bizonyitottuk, ami nyilvan esetiinkben is érvényes. Az ott leirt bizonyitas
esetiinkben globélis eredményt ad, mert az f(s) fiiggvény jol definidlt az egész M,

feliileten. -

(8) bizonyitasa. Egyszertien ellenérizni kell a geodetikusokra mint hiperbolikus

egyenesekre a Bolyai-geometria axiémait. -

Ezekbol a modellekbdl kénnyti tovabbi modelleket nyerni. Tekintsiik a k = —1
esetet. Ha az M_; modellt az origébdl vetitjiikk az x,411 = 1 hipersikra, akkor
az abban 1év§ egységsugart kor belsejében a Cayley—Klein-modellt kapjuk. Ha az
(0,0,...,0,2,41 = —1) a vetit§ pont, akkor az z,+1 = 0 sik egységgémbjében
kapjuk a Poincaré-modellt. Mig az elobbi modellben a geodetikusok egyenesbe
képzodnek, az utébbi esetben a geodetikusok korok lesznek, éppen gy, ahogy az
M geodetikus fékoreivel torténik. S6t, konnyli megmutatni, hogy ahogy ez a vetités
M koreit is korokbe viszi, ahogy M _; koreit is a Poincaré-modell kéreibe viszi.

Beltrami-tétel. Ha két Riemann-sokasdg kézdtt geodetikus kapcsolat van, €s az eqyik
konstans gorbiiletid, akkor a mdsik tér is konstans gorbiileti, vagyis a geodetikus
kapcsolat orokiti a konstans gorbiiletiiséget.

Bizonyitas. Legyen ¢: M — M geodetikus kapcsolat, az M konstans gorbiiletii
sokasagrél. A sokasdgoknal mar lattuk, hogy a geodetikus kapcsolat sziikséges és
elegendd feltétele a Aﬁm = Om kWi + 03 k¥m egyenléség, ahol Aﬁj = f‘f’j o — Ff’j,
és b = (30— ALL)/(n+1). Bzt a

ffn,i oY= an’i + 57n,k:¢i + 6i,k1/)’rn (451)

alakban fogjuk sokszor hasznélni.
A kovaridns derivaldsra bizonyitott Y ., F;j = 0;log /| det g| Osszefiiggés
alapjan azt kapjuk, hogy

| det |
| det g|

2(n+1)y; = 0;log

A 2(n+ 1)y =log }jjzg} jelsléssel 4; = 8;1 adodik, amiért dyh; = D¢,
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162 4. Riemann-sokasdgok

Célunk a Riemann-gorbiilet kiszamitasa a 0; baziselemekre. Ehhez kiszamitjuk a
masodik kovaridns derivaltakat:

Vo.Vo,00 = Vo, (3T 00)01) =D (T 0 9)0 + (T 0 9) Y (T 0 2)m)
l l

m

= (ai(rgk + 6500k + Okatpy)O+
l

(T 030000+ Brathy) D (TH + Bt + 6, 3) 0 )

m

= V5,V 0k + 0i9105 + 0;9jOk + ViV ,0; + 1V, O+
+ Yrj0; + Yri0; + Vb 0; 4+ 1Ok

Ezeket kivonva egymasbdl és figyelembe véve az indexbeli szimmetridkat, valamint,
hogy R(0;,05)0k = Vo,Vo,0r — Va,Vo,0k, az adbdik, hogy

R(0;,0;)0 = R(;,07)0k + (0;0x1p — 0;90x10)0; — (0;01% — 0;30x10)0;.
Tegyiik most fel, hogy M konstans gorbiiletii, azaz

Ezt az elébbibe helyettesitve, és élve az A; , = kg(0;, Or) —0; 010 +0;19 0,1 jeloléssel,
adédik, hogy
G(R(9;,0)0k, O1) = Aj kg — Aikji

Baloldalon Bianchi azonossagat a k és [ index cseréjére alkalmazva
0=A5xgi1 — Airgj1 + Ajigik — Ai1Gjk

adédik. Szorozzuk ezt meg a g inverzelemmel, és Gsszegezziink i és | szerint. Az
eredmény 0 = Ajpn—37; Aikdij+32; Ajadir—30; Aingjrg"', amibol A; . = 0gjx
kovetkezik, ahol o = (Zi,l Ay §“l) / n egy skaldrmez6. Visszahelyettesitve ezt az
eggyel fentebbi formuldnkba, azt latjuk, hogy

G(R(;,0;)0k, 01) = 0(GjkGin — GikGj1) = G (0(g(0;, O)0; — §(0s, 0k)0;), D1)
aminek minden [ index melletti teljesiilésébol
R(0:,0;)0 = 0(g(0;, 0k)0; — §(0;, 0k)0;)

kovetkezik. Ez a Schur-lemma szerint azt jelenti, hogy ¢ konstans ha n > 3. Ez
bizonyitja a tételt n > 3 esetén és megadja, hogy o az M gorbiilete.
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Legyen most n = 2. Els6 1épésben csak azt igazoljuk, hogy az euklidészi sikkal
geodetikus kapcsolatban 1év6 terek konstans gorbiiletiiek.

Euklidészi sikon a Christoffel-szimbélumok eltiinnek, vagyis f‘fm op =0, tehat
(4.5.1) szerint I‘iﬁm = —Om kWi — 0; k¥m. Eszerint

F?,l =0, F%,2 =0,

(4.5.2)
F%,l = -2 = 21—‘%,2’ Fg,Q =2 = QF%,l

A Christoffel-szimbélumok derivaltjainak meghatarozasahoz vegyiik észre, hogy
(4.4.1) szerint

> R ighm = Y g(RE; 1On, Om) = g(R(0;,0;) 0k, Om)
h h

K(Gk,jGim — 9i.kGjm),

amiért Rl‘%k = Zm Zh R?,j’kgh,mgm’l = /{(gk,j(su — gi,k(sj,l)~ Ebbdl (341) szerint

5¢F§,k - 8jré,k: + Z (F?,Lkré,m - F?kré,m) = k(9k ;01 — 95 105.0)
m=1

kovetkezik. Ez j =k =1ési=1= 2 esetén
82F%,1 - 81F§,1 + (F%,lr;l - F%JF%J) + (F§,1F%,2 - F;IF%Q) = Kg1,1>

amibél (4.5.2) alapjén kg, ; = (T2,)° — 913, kovetkezik. A j =k =2ési=1=1
esetén 01y 5 — 0oL} 5 + (D311 — 105 1) + (T3 500 — 7515 ) = kg, 5 adédik,
amibél (4.5.2) alapjén gy, = (I1,)° — 9oL}, kovetkezik.

Azi=k=1=1 és j =2 vilasztas esetén
31F5,1 - a21—‘%,1 + (Fé,lri,l - F%,IF%,I) + (Fg,IF%Q - F%,J%z) = Kg1 2

adodik, amibél (4.5.2) alapjén kg, o = I'3 T} 5 + 0115 — 20,17 5 kovetkezik. Fi-
gyeljiik meg, hogy (4.5.1) és az utdna kovetkezd szamitdsok szerint

MLy, = 01(1h2) = 01029 = Br017p = Do (1) = DI 4,

: _12 71 2
vagyls Kgj o = I‘2,11—‘1,2 - 82P1,2~
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Ezeket és a (2.5.1) egyenletet felhasznélva

1 1
291,2F%,2 = 91,2F%,1 + 92,2F%,1 = 5(3191,2 + 01912 — O2g1,1) = O191,2 — 53291,1-

Ujra a (2.5.1) egyenlet adja, hogy

1 1
giali o+ g2ty = 5(3291,1 + 01921 — O191,2) = 55291,1'

Ebbdl kivonva az el6z6t azt kapjuk, hogy glylF}’Q - gLQFiQ = 02911 — 01912
Eszerint
102911 — O191,2)
2
= 591,11—‘%,2 - “91,2F%,2 = ((Ffz) - alF%J)Fiz - (Fg,lr?{,z - 321%2)1%2
= _311—%,11—‘%,2 + 82F%,2F%,2

Ugyanakkor

a2(“91,1) -0 (’49172)
= 0o ((F%,Z)Q - 81F§,1) -0 (Fg,lriz - 321?,2)
= 207,017 5 — 20115 1 — L5 T 5 — 15,0101 5 + 019511,
= 2F%,231F%,1 - 81F§,1F%,2 - P%,ﬁlri,z
= Fizalré,l - 81F§,1F%,2

Az el6z6 kivonasa ebbdl azt adja, hogy
Darkigy | — O1kgy o =T7 01T | — 0515 oI5 5 = 0.

Hasonléan szdmolva Oarg, 5 +01K9, o = 0 ad6dik, ami az elézével egytitt azt jelenti,
hogy a nem elfajuld (g;j _92712,2 ) métrix a (ak, Oy k)T vektort nulldba transzformélja.
Ez igazolja, hogy 02k = 01k = 0 minden pontban, tehat « konstans. Eszerint az
euklidészi sikkal geodetikus kapcsolatban 1évo terek konstans gorbiiletiiek. Mivel
minden konstans gorbiiletli siknak van geodetikus kapcsolata az euklidészi sikkal,
ez igazolja a tétel allitasat az n = 2 dimenzidban.

A tételt bebizonyitottuk.
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Fuggelék

F.1. Vektor—vektor-fiiggvények analizise

Vektor—vektor-fiiggvénynek nevezziik a toébbvaltozds, vektorértéki fiiggvényeket.
Ebben a szakaszban csak az f: RY — R™ tipusu fiiggvényekrdl szélunk. Ha z; a
fiiggetlen és f; a fiiggd valtozok jele, akkor az ilyen fiiggvényeket az

f@) = floy,w) = (filen-me), o fn(@y, s w0) = (fu(@), - fm(2)-

alakokban frhatjuk, ahol = (x1,...,z,) € R’
Az f teljes derivéltja az = helyen az az egyértelmii linearis D: RY — R™

leképezés, melyre
A y) — f() =Dyl

0.
y—0 ly|

Ha mindkét téren adott egy bézis, akkor D megfeleltethetd egy m x £ (m sor és
¢ oszlop) tipusd szintén D-vel jelolt méatrixnak, a fenti formuldban pedig az y
vektort mint [ magas oszlopvektort kell szerepeltetni. Ha D létezik, akkor az f
fiiggvényt differencislhaténak mondjuk, és f/ vagy f jeloli a D leképezést, illetve
annak matrixat. Ha f(x) = Dz egy linedris leképezés, akkor konnyti latni, hogy
f'=D.Hag: R™ — R’ és f: R* — R", akkor a lancszabaly szerint

(fog)=1f(9)-9,

ahol (f o g)' egy n x m tipusd, f'(g) egy n x £ és g’ egy ¢ x m tipusi matrix a
megfelel6 bazisbontasban.
Az f parcialis derivaltjai a

hm fi(xl, . ,$j71'j + t,.’EjJrh e ,QC[) — fi(xl, . ,$j,1,xj,$j+1, .. .,(E@)
t—0 t

hatérértékek. Ha ezek léteznek, akkor a hatarértéket 0; f; jeloli, és az f fiiggvényt
parcidlisan derivalhaténak nevezziik.

Ha f(x) = Dz egy linearis leképezés, akkor nyilvan 0; f; a D leképezés matrixa
i-edik sordnak j-edik eleme.

165
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Fontos tudni, hogy a parciélis derivaltak 1étéb6l még a folytonossdg sem kovet-
kezik, és még a folytonossag mellett sem kovetkezik a parcidlis differencialhatosaghdl
a derivalhatosiag. Ugyanakkor a derivalhatosagbol kovetkezik a parcidlis differenci-
alhatosag, és ekkor a megfelel6 bazisbontasban

Dij=0;fi

a derivalt i-edik soranak j-edik eleme. Megforditva, a derivalhatésag kovetkezik
abbdl, ha a parcialis derivaltak mind folytonosak, és ekkor a fenti képlet ugyancsak
helyes [22, 9.21 tétel]. A parcialis differencidlas nyilvanvald, de nagyon fontos tu-
lajdonsaga, hogy a kiilonb6z6 index(i derivalasok sorrendje szabadon felcserélheto.
A derivalt invertalhatésagabodl visszakovetkeztethetiink az eredeti fiiggvény lokalis
invertalhatosdgara [22, 9.24 tétel].

Inverzfiiggvény-tétel. Legyen az f: R™ — R™ filiggvény m-szer folytonosan dif-
ferencidlhaté egy nyilt halmazon, melynek egy xo pontjdban f(xzo) = yo és f(xo)
invertdlhato. Ekkor létezik olyan U és V nyilt kornyezete az xy és yo pontoknak,
melyek kozott f bijektiv és f inverze a V kornyezeten szintén m-szer folytonosan
differencidlhato.

Az ebben a tételben szerepld linedris leképezés invertalhatdsaganak eldontése
tehat fontos feladat, amelyre a legegyszeriibb eszkéz a megfelelé matrix determi-
nansanak vizsgalata. Ezt a determindnst Jacobi-determinansnak nevezziik, és J f-el
jeloljiik.

A Jacobi-determinédns fontos szerepet jatszik a tobbvaltozds fuggvények integ-
ralasdban is, mert ahogy a differencidlforméak is mutatjak

[ o= [ g

ahol g: R™ — R integralhato és f: R™ — R™ differencidlhaté injektiv fiiggvény.
A tébbvaltozés g: R*T1 — R fiiggvények integraljanak derivalasat akkor lehet
elvégezni, ha a kovetkez6 tétel feltételei teljesiilnek.

Tétel. Tegyiik fel, hogy a g: R"t' — R fiigguény olyan, hogy az T,41 bdrmely
rogzitett értékére az R™ téren integrdlhato, és barmely € > 0 szamhoz taldlhato olyan
0 > 0 szdm, amelyre

|a’n+lg(x17 . '7mn7xn+1) - 8n+1g($17 e 7xn7xn+1 + §)| <e

minden 1, ...,%, €s minden |§] < § esetén.
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Ekkor az f(xp41) fRn g(z1, ..., Tn, Tpy1)dey . . . dx, fligguénynek létezik a
derivdltja, és az teljesiti az

f(wp1) = / On19(T1, - Ty, Ty 1)dy - .. dTy

osszefliggést.

F.2. Gorbék rektifikalhatosaga

Az olyan {mi}?jol sorozatokat, melyekre a = zg < 1 < -+ < Tp < Tpy1 = b
(n € N) teljesiil, az [a, b] intervallum beosztdsdinak, az max{x;11 — z;}1, szdmot a
beosztas finomsdgdnak nevezziik.

Tekintsiink egy r: [a,b] — R3 gorbét! Vegyiik minden beosztashoz azon torott
vonalakat, melyeknek {r(z;)}7%} térésponthalmaza. Az ilyen térétt vonal finom-
sagdnak a max{d(r(z;),r (xl_ﬂ))}?:o szdmot nevezziik. A torétt vonal hosszét az
L, =" ,d(r(z;),r(z;+1)) formula adja, mely a hdromszog-egyenlétlenség miatt
nem csokken, ha valamely z; < y < x;11 helyen Gjabb r(y) toréspontot vesziink
hozz4 a sorozathoz.

Definicié. Egy gorbét rektifikdlhaténak mondunk, ha az 6sszes beosztasbol eredd
torott vonalak hosszainak létezik felsé hatéra. Ezt a gérbe hosszdnak nevezziik.

Nem minden folytonos gorbe rektifikalhat6. Példaul a folytonos

(x,zcos(m/x)), hax #0,

r:[0,1] = S = R? r(x):{(0,0), ha =0,

gorbe nem rektifikdlhat6. Ennek bizonyitdsara tekintsiik a [0, 1] intervallum zj =
1/k (0 < k < n) beosztasat. Ekkor

d(r(zg), r(zr—1)) = V/(xr — 21-1)% + (21, cos(m/xk) — Th_1 cos(m/Tp_1))2
B 1 1 12 (—1)k  (—1)k=12
G- (- G

A mésodik tagot tekintve ((71)k - (71)#1)2 (,(%2(:713)2, amiért

k k—1
d(r(zg), r(xg—1)) = 1]:2]52_161_)1) > k?(/;l) >%

Eszerint az 7(0), 7(zn), 7(€p-1), . . ., 7(z1), 7(1) t6rott vonal hossza legaldbb 2 >}, 1/k,
ami nem korldtos médon novekszik, ha n tart a végtelenbe.
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Tétel. Ha eqy gorbe minden pontjaban derivdlhatd, €s a derivdltak halmaza korldtos,
akkor a gorbe rektifikdalhaté. Ha a derivdlt fliggvény normdja folytonos, akkor a gorbe
hossza f; |7(x)| dz.

Bizonyitas. Legyen a derivaltak normainak fels§ hatéara h. Ekkor

(r(ziy1))o — (T(wi))o‘

Ti41 — X4

I

I
=)

Liggria = (@), (i) = > (@i — 22)|
=0

(3

3

n

<Y (@ipr —@)|F(#)] < D@ — xi)h
i =0

= (p+1 — z0)h = (b — a)h,

Il
=)

ahol &; € [x;,2,11] a vektorértékii fliggvényekre vonatkozd kozépérték-tétel miatt.
Ez bizonyitja, hogy a r gorbe rektifikalhato.

Mivel a || fiiggvény zart intervallumon folytonos, egyenletesen is folytonos,
amiért minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan § > 0 szdm, hogy |z — y| < § esetén

(r(@)o—(r(y) : : Lt Elend ‘
C;fyyo — r(x)‘ < €. Eszerint egy a § értéknél finomabb beosztasra

n

Liggria < D (@i — i) (|Glai)| +€) =D (wip1 — 23)|G )| + (b — a)e,
=0 i=0

Ly yntr 2 ) (zin — 22)(|G(23)] — ) = > (@ig1 — 2:)|G(x)] + (a = b)e,
=0 =0

amiért minden a ¢ értéknél finomabb beosztésra |L iy =1 {Ii}y+01| < (b—a)e,
ahol - -

n

Ipyrn = (@1 — @)l (@)

i=0
Ha L jeloli a gorbe hosszat, akkor minden € > 0 esetén minden elegend6en
finom beosztasra

‘L—/abh'"(x)dx‘

b
<|L- L{xi}f:01| + |L{x,-}f=+01 — I{xi}f:01| + ‘I{wi}f:(jl — / |7(x)] dx‘
< 3(b—a)e,

ami igazolja a tétel formuldjat.
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F.3. Tenzorok és Bianchi-tenzorok

Alabb a tenzorok altaldban idegenkedve kezelt teriletének rendkiviil tomor atte-
kintése, és a differencidlhat6 sokasiagokon sokat hasznalt Bianchi-tenzorok algebrai
szempontbdl valé megismerése a cél.

Az alaptér mindvégig az n-dimenzids V' vektortér, melynek dudlisa V*. El6bbi
elemeit alséindexelve, utébbiét felséindexelve hasznaljuk. A V bazisa {v;}}_;, ennek
dudlisa {v'}?_; a V* bazisa, vagyis v'(v;) = d; ;

Definicié. A T: V" x V** — R multilinedris funkcionalt (r,s) tipust valdsértéki
tenzornak nevezzik.

Egy tenzor megadasa egy adott bazisban lehetséges és szokasos a bazisbontas
T/vds = Tlvg,,. .., v ;070 .. vIe) egyiitthatéival is.

Tl yeneylp
Definicié. Az (r,s) tipusa T és (p,o) tipusi @ tenzorok tenzorszorzatin az (r +
p, s+ o) tipust T ® Q tenzort értjiik, melyre
T®RQViy,-ViyyViyyso- v,Hp,v]l Lol plstt o st
=T(viy,. -, 05; vt ,v“) “Q(Viyys - - vzrﬂ,v]*“ co v,
A tenzorszorzas nyilvan asszociativ miivelet.

Tétel. Az (r,s) tipusi tenzorok n™*-dimenzids vektorteret alkotnak, melynek bdzisa
ph ®"'®’Uir®v]’1 ® - Qvj,.

Bizonyitas. Mivel a funkcionalok Gsszege és valds szdmmal vett szorzata is funkci-
onal, ezek vektorteret alkotnak. A megadott elemek fiiggetlenek, mert

V1@ @U@ @ v, (V.. vkl
= Oiyky iy ke Oy 0y + O s
ezért elég megmutatnunk, hogy ezek az elemek generald elemek.
Legyen x; = Y 7" alv; ésy/ = 37| y’v'. Ekkor
T(x1,..., x5y ..., 9%
= Z zc :cffyjll -~~y§sT(vi1,...,viT;vj1,...,'ij)
—Z Tteids g ®--~®v“®vjl ®-~-®vjs(w17...,:cr;y1,...7y5).

115l

alapjén a v ® - - @V Qv;, ® - ®v;, tenzorok generaljak az dsszes tenzort, ami

igazolja az allitast. -
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Ez az eredmény konny(ivé teszi az eddigi tenzorfogalom altaldnositdsat.

Definicié. A T: V" x V** — V¥ x V* multilinedris leképezést vektorértékd ten-
zornak nevezziik.

Megfigyelés. A vektorértékii tenzorok szintén vektorteret alkotnak, és ez megfelel-
tethetd az (r +1, s + k) tipusi valdsértékii tenzorok terének az i: T +— S kanonikus
izomorfiaval, ahol

a1 s s+1 s+k
S(a:l»'“awr»a:rJrlv"'aa:rJrlvy7"‘7y7y yeer Y )

= Tl(a:l,...,mT;yl,...,yS)(ySH) <o Ti(xq, .. Lxeyt ,y°) (y
: Tl(wla .. 'aw’r;y17 e ’ys)(m’r-‘rl) te 'Tl(mlv . 7w7‘;y17 LR 7ys)(mT+l)a

s+k).

ahol T; és T7 a T képét jeloli az i-edik vektortérben, illetve a j-edik dudlistérben.

Konvencidé. A fenti kanonikus izomorfia okdn a tovdbbiakban a vektorértéki
T: V" x V* — V* x V* tenzorokat is, mint (r + [,s + k) tipusi tenzorokat
emlegetjiik.

A tenzorszorzason kiviil fontos miivelet a kontrakcié és a permutéacio is.
Definici6. Az (r, s) tipust T tenzor kontrakcidjdn, vagy nyomdn azt a K miveletet
értjiik, mely azt az (r — 1, s — 1) tipusu KT nyomtenzort eredményezi, amelyre

n

mAJlseJs—1 § : J1s s dm—1,K.Fm s Js—1
lCl T El 9 — T ) ’. El 9 ,

Pyeeyin—1 1 eeerit—1,KyiL i1
k=1

ahol1<I<résl<m<s
Az (r, s) tipust T tenzor o7T permutdcidjdn a

O-TT(mlﬂ"'7mT;y1""’ys) :T(mlgﬂ""mT‘J;le""’yST)
(r, s) tipust tenzort értjik, ahol o € S,. és 7 € S permutéciok.

A kontrakcié lényegében a matrixoknal megszokott nyom fogalmanak kiter-
jesztése, aminek fontos szerep jut a Bianchi-tenzorok vizsgilataban csakigy, mint
a fixen hagy6 permutacidknak.

Definicié. Egy (4,0) tipust valésértékii B tenzort Bianchi-tenzornak neveziink, ha
teljesit az

(1) B(z,y,z,v) = —B(y,z, z,v),

(2) B(:B, Yz, ’U) = _B(xv Y, Z)a

(3) B(z,y,z,v) = B(z,v,2,v),
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(4) B(a:,y,z,v) + B(yvszvv) + B(z,w,y,v) =0,

(5) B(x,y,z,v) + B(x,v,y,2) + B(z,z,v,y) =0
Bianchi azonossagok kozill az els6 harombdl legalabb kettot, valamint az utolséd
kett6bol legalabb egyet.

Tétel. Ha B egy Bianchi-tenzor, akkor mind az 6t fenti azonossdgot teljesiti.

Bizonyitas. (1) + (2) + (4) = (3). (4) alapjan

0= B(z,y,z,v) + By, z,z,v) + B(z,x,y,v),
0= B(y,z,v,z) + B(z,v,y,x) + B(v,y, 2, x),
0= B(z,v,2z,y) + B(v,x, z,y) + B(z, z,v,y),
0=B(v,z,y,2) + B(z,y,v,2) + B(y,v, z, z).

Ezeket Osszeadva, a (2) azonossidgunk szerint az elsé ketté oszlop elemei kiejtik
egymast, az utols6 oszlopban pedig (1) felhaszndldsaval megjelenik az igazolandd
azonossag duplaja.

(1) + (2) + (5) = (3). Az el8bbivel analdg.

(1) + (3) + (4) = (5). (4) alapjin

0= B(z,y,z,v) + B(y, z,z,v) + B(z,z,y,v).
Tagonként alkalmazva elébb a (3), majd az (1) azonossigot,
0=-B(v,z,z,y) — B(v,z,y,z) — B(v,y,z,x)

adodik.
(1) 4+ (3) 4+ (5) = (4). Az el8bbivel analdg.
Tekintetbe véve a nyilvanvald (1) + (3) = (2) és (2) + (3) = (1) kévetkezteté-

seket, a bizonyitas teljessé valik. -

Tétel. Ha B Bianchi-tenzor, akkor 8t meghatdrozza a k(u,v) = B(u, v, u, v) nyom-
fliggvény, mégpedig a

—2B(u,v,w,x) = k(u+ z,v + w) + k(u,w) + k(x,v)—
—k(v+z,u+w)—k(v,w) — k(z,u)+
+Ek(v+z,u)+kv+z,w)+k(v,u+w)+ ke, u+w)—
—k(u+x,v) — k(u+z,w) — k(u,v + w) — k(z,v + w)

formulan keresztiil.
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Bizonyitas. Mindenekel6tt vegyiik észre, hogy a formula jobb oldaldn all6 képlet
éppen egy B Bianchi-tenzort ad meg, melynek nyomfiiggvénye pontosan k(u,v).
Elég tehét bizonyitanunk, hogy ha a B és B Bianchi-tenzoroknak azonos a nyom-
fiiggvényiik, akkor B és B egybeesik. Ebbél a formula azonnal kévetkezik.

Legyen C = B — B. Ekkor C' is Bianchi-tenzor, melynek a nyomfiiggvénye
nulla. Csak azt kell belatni, hogy C(u, v, w,x) = 0 barmely u, v, w és x vektorok
esetén.

Tekintsiik a

0=Clu+w,v+a,w+u,x+v)
=2C(u,v,w,x) + 2C(u,v,u,z) + 2C(u, v, w,v)+
+2C(w,z,u,x) + 2C(w, z,w,v)+
+2C(u, z, w,v)

egyenletet. A v = 0 esetben ennek eredménye C(w, x, u, x) = 0, vagyis C eltiinik, ha
két argumentuma megegyezik. Ennek ismeretében a fenti képlet dltalanos eredménye
C(u,v,w,x) + C(u,z,w,v) = 0. Ebbdl

C(uv v, w, 212) = _C(ua T, w, 'U) = C(ua Z,v, ’lU) = C(Uv w,u, 113)7
vagyis a ciklikus csere nem valtoztatja C' értékét, és igy a Jacobi-azonossag alapjan

0=C(u,v,w,x) + Cw,u,v,z) + C(v,w,u,x) = 3C(u,v, w, x),

ahogy allitottuk.

Definicié. A B Bianchi-tenzor normdlt nyomdnak nevezzik a

B(v,w,v,w)
H(’U,’w) = <v,v)<w,'w> - <’U, w>2’
0, ha v és w egyiranyu

ha v és w fiiggetlenek,

képlettel definidlt bilinearis format.

Tétel. Egy Bianchi-tenzor normdlt nyoma csak az argumentumdban lévé vektorok
altal meghatdrozott sik helyzetétdl figg.

Bizonyitas. Legyen v = ax + by és w = cx + dy 1gy, hogy x« és y ortonormalt
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fliggetlen vektorok és ((; 2) nemelfajul6. Ekkor

B(ax + by, cx + dy, ax + by, cx + dy)
(ax + by, ax + by){cx + dy, cx + dy) — (ax + by, cx + dy)?
ad(ad — be)B(x,y, x,y) + be(be — ad)B(y, ¢, y, )
- (a2 + 2)(c® + d2) — (ac + bd)?
(a?d? — 2adbc + b*c®)B(y, x,y, x)

— = B
a?d? + b2c2 — 2acbd Y, z.y,2),

kv, w) =

ami igazolja az allitast.

Tétel. Ha a B Bianchi-tenzor, k normdlt nyoma konstans, akkor
B(u,v,w,z) = k({(w,v){u, x) — (u, w)(v,x)).

Bizonyitas. Ha x konstans, akkor a B(u,v, w, z) = s((u, w) (v, z) — (w,v)(u, x))
formulaval megadott B tenzor Bianchi-féle, és nyoma megegyezik B nyoméval. Akkor

B = B, ami bizonyitja az allitast. -

F.4. Kulsoformak

A térfogatmérés legfontosabb eleme a kiils6formak alkalmazésa.

Definicié. Az (r,0) tipusu valdsértékl T tenzort alterndld tenzornak vagy kiilséfor-
manak nevezzik, ha T(zq,...,2,) = signoT (214, ..., Zr,) minden o € S, permu-
taciora, ahol sign o jeloli a paritast, mely +1, ha o paros, és —1, ha o paratlan. Az
alternald tenzorok terét A"V* jeldli.

Az (n,0) tipust alterndlé tenzorok 1 dimenziés teret alkotnak, hiszen
Tio,...ro =signoTi, . , csak a £T1 ., lehet. Ismeretes, hogy ez csak a determindns
konstans tobbszorose lehet.

Grassmann-algebranak hiviuk a AV* = R+ V* + A2V* + ... + A"V* teret.
Vilagos, hogy A°V* = R, A'V* = V* és ha m > n, akkor A™V* egyetlen eleme a
nulla tenzor.

Tétel. A A"V* wvektortér dimenzidja (7), és egy bazisa

signo ;
Bi, i, = —— V'R Qv
1 r /r'

aholl <i1 <ig <...<i<n.
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Bizonyitas. Az nyilvanval6, hogy A"V* vektortér, és B;, .. ;. € A"V*.
Legyenek c;, ... az 1 < i3 < 4o < ... < i, < n indexhalmazhoz rendelt
konstansok. Legyen 1 < j; < ja2 < ... < j, < n. Ekkor

Ca .
— E . ) ) ) ) ) — Jiseendr
0= ( 011,--<JrBl17---,1r>(Ujl""7er) - )

1<i1<i2<...<i,<n

ami bizonyitja a megadott rendszer fiiggetlenségét.

Ha Q € N"V*, és x; = Y1 av;, akkor

Q(x1,...,x,) Z iz Qv ..., vi)
i1y

E E lo 3
T!Qil‘,-.~7i7‘ ' ml o .m7ra

1<ii <...<ip<n cES,

= Z T!Qil,,..,i,.Bih,,,,i,,,(151,-~-,33r),

1<i1<...<ir<n

vagyis a B;, .. ;. kiils6formék generalé rendszert is alkotnak.

Definicié. Ha T' € APV* és S € NTV*, akkor

TAS(®1,...,Tp, Tpt1,- s Tptq)
sign o
= Z = T(@10, - Tpo ) S (X (pt1)os - -+ T(ptq)o)
o.esp+q (p+ q)

az O kilsdszorzatuk.

A T A S Kkiilsészorzat APT9V *-ban van, hiszen barmely @ permuticiora

T/\S(mlwa-~-7mpwaw(p+l)w7--~7m(p+q)w)
sign o
——T(T1wo, - Tpwo)S (T was -y L wa)
6%: p+a) ( po) S (T(pi1) (p+a)
TEOp+tq
sign(ww17)
= Z 7'11(:1317;-"axpT)S(a:(p—i-l)Ta~'~7w(p+q)7')
52 p+a)
TEOp+q
=signw - TAS(T1,...,Tp, Tpsi,. . Tptq)-

Ebbél azonnal kévetkezik, hogy T'A S = (—1)PIS A T.

KURrusa ARPAD

Ver.: 2022:11:29:14:55:41 © Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

F.4 Kiilséformak 175

Konstanssal valé kiils6szorzas megegyezik a valés szammal valé szorzassal
mert ha ¢ = 0, akkor

b
signo
TAS(x1,...,2p) = E — T (@10, Tpo)S = ST (@1, ..., Tp).
og€Sy ’
Tétel. A Ekiilsdszorzds asszociativ és disztributiv az 0sszeaddsra nézve.

Bizonyitas. A disztributivitds nyilvanvalé, amiért elég az asszociativitast a B;, . ;
baziselemekre belatni.

Ehhez elég megmutatni, hogy Bi,. ., A Bry1,...k = Bi1,.. k-

Bl,...,r A BT—&-I,..A,k(wh R ,-’.Uk;)

sign T
= Z i| Bl‘..’r(wlru ceey J:7"‘1')-B'r+1..‘k:(CB(rJrl)'m cee ka‘l')

TESK
sign T sign o )
=2 T X v @) v ()
TESK oES,
sign p _
x Y mvrﬂp(‘”(vﬂﬂ)r) " T ()
PESK—1r
sign T sign o
- Z k! Z 7! ’1)1(.’1310.,.)«~~1)T(:13T0T)x
TES) ocES,
51gnp
X Z T+1(m(7'+1p)7) -0 (@ (g (k1) p)r)
PESK_r
sign o sign p
- Z ! Z WBl,...,k(wlo'7'-'7w7‘0'a$7‘+1p7'"7337‘+(k77‘)p)
oc€S, pPESK_r
B (signo)? (sign p)?
= Z T Z WBL...,I@(JH; ey Ly Lpgly - - - awk)
ceS, PESK_r
- Bl,...,k(wla ceey xk)'

Vegyiik észre, hogy a fentiek szerint B;, _; = v Av2 A... Av'!
Tétel. Legyen u,v € R3, és legyen wy, €s wy az az (1,0) tenzor, melyre wy,(x) =

(u, ), illetve wy(y) = (v,y). Ha Quxo az a (2,0) tenzor, melyre Qyxo(x,y) =
((u x v) X x,y), akkor

Wa N\ Wy = iﬂuxv'
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Bizonyitas. Egyszerii szamolassal

Quxo(@,y) = (uxv) Xz, y) = (u,z)v — (x,v)u,y)
= <ua :13) (v,y) - <wa U><u>y> = wu(w)wv(y) - Wv(m)wu(y)
= 2wy A\ wy (2, Y)

igazolja az allitast. -

Eszerint a kiilsOszorzas a keresztszorzas altalanositiasanak tekinthetd, és 3-
dimenziés V alaptéren A2V ~ V. Ez nem igaz magasabb dimenziéban.
A kiils6szorzas noveli a kiils6formék rendjét. Ennek forditottja” egy olyan

miivelet lenne, mely csokkenti a kiils6formak rendjét. Alabb minden v € V vektorhoz
hozzarendeliink egy vV operatort, mely eggyel csokkenti a kiils6formak rendjét.

Definicié. Legyen xy € V. Ekkor az a2V operator minden a € AFT1V* kiilséfor-
mahoz azt az o V a € AFV* kiilséformat rendeli, melyre

(ko V a)(x1,...,x) = (k+ Da(z, 1, ..., xk).

Tétel. Ha o € N*T1V* és o = av® Avt A ... AP, akkor

k
xToVa= Z(—l)javj(:vo)vo A Aok,
=0

ahol .7. azt jelenti, hogy a sorbdl egyediil a j indexil elem hidnyzik.

Bizonyitas. A definiciébol kiindulva

(mo V @) (@1, ..., Tk)
k+ 1asi
= (k+ Da(zo, 1, ..., Tp) = Z W?}O"(mo) R ()
0ESKt1
k sign o
=2 @) 3, —gvi@) o)
7=0 0ESK41
Oo=j
k sign(coT)
S vt Y IED i) by,
7j=0 wESk 41
O0w=0
ahol 7 jeloli a (0, 7) transzpoziciét. Az utols6 formula szumméjaban az (1,2, ..., k)

szdmsornak a (0,1,2,.7., k) szamsorba mutaté minden lehetséges bijektiv leképezése
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pontosan egyszer fordul els. Rendezziik it a szorzatot gy, hogy ne az argumentu-
mok, hanem a v"" leképezések indexei sorrendjében legyen! Ekkor

k .
(@0 V a)(@1,...,2) = > av’(zg) Y %v”(wlg)---vké’(m@)

7=0 €Sk
00=0
k
= Zavj(mo) signTolT AL AT (@, xp)
J=0
k
=) av?(x)(— 1) AT AV (. )
§=0

bizonyitja az allitast.
Jegyezziik még meg, hogy xo V (¢ V ) mindig eltlinik, mert

xo V (xo V a)(®1,...,2) = (k+ Do V () (20, 21, - . ., T)
= (k+1)2a(zo, o, x1,. .., @) = 0.

Cartan-lemma. Ha a w',...,w* € V* és a figgetlen v',...,v* € V* linedris

funkciondlokra v* A w' + - + v A w* = 0, akkor w' = E?:l m;'»'vj, ahol az

k

J

. 1 . 7z . . . . i .
M = (m?); j=1,..r mdtriz szimmetrikus, vagyis my = mj.

J

Bizonyitas. Vélasszuk ki a v**1 ... o™ kiilsé formakat tgy, hogy v!,...,v™ egy

bézis legyen! Ekkor az egyértelmli w'® = 2?21 mévj bazisbontasok egyiitthatéival
szamolva

k n k n
v Aw + -+ vF A wF :Z (vi/\Zm;-vj) :ZZm;-vi/\vj
i=1 j=1 i=1 j=1
k k n
= Z m}vi/\vj +Z Z m;:'ui/\'uj7
ij=1 i=1 j=k+1

tehat
0= Z (m} —ml)v' Ao’ + Z miv' Al
1<i<j<k 1<i<k<j<n
Ebbélmj.=0adédika1§i§k<j<nindexekre,ésm§=m§ az 1 <1 <
j < k indexekre, mivel a v A v/ kiilsé formédk (i < j) bézist alkotnak a A2V*

vektortérben. .
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Jelolések és konvencidok

Cp

Tp
M

— euklideszi belsé szorzas

valds szamok

vektorok félkovér betiivel
vektormezék félkovér nagy-
betiivel

halmazok kaligrafikus nagy
bettivel

halmaz belseje

halmaz lezértja

az n-dimenzids egységsuga-
i gémbfelszin R™*1-ben
az n-dimenziés egységsuga-
ra gomb R™-ben

az n-dimenzids p sugaru
gébmb R™-ben

a regularis D tartomany ha-
tara

a regularis D tartomany
nyilt belseje

a X vektormez§ totdlis de-
rivaltja

az f skaldarmezo6 totalis de-
rivaltja

fliggvény-osszetétel

az i-edik valtozd szerinti
parcialis derivéalas

a tangensnyalab i-edik béa-
ziseleme

a P pont koriili fiiggvény-
csirak tere

a P pont koriili érintétér
M sokasag érintényalabja

181

g<'7'>

9,5

k,l

ﬂﬁmﬂz*gd

=

Ak

A M
0 M
T M

T M

"N

M sokasig vektormezdinek
tere

gorbe egységnyi érintdje
gbérbe normalisa
gorbe binormalisa
kotangensnyaldb  0;-hez
konjugalt baziseleme
Riemann-metrika
Riemann-metrika matrixa-
nak elemei
Riemann-metrika maéatrixa
inverzének elemei
Weingarten-leképezés
gorbiilet

gorbe torzidja
Riemann-gorbiilet

Torzid

kovarians derivalas, Levi-
Civita kovarians derivalas
Lie-zaréjel

V feletti k-rendl kiils6for-
mak tere

M feletti k-rendii differen-
cialformék tere

a TpM feletti (r, s) tipusa
tenzorok tere

az M feletti (r,s) tipusd
tenzornyalab

az M feletti (r,s) tipusi
tenzormezok tere

a sorbol egyediil az 7 indexti
elem hianyzik

a @ indukalt leképezése
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0;,; — a Kronecker-delta, mely 1, d — a kiils6derivalas
hai=jés0,hati=#j S, — az n-rendli permuticiok
xoV — a bels6 szorzd szimmetrikus csoportja

A — a kiils6szorzat

Konvenciok

A kényvben minden fiiggvény, leképezés végtelenszer differencidlhato.

Altaldban egy folyam elsé paraméterét alsé indexben jelezziik. Ezt a valtozot
gyakran id6paraméternek is hivjuk a folyam szemléletes jelentését kovetve.

Egy adott (r, U) koordinatakérnyezeten beliil az ;: U — R fliggvény az adott
pontnak az r paraméterezés szerinti j-edik koordinataja, vagyis

P =r(z(P),...,x;(P),...,2,(P)).

Minden képletet szigortian balrél jobbra olvasunk, és az els6 értelmezhetd részt
azonnal értelmezziik. Ennek megfelelen az operatorok, igy a derivaciok, derivalasok
és linedris transzforméciék minden mas miiveletnél el6bb hajtanddok végre, tehat
nem mindig sziikséges zdrdjel hasznilata, vagyis X (f) ugyanazt jelenti, mint X f,
0; f% is megegyezik a (0;f)? formuldval, de X f + g és X (f + g) nem egyezik meg.

Egy gorbe paraméterében az s betii mindig az ivhossz szerinti paramétert
jelenteni.

Amikor ez nem okozhat félreértést, ugyanazon a néven jeloljiik egy fliggvény két
paraméterezését. Mas széval az f(x) az f(x(t)) jelolés roviditése is lehet, amennyiben
az x(t) figgvényt a szovegkornyezet meghatirozza.

Amikor ez nem okozhat félreértést, a fuggvény-egyenleteknél az azonos pa-
ramétereket elhagyjuk. Més széval az f(x) = g(x) egyenletet az f = g jeloléssel
roviditjiik, azzal, hogy ilyenkor a paramétereket mindig a szévegkornyezet altal
meghatarozott azonos pontban vessziik.

Ha nincs kiilon masként jelezve, egy M differenciadlhaté sokasdg dimenzidja
n € N.

Nem kiilonboztetjik meg a fliggvénycsirdkon haté derivacidkat, a reprezentan-
sokon haté 0; derivaldsoktol.

A Riemann sokasdgokon, hacsak kiilén nincs jelezve, akkor mindig a Levi-
Civita kovaridns derivalast gondolunk, vagyis a kovaridns derivilas torzidja eltiinik,
a metrikus tenzor pedig parhuzamos.

A vektorértékt T: V7 x V*¢ — VF x V* tenzorokat egyszertien (r + [, s + k)
tipusi tenzorokként emlegetjiik.

Pickard-Lindel6f-tételként hivatkozunk a differencidlegyenletek megoldasanak
unicitdsat és egzisztencidjit garantdlé alaptételre, amely a [20] konyvben is megta-
lalhato.
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Gorog betiik

név kisbetli nagybeti verzid név kisbetii nagybetii verzid
alfa @ ni v

béta I3 kszi £ =

gamma ~y r pi T II

delta § A ré P 0
epsilon € 5 szigma, o by S
zéta ¢ tau T

éta n iipszilon v T

theta 0 S} 0 fi 0] d )
iota L chi X

kappa K » pszi P v

lambda A A omega w Q

mi I

Goétikus betiik

név kisbetii nagybetl név kisbetii nagybeti
a a 2A n n N
b b B 0 0 9)
c c < p p B
d 0 D q q 9
e ¢ ¢ r v R
f f T S 5 S
g g (6] t t T
h b H u u |
i i J v v Py
J j J w 1o 2
k t R X r X
1 r e y y D)
m m m Z 3 3

Héber betiik

név betu

alef N
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Név- és targymutato

A

affin diffeomorfizmus, 117
alapmennyiség

elsé ~, 38

méasodik ~, 39
algebrai Bianchi-azonossag, 111
alterndlé tenzor, 173
aszimptotikus gorbe, 77
atlasz, 27, 83
atmenetfiiggvény, 83
aAtparaméterezés, 27

B
belségeometriai fomennyiség, 38
Beltrami-tétel, 161
beosztas, 167
finomsaga, 167
Bertrand, 16
~-féle gorbe, 16
Betti-szam, 101
Bianchi-azonossagok, 128
algebrai ~, 111
maéasodfaju algebrai ~, 113
Bianchi-tenzor, 170
binormalis vektor, 4

C

Cartan
~-lemma, 177
~-Hadamard-tétel, 148

185

Christoffel-szimbélum
feliileten, 31
sokasagon, 108

Codazzi-Mainardi-egyenlet, 49

csavargorbe, 13

csirdzas sokasagon, 87

D

Darboux-vektor, 6

Delanuay-tétel, 69

de Rham-csoport, 101

derivécio, 87

diffeomorfizmus
sikon, 9
feltleten, 27
sokasagon, 84
affin ~, 117

diffeomorfizmusok folyt. serege, 9

differencialforma, 98
egzakt ~, 101
zart ~, 100

differencialhaté
sokasag, 83
fliggvény, 28

divergencia, 54

E

egyensulyi pont, 17
instabil ~, 17
stabil ~, 17

egységbontés, 103
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egyszerii gorbeiv, 1 folyam sokasagon, 91
egzakt differencialforma, 101 Frenet-formulék, 5
egzotikus gdmb, 84 fiiggvénycsirak, 87
elemi feliilet, 27
paraméterezése, 27 G
elliptikus, 152 Gauss
els6 alapmennyiség, 38 ~-egyenlet, 49
érinto, 88 ~-lemma, 140
~nyalab feliileté, 28 ~-féle szorzatgorbiilet, 41
~nyalab sokasigé, 89 Gauss—Bonnet-tétel, 60
~sik, 28 gége-tipusu feliilet, 66
~tér, 87 geodetikus
~vektor, 87 differencidlegyenlete, 35, 114
~vektor-mezd, 28 feliileten, 35
euklideszi, 152 sokasdgon, 114
Euler-karakterisztika, 62 gémb, 141
sokasdgon, 101 gorbiilet, 32
Euler—Poincaré-tétel, 101 gorbiilet el6jeles, 33
Euler-tétel, 40 kapcsolat, 119
exponencialis leképezés, 116 kritikus ~, 130
extremalis gbmb-tipusu feliilet, 66
gorbe feliileten, 36 gbébmboc, 20
feliilet, 67 gbrbe
gorbe sokasagon, 128 ~k alaptétele, 6
~k egzisztencia-tétele, 7
F gorbiilete, 2
felszinmérték, 52 elGjeles ~, 8
sokasdgon, 123 hossza, 167
feliilet, 27 kiséro triédere, 4
varialasa, 67 sokasdgon, 88
alaptétele, 41 gorbiilet
feliileti elGjeles~, 8
gbrbe varidldsa, 36 geodetikus~, 32
gorbiileti vektor, 32 gorbéé, 2
normalis, 32 metszet~, 146
fégorbiilet, 40 szekcionalis ~, 146
fégorbiileti irany, 40 ~i vektor, 2
folyam feliileten, 46 gradiens, 55
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Grassmann-algebra, 173
H

hatéar, 86

Hesse-forma, 93
Hilbert-lemma, 70
Hilbert-tétel, 152
hiperbolikus tér, 152
homeomorfizmus, 9
homogén tér, 141
Hopf-Rinow-tétel, 136

|
indukalt leképezés, 28, 89
integral

feliileten, 53

sokasagon, 105

~gorbe feliileten, 46

~gobrbe sokasagon, 91
Inverzfiiggvény-tétel, 29
irdnyithatoé feliilet, 29
irdnyithat6 sokasag, 85
iranyitott sokasag, 85
irdnymenti derivalt, 29, 30
ivhossz

térben, 1

sokasigban, 123
izometria, 138

lokalis ~, 138

J

Jacobi
~-azonossag, 46, 92
~-azonossag Riemann-gorb., 49, 111
~-egyenlet, 130
~-mezd, 132
~-tétel, 130
Jordan
~-gorbe, 9
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~-tétel, 9
K
katenoid, 69
két-pont-homogén tér, 141
kohomoldgia, 101
-tér, 101
konstans gorbiiletil tér, 150
kontrakcié, 170
koordinatazas, 83
koordinata-kérnyezet, 27, 83
koriilfordulasi tétel, 10
Koszul-formula, 124
kotangens
~mnyaldb, 96
~tér, 96
kovaridns derivalas, 31
feliileten, 34
Levi-Civita ~, 126
sokasagon, 108
tenzormezd ~a, 112
kotélgorbe, 20
kritikus geodetikus, 130
kritikus pont, 93
indexe, 94
elfajult ~, 94
kiils6
~derivélas, 100
~szorzat, 174
~forma, 173
~forma-nyalab, 98
~geometriai fémennyiség, 39

L

Laplace-transzformacié, 55
lejtogorbe, 15
Levi—Civita
~ kovaridns derivalds, 126
~-tétel, 124
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Lie ~ vektor, 2
~-derivalt, 47, 91 nyomfiiggvény, 171
~zaréjel, 44, 91

Liebmann-tétel, 72 P

lokalis paraméterezés
izometria, 138 ekvivalens ~, 1
szimmetria, 118 gorbéé, 1
tulajdonsag, 29 ivhossz szerinti, 1
~an szimmetrikus, 118 feliileté, 27

loxodroma, 23 sokasigé, 83

nyoma, 1

M paramétervonal, 27

masodik alapmennyiség, 39 parhuzamossag, 32

megengedett tartomany, 52 sokasdgon, 111
elemi ~, 52 permutéacié tenzoré, 170

mérés, 36 Poincaré-tétel, 101

metrikus alaptenzor, 82 poliéder-felbontas, 62

metszetgorbiilet, 146 primitiv forma, 100

Meusnier-tétel, 32 pszeudofok, 66

minimaélfeliilet, 68 R

Minkowski-féle 6sszeggorbiilet, 41 regularis tartomany, 86
konstans, 69 rektifikalhato, 167

Morse Ricci-gorbiilet, 111
~-elmélet, 93 Riemann
~-lemma, 94 ~-tétel, 151
~-tétel, 96 ~-gorbiilet, 48, 109

~-metrika, 123

N ~-sokasag, 123

Nash beagyazasi tétele, 123 ~-féle gorbiileti skalar, 147

négy csucs tétele, 11

normal S
~gorbiilet, 32 Schoenflies-tétel, 9
koordinata-kérnyezet, 116 Schur-tétel, 147

normalis sikba hajlithaté
~ bézisu feliilet, 73 feliilet, 73
~ bazist paraméterezés, 73 paraméterezés, 73
~ varialas feliileten, 67 simulékor, 3
~ varialds sokasagon, 130 simulosik, 3
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skalarmezd, 28, 87
sokasag
atlasza, 83
differencidlhaté ~, 84
diffeomorf, 84
irdnyitott ~, 85
iranyithato ~, 85
lokalisan szimmetrikus ~, 118
konstans gorbiiletit ~, 150
paraméterezése, 83
Riemann-~, 123
szimmetrikus ~, 141
topologikus ~, 83
Stokes-tétel, 106
sulypont, 17
szekciondlis gorbiilet, 146
szimmetrikus tér, 141
lokalis, 118
szogdefektus-tétel, 62
T
tartopont, 87
tavolsag, 134
tenzor
Bianchi-~, 170
valésértékii ~, 169
vektorértéki ~, 170
~mezd, 98
~nyalab, 97
nyoma, 170
~szorzat, 169
térfogatnorma, 106
térkép, 27, 83
Theorema elegantissimum, 60
toréspont, 10

Még nem besorolt mutatdk

BEVEZETES A DIFFERENCIALGEOMETRIABA

torésszog, 10
torzfeliilet, 75
torzid
gorbéé, 5
sokasagé, 109
traktrix, 66

U
umbilikus, 70

\Y)

varialas
gbrbe ~a felileten, 36
gorbe ~a sokasagon, 128
feliilet ~a, 67

vektor
egységnyi érintd ~, 2
egységnyi gorbileti ~, 2
fégorbiileti ~, 40
~mez0, 28, 90
normalis ~, 2

vonalfelilet, 75

W
Weingarten-leképezés, 39
matrixa, 40
Whitney beagyazasi tétele, 84, 123

z

zart differencialforma, 100
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