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A tomográfia matematikája 1. Tomográfia története

1895-ben Wilhelm Conrad Röntgen felfedezi az X-sugárzást, melyet
mi Röntgen-sugárzásnak hívunk. A Röntgen-kép a fényképezéssel
analóg módon készül, csak a fény helyett a Röntgen-sugár feketíti a
kép pontjait. Az első Röntgen-kép Röntgen feleségének kezéről 20
perces(!) expozícióval készült: első fizikai Nobel-díj 1905.
1917-ben Johann Radon a síkon vizsgálja [20] Funk gömbi
főkörökön adott integráltranszformációjának [5] megfelelőjét. Ez ma
a Radon-transzformáció, amely a síkon adott sima, kompakt tartójú f
függvényhez egy a sík egyeneseinek halmazán értelmezett Rf függ-
vényt rendel úgy, hogy utóbbi az előbbi integrálja az egyenesen.

f = R∗Rf

Fizikusok kimérik, hogy bármely anyagon való áthaladás közben az I0 erősségű sugárzás
az anyag átlag sűrűségének és vastagságának exponenciálisával csökken, vagyis ha az
anyagsűrűség hely szerinti függvénye f és a sugár az ` egyenes mentén halad, akkor a
beérkező sugárzás I erősségére: ln(I0/I) =

∫
`

f (x)dx.

1960-as években Allan McLeod Cormack (orvos-matematikus) és Sir
Godfrey Newbold Hounsfield (mérnök) egymástól függetlenül veszi
észre, hogy a sugárzás fizikai és Radon matematikai formulái egy
számítógép kapacitásával ötvözve testek belsejét engedi látni. Cor-
mack a görög tomos(=szelet) és grafia(=rajz) szavakból alkotta meg
a tomográfia szót. A számítógép miatt “CT(=computed tomograph)”
a készülék neve. Az első CT-prototípusok elkészítéséért:

orvosi Nobel-díj 1979 megosztva.
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A tomográfia matematikája 2. A tomográf működési elve

Készítünk egy sugárforrást ( ) amely konstans I0 erősségű
(Röntgen-)sugarat bocsájt ki, és egy sugárzásmérőt ( ).
A vizsgálandó objektumot metsző minden egyenes egyik
“végére” a sugárforrást, a másik “végére” pedig a sugárzásmérőt
elhelyezve az adott egyenesen megkapjuk ln(I0/I) értékét.
A mért értékekből interpoláljuk ln(I0/I) értékét a többi egye-
nesre, így megkapjuk az anyagsűrűség hely szerinti f függvénye
Rf Radon-transzformáltjának egy EεRf közelítését. A Radon-
transzformáció R∗ inverzét erre alkalmazva, egy olyan függvény-
hez jutunk, mely jól(?) közelítheti az f függvényt (f ∼ R∗EεRf ).

Arra vonatkozólag, hogy a gyakorlatban megje-
lenő, voltaképpen alig ismert Eε operátor mekkora
matematikai és fizikaelméleti nehézségeket okoz,
lásd [1]. Ennek dacára egy mai modern készülék
nagyon gyors és némelyik akár mm pontosságú.
Ezt az eredményt a sugarak és érzékelők számá-
nak valamint forgatásuk sebességének növelésével,
továbbá sokkal nagyobb kapacitású számítógépek
alkalmazásával érik el.
Sőt, tovább gyorsítható a szkennelés mozgó
alkatrész nélkül: Advanced Electron Beam CT.

Innentől az Eε operátort identikusnak tekintjük.
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A tomográfia matematikája 3. Szinte homogén test: Radon-transzformáció

A “szép” f : R2 → R függvények igen sokféle módon kaphatók vissza a Radon-transzfor-
máltjukból. Ilyen inverzformulák a mai napig születnek, mivel a különféle alkalmazásokban
eltérő zajviszonyokra ezek változóan reagálnak. Egy inverzformula 1999-ből a következő.

Egy síkbeli egyenest meghatároz a (p,u) pár, ahol p az
origótól vett távolság, u pedig (cosα, sinα). Ezért egy
f : R2 → R függvény Rf Radon-transzformáltjának argu-
mentuma megadható (p,u) alakban.

Tétel [9]. Legyen f ∈ C∞(R2), melyre f (x, y)
√

x2 + y2k kor-
látos minden k ∈ N esetén. Ekkor f (x, y) = 1

4π2 R∗F(x, y),
ahol

R∗F(x, y) =
∫ π

−π

F
(

cosα
√

x2 + y2,u
)
dα

és

F(t,u) = lim
ε→0

∫
|t−p|>ε

∂Rf (p,u)
∂p

dp
t − p

O

(x, y)
pu

√ x2
+

y2

α

co
sα

√ x2
+

y2

A feltételek fontosak, mert van olyan nem nulla C∞-függvény, melynek Radon-transzformáltja eltűnik.

Bár a matematika felkészült a térbeli tomográfia eljövetelére, vagyis vannak magasabb di-
menziós inverzformulái, melyek ráadásul numerikusan is jobbak, technológiai problémák
miatt a CT-k továbbra is a síkmetszetek meghatározására koncentrálnak,
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A tomográfia matematikája 3. Szinte homogén test: Radon-transzformáció

Az alkalmazások közelítési eljárásaiban fontos a nem Radon-transzformációból származó
eltérések (zajok) kinullázása a mérési és közelítő eredményekből. Ez alapvetően fontossá
teszi azon egyeneseken adott függvények meghatározását, amelyek valamely függvény
Radon-transzformáltjai. Egy ilyen, azóta többször általánosított [13] eredmény 1938-ból a
következő, melyben egy térbeli ` egyenest két x = (x1, x2, x3) és y = (y1, y2, y3) pontjával
adunk meg, így az egyenesek halmazán adott F függvény paraméterezhető (x, y) alakban.

Tétel [10]. A tér egyeneseinek halmazán adott differenciálható, gyorsan lecsengő F függ-
vény akkor és csak akkor valamely a tér pontjain adott differenciálható, gyorsan lecsengő f
függvény Radon-transzformáltja, ha(

∂2

∂xi∂yj
−

∂2

∂xj∂yi

)
F(x, y)
|x − y|

= 0 (i, j = 1, 2, 3).

Nagy pontosságú képek készítéséhez sok adat kell, és ezek begyűjtése és feldolgozása is
időigényes, ezért fontos a vizsgált tartományban lévő mozgó részeket a sugarakkal elke-
rülni. Ezt teszi lehetővé a következő 1960-as eredmény, mely síkon és térben is teljesül.

Tétel [9]. Ha egy folytonos f függvényre f (x)|x|k minden k természetes számra korlátos,
és Rf minden olyan egyenesen nulla, amely az origótól valamely p > 0 számnál messzebb
van, akkor f minden olyan pontban nulla, amely az origótól messzebb van, mint p.
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A tomográfia matematikája 4. Homogén test: húrok és metszetek

Legyen K egy konvex, korlátos tartomány a síkban.
Párhuzamos illetve pontbeli Röntgen-képének nevez-
zük azt a függvényt, amely megadja egy adott iránnyal
párhuzamos, illetve egy adott ponton átmenő ` egye-
neseken a K ∩ ` húr hosszát.
Habár bármely n természetes számhoz van két
különböző poligon, melyek n irányból ugyanazt a
párhuzamos Röntgen-képet adják, Gardner és Mc-
Mullen igazolták [6], hogy létezik négy olyan jól
megválasztott rögzített irány, hogy ha bármely két kon-
vex tartománynak ezen négy irányból vett röntgenképe
megegyezik, akkor egymás eltoltjai.

1
1

2

A pontbeli Röntgen-képek tekintetében jelentős nyi-
tott kérdések vannak (lásd a jobboldali ábrákat),
ugyanakkor Falconer bizonyította [4], hogy egy konvex
tartományt meghatároz két olyan pontbeli Röntgen-
képe, melynek pontjai egy a tartományt belső pontban
metsző egyenesen vannak, és mindkettő belül esik a
tartományon, vagy mindkettő kívül esik és a tartomány
elválasztja őket.
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A tomográfia matematikája 5. Átlátszatlan test: árnyékkép

`

K

M
K

(`) Egy konvex, korlátos K tartomány szé-
lességének nevezzük a valamely ` egye-
nessel párhuzamos két érintő egyenesének
M
K

(`) ∈ [0,∞) távolságát. Látószögének
nevezzük a külső P pontból kiinduló, a K
alakzatot érintő két félegyenes által bezárt
szög M

K
(P) ∈ [0, π) nagyságát.

K

•

P
M
K

(P)

A Reuleaux-háromszög szélessége állandó,
vagyis egyenlő egy alkalmas kör ugyancsak
állandó szélességével. A szélesség tehát
nem határozza meg a konvex tartományt.
Az ellipszis a

√
a2 + b2 sugarú körről állandó

π/2 szög alatt látszik, amely körnek minden
pontjából a

√
a2 + b2/

√
2 sugarú kör is π/2

szög alatt látszik.

Kérdés. Vajon egy konvex tartományt körülölelő két koncentrikus körön ismerve a konvex
tartomány látószögét meghatározható a konvex tartomány?

Nitsche igazolta [19], hogy ha mindkét körön konstans a látószög, akkor a konvex tartomány
egy körlap.
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A tomográfia matematikája 5. Átlátszatlan test: árnyékkép

A K és L konvex korlátos tartományok ekvioptikusának
nevezzük a {P : M

K
(P) = M

L
(P)} halmazt. Green bizonyította

[8], hogy bármely körlapnak sok-sok konvex tartománnyal
vett ekvioptikusa a körrel koncentrikus kör.
Egy szakasz két részének ekvioptikusa az Apollóniosz-kör.
Két szakasz ekvioptikusa egy kubikus algebrai görbe, melyet
Apollóniosz-görbének nevezünk.

∂C1 ∪ ∂C2

F

∂C1

∂C2

F

Tétel [11, 12, 15]. Legyenek a síkban C1, C2, F1 és F2 zárt
tartományok C2 határral úgy, hogy F1 és F2 szigorúan konvex,
kompakt és F1∪F2 ⊂ C1∩C2. Ha a ∂C1 és ∂C2 határgörbék (a)
valamely pontban nem nulla szögben metszik egymást, vagy
(b) valamely ideális pontban érintik egymást, és ∂C1 ∪ ∂C2

része az F1 és F2 ekvioptikusának, akkor F1 ≡ F2.

A térben a látókúp alakja (nem a helyzete!) és mértéke a síkkal ellentétben nem határozza
meg egymást. Csak pár dolgot tudunk: ha a térben egy konvex test minden pontból gömb-
nek látszik, akkor az gömb [18], ha pedig ellipszisnek látszik, akkor ellipszoid [2]; ha a
látókúp mértéke két gömbfelületen is konstans, akkor a test gömb [16].
A térben a párhuzamos vetület is több információt ad: Az Rn (n ≥ 3) térben a középpon-
tosan szimmetrikus konvex testeket meghatározza párhuzamos vetületének irány szerinti
területfüggvénye [7, Alexandrov tétele: Theorem 3.3.6].
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A tomográfia matematikája 6. Habban a buborék: takarási szám

G

A G (multi)görbe Crofton-transzformáltja [3] az az egyenesek hal-
mazán értelmezett CG függvény, mely minden ` egyenesre megadja
a CG(`) = #(` ∩ G) metszésszámot. A CG Crofton-transzformált
majdnem minden egyenesen véges, mert integrálja a görbe hossza
[21]. A Crofton-transzformált az egyenes elmozdulására nagyon
érzékeny, ami a gyakorlati használhatóságot lehetetlenné teszi.

Véges sok görbe unióját (halmazát) multigör-
bének nevezzük. Egy G multigörbe takarási
száma [17] a Crofton-transzformáltjának integ-
rálja azonos irányú, vagy azonos ponton átmenő
egyenesek halmazán:

MG(u) =
∫
`‖u

CG(`) d` és MG(P) =
∫
`3P

CG(`) d`.

Az irány és pont szerinti takarási szám fele
konvex görbe esetén a szélesség illetve a
látószög. Szakasz pont szerinti takarási száma
a látószöge.

Tétel [17]. Legyen R egy gyűrű, ami körbeveszi
a G analitikus multigörbét, melynek görbülete a
szakaszait kivéve nem nulla. Ha MG ismert az R
gyűrűn, akkor G rekonstruálható.

1
4
2

4 1

M
G

(P)

G

•P

u

M
G

(u)1

5

4
2

1

G

R
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A tomográfia matematikája 6. Habban a buborék: takarási szám

R

P

Tétel [17]. Az MG akkor és csak akkor
harmonikus a G multigörbét körbevevő
R gyűrűn legfeljebb véges sok egyenes
kivételével, ha G egy multiszakasz.

R

P

Tétel [17]. Az MG takarási függvény
akkor és csak akkor forgásinvariáns a G
multigörbét körbevevő R gyűrűn, ha G
egy koncentrikus körökből álló multikör.

Kérdés. Hány koncentrikus körön elegendő ismerni egy multiszakasz takarási számait,
hogy meghatározható legyen? Függ a válaszul adott szám a multiszakaszban lévő szaka-
szok számától? Hány koncentrikus körön elegendő tudni a takarási függvény forgásinvari-
anciáját, hogy a konvex multigörbéről állíthassuk, hogy multikör?1

További érdeklődés esetén a geometriai tomográfia területén Gardner [7], a Radon-transz-
formáció területén pedig Helgason [9] könyve ajánlott.

1(Nitsche szerint egy elemű multigörbéhez elegendő kettő kör.)
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