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A tomografia matematikaja 1. Tomografia torténete

1895-ben Wilhelm Conrad Réntgen felfedezi az X-sugarzast, melyet
mi Roéntgen-sugarzasnak hivunk. A Rdntgen-kép a fényképezéssel x\
analég modon készll, csak a fény helyett a Réntgen-sugar feketiti a <
kép pontjait. Az els6é Rontgen-kép Rontgen feleségének kezérdl 20

perces(!) expozicidval készilt: elso fizikai Nobel-dij 1905.
1917 ben Johann Radon a S|kon vizsgalja [20] Funk gémbi
a Radon-transzformacid, amely a sikon adott sima, kompakt tartOJuf
flggvényhez egy a sik egyeneseinek halmazan értelmezett Rf flgg-
vényt rendel Ggy, hogy utébbi az elébbi integralja az egyenesen.
Fizikusok kimérik, hogy barmely anyagon valé athaladas kdzben az I, erésségi sugarzas
az anyag atlag slrliségének és vastagsaganak exponencialisaval csdkken, vagyis ha az
anyags(rliség hely szerinti fliggvénye f és a sugar az ¢ egyenes mentén halad, akkor a
beérkez6 sugarzas I er6sségére: In(ly/I) = f f(x)dx. ¥ >
1960-as években Allan McLeod Cormack (orvos-matematikus) és Sir 4
Godfrey Newbold Hounsfield (mérndk) egymastél flggetlendl veszi
észre, hogy a sugérzas fizikai és Radon matematikai formulai egy
szamitdégép kapacitasaval 6tvézve testek belsejét engedi latni. Cor-
mack a gérdg tomos(=szelet) és grafia(=rajz) szavakbdl alkotta meg
a tomografia sz6t. A szamitégép miatt “CT(=computed tomograph)”
a készlilék neve. Az elsé CT-prototipusok elkészitéséért:
orvosi Nobel-dij 1979 megosztva.
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A tomografia matematikaja 2. A tomograf miitkodési elve

Készitliink egy sugarforrast (€) amely konstans I, erdsségii
(Réntgen-)sugarat bocsajt ki, és egy sugarzasmérot ().
A vizsgdlandd objektumot metsz6 minden egyenes egyik
“végére” a sugarforrast, a masik “végére” pedig a sugarzasméroét
elhelyezve az adott egyenesen megkapjuk In(Zy/I) értékét.
A mért értékekbdl interpoldljuk In(fy/I) értékét a tobbi egye-
nesre, igy megkapjuk az anyagsdriiség hely szerinti f figgvénye
Rf Radon-transzforméltjanak egy E.Rf kozelitését. A Radon-
transzformacié R* inverzét erre alkalmazva, egy olyan fliggvény-
hez jutunk, mely joI(?) kézelitheti az f fiUggvényt (f ~ R*E.Rf).
Arra vonatkozélag, hogy a gyakorlatban megje-
lend, voltaképpen alig ismert E, operator mekkora
matematikai és fizikaelméleti nehézségeket okoz,
lasd [1]. Ennek dacara egy mai modern készllék
nagyon gyors és némelyik akar mm pontossagu.
Ezt az eredményt a sugarak és érzékeldk szama-
nak valamint forgatasuk sebességének névelésével,
tovabba sokkal nagyobb kapacitdsi szamitogépek
alkalmazasaval érik el.
Sét, tovabb gyorsithaté a szkennelés mozgé
alkatrész nélkll: Advanced Electron Beam CT.
Innentdl az E, operatort identikusnak tekintjiik.
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A tomografia matematikaja 3. Szinte homogén test: Radon-transzformacio
A “szép” f: R — R fliggvények igen sokféle modon kaphatdk vissza a Radon-transzfor-
maltjukbdl. llyen inverzformulak a mai napig szuletnek, mivel a kilénféle alkalmazasokban
eltér6 zajviszonyokra ezek valtozbéan reagalnak. Egy inverzformula 1999—b6[a kdvetkez6.
Egy sikbeli egyenest meghataroz a (p,u) par, ahol p az
origétol vett tavolsag, u pedig (cose,sina). Ezért egy
f: R> — R figgvény Rf Radon-transzformaltjanak argu-
mentuma megadhaté (p, u) alakban. ,

Tétel [9]. Legyen f € C=(R?), melyre f(x,y) \/x2 + y** kor-
latos minden k € N esetén. Ekkor f(x,y) = 5R*F(x,y), ||

- ~

v T V)

ahol ,
R*F(x,y)zf”F(cosa\/x2+y2,u)da o< o
és - \\\\ P
F(t,u) = lim wd_p o
&0 Jype  Op  I-p

A feltételek fontosak, mert van olyan nem nulla C*-figgvény, melynek Radon-transzformaltja eltiinik.
Bar a matematika felkészllt a térbeli tomografia eljdvetelére, vagyis vannak magasabb di-
menziés inverzformulai, melyek radadasul numerikusan is jobbak, technolégiai problémak
miatt a CT-k tovabbra is a sikmetszetek meghatarozasara koncentralnak,
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A tomografia matematikaja 3. Szinte homogén test: Radon-transzformacio

Az alkalmazasok kdzelitési eljarasaiban fontos a nem Radon-transzformaciobdl szarmazé
eltérések (zajok) kinullazasa a mérési és kozelitd eredményekbdl. Ez alapvetéen fontossa
teszi azon egyeneseken adott fliggvények meghatarozasat, amelyek valamely fliggvény
Radon-transzforméltjai. Egy ilyen, azo6ta tébbszér altalanositott [13] eredmény 1938-bdl a
kovetkezd, melyben egy térbeli £ egyenest két x = (x1,x2,x3) és'y = (y1,y2,y3) pontjaval
adunk meg, igy az egyenesek halmazan adott F fliggvény paraméterezhetd (x, y) alakban.

Tétel [10]. A tér egyeneseinek halmazan adott differencialhaté, gyorsan lecseng6 F fligg-

vény akkor és csak akkor valamely a tér pontjain adott differencialhaté, gyorsan lecsengé f
fliggvény Radon-transzformaltja, ha

0? 9 \ Fx,y)

c")x,vay,v ax,ay, |X - y|

=0 (,j=123).

Nagy pontossagu képek készitéséhez sok adat kell, és ezek begyijtése és feldolgozasa is
idéigényes, ezért fontos a vizsgalt tartomanyban 1évé mozgé részeket a sugarakkal elke-
riini. Ezt teszi lehetévé a kdvetkezd 1960-as eredmény, mely sikon és térben is teljesl.

Tétel [9]. Ha egy folytonos f fliggvényre f(x)|x|* minden k természetes szamra korlatos,

és Rf minden olyan egyenesen nulla, amely az origotdl valamely p > 0 szamnal messzebb
van, akkor f minden olyan pontban nulla, amely az origétél messzebb van, mint p.
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A tomografia matematikaja 4. Homogeén test: hurok és metszetek

Legyen K egy konvex, korlatos tartomany a sikban.
Parhuzamos illetve pontbeli Réntgen-képének nevez-
z(ik azt a figgvényt, amely megadja egy adott irannyal
parhuzamos, illetve egy adott ponton atmend ¢ egye-
neseken a K N ¢ hur hosszat.

Habar barmely n természetes szamhoz van két
kiilonbézd poligon, melyek n iranybdl ugyanazt a o,
parhuzamos Rontgen-képet adjak, Gardner és Mc- w; € S
Mullen igazoltdk [6], hogy létezik négy olyan jol
megvalasztott rogzitett irany, hogy ha barmely két kon-
vex tartomanynak ezen négy iranybdl vett réntgenképe
megegyezik, akkor egymas eltoltjai.

A pontbeli Réntgen-képek tekintetében jelentds nyi-
tott kérdések vannak (lasd a jobboldali abrakat),
ugyanakkor Falconer bizonyitotta [4], hogy egy konvex
tartoméanyt meghatéroz két olyan pontbeli Réntgen-
képe, melynek pontjai egy a tartomanyt belsé pontban
metszé egyenesen vannak, és mindkettd belll esik a
tartomanyon, vagy mindkett6 kivil esik és a tartomany
elvalasztja dket.
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A tomografia matematikaja 5. Atla 1 test: arnyékkeép

Egy konvex, korlatos K tartomany szé- M, (P)
lességének nevezzik a valamely ¢ egye-
nessel parhuzamos két érinté egyenesének
M, (£) € [0,00) tavolsagat. Latészégének
nevezzilkk a kils6 P pontbdl kiinduld, a K
alakzatot érinté két félegyenes altal bezart
sz6g M, (P) € [0, 7) nagysagat.

— A Reuleaux-haromszdg szélessége allando,
vagyis egyenld egy alkalmas kdr ugyancsak
alland6 szélességével. A szélesség tehat
nem hatérozza meg a konvex tartomanyt.

Az ellipszis a Va? + b? sugard korrl allando
/2 szBg alatt latszik, amely kérnek minden
pontjabodl a Va2 + b2/ V2 sugarl kor is m/2
sz0g alatt latszik.

Kérdés. Vajon egy konvex tartomanyt koriloleld két koncentrikus kérén ismerve a konvex
tartomany lat6sz6gét meghatarozhat6 a konvex tartomany?

Nitsche igazolta [19], hogy ha mindkét kdrdn konstans a 1at6szdg, akkor a konvex tartoméany
egy korlap.
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A tomografia matematikaja 5. Atlatszatlan test: arnyékkép

A K és L konvex korlatos tartomanyok ekvioptikusanak
nevezzik a {P : M,.(P) = M ,(P)} halmazt. Green bizonyitotta
[8], hogy barmely kérlapnak sok-sok konvex tartomannyal
vett ekvioptikusa a kérrel koncentrikus kor.

Egy szakasz két részének ekvioptikusa az Apolléniosz-kér.
Két szakasz ekvioptikusa egy kubikus algebrai gérbe, melyet
Apolléniosz-gérbének nevezink.

Tétel [11, 12, 15]. Legyenek a sikban C,, C,, | és F, zart
tartomanyok C? hatérral tgy, hogy ¥, és ¥ szigortan konvex,
kompakt és F1UF, C C;NC,. Ha adC; és dC, hatargdrbék (a)
valamely pontban nem nulla sz6gben metszik egymast, vagy
(b) valamely idedlis pontban érintik egymast, és dC, U dC,
része az ¥, és ¥, ekvioptikusanak, akkor ¥; = 7.

- — /XHC2

A térben a latékup alakja (nem a helyzete!) és mértéke a sikkal ellentétben nem hatarozza
meg egymast. Csak par dolgot tudunk: ha a térben egy konvex test minden pontbdl gémb-
nek latszik, akkor az gdmb [18], ha pedig ellipszisnek latszik, akkor ellipszoid [2]; ha a
latokap mértéke két gémbfellleten is konstans, akkor a test gémb [16].

A térben a parhuzamos vetlilet is tébb informaciét ad: Az R” (n > 3) térben a kézéppon-
tosan szimmetrikus konvex testeket meghatarozza parhuzamos vetiiletének irdny szerinti
terlletfiggvénye [7, Alexandrov tétele: Theorem 3.3.6].
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A tomografia matematikaja 6. Habban a buborék: takarasi szam
A G (multi)gérbe Crofton-transzformaltja [3] az az egyenesek hal-
G mazan értelmezett CG fliggvény, mely minden ¢ egyenesre megadja
a Cg(t) = #(t N G) metszésszamot. A CG Crofton-transzformalt
majdnem minden egyenesen véges, mert integralja a gérbe hossza
[21]. A Crofton-transzformalt az egyenes elmozdulasara nagyon
érzékeny, ami a gyakorlati hasznalhatésagot lehetetlenné teszi.
Véges sok gorbe unidjat (halmazat) multigér-
bének nevezzik. Egy G multigbrbe takarasi
szama [17] a Crofton-transzformdltjanak integ-
ralja azonos iranyu, vagy azonos ponton atmend
egyenesek halmazan:

Mgw) = | CG(6)dt és Mg(P) = f CG(Odt.
fu (3P

Az irany és pont szerinti takardsi szam fele
konvex gbrbe esetén a szélesség illetve a
latész6g. Szakasz pont szerinti takarasi szama
a latészoge.

Tétel [17]. Legyen R egy gy(iri, ami kérbeveszi
a G analitikus multigérbét, melynek gérblilete a
szakaszait kivéve nem nulla. Ha Mg ismert az R
gylirin, akkor G rekonstrualhato.
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A tomografia matematikaja 6. Habban a buborék: takarasi szam

P P

Tétel [17]. Az Mg akkor és csak akkor Tétel [17]. Az Mg takarasi fliiggvény
harmonikus a G multigérbét kérbevevo akkor és csak akkor forgasinvarians a G
R gylriin legfeliebb véges sok egyenes multigdrbét kérbevevd R gydrin, ha G
kivételével, ha G egy multiszakasz. egy koncentrikus kérékbdl allé multikor.

Kérdés. Hany koncentrikus kéron elegendd ismerni egy multiszakasz takarasi szamait,
hogy meghatarozhaté legyen? Fligg a valaszul adott szam a multiszakaszban lévé szaka-
szok szamatol? Hany koncentrikus kérén elegendd tudni a takarasi figgvény forgasinvari-
anciajat, hogy a konvex multigérbérdl allithassuk, hogy multikér?’

Tovabbi érdekl6dés esetén a geometriai tomogréfia terlletén Gardner [7], a Radon-transz-
formacié teriiletén pedig Helgason [9] kényve ajanlott.

1 (Nitsche szerint egy elem{ multigérbéhez elegend?d kett6 kor.)
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