
Modell módszer az integrál-geometriában

Kurusa Árpád∗

Szinapszis. Rámutatunk a differenciál-geometriai modellek alkalmazásának

lehetőségeire a Gelfand–Helgason tipusú integrál-geometria területén.

1. Köszöntés

Mindenekelőtt nagyon köszönöm a megh́ıvást és a lehetőséget, hogy az

ország egyik legnevesebb egyetemén az engem mostanában érdeklő matematikáról

beszélhetek.

Külön köszönöm Bácsó Sándor és Nagy Péter közreműködését, és remélem,

hogy ez az előadás csak az első lépés az intézeteink között Nagy Péter személyében

már amúgy is létező kapcsolat együttműködéssé való továbbfejlesztésében.

A következőkben arról fogok beszélni, hogyan jelentek meg a differenciál-

geometriai modellek a modern, Gelfand–Helgason tipusú integrál-geometriában.

2. A problémakör áttekintése

A Gelfand-Helgason tipusú integrál-geometriában olyan integrál-transzformá-

ciókat vizsgálunk, ahol az integrálás az alapsokaság alacsonyabb dimenziós al-

sokaságain történik.

A felmerülő problémák legtöbbje léırható az előszőr Gelfand által vizsgált

diagrammal (1. ábra), ahol a Z = {(x, y) : x ∈ y} incidencia-sokaság az X és az

Y sokaságok felett is principális fibrált nyaláb a

πX(x, y) = x és πY (x, y) = y
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projekciókkal. A vizsgált integrál-transzformációk, vagy mai nevükön Radon

transzformációk, a fibrumokon értelmezett µx és µy mértékekkel a

Rf(y) =

∫

πY (z)=y

f(πX(z))dµy(πX(z)) f : X → R

R∗F (y) =

∫

πX(z)=x

F (πY (z))dµx(πY (z)) F : Y → R

képletek szerint értelmezettek. Megfigyelhető, hogy R és R∗ defińıciója teljesen

analóg és R∗R az X-en értelmezett függvényeket ugyancsak X-en értelmezett

függvényekbe képezi.

π π

1. ábra

A diagram legegyszerűbbnek tűnő példája az R
n n-dimenziós Eukliedeszi téren

definiált Radon transzformáció, melyre X = R
n és Y = G(k, n) a k-dimenziós

hiperśıkok Grassmann-féle sokasága. A természetes mértékek ekkor a klasszikus

Radon transzformációt definiálják, melynek általánośıtásaiból indult ki a mára

elméletté terebélyesedett vizsgálatok legtöbbje.

Természetesen igen sok matematikai konstrukcióban vizsgálható hasonló

módon keletkező integrál-transzformáció. Komoly kutatások igyekeztek kvalitat́ıv

választ adni arra a legfontosabb kérdésre, hogy milyen mértékek esetén invertálható

a klasszikus és más diagramokhoz tartozó Radon transzformáció.

Erre vonatkozóan jelentős eredményeket hozott a mikrolokál-anaĺızis alkal-

mazása, melyet Guillemin javasolt. Ezen eredmények immár a konvex geometria

területére is behatoltak, mivel az invertálhatóságot a mértékekre szabott meglepően

gyenge feltételekkel is garantálják.

A szükséges feltételek ilyen gyengesége mutatja, hogy az invertálhatóságban,

és ı́gy az egész Radon transzformáció viselkedésében a diagramban szereplő terek,

különösen az incidencia-sokaság szerkezete igen jelentős.

A kvantitat́ıv eredmények mindezideig alapvetően a diagram specifikumainak

megértéséből indultak ki. Minden teret, amelyen inverzformula feĺırása, vagy

a transzformáció részletesebb megértése volt a cél, külön-külön kellett vizsgálat

tárgyává tenni. Ezen a területen Helgason neve érdemel feltétlen emĺıtést.
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Sok különböző tér esetében azonban a kapott formulák nagyon hasonlónak

mutatkoztak. Az ezek által sugallt analógia azonban a háttérben maradt, miközben

mind nyilvánvalóbbá vált az incidencia-sokaság szerkezetének meghatározó fontos-

sága.

Magam voltam, aki néhány évvel ezelőtt a Bolyai śıkon számolgatva a Radon

transzformációval felismertem, hogy az igen bonyolult incidencia-sokaság vizsgálata

helyett, érdemesebb a terek egymáshoz való viszonyával foglalkozni.

Mára a probléma ilyetén megközeĺıtése az alábbi “filozófiai” tételben foglal-

ható össze:

Két incidencia-sokaság lényegében azonos, és ı́gy a definiált Radon transz-

formációk viselkedése is megegyezik, ha az őket meghatározó alsokaság-rendszerek,

mint sokaságok egymásban modellezhetőek.

Nem vitás, hogy a legtöbb fogalom ebben az álĺıtásban egyáltalán nem jól

definiált. Egy hasonló értelmű de matematikailag korrekt álĺıtáshoz tisztázni kel-

lene a használt függvénytereket és az incidencia-sokaságok hasonlóságát is.

Mindazonáltal ez az elgondolás már munkaképes kutatási programokat képes

indukálni, amelyekre az alábbiakban fogunk látni példákat.

2. Konstans görbületű Riemann terek

A klasszikus Radon-transzformációt könnyen általánośıthatjuk, ha az in-

tegrálokat az egyenesek helyett geodetikusokon vesszük. Ilyen általánosság mellett

a gömbi Radon transzformáció az első lépés, a második pedig a negat́ıv konstans

görbületű sokaságok vizsgálata. Az eredetivel együtt ezt összeségében úgy mond-

hatjuk, hogy a (totálisan geodetikus) Radon transzformáció vizsgálata konstans

görbületű tereken.

Felismerve, hogy a konstans görbületű terek geodetikusai a projekt́ıv modell-

ben egybeesnek, bebizonýıtottam, hogy a konstans görbületű tereken vett Radon-

transzformációk egymásból számolhatóak, amit a következő tétel ı́r le.

Tétel. Legyen f ∈ L2(Rn) és g(µ̃−1(x)) = f(x)(1+κ|x|2)(d+1)/2, ahol µ̃ a konstans

görbületű terek közti geodetikus-tartó vet́ıtés. Ekkor

Rκg(µ̃−1(ξ)) =
√

1 + κ|ξ|2Rf(ξ),

ahol ξ ∈ G(d, n), és κ = −1, 0, +1 és Rκ a κ konstans görbületű téren vett

totálgeodetikus Radon transzformáció.
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E kapcsolat révén bármely téren elért eredmény átvihető bármely másikra, ı́gy

a messze legtöbbet vizsgált Eukliedeszi eset tudásanyaga a többi térre is ismertté

vált. Sajnos Beltrami tétele szerint ilyen geodetikus kapcsolat öröḱıti a konstans

görbületet, ı́gy ez az egyszerű megközeĺıtés egyszerre ellőtte teljes muńıcióját.
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[61] Á. KURUSA, A characterization of the Radon transform and its dual on Euclidean

space, Acta Sci. Math. (Szeged), 54 (1990), 273–276.
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[73] Á. KURUSA, Orbital integrals on the Lorentz space of curvature −1, Arch. Math.,

75 (2000), 132–146.

[74] D. LUDWIG, The Radon transform on Euclidean space, Comm. Pure Appl. Math.,

19 (1966), 49–81.

[75] P. MAASS, A generalized Radon transform in wideband radar, Contemp. Math.,

113 (1990), 183–187.

[76] W. R. MADYCH, Summability and approximate reconstruction from Radon trans-

form data, Cont. Math., 113 (1990), 189–219.

[77] W. R. MADYCH and D. C. SOLMON, A range theorem for the Radon transform,

Proc. Amer. Math. Soc., 104 (1988), 79–85.

[78] A. MARKOE, Fourier inversion of the attenuated X-ray transform, SIAM J. Math.

Anal., 15 (1984), 718–722.

[79] R. G. MUKHOMETOV, The reconstruction problem of a two-dimensional Riemannian

metric and integral geometry, Sov. Math. Dokl., 18 (1977), 27–31.

[80] R. G. MUKHOMETOV, A problem of reconstructing a Riemannian metric, Sib.

Math. J., 22 (1981), 420–433.

[81] F. NATTERER, Computerized tomography with unknown sources, SIAM J. Appl.

Math., 43 (1983), 1201-1212.
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