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Eloszé

Jelen jegyzet létrejottét a topologiai alapismereteknek a matematika alap-
képzésbél valé kimaradéasa, a matematikai mester szakokon valé nélkiilézhetetlen-
sége, valamint hirtelen tamadt érdeklodésem indokolja. Létrejottéhez nagyban hoz-
zajarult 2009 6szének néhany szorgalmas és tiirelmes matematikus szakos MSc
hallgatdja, akiknek elvarasai komoly motivacidt biztositottak szdmomra.

A jegyzet irasakor leginkabb Gehér Laszlé tandrom egyetemi topolégiai el6ada-
sdnak arra a részére tdmaszkodtam, amire még emlékszem :-). A felmeriilé hézagokat
sajat katfébol probaltam pétolni, majd ha az nehezebbnek tiint, mint amennyi idém
a kitoltésére volt, akkor a teriileten rendelkezésre 4ll6 szamos forrasmunkak koziil
az akkor gondolataimhoz legjobban illeszked6t hasznéltam.

Gondot okozott a metrikus tér, ami szerintem a topolédgia ihletGje és legfon-
tosabb példaja, fogalménak beillesztése az amugy absztraktnak szant targyalasba.
Ezzel nem voltam, nem vagyok és alighanem soha nem is leszek elégedett, tehat e
tekintetben nyilvan tobbszor is valtozni fog a tartalom és nem biztos, hogy mindig
a jé irdnyba.

Az irodalomjegyzék alakulasa is elég hektikusnak mondhato, de belekeriiltek
nem csak a targyalt anyaggal kapcsolatos, hanem azon tilmutaté irodalmi utaldsok
is. Igyekeztem szabvanyos terminolégiat, definiciokat és jeloléseket hasznalni, de ez
biztosan nem mindig sikeriilt, ezért ezen a téren is folyamatos valtozasok lesznek.
Remélem legaldbb a jelolések kovetkezetességével nincs probléma. :-)

Célom mindéssze annyi volt, hogy rogzitsem mindazt, amit ma a topologiarol
minimum tudnia kell egy matematikaval komolyan foglalkozni kivané hallgatonak.

Masfeldl ez a jegyzetecske helyet teremt arra, hogy a szamomra idénként felme-
riill6 topologiai igyeket a helyiikre tegyem, igy varhatoélag ez az anyag rendszeresen
pontosodik és boviil majd.

Az nem cél, hogy ez az anyag valaha is teljesen véglegesedjen (habar egyszer
biztosan ,abba lesz hagyva” :-), ezért varhatd, hogy mindig lesznek benne félbe-
hagyott gondolatok, vagy akar kisebb hidnyossiagok is, amelyekre felhivé leveleket
észrevételeket barmikor szivesen fogadok.

Nagyon kevés az abra, mert dbrat rajzolni nehéz, és még nehezebb ha j6 dbrat
kell késziteni. Hogy mennyire sokat tud mondani egy abra, arra a kévetkezd, szemlé-
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ii El6szo

letiinket alaposan meglep megoldasu feladat a példa: Egy vékony, de tetszolegesen
nyujthaté és sszenyomhaté gumilapon van két lyuk, melyeken at egy fém karika
halad. A kérdés az, hogy van e lehetOség vagas és szakitas nélkiil olyan helyzetbe
hozni ezeket, melyben a karika mar csak egy lyukon megy keresztiil. Az aldbbi dbra
megmutatja mit kell tenni.

A megoldéas az dbra alapjan azonnal vilagos, de szavakkal aligha lehetne réviden
lefrni ;-).

Koszoném Horvath Erika és Biténé Tilinké Agnes segitségét a kezdeti anyag
egy részének gépelésében.

A 2020. aprilis 30-ai verzié létrejottében alapveto szerepet jatszott a SARS-
CoV-2 virus miatt 2020-ban kialakult COVID-19 vilagjarvany elfojtdsara alkalma-
zott kozosségi tavolsdgtartas, tovibba Lukacs Péter PhD hallgaté alapos megjegy-
zései. Sajnos a ,fejlesztés” ezuttal is csak abbamaradt, az anyag vége felé béven
vannak toredezett szovegrészek.

Szeged, 2009.12.21., 2010.01.28-03.19., 2013.01.02, 2020.03.20-04.30.
dr. Kurusa Arpad

P.s.: Minden olvasét kérek, hogy ha barmilyen hibat vagy hianyossagot talal e jegy-
zetben, még a legegyszeriibbet is, jelezze a kurusa@math.u-szeged.hu elektronikus
levelezési cimemre. A mér felfedezett hibakat valamint a sziikséges kiegészitéseket
a http://www.math.u-szeged.hu/tagok /kurusa weboldalamon folyamatosan kozzé-
teszem, illetve atviszem eme eJegyzet anyagiba.
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A halmazelméleti topologia alapjai

1.1. Topolégia definialasa

Definicié. Az X halmazt részhalmazainak egy ¥ rendszerével egyiitt topologikus
térnek nevezziik, ha

(1) 0 eTés X € T;

2 UeTésVeTesetbnUNY € F;

(3) ha U; € T valamely J halmaz minden i € J elemére, akkor (J,.,U; € T.

A (2) feltételt, mely formalalgebrai értelemben a metszésre valé zartsagot
jelenti, szokas végesmetszet-tulajdonsdgnak nevezni, ugyanis abbdl nem koévetkezik,
hogy végtelen sok ¥-beli halmaz metszete is T-beli. A (3) feltétel esetében az
unidképzésre valé zartsagrol beszéliink, habar ez jéval erdsebb, mint az algebrai
zZartsag.

Az (X, %) topologikus térben a T elemeit nyilt halmaznak, a nyilt halmazok
T rendszerét pedig topolégidnak nevezzik. Az X alaphalmaz elemeit kényelmi okok
miatt pontoknak mondjuk.

Vildgos, hogy egy halmaz az Gsszes részhalmazaval topologikus teret alkot,
de ugyanilyen trividlis topologikus teret kapunk, ha csak az alaphalmazt és az tires
halmazt tekintjik nyiltnak. El6bbit diszkrét, utébbit antidiszkrét topoldégidnak nevez-
ziik. Altaldban persze az alaphalmazrdl ezeknél t6bb informéciét hordozé topolégidt
érdemes vizsgalni.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az X halmazon a ¥, topoldgia erdsebb, bévebb, vagy
finomabb, mint a T, topoldgia, ha T; O Ts.

Ha a T, topologiaja erésebb, mint a %3 topoldgia, azt ugy is kifejezhetjiik, hogy
Ty gyengébb, sziikebb, vagy durvdbb, mint 5. A topoldgidk erésség szerinti rendezését
(X,%1) < (X,%y) jeloli, ha T3 C To. Vildgos, hogy egy adott alaphalmazon a
diszkrét topolégia a legerdsebb, az antidiszkrét pedig a leggyengébb topoldgia.

A val6s szdmok R halmazan péddul a To = {(—t,t) : 0 <t} U {0, R} egy igen
durva topolégia. Ennél joval finomabb topolégiat kapunk, ha a {(x,y) : ¢ <y, =,y €
R} U {0, R} halmaz elemei Osszes lehetséges unidjdnak T halmazat tekintjiik. Az
érdekl6dé olvaséd konnyen igazolhatja, hogy ez topoldgia. Ezt a topoldgiat a valds

cse s
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2 1. Topolégiai alapok

Definicié. Az (X, %) topologikus térben a Z C X részhalmazt zdrtnak mondjuk,
ha a Z := X\ Z komplementer halmaza nyilt, vagyis Z € .

A zart halmazok halmazira a T jelolést hasznéljuk.

Tétel. Az (X, %) topologikus térben
(1) 0,x e%;
(2) ha Y, Z €T, akkor YU Z € %;
(3) ha valamely J halmaz minden i € J elemére Z; € T, akkor ;e Zi € T.

Bizonyitas. Nyilvan §,X € T, hiszen ) = X € T és X = ) € T. Az (1) allitést
igazolja, hogy YU Z = YN Z € T. A (2) allitast igazolja, hogy Nics Zi = Ui Z; €

<. [ ]

Minthogy a nyilt halmazok csak véges sok metszésre, a zart halmazok pedig
csak véges sok uniora zartak, érdemes bevezetni a komplementer-képzéssel egymésba
alakul6 alabbi fogalmakat.

Definicié. Megszamlalhat6 sok nyilt halmaz metszetét Gs-halmaznak, megszamlal-
hato6 sok zart halmaz unidjat pedig F, -halmaznak mondjuk.

Vildgos, hogy minden Gs-halmaz komplementere F,-halmaz, és forditva, min-
den F,-halmaz komplementere Gs-halmaz, tovabba megszamlalhato sok Gs-halmaz
metszete Gs-halmaz és megszamlalhato sok F,-halmaz unidja F,-halmaz. Ugyan-
akkor megszamlalhaté sok Gs-halmaz uniéja mar nem feltétlentil Gs-halmaz (erre
a Fiiggelék F.3 szakaszdnak vége mutat példat).

A topologia szeparaciés tulajdonsagait az aldbbi, més helyeken néha maskép-
pen sorszamozott vagy fogalmazott, szétvdlasztdsi axiomdak fogalmazzak meg. FEgy
adott pontot tartalmazé nyilt halmazt a pont kérnyezetének neveziink. A pont egy
kornyezetét tartalmazéd zart halmazokat pont zdrt kornyezeteinek hivjuk.

To (Kolmogorov) Minden pontpar legaldbb egyik elemének van a masikat nem
tartalmazo6 kornyezete;

T1 Minden pontpar mindkét elemének van a masikat nem tartalmazé kornyezete;

T] Minden pont komplementere nyilt, vagyis minden pont zért halmaz;

T5 (Hausdorff) Minden pontpar elemei szétvalaszthatéak diszjunkt kornyezetek-
kel;

T5 Egy pont és egy 6t nem tartalmazd zart halmaz szétvalaszthaté diszjunkt
kornyezetekkel;

T% Minden pont minden kérnyezetében létezik a pontnak zart kornyezete is;

Ty Két diszjunkt zart halmaz szétvalaszthatd diszjunkt kornyezetekkel;

T, Minden zart halmaznak minden kornyezetében létezik zart kornyezete is.

KuRrusa ARPAD
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1.2 Topolégidk megadésa 3

-Altaléban egy topologikus teret T;-térnek hivunk, ha teljesiti a T; axiémat.

Tétel. Egy (X, %) topologikus téren
(1) Ty akkor és csak akkor teljesiil, ha Ty is teljestil,
(2) T3 akkor és csak akkor teljesiil, ha T4 is teljesiil, és
(3) Ty akkor és csak akkor teljesiil, ha Ty is teljestil.
Tovabba
(4) ha Ty teljesil, akkor Ty is,
(5) ha Ty teljesiil, akkor Ty is;

Bizonyitas. Itt csak néhany allitast igazolunk, a tobbi az olvaséra marad.

(1: Ty = TY) Tekintsiink egy tetszéleges X € X pontot, és tetszbleges Y # X
pontra jeloljon Uy egy olyan, az Y pontot tartalmazoé nyilt halmazt, amely nem
tartalmazza az X pontot. Ekkor {X} = &'\ Uy x Uy, ami igazolja, hogy { X} zart
halmaz.

(1: T{ = T1) Az X\ {X} nyilt halmaz minden, az X ponttdl kiilénbozd
pontot elvdlaszt az X ponttol.

(3: Ty = Tj) Ha Z és N zért halmazok diszjunktak, akkor Ty értelmében
léteznek olyan diszjunkt nyilt ¢,V € T halmazok, melyekre Z C U és N C V.
Ekkor Z C U C V C N, ami bizonyitja az allités ,,csak akkor” részét, hiszen V zart
kornyezet az N kornyezetben.

(3: Ty = Tj) A zart 2, € T halmazok legyenek diszjunkat. Ekkor Z C )
és igy Ty szerint létezik olyan nyflt U és zart V halmaz, melyre Z C U C V C ).
Eszerint Z C U, Y C V és nyilvan U NU~ = (), ami bizonyitja az allitds ,akkor”
részét. -
Definicié. Egy (X, ¥) topologikus teret

e Hausdorff-térnek neveziink, ha teljesiti a T» axiémat,

e Kolmogorov-térnek mondunk, ha teljesiti a Ty axiomat,
o reguldrisnak hivunk, ha ¥ € Ty NT3, és

e normdlisnak neveziink, ha T € Ty N Ty.

Vilagos, hogy a normalis terek regularisak, a regularis terek pedig Hausdorffak,
de vannak Kolmogorov-terek, amelyek nem Ti-terek, és vannak olyan T;-terek,
amelyek nem Hausdorff-terek.

1.2. Topolégiak megadasa

Ha adott egy topologikus tér, akkor konnyen definidlhaté annak megfelel6 részhal-
magzain is topologia.

TOPOLOGIAI ALAPISMERETEK
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4 1. Topolégiai alapok

Tétel. Ha egy (X, %) topologikus tér alaphalmazinak Y egy részhalmaza, akkor
V. AYNU U e X}) is topologikus tér.

c sz

rendszerre, ahol ¥ = {YNU : U € T}.

Vildgos, hogy 0, € %', tehdt az (1) feltétel teljesiil.

A (2) feltételt igazolja, hogy U’, V' € T’ esetén valamely U,V € T nyilt halma-
zokrall’ = YNU és V' = YNV, amiért U’ NV = (YNU)N(YNV) =YNUNY) € T

Hasonlban érveliink a (3) feltétel tigyében is, ugyanis ha valamely J halmaz i
elemeire U; € T, akkor valamely U; € T halmazra U] = Y NU;, amiért | J, U] =
Uies X NU) =Y NV (U Us) € T -

Az alaphalmaz valamely részhalmazan a tétel dltal megadott topolégiat relativ
topoldgidnak vagy orokolt topoldgidnak nevezzik. A jelolés pontossdgat alig, ugyan-
akkor a hosszat érdemben csokkentve, a relativ topoldgiat ugyanazzal a betiivel
adjuk meg, mint az alaphalmazon adottat, vagyis (¥,%) := (V,{¥NU : U € T}),
ahol a ¥ elemei nem feltétlenil ) részhalmazai.

Tetszéleges X halmazon altaladban nem ilyen egyszeri egy topoldgia megadasa,
am kihasznalva a nyilt halmazok halmazanak az unidképzéssel szembeni zartsagat,
a topoldgia megadasihoz sziikséges részhalmazok szamat jelentésen csokkenthetjiik.

Definicié. Az (X, %) topologikus térben a B C T részhalmaz-rendszert a T topolé-
gia bdzisdnak nevezziik, ha ¥ minden eleme el6éll a B halmaz megfelel6 elemeinek
unidjaként.

Félreértések elkeriilése végett jo6 ha megjegyezzik, hogy ez a bazisfogalom
jelentGsen eltér a linearis algebraban megszokottol, ahol csak a legsziikebb generald
részhalmazokat nevezziik bazisnak. Azt is jegyezziik meg, hogy T maga is bézisa
onmaganak.
egy bézisa. Az érdekl3dd olvasé azt is beldthatja, hogy {(p,q) : p < ¢, p,q € Q} is
egy bézis. Erdemes felfigyelni r4, hogy az utébbi bézisnak ,minddssze” megszam-
lalhat6éan sok eleme van.

A béazis megadasahoz sziikséges elemszamot is csokkenthetjiik a nyilt halmazok
véges sok metszéssel szembeni zartsagat hasznélva.

Definicié. Az (X, %) topologikus térben az & C ¥ részhalmaz-rendszert a ¥ topo-
l6gia szubbdzisanak vagy elébdzisinak mondjuk, ha véges metszeteinek halmaza a
T egy bazisa.

KuRrusa ARPAD
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1.2 Topolégidk megadésa 5

ez

{(z,0) : © € R} egy szubbézisa, de az imént mésodjira adott bdzis alapjan
{(=00,q) : ¢ € Q} U{(p,0) : p € Q} is egy szubbézis.

Definicié. A B C P(X) részhalmaz-rendszert kornyezetbdzisnak nevezzik, ha
(1) minden X € X pont esetén létezik U € B, melyre X € U,
(2) minden U,V € B esetén, ha X € U NV, akkor 1étezik olyan W € B, melyre
Xewcuny.

Az (1) és (2) feltétel atfogalmazhato:
(1’) a kornyezetbézis elemeinek uniéja tartalmazza az alaphalmazt,
(27) a kornyezetbézis két elemének metszete a kornyezetbazis megfeleld elemeinek
unidja.
Egy ‘B kornyezetbazis azon elemeit, melyek tartalmaznak egy adott X pontot,
az X pont kérnyezeteinek nevezzik. Ezek halmazat B x jeloli.

Lemma. Legyen B C P(X) egy kirnyezetbdzis. Ekkor:
(0) Bx nem dires;
(1) U € Bx esetén X € U;
(2) U,V € Bx esetén létezik olyan W € Bx, melyre W CUNV;
(8) U eBx ésY €U € B esetén létezik olyan W € By, melyre W C U;

s sz

c sz

kovetkezik.
A (3) 4llitds igazoldsdhoz vegyiik észre, hogy V € By esetén a kornyezetbdzis
definici¢janak (2) pontja szerint létezik olyan W € By, melyre W CUNV C U.

Tétel. Legyen az X halmazon minden X € X pontjdhoz adott eqy Bx C P(X)
részhalmaz-rendszer, melyre teljestinek az eldbbi lemma (0) — (3) pontjai. Ekkor a
B := Uxcxr Bx részhalmaz-rendszer egy kornyezetbdzis.

Bizonyitas. Vildgos, hogy a B részhalmaz-rendszerre teljesiil a kornyezetbazis defi-
(2) pontjit kell ellenérizniink.

Ha X e UNYV valamely U,V € B esetén, akkor a B definiciéja miatt van olyan
U és V pont, hogy U € By és V € By. Minthogy X e U NV, a (3) feltétel szerint
van olyan Wy € Bx, melyre Wy C U, és ugyanezért van olyan Wy € B x, melyre
Wy CV. A (2) feltétel miatt ekkor létezik olyan W € B x, melyre W C Wy N Wy,

s sz

TOPOLOGIAI ALAPISMERETEK
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6 1. Topolégiai alapok

Az (X, %) topologikus térben tekintsiik minden X pontra a Tx :={U : X €
U € T} halmazt. Nyilvin T = (Jy ., Tx, ami igazolja, hogy minden topolégia
egyben kornyezetbézis is (ez persze a definiciébdl kozvetlentil is beldthatd). Most
ennek ,forditottjat” mutatjuk meg.

Tétel. Legyen adott az X halmazon egy B C P(X) kérnyezetbdzis. Ekkor a

T = { U U; = T tetszdleges halmaz, és U; € B minden i € TJ}
i€J
részhalmaz-rendszer eqy topoldgia, melyre Bx C Tx minden X € X pontban.

s sz

c sz

c sz

A topoldgia definici6ja (2) feltételének bizonyitasahoz legyen U,V € T. Ekkor
T definicigja értelmében valamely J és J halmazok és ezek ¢ € J és j € J elemeihez
rendelt U;,V; € B halmazok esetén U = (J,.,U; és V = J. .5 V;, amiért

unv=(Ju)n(Uv)=U@n(Uw))=UUwny.
i€J JEJ €T JEJ i€J JEY

c sz

minden X € U; N V; ponthoz van olyan W, ; x € B, melyre X €¢ W, ; x CU; NV,
amibdl kévetkezik, hogy U; NV = Uxey,ny, Wiix s igy

unv=UJU U WixeT

i€JjeT XEZ/MTVJ-

e sz

Eredményiink konnytivé teszi topoldgidk definidldsat kiilonféle halmazokon.
Példdul a valés szdmok R terén az x € R és e € Q4 szdmokkal definidlt B, . = {y €
R : |z — y| < €} halmazok 9B halmaza kornyezetbézis.

Legyenek adottak a valamely J halmaz i € J elemeihez rendelt (X;,T;) topo-
logikus terek, és képezziik ezek alaphalmazainak X' = ], &; Descartes szorzatat.
Azt a p;: X — X; figgvényt, melyre p;((X;)ics) = X;, a j-edik projekcionak
nevezzik.

Definicié. Az (X;,%;)ics topologikus terek topologikus szorzatdin azt az (X, %) to-
pologikus teret értjiik, melyre az & = |J;.,{p; '(U) : U € T;} részhalmaz-rendszer
a T szorzattopologianak egy szubbazisa.
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1.3 Halmazok és pontjaik tipusai 7

Konnyt igazolni, hogy az J véges részhalmazait hasznalva

%:G{H%X I % thiesi, 3:C, |3k|:k}

k=1 1€Tg jijk

a ¥ szorzattopolodgia egy bazisa. Topologikus terek szorzésa helyett az egyesitésiikkel
is nyerhet6 tjabb topologikus tér.

Tétel. A diszjunkt (X, %) és (V,X) topologikus terekbsl képezett (Z,%) pdr, ahol
Z=XUYéT={UUV:UEcT éVeT}, egy topologikus tér.

Az allités bizonyitésa az olvaséra marad. A fenti eljarassal 1étrejovs (Z, %)
topologikus teret az (X, %) és (), T) topologikus terek diszjunkt unidjinak nevezziik.

1.3. Halmazok és pontjaik tipusai

Definicié. Az (X,T) topologikus térben a H C X halmaz lezdrtjinak nevezzik a
H halmazt tartalmazé Osszes zart halmaz H™ metszetét, vagyis H™ =, ZcT 2

A H C X halmaz belsejének nevezziik a ‘H halmaz dltal tartalmazott Gsszes
nyilt halmaz H° uniéjét, vagyis H° = Uyexpcwy U-

A zért halmazok metszésre val6 zdrtsidga alapjan minden halmaz lezartja zart
halmaz, és zart halmaz lezartja megegyezik magéval a halmazzal.

A nyilt halmazok egyesitésre valé zdrtsiaga alapjdn minden halmaz belseje nyilt
halmaz, és nyilt halmaz belseje megegyezik magéval a halmazzal.

Definicié. Az (X, %) topologikus térben az X € X pontot a H halmaz érintkezési
pontjdnak nevezziik, ha minden U € Tx esetén U NH # 0. Az X € X pont a H
halmaz
e hatdrpontja, ha az X pont a H halmaznak és a komplementerének is érintkezési
pontja;
e belsd pontja, ha van olyan U € Tx, melyre U C H;
e kiilsé pontja, ha van olyan U € Tx, melyre U C H.

Vilagos, hogy a H halmaz minden pontja egyben érintkezési pontja is, de a H
halmaz nem feltétleniil tartalmazza minden érintkezési pontjat. A H halmaz belsd
pontjai mind elemei a H halmaznak, és nyilvan a nem bels6 érintkezési pontok a
hatarpontok.

A H halmaz bels6 pontjainak halmazat int H, hatarpontjainak halmazit 0H,
kiilsé pontjainak halmazat pedig ext H jeloli.
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8 1. Topolégiai alapok

Tétel. Egy részhalmaz belseje pontosan a belsé pontjainak halmaza. Eqy részhal-
maz akkor és csak akkor nyilt, ha megegyezik a belsejével. Barmely H részhalmazra

(H°)° = HE.

Bizonyitas. Ha B € H°, akkor nyilvin a H halmaz belsé pontja. Ha B a ‘H halmaz
belsé pontja, akkor van olyan U € Tp kornyezete, mely a H halmaznak része, igy
H® definiciéja értelmében U C H°.

Ha H = H°, akkor H nyilvan nyilt, hiszen H° nyilt. Ha U/ egy nyilt halmaz,
akkor U° definicidja értelmében U C U°, masrészt nyilvan U° C U, tehat U = U°.

Végiil H° nyiltsagadbol kovetkezik az utolsé allitas. -

Tétel. Egy részhalmaz lezdrtja pontosan az érintkezési pontjainak halmaza. Egqy
részhalmaz akkor és csak akkor zdrt, ha megegyezik lezdrtjaval. Bdrmely H részhal-
mazra (H™)” =H".

Bizonyitas. Legyen F a H egy érintkezési pontja. Ha E € H ™, akkor erre az els6
allitas teljesiil. Ha E € H—, akkor H~ zartsdga miatt H~ nyilt. Csakhogy az E
érintkezési pont, igy az H— € Tp esetén is H— NH # 0, amibdl az

DAEH- NHCHNH=0

ellentmondas adédik, vagyis F € H™.

Ha E € H~, és E érintkezési pont, akkor erre az els¢ allitas teljestil. Ha E
nem érintkezési pontja a H halmaznak, akkor valamely U4 € Tg kornyezetének
nincs kézos pontja a H halmazzal. Eszerint H C U, amiért H~ C U, és igy az
E € U ellentmondas adédik, vagyis E érintkezési pont, és ezzel az els6 allitast teljes
egészében belattuk.

Ha H = H~, akkor H nyilvan zart, hiszen H~ zart. Ha Z egy zart halmaz,
akkor Z~ definiciéja értelmében Z— C Z, masrészt nyilvan Z C Z7, tehat Z2 = Z~.

Végiil H~ zartsagabol kovetkezik az utolso allitas. -
Fentiek értelmében azonnal adédnak a kévetkezé tétel formulai.

Tétel. OH = H N (X \H)~ = X\ H), extH = (X \H)°, H™ = H° UIH és
X =H UOHUextH.

Definicié. Az (X, %) topologikus térben az X € X pontot a H halmaz torldddsi
pontjainak nevezzilk, ha minden U € Tx halmazban van olyan H € H pont, melyre
H# X.
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1.3 Halmazok és pontjaik tipusai 9

Jegyezziik meg, hogy egy torlédési pont lehet belsé pontja vagy akar hatarpont-
ja is a H halmaznak, de sem a belsd, sem a hatarpontok nem feltétlentil torlédési
pontok.

A H halmaz X hatarpontjat izoldlt pontnak nevezziik, ha X nem torlédési
pont. Nyilvan minden izolalt X pontot tartalmaz egy olyan nyilt halmaz, amely a
‘H halmazbdl egyediil az X pontot tartalmazza.

Vildgos, hogy minden torloédasi pont és minden hatarpont is érintkezési pont
is, ezért adodik, hogy a zart halmazok tartalmazzdk torlédasi és hatarpontjaikat is.

Definicié. Az (X, %) topologikus térben az X € X pontot az {X;}22; C X pontso-
rozat hatdrértékének mondjuk, ha minden U € Ty halmazra U N {X;}52; véges sok
pontot tartalmaz.

Vegytk észre, hogy a hatarérték nem feltétlen torlédasi pont, hiszen ha a
pontsorozat konstans, vagyis X; = X, akkor X hatarérték, de nem torlédasi pont.
A torlodéasi pontok sem feltétlentl hatarértékek. Az olvasora marad példat mutatni
erre.

Definicié. Az olyan pontsorozatokat, melyeknek egyetlen hatdrértéke van, kon-
vergensnek nevezziik. Konvergens sorozat hatarértékének jelolésére a szokésos
X =1lim;_, o X; jelolést alkalmazzuk.

Hausdorff-térben minden sorozatnak legfeljebb egy hatarértéke van, mert kii-
16nb6z6 pontoknak van Sket tartalmazé diszjunkt kérnyezetiik, de egy sorozatnak
mindkét kornyezetbol csak véges sok eleme maradhatna ki ahhoz, hogy mindkét pont
a hatarértéke legyen. Hausdorfl-térben tehat ha van hatarértéke egy sorozatnak,
akkor az a sorozat konvergens.

Tétel. Megszamldlhatd bdzisi (X, T) topologikus térben egy {X;}32, C X pontso-
rozat minden X € X torléddsi pontjahoz, van olyan i; nem csékkend szdmsorozat,
melyre X az {X;;}32, sorozat hatdrértéke.

Bizonyitas. A megszamlalhat6 bézist (X, T) topologikus térben, vegyiink egy meg-
szamlélhaté {Uy, }72 | bazist. A baziselemek koziil az X pontot tartalmazdk halmaza
legyen {Uy,}72,, és legyen V; = ﬂizl Uy, Minthogy V; € Tx és X a pontsorozat
torlédasi pontja, minden V; nyilt halmaz tartalmazza a sorozatnak legaldbb egy, az
X ponttdl kiillonb6zo elemét.

Ha valamely V; € Tx nyilt halmazban csak véges sok eleme van az {X;}2,
pontsorozatnak, akkor ezek koziil legyen X;, a legkisebb indexti elem.

Ha a V; € Tx nyilt halmazok mindegyike végtelen sok pontot tartalmaz az
{X;}2, pontsorozatbdl, akkor vilasszuk az ¢; szdmot 4gy, hogy X;, € V;. Ha i;
mér adott, akkor valasszuk az i;11 szdmot gy, hogy X, ., € Vj41 N{Xi}2; 4.
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Az i; sorozat ekkor nyilvan nem csékkend, minden V; halmaz tartalmaz leg-
aldbb egy pontot az {X;, }32, pontsorozatbdl, tovdbba barmely nyilt U € Tx hal-
mazra az U N {Xi, }°° legfeljebb véges sok elemet tartalmaz, mert valamely j € N

esetén Uy, C U, amiért V; C U, viszont {X;,}152, NV; C{X;,}_;. -

A bizonyitasbdl 14tszik, hogy ha az {X;}5°, pontsorozatban nincs olyan pont,
mely az X pontnak minden koérnyezetében benne van — Hausdorff-térben ez csak
ugy lehetne, ha a sorozat egy indextdl kezdve konstans lenne—, akkor az ¢; sorozat
szigorian névekve.

1.4. Fedések

Az (X, %) topologikus térben azt mondjuk, hogy az X részhalmazainak egy ¢ rend-
szere lefedi az ) C X részhalmazt, ha elemeinek unidja tartalmazza az ) halmazt.
Egy ilyen halmazrendszert fedérendszernek, vagy fedésnek neveziink.

Egy € fedést lokdlisan végesnek mondunk, ha minden pontnak van olyan kor-
nyezete, ami a fedésnek legfeljebb véges sok elemét metszi. Nyitottnak mondjuk a
fedést, ha minden eleme nyilt halmaz.

Lindelof lefedési tétele. Megszamlalhato bdzistu tér nyitott lefedésébdl kivdlaszthato
egy megszamldlhato lefedés.

Bizonyitas. Legyen € = {C;};c5 egy nyilt fedése a megszamldlhatd bazisa (X, %)
topologikus térnek, és vegyiink egy megszamlalhaté {U;}32, bézist.

Minthogy minden nyilt halmaz a bézis elemeinek unidja, a bazis minden U}
eleméhez 1étezik a fedésben olyan C;(;) halmaz, melyre U; C Cy(;). A {C,(J }

megszamlalhaté halmazrendszer viszont fedés, mert X = Ujoil U; = i=1Ci) m

Egy topologikus teret Lindeldf-térnek neveziink, ha barmely nyitott lefedésé-
bdl kivalaszthaté megszamlalhato lefedés. Erdsen Lindeldf-térnek nevezzik ezt a
topologikus teret, ha minden nyilt részhalmaza is Lindelof-féle.

Definicié. Az (X,T) topologikus teret kompaktnak nevezziik, ha minden nyitott
lefedésében van véges lefed6 rendszer is.

A K C X részhalmazt kompaktnak hivjuk, ha (K, T) kompakt.

Az (X, %) topologikus teret az X € X pontjandl lokdlisan kompaktnak nevez-
ziik, ha X valamely kornyezetének lezartja kompakt. Az (X, %) topologikus teret
lokalisan kompaktnak mondjuk, ha minden pontja valamely kompakt részhalmaza-
nak bels6 pontja.
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1.4 Fedések 11

Konnyt igazolni, hogy Hausdorff-tér esetén a lokalis kompaktsaghoz elegendd,
ha minden pontnak van olyan kornyezete, amelyet egy kompakt halmaz tartalmaz.
A valds szdmok halmaza példaul lokalisan kompakt, de nem kompakt.

Definicié. Egy halmazrendszert végesmetszet-tulajdonsdgunak neveziink, ha barmely
véges sok elemének metszete nem iires.

Egy topologikus térre azt mondjuk, hogy teljesiti a Riesz-féle metszetfelté-
telt, ha zart halmazai barmely végesmetszet-tulajdonsagti halmazrendszere minden
elemének metszete nem fires.

Tétel. Egy tér akkor és csak akkor kompakt, ha teljesiti a Riesz-féle metszetfeltételt.

Bizonyitas. Ha a tér teljesiti a Riesz-féle metszetfeltételt, és {U; }icy egy nyilt lefe-
dése, akkor ;. U; = 0 esetében valamely n € N szdmra ﬂ 1 U(j) = 0 kovetkezik,
amibdl {U;(;) }7—, egy véges fedés, tehdt a tér kompakt.

Ha a zdrt halmazokbdl 4116 {Z;};c5 rendszer elemeinek metszete iires, vagyis
Nicsy Zi = 0, akkor ;o4 Z; = X alapjén {Z;}ie5 egy fedés, igy a kompaktsig miatt
Valamely n € N szdmra UFl Zi(j) = X kovetkezik, amibdl ﬂj:1 i) = 0 adodik,
tehat teljesiil a Riesz-féle metszetfeltétel.

Tyihonov-tétel. Véges sok kompakt topologikus tér szorzata is kompakt.

Bizonyitas. Legyen (X, %) és (),T) is kompakt topologikus tér, tovibbd € =
{C;}ies a szorzattérnek a szorzattopoldgidban nyilt fedése.

Minden (X,Y) € & x Y pontra van olyan C;, , eleme a fedésnek, amely
tartalmazza az (X,Y) pontot. Mivel C; , nyilt, a szorzatopolégia definicidja miatt
ekkor van olyan U;, , € Tx és Vi, € Ty kornyezetek rendre az (X,T) és (Y, T)
terekben, hogy Uiy, X V)N (Vixy X X) CCixy -

Vilagos, hogy tetszéleges Y € Y esetén {U;, , }xecx az X egy nyilt fedése,
amiért elemei koziil Véges sok is, mondjuk {L{ix%)y is fedi az X alaphalmazt.

Ugyanakkor {1 _

m=1

tyey az Y egy nyilt fedése, amiért elemei koziil véges

XY Y
sok is, mondjuk {ﬂ Vi e Mo_,, is fedi az ) alaphalmazt. Eszerint
Y
4n n
U o, 2U U, 0o, xx
k,m=1 k=1m=1
= U ( UUZXYkY Xy)ﬁ( ﬂ VZXYkY XX)
k=1 m=1 * m=1 *
L n
_ U(Xxy)m( N Vi, xX)
k=1 m=
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ami igazolja, hogy ) x X kompakt. -

Tétel. Minden (X,%) topologikus tér minden kompakt K részhalmaza barmely vég-
telen ponthalmazdinak van a K részhalmazba esé torléddsi pontja.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a kompakt K C &X' részhalmazban létezik olyan P =
{P;}32, C K pontsorozat, melynek nincsen torlddési pontja a K halmazban.

Vilagos, hogy ekkor I egyetlen pontja sem torlédési pontja a P ponthalmaznak,
igy a torlédasi pont definicidéja szerint minden K € K pontnak van egy olyan
Uk € Tk kornyezete, mely nem tartalmazza az P \ {K} ponthalmaz egyetlen
pontjat sem.

A nyilt halmazokbdl all6 {Up, }21 UUex\p U rendszer lefedi a K halmazt,
ugyanakkor az {Up, }52, halmaz barmely elemét elhagyva a P valamely pontjdnak

fedettsége megszlinik. Ez bizonyitja az allitast. -

Definicié. Az (X, %) topologikus teret szekvencidglisan kompaktnak mondjuk, ha
minden végtelen sok pontjat tartalmazé részhalmazanak van torlédasi pontja.

Az Y C X részhalmazt szekvencidlisan kompaktnak hivjuk, ha (), T) szekven-
cidlisan kompakt.

El6bbi tételiink szerint tehat minden kompakt halmaz szekvencidlisan kompakt,
azonban utébbibdl altalaban nem kévetkezik a kompaktsag se és a zartsag se.

1.4.1. Tétel.
(1) Kompakt topologikus tér zdrt részhalmaza kompakt.
(2) Szekvencidlisan kompakt topologikus tér zdrt részhalmaza szekvencidlisan kom-
pakt.

Bizonyitas. (1) Tekintsiik a zért Z részhalmazt és annak egy € nyilt lefedését.
Ekkor {Z} U € a tér egy nyilt lefedése, amibdl a kompaktsag miatt véges sok is
lefedi a teret, igy a Z zart halmazt is. Ezen véges sok nyilt halmaz, ha Z koztiik
van, akkor azt eldobva, bizonyitja az allitast.

(2) Vizsgdljunk a zért Z részhalmazban egy P = {P;}2, C Z pontsorozatot.
A tér szekvencidlis kompaktsdga miatt a P sorozatnak van torlédasi pontja. Ez a
torlédési pont a Z halmaznak is torlddasi, igy érintési pontja, igy Z zartsaga miatt

a Z halmazba esik. -
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Definicié. Egy topologikus térre azt mondjuk, hogy Cantor-tulajdonsdgi ha nem
iires zart halmazai barmely egymaéasba skatulyazott Zo 2 2, D --- D Z; D ---
sorozatdnak (:-, Z; metszete nem iires.

Ha egy topologikus tér teljesiti a Riesz-féle metszetfeltételt, akkor természete-
sen Cantor-tulajdonsagu, de ennek megforditasdhoz tovabbi feltételek kellenek.

Tétel.
(1) Szekvencidlis kompakt topologikus tér Cantor-tulajdonsdgi.
(2) Cantor-tulajdonsdgi Lindelof-tér kompakt.

Bizonyitas. (1) Minden ¢ € N szdmra vegyiink egy X; pontot a Z; zart halmazbdl.
A szekvencidlis kompaktsig miatt az {X;}5°, pontsorozatnak van egy X torlodasi
pontja. Mivel minden j € N szamra {X;}2; C Z;, a Z; zartsdga miatt X € Z;
minden j € N szdmra. Eszerint X € ;2 Z;, ami az els§ allités.

(2) Legyen € = {C;}icy egy nyilt fedés. A Lindelof-tulajdonsag kévetkeztében
ebben van egy € = {C;}?°; megszdmldlhaté nyilt fedés. Vegyiik a Z,,, = -, C;
zart halmazokat. Ezek egymasba skatulydzott 2, O 25, O --- D Z,, D - - - sorozatot
alkotnak, és metszetiik {ires, igy valamelyik Z,, halmaz iires. Ez pontosan azt jelenti,

hogy a tér kompakt. -

A (2) allitas alapjan a Riesz-féle metszetfeltétel megszdmlélhatd bézis esetén
is kovetkezik a Cantor-tulajdonsagbdl.

Definicié. Az (X, %) topologikus térben a H C X halmazt (mindendiitt) sdrinek
mondjuk, ha H~™ = X. A H halmazt a  C X halmazban slirlinek nevezziik, ha
KCH™

A H C X halmazt seholsem striinek hivjuk, ha nincs olyan U € ¥ nyilt halmaz,
amiben slirl lenne.

Fontos megjegyezni, hogy minden halmaz slirti 6nmagaban, és véges sok sehol-
sem siird halmaz unidja is seholsem stiri, amit az olvaso egy indirekt bizonyitassal
koénnyen igazolhat.

Tétel. Ha az (X,T) topologikus térben a H C X halmaz strd az U € T nyilt
halmazban, akkor UNH)” =U".

Bizonyitas. Vildgos, hogy (U NH)™ C U™, ezért elég ennek forditottjit igazolni.
Legyen X e U™ ésV € Tx. Ekkor VN (UNH) = (VNU) NH nem iires, mert
VNU nyilt, és H stirt. Eszerint X minden kornyezete belemetsz a & NH halmazba,

vagyis az U N H halmaz érintkezési pontja, tehdt U~ C (UNH) ™. .
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Tétel. Az (X,T) topologikus térben a H C X halmaz aldbbi tulajdonsdgai ekviva-
lensek:

(1) a H sehol sem stird;

(2) a H~ sehol sem siird;

(3) a H™ halmaznak nincs belsé pontja;

Bizonyitas. (2)=(1) Ez vildgos, mert seholsem sfir{i halmaz részhalmaza is seholsem
str.
(1)=(2) Ha H~ nem seholsem s{ir(i, akkor van olyan & € ¥ nyilt halmaz,
amiben slirt, igy erre Y C (H™)~ = H ™~ teljesiil, amiért H sem seholsem stirti.
(2)=(3) Ez vildgos, mert minden halmaz s{ir(i minden részhalmazaban.
(3)=(2) Ha H~ nem seholsem s{ir(i, akkor van olyan & € ¥ nyilt halmaz,
amiben slrd, {gy erre U C (H™)~ = H~ teljesiil, amiért a A~ halmaznak U

minden pontja bels6é pontja. -

7y

Tétel. Nyilt, sirii halmaz komplementere zdrt, seholsem stiri halmaz. Zdrt, seholsem
strti halmaz komplementere nyilt, stri halmaz.

Bizonyitas. Ha U nyilt és siiri, akkor X =U~ = (X \U)™ = (X \U )~, amiért a
zart Y = U halmaz nem tartalmazhat belsé pontot.
Ha Z zart és seholsem sfirfi, akkor X = (X \ 27)" = (X \ 2)” = Z , amiért
a nyilt Z halmaz sfird. -
Ha a topolégia egy bézisénak minden elemébél kivélasztunk egy pontot(™),
az igy nyert pontok strli halmazt fognak alkotni. Ezt most megszamlalhaté bazis
esetén mutatjuk meg.

cse s

az alaphalmaznak létezik megszdmldlhato, siri részhalmaza.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy 8 a T topoldgia egy megszamlilhatd bazisa, vagyis
B = {U; }ien. Valasszunk minden ¢ € N esetén egy H; pontot az U; nyilt halmazbdl,
és legyen H = {H, };cn. Ekkor a H halmaznak minden nyilt halmazban van pontja,
ezért minden pont az érintkezési pontja, tehat H~ = X', vagyis a H halmaz stiri.

Definicié. Az (X,%) topologikus teret szepardbilisnak nevezzik, ha létezik meg-
szamlalhaté sirid részhalmaza.

()Ehhez a kivélasztési axiémat kell hasznalni. Lasd a Fiiggelékben!
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1.5. Folytonossag és homotoépia

Definicié. Az (X,%) és (X', %) topologikus terek alaptereinek egy f: X — X’
leképezését folytonosnak mondjuk, ha nyilt halmazok 6sképe nyilt, vagyis minden
U €T esetén f~HU') € .

A konstans fiiggvény tetszoleges topologikus terek kozt folytonos, valamint
egy topologikus tér 6nmagara valé identikus leképezése is folytonos.

Tétel. Az f: X — X' leképezés akkor és csak akkor folytonos az (X, %) és (X', T')
topologikus terek kézétt, ha

(1) T valamely B’ bdzisa minden B' elemének f~1(B') ésképe nyilt.

(2) T valamely &' szubbdzisa minden S’ elemének f~(S') dsképe nyilt.

Bizonyitas. (1) Minthogy ¥ minden eleme el$dll a bézisa elemeinek valamely
Useq B unidjaként és f~1(U;cq B) = Useq f71(B]) egy nyilt halmaz, az (1) 4l-
litast bizonyitottuk.

(2) A folytonossaghoz (1) értelmében elegendd bizonyitani, hogy az &’ szub-
bézis véges metszeteiként el64ll B’ bazis minden elemének dsképe nyilt. Minthogy
B’ minden eleme eldall valamely k € N értékre a szubbézis elemeinek ﬂle S! met-
szeteként és f‘l(ﬂf:1 S = ﬂle F71(8!) nyilt halmaz, a tételt bizonyitottuk.

A valamely J halmaz elemeihez rendelt (X, ;) topologikus terek (] [;.5 &3, T)
topologikus szorzatat vizsgalva megallapithatjuk, hogy a ¥ szorzattopologidval a
pj: [y X — & projekci6, melyre p;((X;)ics) = X, folytonos fiiggvény, hiszen
a szorzattopologianak éppen a projekciékkal megadott bazisat a képtér topologia-
jaba viszi. Az olvaséra marad annak bizonyitasa, hogy a ¥ szorzattopolédgia az a

leggyengébb topolégia az [ [, 4 A; halmazon, melyre minden p; projekci6 folytonos.

i€
Tétel. A kovetkez6k mindegyike ekvivalens az (X,%) és (X', ') topologikus terek
alaphalmazai kézti f: X — X' leképezés folytonossdgdval.

(1) minden zdrt halmaz Ssképe zdrt,

(2) minden H C X' halmazra f~1(H°) C (f~1(H))°,

(3) minden H C X halmazra f(H™) C (f(H))".

Bizonyitas. Az (1) 4llitdst az igazolja, hogy a zart halmaznak nyilt, a nyilt halmaz-
nak zart a komplementere.

A (2) 4llitas és a folytonossag ekvivalencidjat a kovetkez6k bizonyitjak: Nyilvan
FYHH®) C f~H(H), f folytonossdga miatt pedig f~1(H°) nyilt, amiért (2) kovet-
kezik. Ha (2) teljesiil, akkor barmely U/ € T’ nyilt halmazra f~1(U) = f~1(U°) C
(f~YU))° C f~1U), amiért f~1(U) nyilt, hiszen egybeesik a belsejével.
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A (3) allitdsbdl a folytonossig igazolasdhoz vegyiink egy tetszéleges nyilt
V € T halmazt. Ha az U := f~}(V) halmaz nem nyilt, akkor van olyan E € U
pontja, mely az U komplementernek érintkezési pontja. Tehat E € U NU és igy

FE) e fU nU)=fU )NV (fU) " nVv=V ny=0.

Ez ellentmond4s, amiért f~1(V) nyilt halmaz.

A folytonossigbdl a (3) igazoldsdhoz vegyiink egy tetszbleges H C X hal-
mazt. Mivel (f(H))™ zéart halmaz, (1) alapjan f~1((f(H))™) is zart. Viszont
P ) 2 FA(F(H)) = H, amiért [ ((F(H))7) 2 1 és gy (F(H))™ 2
f(H™), ami az igazolandé volt. .
Definicié. Az (X,%) és (X', T') topologikus terek alaphalmazai kozti f: X —
X' fuggvényt az X € X pontban folytonosnak mondjuk, ha minden U’ € T}(X)
kornyezethez van olyan U € Tx, hogy f(U) C U’'. Az ilyen pontokat, a fiiggvény
folytonossagi pontjainak nevezzik.

Tétel. Egy (X, %) topologikus téren adott f: X — R fiigguény folytonossdgi pontja-
inak halmaza Gg.

Bizonyitas. Definidljuk az wy: X — R fiiggvényt Ggy, hogy
wy(X) = inf{diam(f(U)) : U € Tx},

ahol diam a halmaz fels6 és alsé hatara kozti kiilonbség. Vilagos, hogy f akkor és
csak akkor folytonos egy X pontban, ha ws(X) = 0.

Minden n € N esetén legyen F,, = {X € X : nws(X) < 1}. Az F, halmazok
nyiltak, hiszen ha X € F,, akkor ninf{diam(f(U)) : U € Tx} < 1, amiért létezik
olyan U € T x, melyre ndiam(f(U)) < 1, ami igazolja, hogy minden Y € U pontban
ninf{diam(f(U)) : U € Ty} < 1.

A folytonossagi pontok halmaza tehdt (),—, F,, ami nyilvin Gs. -
Tétel. Az (X, %) és (X', T') topologikus terek alaphalmazai kozti f: X — X' leké-
pezés akkor és csak akkor folytonos, ha minden pontban folytonos.

Bizonyitas. Elészor tegyiik fel, hogy f folytonos, és vilasszunk egy tetszéleges X €
X pontot. Tetszoleges U}( x) € ‘I’f( X) nyilt kérnyezet esetén az f folytonossagabol
kovetkezik, hogy V = f‘l(L{}( X)) egy nyilt halmaz. Ugyanakkor f(X) € U}( x)
miatt X € V, tehat f folytonos az X pontban.

Tegyiik most fel, hogy f minden pontban folytonos. Vegyiink egy U’ € T’ nyilt
halmazt. A topoldgia bézisdnak tulajdonsdga, hogy minden X’ € U’ ponthoz lehet
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1.5 Folytonossig és homotopia 17

tgy vélasztani Uy, € By, kornyezetet, hogy U’ = |y, Uy legyen. A feltétel
miatt van olyan Ux € Tx, melyre f(Ux) C L{}(X)7 ezért

Fray= (U ue) = U e

X'elu’ X'elu’
= U )2 U “X
Xef-1u) Xef-1

A jobboldal tartalmazza a baloldal minden pontjat, igy valéjaban egyenloség all
fenn, ami bizonyitja a folytonossagot, hiszen a jobboldal nyilt halmaz. -
Ragasztasi lemma. Ha az f: X — X' leképezés az X valamely nyitott, vagy zdrt
és lokdlisan véges € fedésének minden elemén folytonos, akkor f is folytonos.

Bizonyitas. Legyen a két topologikus tér (X, %) és (X', T'). Legyen U’ € T'. Mint-

hogy minden C € € halmazra f: C — X" folytonos, f~1(U' N f(C)) nyilt a C rész-

halmazban, vagyis van olyan Ue € T nyilt halmaz, melyre f~1(U' N f(C)) = Ue NC.
Tegyiik fel, hogy € nyitott. Mivel

Fra=yutw = rtwnre)=Jweno,

Cece cec¢ cec

és Ue N C nyilt minden C esetén, f~1(U’) nyilt, ami igazolja a tétel 4llitdsat ebben
az esetben.

Most azt tegytiik fel, hogy € lokalisan véges és zart, és valasszunk egy tetszoleges
X € f~1(U'") pontot. A lokélis végesség miatt ennek van olyan V € Ty kdrnyezete,
mely a € fedésnek legfeljebb véges sok elemét metszi. Szamozzuk gy a )V altal
metszett elemeket, hogy az X pontot nem tartalmazéd elemek sorszama legyen
nagyobb, mint az X pontot tartalmazoé elemek sorszama, vagyis a V' kdrnyezetet
metsz8 Cq, Ca, ..., Cp (n € N) halmazok koziil az els6 k € N tartalmazza az X
pontot, a tobbi pedig nem. Minthogy a Cy11, ..., C, halmazok zartak, van olyan
W € Tx kornyezete az X pontnak, mely nem metszi ezeket, és igy W C Ule C

wo () = (Yovno) s (ﬂuc>:<jQ(Wmcj))m(ﬁuci>

k k
c (Uenue)=Uransencsu)
j=1 j=1
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mutatja, hogy az X pont W N (ﬂleb{ci) kornyezete f~1(U') része, ami igazolja,
hogy f~1(U’) nyilt. .

Tétel.
(1) Az identikus leképezés folytonos;
(2) Két folytonos leképezés dsszetétele is folytonos;
(3) Ha f folytonos, akkor (ugyanazon topoldgiakkal) bdarmely részhalmazra vett
flu megszoritdsa is folytonos;
(4) Ha f folytonos, akkor (ugyanazon topoldgidkkal) barmely a képterét tartalmazd
halmazba is folytonosan képez;

Az (1) allitds kiilonboz6 topologidk esetén az, hogy az identikus id: X — X
(id(X) = X)) leképezés akkor és csak akkor folytonos a (X, %) és (X, ') topologikus
terek kozott, ha a T topoldgia finomabb, mint a ¥’'. Ennek a tétel 4llitdsainak
bizonyitasa is az olvaséra marad.

Altalanositott Weierstrass-tétel. Kompakt halmaz folytonos képe kompakt.

Bizonyitas. Legyen f: X — X’ folytonos az (X, %) és (X', T’) topologikus terek
kozott. Legyen K C X kompakt, és legyen € az f(K) halmaz egy nyilt lefedése.

Vélasszunk az f(K) halmaz minden K’ pontjéhoz egy Cx/ € T’ nyilt halmazt
a € fedésbol. Ekkor

ccrtaoncsr( U )= U e = U e

K'ef(K) K'ef(K) Kek

azt bizonyitja, hogy az f folytonossdga miatt nyflt f~1(C #(k)) halmazok lefedik a
K kompakt halmazt. Ebbdl kévetkezik, hogy van véges sok, mondjuk n € N darab,
K; pont a K halmazban gy, hogy K C U, f~*(Cy(k,)) Eszerint

)< (U Cra)) = Uf Craen)) = U
1=1 i=1

ami igazolja az f(K) halmaz kompaktsagat. -

Jegyezziikk meg, hogy egy H C X siiri halmaz folytonos f fliggvény melletti
f(H) képe stirti a f(X) halmazban, mert barmely X’ € f(X') pont barmely U’ € Tx-
kornyezetének f~1(U’) 6se nyilt, tehat tartalmaz pontot a H halmazbdl, aminek
képe az f(H) N U’ halmazba esik. Mdsfel6l viszont egy sehol sem sfirii halmaz
folytonos képe lehet akar siirii is, amit az olvasé is belathat a sin: R — [—1,1]
fliggvény és az egész szamok példéjan.
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Definicié. Egy folytonos fiiggvényt homeomorfidnak neveziink, ha bijektiv és inverze
is folytonos.

Ha két topologikus tér k6zott 1étezik egy homeomorfia, akkor a tereket homeo-
morfnak hivjuk.

Az olvaséra marad a kovetkez6 tétel allitasainak bizonyitasa.

Tétel. Homeomorfidk kompozicidja homeomorfia, a topologikus terek homeomorfiz-
musa ekvivalencia-reldcio.

Egy homeomorfizmus a T és T topoldgidk, és a zart halmazok T és T’ halma-
zal kOzott is bijekcidt hoz 1étre, ezért két homeomorf topologikus tér a topoldgia
eszkozeivel nem megkiilonboztethet6. A topolégia, mint matematikai teriilet 1ényege
tehat a topologikus terek azon tulajdonsigainak vizsgalata, melyek homeomorfia
hatasara nem valtoznak.

Definicié. Az f: (X,%) — [0, 1] folytonos figgvényt, az A C X és B C X részhal-
mazokat szétvdlasztd fiiggvénynek nevezzik, ha f(A) = {0} és f(B) = {1}.

Egy teret Ts4-térnek mondunk, ha minden ponthoz és azt nem tartalmazé zart
halmazhoz 1étezik szétvalasztd fiiggvény.

Definicié. Az (X, %) topologikus teret teljesen reguldrisnak nevezzik, ha Ty és Tay.
Tyihonov térnek mondjuk a teret, ha Hausdorfl-féle és T34 (T € To N T34).

A folytonossag tulajdonsagai alapjan ha T34 teljesiil, akkor T3 is (de vannak
olyan T3-terek, melyek nem T34-terek), tehdt a teljesen reguldris topologikus terek
regularisak is.

Az Urison-lemma szerint a normélis topologikus terek teljesen regularisak.

Urison-lemma. Normdlis topologikus térben diszjunkt zdart halmazokhoz létezik oket
szétvalaszto fiiggvény.

Bizonyitas. Azt kell igazolnunk, hogy ha az (X, %) topologikus téren Ty és Ty is
teljesiil, akkor Tyy is teljesiil, vagyis tetsz6leges diszjunkt zart A, B € T halmazokhoz
konstrudlnunk kell ket elvdlaszté f: X — [0, 1] fiiggvényt.

Mivel A C B, ezért elébbi tételiink (3) allitdsa ( Ty < Ty) szerint létezik olyan
nyilt Uy € T halmaz, melyre A C Uy C U, C B. Legyen U := B.

Most rekurziv, indukciés médon definialjuk a kisebb sorszamuak lezartjait
tartalmazé nyilt halmazok egy Uy sorozatat az osszes [0, 1] ND diadikus tortre, ahol
D= {p/2™ :p,m € N}.

Az Uy és Uy nyilt halmazok tartalmazzak a kisebb sorszami halmazok lezartjait.
Els6 lépésként keresiink egy alkalmas nyilt U, /o halmazt. Mivel Uy C Ui, el6bbi
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tételiink (3) dllitdsa szerint 1étezik egy olyan nyilt U ;o halmaz, melyre Uy C U, /o C
Z/{f/Q C U;. Lathatolag tovabbra is fennall, hogy a megadott halmazok tartalmazzak
a kisebb sorszamu halmazok lezartjait.

Tegytik most fel, hogy U, /om mar minden p < 2™ pdratlan természetes szamra
adott, és ezek tartalmazzak a kisebb sorszdmu halmazok lezartjait.

Ha p egy péros természetes szdm, akkor legyen Uy, jom+1 := Uy 2) /2m -

Ha p péaratlan természetes szam, akkor valasszunk egy olyan, el6bbi tételiink
(3) allitdsa szerint biztosan létezé nyilt U, om+1 halmazt, melyre U1y jgm+r C
Uy jgm+1 C U;/2m+1 C Up41/2m+1. Vildgos, hogy ekkor tovabbra is fennall, hogy a
nyilt halmazok tartalmazzak a kisebb sorszamu nyilt halmazok lezartjait.

Ezzel minden [0, 1] szakaszra es6 diadikus torthoz hozzarendeltiink egy nyilt
kornyezetet gy, hogy ezek tartalmazzak a kisebb sorszamu nyilt halmazok lezartjait.

Legyen f: X — [0,1] az a fiiggvény, melyre

1, ha X € U,
f(X)=1.
inf{d: X ey, deDN[0,1]}, ha X €.

Ekkor minden X € A pontra f(X) = 0, hiszen A C Uy, tovibbd minden X € B
pontra f(X) = 1, hiszen U; = B.

Legyen 0 < e < t € (0,1) esetén V; . = f~1((t —e,t +¢)) és tekintsiink egy
X € Vi pontot. Nyilvan léteznek olyan pozitiv d; < dp diadikus tortek, hogy
t—e<d < f(X) <dy <t+e, amiért Wy, 4, = Ua, \ Uy, olyan nyilt kdrnyezete
az X pontnak, hogy f(Wa,.4,) C (d1,d2) C (t —¢€,t + ¢€), tehdt V; . nyilt halmaz.

Legyen 0 < & < 1 és Vo = f~1([0,¢)). Tekintsiink egy X € Vo . pontot.
Ha f(X) > 0, akkor léteznek olyan pozitiv d; < dy diadikus tortek, hogy 0 <
di < f(X) < do < e, amiért Wy, 4, olyan nyilt kérnyezete az X pontnak, hogy
fWa,.4,) C (di,d2) € [0,¢). Ha f(X) = 0, akkor létezik olyan pozitiv d diadikus
tort, hogy d < &, amiért U, olyan nyilt kornyezete az X pontnak, hogy f(Uy) C
[0,d) C [0,¢).

Legyen 0 < e < 1és V. = f~1((1 —¢,1]). Tekintsiink egy X € V; . pontot.
Ha f(X) < 1, akkor léteznek olyan pozitiv d; < dy diadikus tortek, hogy 1 —
e < di < f(X) < dy < 1, amiért Wy, 4, olyan nyilt kérnyezete az X pontnak,
hogy fWay.a,) € (d1,d2) C (1 —¢,1]. Ha f(X) = 1, akkor 1étezik olyan d < 1
diadikus tort, hogy 1 —e < d, amiért ZT(; olyan nyilt kornyezete az X pontnak, hogy
fU;) C(d,1]C(1—¢,1].

Ezzel a tételt belattuk. -
Definicié. A folytonos f,g: X — X' fiiggvényeket egymdssal homotépnak nevezziik,
ha van olyan folytonos h: [0,1] x X — X" fiiggvény, melyre h(0,-) = f és h(1,-) = g.
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A homotépia a folytonos fliggvények kozott ekvivalencia-reldacié, aminek bizo-
nyitasa a ragasztdsi lemma felhasznélasdval az olvaséra marad.

Tétel. Homotdp fiigguények dsszetétele homotdp fiigguényekkel homotdp.

Bizonyitas. Legyenek a folytonos f,g: X — X’ figgvények egymadssal homot6pok,
és legyenek a folytonos f’, g’ : X' — X" fiiggvények is egyméssal homotdépok.
Vannak tehat olyan folytonos h: [0,1] x X — &7 és R:]0,1] x X7 — X7
fiiggvények, melyekre h(0,-) = f, h(1,-) =g és ' (0,-) = f', W' (1,-) = ¢ .
Legyen h*: [0,1] x X — X" olyan, hogy h*(t, ) = h/(t,h(t,-)) minden
t € [0,1] esetén. Ekkor A*(0,-) = R'(0,h(0,:)) = A (0,f()) = f'(f()) és
h*(1,) = W' (1,h(1,-)) = h'(1,9(-)) = ¢'(9(*)), tovdbba h* folytonos, hiszen folyto-

nos fiiggvények Osszetétele. Ez bizonyitja a tételt. -

Definicié. Az (), T’) topologikus tér abszolit kérnyezet retraktum, ha minden (X, T)
normalis topologikus tér barmely Z C X zart halmazanak barmely f: Z — Y
folytonos fliiggvényéhez létezik a Z olyan U € ¥ nyilt kdrnyezete és azon egy g: U —
Y fiiggvény, hogy glz = f.

s sz

feliilet abszolut kérnyezet retraktum.

Borsuk homotdp folytatasi tétele. Legyen (X, %) normdlis tér, (V,T') abszolit
kornyezet retraktum, f: X — Y folytonos, Z C X zdrt, f: Z — Y pedig olyan, hogy
f=flz. Ha g: Z — Y homotdp az f leképezéssel, akkor létezik olyan folytonos
G: X = Y figguény, mely homotdp az f figguénnyel, és g = Gl z.

Bizonyitas. A feltétel szerint van olyan folytonos h: [0,1] x Z — Y, melyre h(0,-) =
fés h(1,) =g. A[0,1] x X egy normalis tér, amiben Z = ({0} x X) U ([0,1] x 2)
zért halmaz. Az Y abszolut kornyezet retraktum, ezért van olyan U C [0,1] x X
nyilt halmaz és folytonos h: U — Y figgvény, hogy Z C U és h‘ 0,1]xz = h és

hl{oyxx(0,7) = f _—

Mlnthogy ZésU diszjunkt zdrt halmazok, Urison lemmaéja szerint az [0, 1] x X
normalis téren van Sket elvalaszté £: [0,1] x X — [0, 1] fiiggvény, melyre £(U) = {0}
és ((2) = {1}.

Definialjuk a folytonos h: [0,1] x X — Y fiiggvényt a

hy(X) == h(t, X) = h(t - (t, X), X)

formulédval.
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Ekkor ho = h(0,-) = f, holz = h(0,)|z = h(0, )|z = f és
hi(X) = h(4(1,X), X)
h(1,X)=h(1,X)=g(X), haXcZ,
=< h(e(1,X),X), ha X ¢ Z és (£(1,X),X) ¢ U,
h(0,X) = f(X), ha (0(1,X),X)el.

tehat hy a g fiiggvény folytatésa, és homotép az hy = f fiiggvénnyel. Ez volt a

bizonyitando. -

1.6. Valésértéki folytonos fiiggvények

Tétel. Ugyanazon topologikus téren értelmezett valosértékid folytonos fiigguények
osszege €s szorzata is folytonos.

Bizonyitas. Legyen fi: (X,%) — R és fo: (X,%) — R is folytonos fiiggvény, és
tekintsitk az f:= f1 + fa: (X, %) — R fliggvényt.
Elég belatni, hogy az Ux r. = f~'({y € R: |f(X) — y| < £}) halmaz nyilt.
Legyen Y € Ux s.. Ekkor a § = e —|f(Y) — f(X)| szdm pozitiv. Az Uy 5, 5/2 =
1z € R:|fi(Y) — 2| < §/2}) halmazok (i = 1,2) az f1 és f» folytonossiga
miatt nyiltak, ezért a V = Uy, 5/2 N Uy, 5,2 halmaz is nyilt, és természetesen
tartalmazza az Y pontot. Ennek minden Z € V pontjara

1f(Z) = F(XOI < [f(2) = F)]+ [F(Y) = F(X)]
<[1(Z) = A+ 1f2(2) = o)+ [f(Y) = F(X)]
0 6

§§+§+8_5:€,

ami azt mutatja, hogy V C Ux ¢, amibdl f folytonossiga kévetkezik.
A szorzat esetére a fentivel teljesen analég bizonyitds elvégzése az olvasora

marad.
]

Legyenek az f;: (X,%) — R (i € N) folytonos fiiggvények olyanok, hogy
minden X € X pontban 1étezik az f(X) := lim;_, o f;(X) hatarérték. Azt mondjuk,
hogy az f; fliggvénysorozat egyenletesen konvergdl az f fliggvényhez, ha minden
e > 0 szamhoz van olyan n € N, melyre minden ¢ > n esetén |f;(X) — f(X)| < ¢
minden X € & pontban.

Tétel. Ugyanazon topologikus téren értelmezett valdsértékd folytonos figguvények
egyenletesen konvergens sorozatanak hatdrértéke folytonos fiigguény.
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Bizonyitas. Legyen a folytonos f;: (X,%) — R (i € N) fiiggvények sorozata egyen-
letesen konvergens, és tekintsiik az f := lim;, fi: (X,%) — R figgvényt.
Elég belétni, hogy az Ux s = [~ ({y € R:|f(X) — y| < €}) halmaz nyilt.
Legyen Y € Ux f.. Ekkor a 0 = e —|f(Y) — f(X)| szdm pozitiv. Az egyenletes
konvergencia miatt 1étezik n € N, melyre |f,, — f| < /3. Az f,, folytonossdga miatt
nyilt V = Uy y, s/3 halmaz barmely Z pontjara

|f(2) = f(X)]
<If(2) = FW)+ 1Y) = f(X)]
SIA(Z) = (D) + [ fn(Z) = faW)] + [fu(Y) = FV)[ + [ F(Y) = f(X)]
<4040 s
-3 3 3
teljesiil, ami azt mutatja, hogy V C Ux s .. Eszerint Ux s . nyilt, amibél f folyto-

nossaga kovetkezik. .

Legyenek az f;: (X, %) — R (j € N) folytonos fiiggvények olyanok, hogy min-
den X € X pontban létezik az f(X) := lim; 2;21 £;(X) hatarérték. Ilyenkor
azt mondjuk, hogy a Z;’il f; fuggvénysor hatarfiiggvénye f. Azt mondjuk, hogy
a Z;); f; fiiggvénysor abszolit konvergens, ha minden j € N esetén van olyan
K; >0, melyre |f;| < K; és E;‘;l K; < o0.

Tétel. Folytonos fligguények abszolut konvergens fiigguénysoranak hatdarfiggvénye
folytonos.

Bizonyitas. Legyen a folytonos f;: (X, T) — R (j € N) figgvények sora abszolit
konvergens, és legyen F; := 23:1 [ (X,%) = R. Az F; fuggvények folytonosak,
igy elég belatni, hogy sorozatuk egyenletesen konvergens.

Az abszolit konvergencia feltétele miatt 1éteznek olyan K; > 0 szdmok, me-
lyekre | f;| < K és Zjoil K; < co. Utébbi miatt minden € > 0 szdmhoz van olyan
n €N, hogy 3372 Kj <e, ezért k > i > n esetén az

|Fi = Fy| < [Fi = Figa| + -+ 4 [Fr1 = Fi| = |fisa] + - + |/l

k oo
ZKJ'S ZK]'<E

=i+l j=i+1

IN

egyenl6tlenség igazolja, hogy az F; fliggvénysorozat minden pontban Cauchy-sorozat,
tehat konvergens, igy F' = lim;_, o F; jOl definidlt fiiggvény, melyre viszont ismét
az abszolut konvergencia feltételeit hasznalva

k oo
. Fl = |F — i = li . < 1 = /
Fo= PI= = Jin il = Jim IR =A< i, 3 K= 3 K,

TOPOLOGIAI ALAPISMERETEK

Ver.: 2022:10:11:13:38:34 (© Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

24 1. Topolégiai alapok

adodik. Minthogy Z;’il K; < oo, tetszdleges € > 0 szdmhoz van olyan n € N, hogy
1 > n esetén Z;’iiﬂ K; < e, ami igazolja az egyenletes konvergenciat, és ezzek a
hatarfiiggvény folytonossagat. -

A fentiek alapjan felvetédik a kérdés, hogy miféle fliggvények dllnak el6 foly-
tonos fliggvények sorozatanak hatarfiggvényeként. Egy f fliggvény képterének egy
X' pontjahoz tartozé szinthalmazdin az X' éseinek f~1(X’) halmazat értjiik.

Tétel. Folytonos fiigguvények sorozata hatdrfiigguényének szinthalmazai Gs-halma-
zok.

Bizonyitas. Ha a folytonos fiiggvényekbdl all6 f,,: X — R sorozatnak f: X - R a
hatarfiggvénye, akkor

M= (xexy<i =) U {xexy- <nm}

m=1n=m

ugyanis ha y < f(X), akkor valamely elegendfen nagy N szdm esetén minden
n > N ésm € N szdmra y — = < f,(X), tehdt a bal oldal a jobboldal része. Ha
viszont f(X) < y, akkor valamely elegend6en nagy N szdm esetén van olyan m € N
szam, hogy minden n > N szamra f,(X) < y— +, tehat a bal oldal komplementere

m

nem része a jobboldalnak. -

Tietze-féle folytatasi tétel. Legyen Z az (X, %) normdlis topologikus tér egy zdrt
halmaza, azon pedig f: Z — R eqy folytonos fiiggvény. Ekkor létezik olyan f: X — R
folytonos fiigguény, melyre f|z = f, és sup f = sup f és inf f = inf f.

Bizonyitas. Ha f konstans, akkor az allitas nyilvanvald, ezért a tovabbiakban fel-
tessziik, hogy f nem konstans.

El6szor tegytlik fel, hogy f korlatos.

Megfeleld ¢ konstans hozzdadasaval elérhetd, hogy f+ c alsé és fels6 hataranak
Osszege nulla legyen, igy a tovabbiakban feltessziik, hogy —hg < f < hg, ahol
ho € Ry az f fels6 hatéra.

Legyen fo = f. Rekurziv eljarassal definidlunk egy folytonos fiiggvényekbdl
allé f,: Z — [—hy, hy,] fliggvénysorozatot.

Ha a h, € Ry szam és a folytonos f,: Z — [—hy, hy] figgvény mar adott
valamely nem negativ n € N szdmra, akkor az

Ay ={Z€Z:fo(2) < —hn/3} b Bn:={Z€Z:fu(Z)>hn/3}

KuRrusa ARPAD

Ver.: 2022:10:11:13:38:34 (© Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

1.6 Valdsértékii folytonos fiiggvények 25

halmazok zartak, mert zart halmazok folytonos fliggvény szerinti 6sképei. Az Urison-
lemma értelmében ezért van olyan folytonos g, fliggvény, melyre

—h,/3, ha X € A,
pi o [ =l (X)) =
g | 3 3} 9n(X) {hn/3, ha X € B,,.

Legyen fn+1 = fn — gnlz. Ekkor f,41 folytonos, hiszen két folytonos fliggvény
kiilénbsége, és
gn(Z)_fn(Z)a haZGAn
|frns1(Z)] = |fn(Z) = gn(2)| < § fn(Z) — gn(2), ha Z € B,
1fa(Z)| + 19n(Z)], ha Z € Z\ (A, UB,)

—hn/3+h,, haZeA,

< hp—hy/3, haZeB,
hn/3+ha/3, ha Z € Z\ (A, UBy)
= 2h,/3.

Legyen tehat h,y1 = 2h, /3, és akkor azt latjuk, hogy frni1: Z — [—hnt1, hnti]
folytonos.
Az f, fuggvénysorozat elballitasa kozben nyert g, fliggvények folytonosak, és

hiszen hz S 2h1,1/3 S ce S (2/3)l . h().
Eszerint a ). g; fliggvénysor abszolit konvergens, amib6l kovetkezik, hogy
az f = 09t X = [—ho, ho] fiiggvény is folytonos. Ugyanakkor

flz = ;gi\z = T}LH;OZOQHZ = nlglgo(fo — fog1) = fo _nlirréof"+1 = fo,

hiszen |frn41] < hpt1 < 2k, /3 < -+ < (2/3)™ - ho. Ezzel az allitast korldtos
fliggvényre belattuk.

A bizonyitas teljessé tétele érdekében innentél tetszéleges folytonos f: Z2 — R
fiiggvényt vizsgdlunk. Tekintsiink egy homeomorf g: R — (—1, 1) fiiggvényt (ilyen
példaul az = — (%)arctanx fiiggvény). Ekkor az f; = g o f folytonos fiiggvény

korldtos, igy elébbi megallapitdsunk értelmében létezik olyan fi: X — R folytonos
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fiiggvény, melyre fi|z = fi, valamint sup fi = sup f1 és inf f; = inf f1. Legyen
Z, = {X € X : |fi(X)| = 1}. Ez egy zart halmaz, mely nem metszi a Z zart
halmazt, hiszen f1(Z) = fi(Z) C (—1,1), ezért az Urison-lemma ad egy olyan
h: X — [0,1] folytonos fiiggvényt, mely elvdlasztja a Z és Z; zart halmazokat,
vagyis h(Z) = {1} és h(Z;) = {0}. Legyen fo = h- f1. Ekkor fo(X) C (—1,1), ezért
létezik a f = ¢~ ! o fo fiiggvény, mely éppen teljesiti a tétel minden Allitdsat, mert

flz=gtofelz=9o(hlz-filz)=g ' ofilz=g togof=Ff

valamint sup f = sup f és inf f = inf f, hiszen minden vizsgélt fiiggvénynek a Z
halmazon vett alsé és fels6 hatdra megegyezik az X alaphalmazon vett also és felsé

hataraval. -

1.7. Osszefiiggbség

Diszjunkt részhalmazok egy rendszerét az (X, %) topologikus térben particionak
nevezziik, ha unidjuk lefedi az X' alaphalmazt. Ha a topologikus térnek van nyilt
halmazokbdl 4ll6 particiéja, akkor ezen nyilt halmazok zartak is, hiszen mindegyik
a tobbi unidjanak komplementere.

Definicié. Egy (X, %) topologikus teret dsszefiiggének neveziink, ha nem létezik
olyan valédi H C X részhalmaza, mely egyszerre zart és nyilt, vagyis TN T = {0, X'}.

Nem 0sszefiiggé halmaz folytonos képe konnyen lehet Gsszefliggd, az Ossze-
fliggbség viszont o6roklédik a folytonos képre. Ezt az allitdst az elemi analizisben
altalaban Bolzano—Weierstrass-tételként mondjék ki a valds folytonos fliggvényekre.
A bizonyitasa az olvaséra marad (nyflt-zdrt halmaz &sképe is nyilt-zart).

Tétel. Az alabbiak minden (X, %) topologikus térben teljesilnek.
(1) Ha H C X osszefiiggd, akkor minden olyan K halmaz is dsszefiiggd, melyre
HCKCH.
(2) Kozds ponttal rendelkezd dsszefiiggd halmazok unidja is osszefiiggd.

Bizonyitas. (1) Ha K nem osszefiiggd, akkor vannak olyan diszjunkt Z; és Zo
zért halmazok, hogy K = 21 U Z,. Ekkor H = (H N Z1) U (H N 23), amiért H
Osszefliggbsége miatt a benne zart H N 2, és H N Z, halmazok egyike iires, a mésik
pedig a H. Mondjuk H C Z; és HN Z5 = (. El8bbi miatt H~ C Z;, amibdl K = Z;
kovetkezik.

(2) Valamely J halmaz minden i € J elemére legyenek a H; halmazok ossze-

fliggdek, paronként kézos ponttal, és tekintsiik a H = (J;.5 H; halmaz diszjunkt 2,
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1.7 Osszefiiggéség 27

és Z9 zart halmazokra valé H = Z; U Z5 felbontasat. Minthogy H,; Osszefiiggd, a
benne zart H; N Z; és H; N Z2 halmazok egyike iires, a masik pedig a H; minden
i € J indexre. A kiilénb6z8 Z; (j = 1,2) halmazokba esé H; halmazoknak nem
lehet kozo6s pontja, ezért mind ugyanabba a, mondjuk, Z; halmazba esik, amiért

H = U;ey Hi € 21, ami igazolja az éllitést. -

Az X és'Y pontokat egymdssal dsszefliggdnek nevezziik, ha van olyan Ossze-
fligg6 halmaz, mely mindkettot tartalmazza. Vilagos, hogy az egymassal Osszefiig-
g6ség reflexiv, szimmetrikus, és elébbi tételiink (2) allitdsa miatt tranzitiv is, ezért
tekinthetjiik egy topologikus térnek az egymassal 6sszefiiggdségre vett ekvivalencia-
osztalyait. Ezeket a topologikus tér dsszefiiggé komponenseinek nevezziik.

Minden 0sszefiiggé komponens zart, mert lezartja is Osszefliggd, igy annak
minden pontjat tartalmazza. Ha egy topologikus térnek csak véges sok Osszefiiggd
komponense van, akkor ezen komponensek nyiltak is. Végtelen sok komponens
esetében azonban ez nem feltétlen teljesiil, amit a racionalis szdmok halmaza a
szokasos topologidval is mutat.

Tétel. Osszefiiggd terek szorzata Osszefiiggd.

Bizonyitas. Legyen (X,T) most a valamely J halmaz minden i € J eleméhez adott
osszefliged (X;,T;) topologikus terek szorzata a szorzattopoldgidval.

Ha 7 véges, akkor elegendd az J = {1,2} halmaz esetén igazolni az allitdst.
Tegyiik fel, hogy (X, ¥) nem Osszefliggd, tehdt van két olyan diszjunkt nyilt halmaz,
UésV, hogyUUYV = X.

Legyen minden Y € X pontra X1y = {(X1,Y) : X3 € A1} C X és minden
X € X pontra Xy x = {(X,Y2) : Yo € X2} C X. A szorzattopoldgidt definidls
szubbdzis miatt az ezeken a szorzattopologiabdl 6rokolt relativ topoldgia olyan,
hogy a p;: X — X; projekcidkra p;
terek Osszefiiggdek.

Legyen U € U és V € V. Ekkor a p;: X — X, projekcidékkal pi(U) = p1 (V)
és p2(U) = p2(V) nem teljesiilhet egyszerre. Ha az egyik egyenléség teljesiil, akkor
legyen U’ = U és V' = V. Ha p1(U) # p1(V) és po(U) # pa(V), legyen W =
(P (U),p2(V)) és W cU esetén U' = W és V' =V, W € V esetén pedig U’ = U és
V! = W. Ekkor az U’ és V' pontok olyanok, hogy p1 (U’) = p1(V”) és p2(U’) = p2(V”)
kozil pontosan az egyik teljesiil, valamint U’ € U és V' € V.

Ha p;(U’) = pi(V"), akkor tekintsiik az X5_; p, () teret. Ezt lefedik a nyilt,
diszjunk és U' € U N X3_; () valamint V' € VN X3_; (/) miatt nem iires

X,y Xy — X; homeomorfizmus, igy ezek a

UNX5_; .y €8 VN X3_; .7y halmazok, ami ellentmond az X3_; ,,, (77) tér Gssze-
fligg6ségének.
Ez az ellentmondds bizonyitja, hogy (X, %) osszefliggd.
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Ha J nem wéges, akkor vegyiink egy tetszoleges X € X pontot a szor-
zattérben, és az J halmaz minden véges J részhalmazéhoz rendeljiik hozza az
X7 ={Y €¢X:Y; =X, mindeni € 3\ J} halmazt("). Az X; 6sszefiiggs, mert
f:(X7,%) = (Iljes &), T7) homeomorfia, és utébbi tér a bizonyitds elsé eredmé-
nye szerint Gsszefiiggo.

Ekkor az Xoo = |J scs X7 halmaz osszefiiggd, hiszen az X pont minden
| T <oo

X7 halmazban benne van, és koz0s ponttal rendelkez6 Osszefiiggé halmazok unidja
Osszefiiggd.

Az X halmaz sliri az X alaphalmazban. Vegyiink ugyanis a szorzattopoldgiat
definidlé bézis U = {Y : Yy € Uy, € Ty, minden k € K, |[K| < oo} alakd elemei

koziil egyet, és ebben egy Y € U pontot. Legyen a Z € X pont olyan, hogy

7. — Y; haie J,
"X, haié¢J.

Ekkor Z € U és Z € Xz, tehat U N X7 nem fires, vagyis X7 meszi a topoldgia
béazisdnak minden elemét, igy az azok uniéibdl all6 nyilt halmazokat is.
Eszerint X = X_, amiért Osszefliggd, hiszen Osszefliggé halmaz lezartja is

o0
Osszefiiggd. Ezzel belattuk az allitast. -

Definicié. A valés szamok barmely zart szakaszanak folytonos képét utnak hivjuk.
A zéart szakasz végpontjainak esetleg egybeesd képeit az Ut végpontjainak nevezziik.
Ha a végpontok egybeesnek, akkor zart utrdl, vagy hurokrol beszélink. Egy utat
trivialisnak mondunk, ha minden pontja megegyezik a végpontjaval.

Mivel barmely zart [a, b] intervallum a [0, 1] zart intervallummal homeomorf
([0,1] >z — a+ (b—a)zx € [a,b]), egy f: [a,b] — X Ut természetes paraméterezésé-
nek nevezziik az f: [0,1] — X folytonos fiiggvényt, melyre f(z) = f(a + (b — a)z).

Vildgos, hogy egy Ut zart és Osszefliggd halmaz, és amennyiben egy Ut egyik
végpontja egybeesik egy masik Ut egyik végpontjaval, akkor a két at egyetlen utta
egyesithetd. Az ilyen utat az eredeti utak szorzatanak nevezzik, és az u ttnak a
végpontjaban kezd6dd v uttal vett szorzatat u * v jeloli. Ilyenkor a v utat az u 1t

folytatdsanak nevezziik.

Definicié. Egy (X, %) topologikus teret dtszerden dsszefiiggdnek neveziink, ha bér-
mely két pontjdhoz van benne ezen pontokat tartalmazé ut. Lokélisan tutszerti
Osszefliggségrél beszélink, ha X minden pontjanak van olyan kornyezete, mely
utszertien 6sszefiiggd.

(*)Ehhez a kivélasztési axiéma kell. Lasd a Fiiggelékben!
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Vilagos, hogy ttszertien 6sszefiiggé halmaz folytonos képe is titszeriien Gssze-
fliggd, hiszen Ut folytonos képe ut.

Az X és Y pontokat dttal dsszefliggének nevezzik, ha van olyan ut, mely
mindkettot tartalmazza. Vilagos, hogy az uttal Osszefiiggség reflexiv, szimmetri-
kus, tranzitiv is, ezért tekinthetjiik egy topologikus térnek az uttal 6sszefliggéségre
vett ekvivalencia-osztdlyait. Ezeket a topologikus tér utszeriien dsszefiiggd kompo-
nenseinek nevezzik.

Mivel egy 1t Osszefiiggd halmaz, hiszen 6sszefiiggé halmaz folytonos képe, az
uttal Osszefliiggd pontok egymaéssal Osszefiiggéek, amiért az Utszertien Gsszefiiggd
komponensek dsszefiiggd komponensek. Utszertien sszefiigg topologikus tér tehat
Osszefiiggd.

Tétel. Osszefiiggd és lokdlisan itszerien dsszefiiggd topologikus tér dtszerden dssze-
Jiggé.

Bizonyitas. Az ttszer(ien Osszefiiggé komponensek a lokalisan ttszerlien Gsszefiig-
gbség miatt nyiltak. Minthogy minden ttszeriien Gsszefiiggé komponens a tébbi
utszeriien 6sszefliggé komponens unidjanak komplementere, az utszeriien 6sszefiiggd
komponensek zartak is. Mivel a tér osszefliggs, ilyen nyilt-zart halmaz pontosan egy
van, mégpedig a teljes alaphalmaz. Tehat az alaphalmaz egy utszertien Gsszefiiggd
komponens, ami bizonyitja az allitast. -
Tétel. Egy (X, %) topologikus tér akkor és csak akkor dtszerden dsszefiiggd, ha van
olyan Xy pontja, melyet minden mds Y € X ponttal ut kot dssze.

Bizonyitas. Ha (X, T) ttszerlien Osszefliggd, akkor minden pontja olyan, hogy azt
minden mas ponttal t koéti ossze.

Tegyiik most fel, hogy az (X, T) topologikus tér Xy pontja olyan, hogy minden
X,Y € X ponttal ut kot 6ssze. Az X és Y pontokat az X ponttal dsszekotd utak
Xo pontban koézos végponttal rendelkeznek, ezért szorzatuk egy olyan Ut, mely az
X pontot koti 6ssze az Y ponttal. -
Definicié. Egy H halmazt egy pontra dsszehizhatonak hivunk, ha létezik olyan
folytonos h: [0,1] x H — H figgvény és H € H pont, melyre h(0,H) = {H} és
h(1,-) =1d.

Mivel hp := h(-, P): [0,1] — H egy olyan tt, melyre hp(1l) = P és hp(0) = H,
az Osszehizhatd halmazok utszertien 6sszefiiggdek, amiért Osszefiiggdek is.

Tétel. Ha (X,%) dsszehizhatd, (X', ') pedig itszerden dsszefiiggd, akkor minden
f: X = X' folytonos fiigguény homotdp eqy konstans fligguénnyel.
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Bizonyitas. Mivel X’ 6sszehizhatd, van olyan folytonos h: [0,1] x X — X fiiggvény
és H € X pont, melyre h(1,-) =1d és h(0,-) = H.

Legyen a folytonos g: [0,1]xX — X" fiiggvény olyan, hogy g(¢t, X) = f(h(t, X))
minden X € X pontra. Ekkor ¢(0,-) = f(h(0,-)) = f(H) és g(1,-) = f(h(1,-)) =

f(). Ez bizonyitja a tételt. -

Minthogy egy ut Gsszehtzhatd, eredménytink fontos kévetkezménye, hogy egy
utnak barmely utszertien Gsszefiiggé halmazba valéd leképezései homotopok.

Definicié. Az (X,T) topologikus teret egyszeriien dsszefiiggdnek, vagy egyszere-
sen 0sszefiiggonek mondjuk, ha utszerlien Osszefliggd, és az azonos végpontu utak
természetes paraméterezéséhez van a végpontokat fixen tarté homotopia.

Tétel. Az dtszerdien osszefiiggd (X, T) topologikus tér akkor és csak akkor egyszeriien
6sszefiiggd, ha a korvonal bdrmely folytonos f: S' — X leképezéséhez létezik a
korlapnak olyan folytonos f: B — X leképezése, melyre fls1 = f.

Bizonyitas. Legyenek

1,132 fi(z,V/1—22) é [-1,1]3z— f_(x,—V1—2?)

természetesen paraméterezett utak az X = f(—1,0) = f_(—1,0)ésY = f.(1,0) =
f=(1,0) pontok kozott.

Tegyiik fel elészor, hogy az (X, ¥) topologikus tér egyszeriien dsszefiiggd. Ekkor
a megadott utak homotépok, vagyis 1étezik olyan h: [-1,1] x [—1,1] — X, melyre
B, —1) = J-() & h(~ 1) = [4(2).

Legyen f: B! — X olyan, hogy

X, ha z = —1,
flx,y) = h(z,y/vVT—a2), halz|#1,
Y, ha z =1.

Minthogy h és az argumentumaban szerepld fiiggvények folytonosak, f folytonossa-
ganak igazolasdhoz elegend6 a (—1,0) és (1,0) pontokban vizsgalnunk a folytonos-
sagot.

Legyen Uy € Ty. Mivel h folytonos, h~!(Uy ) nyilt halmaz, mely tartalmazza
aZ = {1} x[—1, 1] szakaszt, ugyanis h(1,-) = Y. Eszerint Z minden (1, y) pontjanak
van olyan €, > 0 sugart nyilt kérlap B, kornyezete, mely h™'(Uy ) része. Viszont
7 kompakt, igy ezek koziil van véges sok is, melyek egytitt lefedik, vagyis valamely
{(1, )}, pontokra Z C |J_; By,. Véges sok korvonalnak véges sok metszete koziil
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van egy olyan, amely a legkézelebb esik a 7 szakaszhoz. Ezt a tavolsagot jeldlje
61/1)/ > 0.

Ha (z,y) € B! és = > 1 — &y, , akkor elébbi miatt |y/v/1 — 22| < 1, utébbi
miatt pedig eszerint h(x,y/v/1 — x2) € Uy . Ez bizonyitja, hogy f folytonos az (1,0)
pontban.

Vildgos, hogy a fenti médon f folytonossiga a (—1,0) pontban is igazolhaté.

Mivel (z,y) € St esetén f(x,y) = h(z,y/v/1 — x2) = h(x, +1), ezzel bizonyi-
tottuk az allitas ,,csak akkor” iranyat.

Az ,akkor” irdny igazoldséhoz tegyiik fel, hogy van olyan folytonos f: B! — X
fiiggvény, hogy f(z,+v1—22) = fi(x). Legyen h: [-1,1] x [-1,1] — X olyan,
hogy

h(z,y) = f(z,yv/1 —x2), amiért h(-,£1) = fi().
Vildgos, hogy h folytonos, hiszen f és az argumentumaban szerepld fiiggvények is

folytonosak. Ezzel a tétel minden &llitasat belattuk. -

Az euklidészi sikbol az origd eltdvolitasaval olyan tutszeriien Osszefiiggd to-
pologikus teret kapunk, mely nem egyszertien Osszefliggh. Vegyiink ugyanis a
(—1,0) és az (1,0) pontokat 6sszekotd fi: [—1,1] — R2\ {(0,0)} utakat az
y > 0 illetve y < 0 félstkokban. Ha ezek homotdépok, akkor a homotopiat meg-
adé folytonos h: [—1,1] x [-1,1] — R?\ {(0,0)} fiiggvényre fi(-) = h(-,=£1),
(-1,0) = fi(-1) = h(-1,-) és (1,0) = fi(1) = h(1,). Tekintsik minden
x € [—1,1] esetén a folytonos h,: [—1,1] — R?\ {(0,0)} transzverzdlis utakat,
ahol h,(y) = h(x,y). Ezek folytonosak és h,(1) > 0 > h,(—1) miatt metszik az
x-tengelyt. Legyen a h, transzverzdlis els§ metszése az z-tengellyel az y = m(x)
argumentumban, vagyis h,(m(z)) = 0. Az m: [-1,1] — R fliggvény a h folyto-
nossiga miatt folytonos, ezért az x — h(xz,m(z)) is folytonos, és igy az Ossze-
fiiggd [—1,1] intervallumot az x-tengely Osszefliggd halmazaba képezi. Viszont
h(—1,m(-1)) = (—1,0) és h(1,m(1)) = (1,0), amiért valamely = € [—1,1] ese-
tén h(x, m(z)) = (0,0), ami nincs h képterében. Ez az ellentmondds igazolja, hogy
R2\ {(0,0)} nem egyszerfien ésszefiiggd.

Ha f: (X,%) — (X',%') folytonos leképezés, és u egy it az (X,%) térben,
akkor nyilvdn f owu is Ut az (X', T') térben. Az utaknak ezt az fyu:u — fou
leképezését az f fiuggvény indukdlt leképezésének nevezziik.

Tétel. Folytonos fiiggvény indukdlt leképezése homotop utakat homotop utakba visz.

Bizonyitas. Legyen f: (X, %) — (X', T’) folytonos fiiggvény, u és v pedig homot6p
utak az (X, %) térben. Ekkor létezik olyan folytonos h: [0, 1] x [0,1] — X fiiggvény,
melyre h(0,) = u(-) és h(1,-) = v(-). Ekkor a hx(-,-) = f(h(:,-)) olyan folytonos
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leképezés, hogy h4(0,-) = f(h(0,-)) = f(u(:)) és hx(1,-) = f(h(1,)) = f(v(-)). Ez
bizonyitja az allitast. -

Az indukélt leképezés ezen tulajdonsagdnak megforditasihoz erésebb feltételek
kellenek, de erre nem csak a homeomorfizmusok alkalmasak.

Definicié. A folytonos f: (X,%) — (X', T') leképezést feddleképezésnek nevezziik,
ha minden X’ € X pontnak van olyan nyilt U4’ € T’, kornyezete — ezen a feddleké-
pezést trividlisnak mondjuk —, hogy ahhoz valamely J halmaz minden ¢ € J elemére
van olyan nyilt U; € T halmaz, hogy ezek paronként diszjunktak, f~1(U’) = Uies Ui
és flu,: U, ) — U',T') homeomorfizmus. Ebben az esetben az (X, %) teret az
(X', %) tér fedSterének mondjuk.

Vildgos, hogy minden homeomorfizmus feddleképezés, de van olyan, példaul
az R 3 z + (cosz,sinx) € S! fedbleképezés, amely nem homeomorfizmus.

Ha X' € X' és f: (X,%) — (X', T) egy fedSleképezés, akkor az f~!(X’) hal-
maz szamossdgat jelolje g(X'). Ez a g fiiggvény minden pont valamely kornyezetében
konstans, mert a fed6leképezés miatt az X’ pontnak van olyan nyilt U’ € ¥, kornye-
zete, hogy valamely J halmaz minden ¢ € J eleméhez van olyan nyilt i; € T halmaz,
hogy ezek péronként diszjunktak, f~H(U') = U,cs Ui és flu,: U, T) — U, T)
homeomorfizmus, amibél kévetkezik, hogy J szdmossdga éppen f~1(X') szdmos-
sidga, amiért g konstans az U’ € Ty, kornyezetben. Vegyiik az sszes olyan U'-t

tartalmazé nyilt halmaz O, unidjit, amelyen a g ez a konstans. Az X’ ilyen nyilt
O, tipusu diszkrét halmazok uni6ja, tehdt minden ilyen O%, tipust halmaz zért
is, ami azt jelenti, hogy az (X', T') tér Osszefiiggdségi komponensein az f~1(X’)
halmaz szamossaga allando.

A komponensen ezt a szdmossagot a fedés rétegszdimdnak, a diszkrét topologi-
aval ellatott f~1(X’) halmazt a fedés fibrumdnak nevezziik.

Fed6 utak tétele. Legyen f: (X,T) = (X', T') egy fedbleképezés.
(1) Az X' tér minden u' 1itjdhoz és Xo € f~1(u/(0)) C X ponthoz pontosan egy
olyan u it létezik a feddtérben, melyre fou=u' és Xo = u(0).
(2) Ha a feddtérben az u és v azonos kezdponti utak, és az v’ = f ow valamint
v’ = fou utak fix végpontokkal homotdpok, akkor az w és v utak is fix végponittal
homotopok.

Bizonyitas. (1) Az u’ 1t a [0, 1] szakasz leképezése az (X', %') térbe. Minden z €
[0,1] esetén van olyan e, > 0 szdm, hogy v/ ((z — €4,z + €;)) teljes egészében a
T’u,(z) kornyezetbézisnak egy olyan nyilt U, € T/, () halmazdba esik, melyen a fedés
trivialis. Minthogy [0, 1] kompakt, van véges sok {x;}7, szdm (késébbiek érdekében
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monoton névekvé sorrendben), hogy a J; = (z; —&,,, z;+¢,,) intervallumok egyiitt
lefedik a [0, 1] szakaszt. Legyen minden 0 < j < m szdmra y; € J; N 7,41, tovabbd
Yo =0 és y,, = 1.

Legyen w) 1 = u'|1y, .y;11" [¥5:¥j+1] = (X, F) minden 0 < j < m szdmra.
Ekkor u} 1 ([yj,yj+1]) az Z/l-;j+1 kornyezetben van. A fed8leképezés tulajdonsigai
alapjan f’l(Z/l:’EjH) = UiesUij+1 68 flu ;0 Ui jr1, ) = Uy, T') homeomor-
fizmus. Utébbi alapjan definidljuk az u; jy1: [y;, yj41] = Ui j+1,T) C (X', T') utat
agy, hogy flu; ;.1 © Uij41 = U27j+1~

Legyen u; = u;, 1 arra az 41 indexre, amelyre u;, 1(0) = Xo, és ha u; mér adott,
akkor legyen uj 1 = w;;,, j1 arra az ;41 indexre, amelyre u;, , j11(y;) = wi; j(y;)-

Ekkor az u = wuy *ug*- - -k u,, Gt teljesiti az (1) allitds feltételét, egyértelmiisége
pedig a konstrukci6jabol kovetkezik, ezzel bizonyitva az (1) allitast.

(2) Az (1) allitds bizonyitasabdl és a ragasztasi lemmabdl kovetkezik, hogy
elegendd a (2) allitds teljesiilését minden olyan kornyezetben beldtni, amelyen a
fedés trividlis. Mivel homotép fliggvények homeomorfidval valé 6sszetétele homotdp,

ezzel a tétel bizonyitasa teljessé valt. -

E tétel az X’ tér minden ' utjdhoz és egy Xo € f~1(v/(0)) € X ponthoz
egyértelmiien rendel olyan u utat, melyre fowu =’ és Xo = u(0). Ezt az v’ utat

az u ut felemelésének nevezzik. Tételiink szerint a homotop utak felemelt dtjai is
homotépok.

1.8. Fundamentalis csoport

Mivel a homotépia ekvivalencia-relacid, az utakat osztélyozhatjuk ezzel. Jelolje [f]
az f uttal azonos végpontu és vele homotép utak homotopia-osztdlydt, vagyis az
egymaéssal és az f tttal homotép és azonos végpontt utak halmazét. Ilyenkor azt
mondjuk, hogy az f reprezentdlja az [f] homotdép utak osztdlydt. Vildgos, hogy
[f] = [g] akkor és csak akkor, ha az f és g utak azonos végpontiiak és homot6pok.

Ha a g: [c,d] - X Ut az f: [a,b] — X 1t folytatdsa, akkor g(c) = f(b) és
f*g:[a,b+d—c] — X olyan, hogy

| f=), ha x € [a,b],
fro@) = {g(w—i—c—a), ha z € [b,b+d— .

Tétel. Ha az f dtnak g egy folytatdasa és [f] = [f'] valamint [g] = [¢'], akkor ¢’ az
f! folytatdsa és [f * g] = [f' = ¢'].

Bizonyitas. Legyen f és g természetesen paraméterezve. A feltétel szerint f(1) =
9(0). Mivel [f] = [f’] és [g] = [¢'], vannak olyan hy: [0,1] X [0,1] = X és hgy: [0,1] x
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[0,1] — X folytonos fiiggvények, melyekre hs(-,0) = f(-), hy(-,1) = f'(-), hy(-,0) =
g(-) és hy(-,1) =g'(-).

Eszerint f'(1) = hy(1,1) = hy(1,0) = f(1) = g(0) = hye(0,0) = he(0,1) =
g'(0), tehat ¢’ az f' folytatdsa.

Vildgos, hogy

. n * _ f(z), hawzel0,1],
f*xg:[0,2] - X olyan, hogy fx*g(z)= {g(x)’ ha z € [1,2],
és

f'*xg:[0,2] = X olyan, hogy f' x¢'(z)= {f
g

Legyen h: [0,2] x [0,1] — X olyan, hogy

~ Jhp(z,y), hazel0,1],
)= {hg(:v,y% ha z € [1,2].

A ragasztdsi lemma miatt ez folytonos fliggvény, mdsfel6l h(-,0) = f % g(-) és

h(-,1) = f'*¢'(-), ami igazolja a tétel allitasat. -

Ha egy ut mindkét végpontja az X € X pontba esik, akkor X-hurokrdl beszé-
liink. A homotopia az X-hurkok halmazéan is ekvivalencia-relacié. Ennek homotoépia-
osztalyait X -hurokosztdlyoknak nevezziik. Ezek az f hurok altal reprezentalt X-
hurokosztalyéat [f]x jeloli. Iménti tételink alapjin ezen bevezethetd az Gsszeadés
miivelete.

Definicié. A [f]x és [g]x X-hurokosztalyok [f]x @ [g]x Osszegén az [f * g]x X-
hurokosztalyt értjiik.

Tétel. Az X -hurokosztdlyok a @ dsszeaddssal csoportot alkotnak.

Bizonyitas. Az asszociativitds a definiciobdl nyilvanvalo.
Legyen e: [0,1] — X az az X-hurok, melyre e([0,1]) = {X}. Ekkor az [e]x
nullelem a @ 6sszeaddsra nézve, hiszen barmely f: [0, 1] — X hurokra nézve

X =e(2z), hazel0,1/2],

ex f:[0,1] = & olyan, hogy ex* f(z) = {f(gaj —1), haxell/2,1],

és
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f(2x), ha x € [0,1/2],

fxe:[0,1] = X olyan, hogy fx*e(zx)= {X_e(Qscl) ha z € [1/2,1]

amiért a ragasztasi lemma miatt folytonos

X, ha y > 2z,

FEES), hay <2z,
fiiggvényre hy(-,0) = f(-), ho(, 1) = e* f(:). Tehdt [ex flx = [f xe]x = [f]x.

Legyen f: [0,1] — X egy X-hurok, és vegytk az f: [0,1] — X X-hurkot tgy,
hogy f(z) = f(1 — ). Ekkor

hy: [0,1] x [0,1] = & (z,y) H{

f(2z), ha z € [0,1/2],

f*f:]0,1] = X olyan, hogy fx* f(z)= {f(Z.%‘— 1), haxze[l/2,1],

amiért a ragasztasi lemma miatt folytonos

f(22(2 —y)), ha y > 2z,
hb:[O,l]x[O,l]%X (Ivy)’_) X7 hay§1—|2$—1\>
fRx(2—y)—1), hay>2-—2x,

altal definialt fiiggvényre hy(-,0) = e(-), hy(-, 1) = f * f(-). Ekkor [f]x @ [f]lx =

[f * flx = [e]x, amivel a tételt bebizonyitottuk. -

Definicié. Az X-hurokosztalyok éltal a @ Osszeaddssal alkotott csoportot 71 (X, X)
jeloli, és X kezd6pontu fundamentdlis csoportnak, vagy elsé homotopikus csoportnak
nevezzik.

Legyen f: (X,%) — (X', %) folytonos. Ekkor az fg indukélt leképezése ho-
motop utakat homotép utakba visz, ezért az

o mi(X, Xo) =» m (X, f(Xo)  fur [u] = [fy(u)]

leképezés jol definidlt. Ugyanakkor ez a leképezés homomorfia is, hiszen minden
[u], [v] € m1 (X, Xo) esetén

fellu] @ [v]) = fullux v]) = [fo(uxv)] = [f4(u) * f(0)] = [fx(W)] @ [f4(v)]
= fe([u]) @ fu([v)),

ezért indukdlt homomorfizmusnak nevezzik.
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Tétel. Feddleképezés indukdlt homomorfizmusa adott kezddponti fundamentdlis cso-
portok kozitt bijektiv, dltaldban pedig egy feddleképezés kép-részcsoportjinak indexe
megegyezik a fedés rétegszdmdval.

Bizonyitas. A fedéutak tétele szerint az adott pontb6l adott pontba val6 felemelés
injektiv leképezés, mely homotdép utakat homotép utakba visz. Eszerint az indukalt
homomorfizmus pontosan a fibrum pontjaiban konstans utak altal reprezentalt

hurokosztalyokat viszi a null-hurokosztalyba, ami bizonyitja a tételt. -
Fontos specialis eset, hogy eszerint a homeomorfidk indukalt homomorfizmusa
valéjdban izomorfizmus a fundamentdlis csoportok k6zott.

Tétel. Topologikus terek szorzatinak fundamentdlis csoportja izomorf a fundamen-
talis csoportok direkt szorzatdval.

Bizonyitas. Vegyiik az (X1, %) és (Xa, To) topologikus terek (X, T) = (X x X2, T)

topologikus szorzatdt, melyrdl p;: X — X; a megfelels (i = 1,2) térre val6 vetités

illetve pf: m1 (X, X) — w1 (X, pi(X)) az ezek éltal indukalt homomorfizmus.
Azonnal kapjuk, hogy

Pt m(X, X) = m (X1, pr(X)) x m (X2, p2(X))  [u] = (pi([u]), py([ul))-

is egy homomorfizmus, ezért elegendd belatni, hogy ez bijektiv.
A p, szirjektivitdsa nyilvanvald, hiszen ha ([u'],[v']) € (X1, p1(X)) x
71 (Xa, p2(X)), akkor a w: [0,1] 2 z — (u(z),v(z)) hurok olyan, hogy

p+([w]) = (p1([w]), p3([w])) = ([pr 0 w], [p2 0 w]) = ([u], [v]).

Legyen most [u], [v] € m1 (X, X) ¢és p.([u]) = p.([v]). Ekkor p([u]) = pi([v]),
amiért [p; ou] = [p; o v], vagyis van olyan folytonos h;: [0,1] x [0,1] — X; fiiggvény,
hogy h;(0,-) = pi(u(-)), hi(1,:) = pi(v(-)) és hi(-,0) = p;(X) = hi(-,1) minden
i =1,2 esetén. Legyen

he[0,1] x [0,1] = X (z,9) = (ha(z,y), ha(z,y))-
Ez nyilvan folytonos fiiggvény, és © = 0,1 esetén
h(vx) = (hl('vx)a h2(7x)) - (pl(X)ap2<X))a

valamint

h(0,")
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ami igazolja a tételt.

KuRrusa ARPAD

Ver.: 2022:10:11:13:38:34 (© Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

1.8 Fundamentdlis csoport 37

Tétel. Ha (X, %) dtszertien osszefiiggd, akkor bdrmely X és X' pontjdra m (X, X)
és m (X, X') izomorf.

Bizonyitas. Legyen u: [0,1] — X it az X = u(0) és X' = u(1) pontok kozott, és
legyen u: [0,1] — X az az ut, melyre @(z) = u(l — ).

Rendeljiik hozzd minden f X-hurokhoz azt azt X'-hurkot, melyre f/ = u *
f * u. Mivel a homotépia felcserélheté az utak szorzasaval, ez meghataroz egy
o: m (X, X) = m (X, X') leképezést, melyre [f]lx € m(X,X) esetén ¢([f]lx) =
[’EL * f * u]X/.

A ¢ egy homomorfizmus, mert

e([flx @ [glx) = p([f xglx) = [ux* frg*ulx = [ux* fruxux*gxulx
=[ux* frulx @ [uxg*ulx = ¢([flx) ®e([g]x),

és sziirjektiv, hiszen ha [’ egy X'-hurok, akkor f = u * f/ *x u egy X-hurok, és

p([flx) = lux frulxr = [usus f/xuxulx =[f]x.
Ha valamely [¢g]x nem egységelem X-hurokosztalyra [e']x/ = ¢([g]x), akkor
[ exu]y =[e]x = [ux*g*u]x alapjdn

le]lx =[uxtuxexu*xuly =[ux(uxexu)*xulx =[u*x(Uxg*u)*xulx = [g]x

bizonyitja az injektivitast, és ezzel a tételt. -

Definici6. Utszertien 6sszefiiggd (X, %) topologikus téren a minden kezdépontra izo-
morf fundamentélis csoportokat egyszertien a tér 71 (X)) fundamentdlis csoportjanak
nevezzik.

Az olvasé beldthatja, hogy az Osszehtizhaté terek fundamentdlis csoportja
trivialis.
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Topologiai struktiarak

2.1. Hausdorff-terek és kompaktsag

A Hausdorff-terek sok tekintetben teljesitik a megszokottnak mondhaté elvaraso-
kat: az egyetlen pontot tartalmazé halmazok zartak, a hatarértékkel rendelkez6
pontsorozatok pedig konvergensek.

Tétel.
(1) Hausdorff-tér kompakt részhalmaza zdrt.
(2) Lokdlisan kompakt Hausdorff-tér requldris.
(3) Lokalisan kompakt Hausdorff-tér minden pontjinak minden kirnyezetében van
kompakt kdrnyezete is.
(4) Lokdlisan kompakt Hausdorff-tér Tyihonov-féle.
(5) Kompakt Hausdorff-tér normdlis.

Bizonyitas. (1) Legyen K egy kompakt halmaz. Minden X ¢ K és K € K ponthoz
vannak diszjunkt Ux x € Tx és Uk x € Tk kornyezetek. Nyilvan o Uk x 2 K,
igy van véges sok olyan K; € K pont, hogy |J_, Uk, x 2 K. Eszerint _, Ux k,
nem metszi a K kompakt halmazt, igy minden a X halmazon kivili pontnak van
olyan kérnyezete, amely nem metszi a C halmazt, tehat K nyilt, vagyis K zart.

(2) A regularitds a Ty és a T5 szétvdlasztési axiomak teljesiilését jelenti. E16bbi
a Tb Hausdorff-feltételbol nyilvanvald, utébbihoz vegyiink egy X pontot és egy ezt
nem tartalmazé Z zart halmazt. A lokalis kompaktsiag alapjan az X pontnak
van olyan U nyilt kérnyezete, melynek lezartja kompakt. A L = U/~ N Z halmaz
zért, hiszen két zart halmaz metszete, tovdabbd 1.4.1.(1) miatt kompakt is, mert
a kompakt U~ halmaz zart része. A K minden K pontjdhoz vannak diszjunkt
Ux k € Tx és Uk x € Tk kornyezetek az U nyilt halmazon beliil (ha nem lennének
beliil, akkor messiik el ¢ket az U nyilt halmazzal). Minthogy |Jxcx Uk, x 2 K és
K kompakt, van véges sok olyan K; € K pont, hogy V = |J;_, Uk, x 2 K. Eszerint
aW =, Ux k, €U kornyezet nem metszi a K kompakt halmazt tartalmazé
nyilt V halmazt.

A Z halmazt eszerint lefedi a VU~ nyilt halmaz, melynek nincs kozos pontja
a W € Tx nyilt halmazzal, tehat T5 teljesiil.
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40 2. Topoldgiai struktiarak

(3) Vegyiink egy tetszéleges X pontot és annak egy V' € Tx kornyezetét. A
lokalis kompaktsag alapjan az X pontnak van olyan U nyilt kérnyezete, melynek
lezértja kompakt. Legyen V = V' NU. A Z =U~ \ V zart halmazhoz a regularités
szerint vannak olyan W% € Tx és WY diszjunkt nyilt halmazok, hogy Z C W% és
X € Wy. Legyen Wx = W NU. Eszerint

XeWx CWy CU\WE)~ CU\W,CU\Z
CU\NU\V)=U nVv=U NV NnU)=V"NU.

Minthogy egy kompakt halmaz zart része kompakt is, ez igazolja a (3) allitast.

(4) Az olvaséra marad annak végiggondoldsa a (3) &llitas és bizonyitdsa fi-
gyelembevételével, hogy hogyan kell az Urison-lemmaban alkalmazott eljardst a
regularitas birtokdban T34 bizonyitdsahoz alkalmazni.

(5) Legyenek a Z; és Z5 zart halmazok diszjunktak. A tér kompaktsdga miatt
ezek kompaktak, tovibbd a tér lokdlisan kompakt, amibél (2) szerint kovetkezik
a regularitasa. Eszerint minden Z € Z; ponthoz vannak olyan Uy € T, és Vg
diszjunk nyi{lt halmazok, hogy Zs C V. Az Uz nyilt halmazok unidja lefedi a
Z, kompakt halmazt, tehat koziilitk véges sok {Uz, }7, is lefedi, igy !, Uz, és
ﬂ?zl Vz, olyan nyilt halmazok, melyek igazoljdk a T feltétel teljesiilését. -
Tétel. Ha (X, %) kompakt és (¥, T') Hausdorff-tér, akkor minden f: X — Y foly-
tonos bijekcié homeomorfia.

Bizonyitas. Elég igazolni, hogy f inverze is folytonos, vagyis f zart halmazokat
zart halmazokba visz.

Mivel f folytonos és sziirjektiv, ) is kompakt. Ha Z C X zart, akkor kompakt
is, hiszen kompakt halmaz zért része kompakt. Eszerint f(Z) is kompakt, igy zart
is, hiszen kompakt halmaz kompakt részhalmaza zart. -
Definicié. Az alaphalmaz részhalmazainak egy § C P(X) rendszerét filternek ne-
vezzik, ha végesmetszet-tulajdonsagi, X € §, 0 ¢ §, és minden olyan H C X
részhalmazt tartalmaz, amelynek valamely F € § elem része, vagyis F C H. Az §
filtert wltrafilternek hivjuk, ha maximalis, vagyis nincs 6t tartalmaz6 filter.

Egy (X, %) topologikus térben az X € X pontot tartalmazé T x kornyezetbézis
egy ultrafilter része, mégis kdrnyezetfilternek nevezziik.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az § filter konvergens, ha valamely X € X pontra
Tx C §. Ha ilyen X pont csak egy van, akkor azt az § — X vagy X = lim§
formuléval fejezziik ki, és azt mondjuk, hogy az X pont az § filter hatarértéke.
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2.1 Hausdorff-terek és kompaktsig 41

Tétel.

(1) Hausdorff-tér konvergens filterének pontosan egy hatdrértéke van.

(2) Minden végesmetszet-tulajdonsdgi halmazrendszer bedgyazhatd egy filterbe.

(3) Az § C P(X) filter akkor és csak akkor bdvithetd valamely H C X halmazzal
filterré, ha {H} UF végesmetszet-tulajdonsdgii.

(4) Az § filter akkor és csak akkor ultrafilter, ha minden halmazt vagy a komple-
menterét tartalmazza.

(5) Minden filter kibSvithetd ultrafilterré.

Bizonyitas. (1) Hausdorfl-térben a kornyezetfilterek elvilasztjak a pontokat egy-
mastol.

(2) Ha M végesmetszet-tulajdonsigi halmazrendszer, akkor legyen H =
{UnegH : G € P(H)}. Ez egy filter, aminek bizonyitdsa az olvaséra marad.

Az (2) 4llitdsbol azonnal kovetkezik a (3) 4llités.

(4) Ha az § ultrafilterhez van olyan H halmaz, melyre H ¢ & és H ¢ T,
akkor (3) szerint {H} UF és {H} UF sem lehet végesmetszet-tulajdonsigi, vagyis
van olyan {Fi,...,Fn} C § és {F{,...,F,,} C § része az § filternek, melyre
HNFiN-NF,=0éHNF,N---NF, =0 Eszerint Fy N---NF, CH és
Fin---NF, CH, amiért (7, F; N2, Ff = 0. Ez ellentmond az § filterségének,
tehat H € § vagy H € § egyike teljesiil.

(5) A filterek halmazét a tartalmazés részbenrendezett halmazza teszi, melyben
az egymadst tartalmazo filterek lancai elemeinek uniéja a lanc elemeinek felsé korlatja,

igy a Zorn-lemma szerint van maximalis filter. -

Tétel. Eqgy Hausdorff-tér akkor és csak akkor kompakt, ha minden ultrafiltere kon-
vergens.

Bizonyitas. Legyen (X, %) kompakt Hausdorfl-tér és § ennek egy ultrafiltere. Ekkor
Z = m}‘e& F~ # ), hiszen § végesmetszet-tulajdonsigi. Legyen X € Z. Mivel §
ultrafilter, egyetlen halmazzal sem bovithetd, de olyan halmazt sem tartalmazhat,
aminek az X pont ne volna eleme, ezért elébbi tételiink (4) pontja értelmében
Tx C §, ami bizonyitja az allitas ,csak akkor” irdnyéat.

Legyen (X,¥) Hausdorfl-tér, melynek minden § ultrafiltere konvergens. Ha
Z zart halmazok egy végesmetszet-tulajdonsdgt rendszere, akkor Z valamely §z
ultrafilter része. Ekkor az §z ultrafilternek létezik az Xz, = lim §z hatarértéke,
amiért Xz, € [\zcz 2 is teljesiil, hiszen Z elemei kozt nem lehet az X pontot nem
tartalmazé zart halmaz. Eszerint (X, T) teljesiti a Riesz-féle metszetfeltételt, tehat

kompakt. -
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Tyihonov-tétel. Kompakt Hausdorff-terek szorzata kompakt Hausdor(f-tér.

Bizonyitas. Vilagos, hogy Hausdorff-terek szorzata Hausdorff-féle, igy elég a kom-
paktsigot igazolni.

Legyen adott valamely i € J halmaz minden eleméhez egy kompakt (X;, ;)
topologikus tér. Ezek (X,%) szorzata akkor és csak akkor kompakt, ha minden
ultrafiltere konvergens, igy elegend6 ez utébbit igazolni.

Legyen § ultrafilter a szorzattérben, p; pedig az azonos indexii térre vett
X — X, projekcié. Legyen §; = p;(§). Ekkor §; is ultrafilter és (X;, T;) kompaktsiga
miatt konvergens, vagyis létezik az X; = lim §; pont. Ekkor az X = (X;);c5 pontra

X =Ilim5g. ]

2.2. Metrikus terek topoldgiaja

Pontnak nevezett elemek egy X halmazat metrikus térnek nevezzilk, ha adott egy
d: X x X — R leképezés, a metrika, melyre:
(M;) minden P, pontpar esetén
(M}) d(P,Q) >0, é
(MY) egyenl8ség pontosan akkor érvényes, ha P = Q.
(M) d(P,Q) = d(Q, P), vagyis a leképezés szimmetrikus.
(M3) minden P,Q, R ponthirmasra teljesiil a hdromsziog-egyenlétienség, vagyis

d(P,R) <d(P,Q) + d(Q, R).

Egy metrikus tér részhalmaza is metrikus teret alkot a befoglalé metrikus
tér metrikdjanak ra vett megszoritasaval. Metrikus tér a valds szamok halmaza az
abszolutértékkel mint metrikaval, és ugyancsak metrikus tér az R™ koordindtatér a
szokésos, ezért kiilon szinte sosem jelzett, euklidészi metrikaval.

Erdemes felfigyelni r4, hogy amennyiben d egy metrika az X halmazon, akkor a
d'(P,Q) := max{d(P, @), 1} is ugyantigy metrika, viszont korlatos! Ezt a d’ metrikat
az (X, d) metrikus tér természetes korlatos metrikdjinak nevezziik.

Tétel. Az (X,d) metrikus téren az X € X pontokra a pozitiv raciondlis e € Q4
szamokkal definidlt Bx . ={Y € X : d(X,Y) < €} halmazok B halmaza kornyezet-
bazis.

Bizonyitas. Legyen By = {Bx.:e€ Qi}.

Ekkor B x nem iires, Y € Bx esetén X € U, ha pedig Bx ¢,,Bx,, € Bx,
akkor Bx min(ei,e0) © Bx,e, N Bx,e,, 18y a kornyezetbazisra vonatkozé tételiink
feltételeibél a (0), (1) és (2) teljesiil.
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A tétel (3) feltételének bizonyitdasahoz elegendé beldtnunk, hogy Y € Bx .
esetén 1étezik olyan By s, melyre By s C Bx .. Mivel Y € Bx ., d(X,Y) < ¢, igy van
olyan 0 < 0 € Q szdm, amelyre § < e —d(X,Y). Ha Z € By, akkor a hdromszog-
egyenlétlenség miatt d(Z, X) < d(Z,Y) +d(Y,X) < e —d(X,Y) +d(X,Y) = ¢,

amiért Z € Bx . Ennek kovetkeztében By s C Bx ., ami bizonyitja a tételt. -

A metrikus téren a tétel szerinti kdrnyezetbazis dltal meghatdrozott topoldgiat

Egy halmazon adott két metrikat kommenzurdbilisnak neveziink, ha van olyan
e € (0,1), hogy minden pontparra a két tavolsidg ardnya 1 — ¢ és 1/e kozé esik.
Az ilyen metrikdk nyilvin ugyanazt a topoldgiat hatarozzék meg a ponthalmazon,
hiszen a kérnyezetbazisaik elemei egymast tartalmazzak. Ugyanakkor kiillénb6z6
metrikak vezethetnek eltér6 topoldgidkhoz is, ahogy példaul az euklidészi metrika
és a természetes korlatos metrikdja.

Definicié. Egy (X, %) topologikus teret metrizdlhatonak neveziink, ha van olyan
metrika az X alaphalmazon, melynek természetes topologidja éppen ¥.

Nem minden topologikus tér metrizalhatd, hiszen a metrika barmely két pontot
elvalaszt, de a topoldgia nem feltétleniil teszi ugyanezt.

Urison beagyazasi tétele. Megszamldlhato bazist normdlis tér metrizalhato.
Bizonyitas. A megszamlalhaté bézisi normadlis (X, T) topologikus téren legyen
{Up}nen egy bazis és nevezziik a baziselemek (U;,U;) parjait jonak, ha U, C U;.
Legyen {(Un,,Unm,) }icn az Osszes jé par halmaza.
Minthogy (X,%) normaélis tér, az Urison-lemma szerint minden jé parhoz
létezik olyan folytonos f;: X — [—1/i,1/i] figgvény, melyre
1/i, ha X el
fi (X) — / Y n;?
0, ha X € U,,,.
Vegyiik észre, hogy

o0 o0

ezért az f(X) = (f1(X), fo(X), ..., fi(X),...) definfciéval egy f: X — (2 fiiggvény
adddik.

Az f figgvény injektiv, mert ha X # Y, akkor (X, T) normalitdsa miatt van
olyan j6 (U, ,Un,) par, amely elvilasztja 6ket, amibol viszont az kovetkezik, hogy
az f(X) és az f(Y) vektorok kiilénbéznek az ¢ indexti koordindtdban.
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Az f fiiggvény folytonos is. Legyen ugyanis € > 0, X € X', n € N akkora, hogy
S 1/ < &/2, 6 Ux ge = [ ({y € [=1/6,1/4) « |y — fi(X)P? < €2/2n}).
Az f; folytonossdga miatt az Ux f, . egy nyilt halmaz. Marpedig, ha Y € Vx . :=
ﬂ?:l uX,fi757 akkor

) = FOP =Y (i) — fi(X))* < Z A - O+ Y
=1 i=n+1
< i ii + e =2

2
1

.
Il

vagyis a Vx . € Tx nyilt halmaz olyan, hogy minden Y elemére |f(Y) — f(X)| <e.
Az f~1 fiiggvény is folytonos. Ehhez azt kell belatni, hogy barmely X pont
barmely U, baziskornyezetéhez van az f(X) vektornak olyan kornyezete, melynek
! szerinti képét az U,, tartalmazza. Vegyiik észre, hogy az X pontot barmely téle
kiilonboz, az Uy, baziskornyezeten beliili X’ ponttdl elvdlaszté kornyezetével az U,
béziskornyezet olyan (U, ,Ur,,) j6 part alkot (itt ¢ € N), melynek méasodik eleme
éppen Uyy,. Vegyiik az f(X) vektor {f(Y) € €2 : |f(X) — f(Y)| < 3fi(X)} nyilt
kornyezetét. Az ebben 16v6 vektorok f~! szerinti képeire, vagyis az Y pontokra

oo

T > [F(X) = f(O)P =D (f(X) = () > (filX) = fiY))?
j=1
alapjan £ f;(X) < f;(Y) teljesiil, amiért f; definiciéja miatt Y ¢ Uy, tehdt Y € U,
is érvényes. Ezzel az f~! folytonossigit belattuk.
Eszerint f: X — f(X) C £? egy homeomorfia a metrikus (2 térbe, és igy a

d(X,Y) :=|f(X) — f(Y)] egy metrika rajta. Ez bizonyitja a tételt. -

Ebben a fejezetben a tovabbiakban az (X, d) metrikus térben dolgozunk.

Mivel az Ux ={Z € X : d(X,Z) < d(X,Y)/2} ésUy ={Z € X : d(Y, Z) <
d(X,Y)/2} nyilt halmazok a hdromszog-egyenlStlenség értelmében diszjunkat és
elvalasztjak az X és Y pontokat, kimondhatjuk a kovetkezot.

Tétel. Minden metrikus tér Hausdorff-féle.

c sz

vergencia és a folytonossidg alabbi lemmaban megfogalmazott feltételét.

Lemma. Az (X,d) metrikus térben egy {X;}52, C X pontsorozat akkor és csak
akkor konvergens, ha létezik olyan Xo, € X pont, hogy minden € > 0 szdmhoz van
olyan N € N természetes szdm, melyre N < n esetén d(X,, X) < €.
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Az (X,d) és (X',d") metrikus terek alaphalmazai kozti f: X — X' figgvény
akkor és csak akkor folytonos, ha minden X € X pont és € > 0 szdm esetén van
olyan 6 > 0, hogy d(Y,X) < § esetén d'(f(Y), f(X)) <e.

Metrikus tereken valik fontossé a szekvencidlis kompaktsag egy ,.konnyitett”

verzidja.

Definicié. Az (X,d) metrikus térben egy {X;}5° pontsorozatot Cauchy-féle soro-
zatnak vagy Cauchy-sorozatnak mondunk, ha teljesiti a Cauchy-tulajdonsdgot, vagyis
minden £ > 0 szamhoz létezik olyan NV € N természetes szam, hogy N < k < n ese-
tén d(X,,, Xi) < . Az olyan metrikus tereket, amelyekben minden Cauchy-sorozat
konvergens, teljesnek hivjuk.

A valés szamok zart intervallumai az abszolutérték-metrikaval, — valéjaban a
valés szamok barmely axiéma-rendszerében megtalalhaté Dedekind-tipust axiéma
kovetkeztében — teljes metrikus teret alkotnak, a nyilt intervallumai viszont nem.
A Minkowski-metrikus affin geometridk is teljesek [15, Fuggelék: 263. oldal].

A tavolsagfiiggvényt némileg kiterjesztve az A és B halmazok tavolsagat a
d(A,B) :=inf{d(A, B) : A € A, B € B} formuldval értelmezziik. Ez mindig létezik,
hiszen a {d(A, B) : A € A, B € B} halmaz alulrél korlatos.

Tétel.
(1) Az A és B halmazok tdvolsdgdra d(A,B) = d(A~,B7).
(2) Egy X pont akkor és csak akkor érintési pontja eqy H halmaznak, ha d(X, H) =
0.
(3) Pont és halmaz tdvolsigdra érvényes az dltaldnositott hdromszdg-egyenldtien-
ség, vagyis d(X,H) < d(X,Y)+d(Y, H).

Bizonyitas. (1) Az vilagos, hogy d(A, B) > d(A, B™), hiszen az utébbi tavolsig egy
bévebb halmaz alsé hatara.

Tegyiik fel, hogy d(A, B) > d(A,B™), vagyis inf{d(4,B): A€ A, Be B} >
inf{d(4, By) : A € A} valamely By € B~ \ B pontra. Ez azt jelenti, hogy 1étezik
olyan Ag € A pont és € > 0, melyre d(A, B) > d(Ag, By) + € minden A € A és
B € B pont esetén. Ez persze az Ag € A pontra is érvényes, ezért kapjuk, hogy
d(Ap, B) > d(Ao, By) + € minden B € B pont esetén. Csakhogy a haromszog-
egyenl6tlenség alapjan ez azt jelenti, hogy d(B, By) > d(Ag, B) — d(Ag, By) > ¢
minden B € B pontra, amiért B egyetlen pontja sem esik a By pont € sugard
kornyezetébe. Ez ellentmond annak, hogy By érintkezési pont, ami igazolja az (1)
allitast.
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(2) Korabbi tételiink szerint X akkor és csak akkor érintési pontja a H halmaz-
nak, ha minden kornyezetében van a H halmaznak pontja. Mivel az {Y : d(X,Y) <
e} halmazok kornyezetbézist adnak, ez pontsan azt jelenti, hogy a d(X,H) = 0.

(3) Az &ltalanositott haromszog-egyenlStlenség a

d(X,Y)+d(Y,H)
=d(X,Y)+inf{d(Y,H): He H} =inf{d(X,Y)+d(Y,H): H € H}
>inf{d(X,H): He H} =d(X,H)

levezetés kévetkezménye. .

Jegyezziik meg, hogy a halmazok most megadott tdvolsaga altalaban nem
metrika. Ellenben az A és B halmazok kozott a

dp (A, B) := max{sup{d(A4,B) : A € A},sup{d(A,B): B € B}}

formulaval értelmezett Hausdorff-tdvolsdg, ugyan végtelen is lehet, de a kompakt hal-
mazok halmazat metrikus térré teszi, és ez rdadasul teljes is, ha az eredeti metrikus
tér is teljes.

Tétel. Pont és halmaz tdvolsdgfiiggvénye a pont vdltozéban folytonos.

Bizonyitas. Tekintsiik azt az fz: (X,d) — R fliggvényt, melyre fx(X) = d(H, X).
Ekkor minden X € X pont és € > 0 szdm esetén tekintsiik azokat az ¥ € X
pontokat, melyekre d(Y, X) < e. Ezekre az dltaldnositott hdromszog-egyenlétlenség
miatt | f(Y) — f(X)| = |d(H, X) —d(H,Y)| < d(X,Y) < e teljesiil, ami igazolja az
allitast. -

Tétel. Minden metrikus tér normdlis.

Bizonyitas. Mivel a metrikus tér Hausdorff-féle, elegendé a Ty axiémat igazolni.
Vegyiik a Z; és Z5 diszjunkt zart halmazokat, és tekintsiik az

B d(X, 21)
HX) = d(X, Z1) +d(X, Z,)

altal definidlt f: X — [0, 1]fliggvényt. Mivel Z; és Z5 diszjunkt, a nevezd sosem
nulla. Minthogy egy tavolsdg sosem negativ, az f sosem nagyobb mint 1. Ha X € 2y,
akkor f(X) =0, ha X € Z,, akkor f(X)=1.

Mivel f folytonos, f elvalaszt a Z; és Z5 diszjunkt zart halmazokat.

Az Uy ={X : f(X) <1/3} ésUs = {X : f(X) > 2/3} kérnyezetek elvalaszt-
jak a Z1 és Z5 diszjunkt zart halmazokat, ami bizonyitja az allitast.

Szeparabilitas mellett Urison bedgyazasi tételének aldbbi megforditdsa adodik.
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Tétel. Szepardbilis metrikus tér megszdmldlhatd bdzisi normdlis Lindelof-tér.

Bizonyitas. Elég belatni, hogy a tér megszamlalhatd bazisa.

Tegytik fel, hogy az {X,, }men ponthalmaz stirl az (X, d) metrikus térben, és
definidljuk az Uy, , = {Y € X : d(X;,,,Y) < 1/n} halmazokat minden m,n € N
szamra.

Mivel a nyilt U, , halmazok megszdmlédlhat6 sokan vannak, elegendd igazol-
nunk, hogy az {Up, ., : m,n € N} egy bézis, amihez elég 14tni, hogy a metrika altal
adott természetes kornyezetbdzis minden Bx . = {Y € X : d(X,Y) < ¢ € Q4}
elemében 1év6 barmely Y € Bx . pontnak van olyan U,,, kornyezete, melyre
Z/{m,n C BX,&-

Legyen § = ¢ — d(Y, X), n € N olyan, hogy 1/n < §/2. Mivel az {X,, }men
ponthalmaz siirti az (X, d) metrikus térben, van egy X,, pontja a By, nyilt
halmazban, amiért Y € U,, ,,. Ekkor barmely Z € U,, , pontra

1 1 )
d(X,2) < d(X.Y) +d(Y, X)) +d(Xin, 2) S (6= 8) + —+ — <=8+ 5 +5 =,
vagyis Upmn C Bx e, tehdt {Up n}oy =1 egy béazis. Eszerint van megszamlalhaté

bézis, amibdl a tétel kovetkezik. -

Annak bizonyitdsa, hogy szeparabilis metrikus tér erésen Lindelof-tér az olva-
sora marad.

Definicié. Egy metrikus teret korldtosnak mondunk, ha van olyan ¢ > 0 valds szam,
melyhez van olyan pontja, melytél minden pont legfeljebb ¢ tavolsidgra van.
Metrikus térben egy ponthalmazt e-hdlézatnak hivunk, ha barmely két pontja-
nak tavolsaga legalabb . Egy e-halézat maximalis, ha minden tovabbi pont kisebb
mint e tadvolsagra van valamely pontjatél.
Egy metrikus teret teljesen korldtosnak nevezink, ha van benne véges maxi-
malis e-halozat.

Lemma.
(1) Metrikus térben minden € > 0 szamhoz létezik mazimdlis e-hdldzat.
(2) Szekvencidlisan kompakt metrikus térben minden e-hdlézat véges sok pontot
tartalmaz.

Bizonyitas. (1) Vegyiink fel egy tetsz6leges pontot. Ez egy e-halézat, tehét 1étez-
nek nem iires e-hélézatok. Ezeket rendezhetjiik egymas tartalmazasa szerint. Ha
vesziink egymast tartalmazo e-halézatoknak egy halmazat, akkor ezek egyesitése
ezek mindegyikét tartalmazza. Ekkor a Zorn-Kuratowski-lemma(™) szerint 1étezik

(")Ez ekvivalens a kivalasztési axiéméaval. Lasd a Fiiggelékben!
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egy maximalis, semelyik e-hélézat altal nem tartalmazott e-hélézat. Ez volt a bizo-
nyitando.

(2) Ha az & egy végtelen sok pontot tartalmazé e-halézat, akkor van legaldbb
egy E torlédasi pontja, amelynek minden kérnyezetében van az £ halmaznak az
E ponttdl kiillonbozé pontja. Ha FEy € &, és d(E,E1) = di < 2¢/3, akkor az
& tartalmaz egy Fs pontot az E pont {X : d(X,F) < d;/2} kornyezetében is,
ami se nem FE, se nem E;. A hdromszog-egyenlStlenség miatt viszont d(E1, Es) <
d(E1,E) + d(E,Es) < 2¢/3+dy < ¢, ami ellentmond annak, hogy E; és Fs
ugyanazon e-hélézat tagja. -
Tétel. Szekvencidlisan kompakt metrikus tér teljesen korldtos, szepardbilis, teljes és
minden szekvencidlisan kompakt részhalmaza kompakt is.

Bizonyitas. A minden k € N szdmhoz 1étez6 valamely maximélis 1/k-halézat pont-
jainak Xj halmaza a szekvencidlisan kompaktsag miatt véges, igy a metrikus tér
teljesen korlatos. Az X}, halmazok U;ozl X, unidja egy megszamlalhato, stirti pont-
halmaz a metrikus térben, amiért a metrikus tér szeparabilis.

Vegyiink egy {X;}2,; C X Cauchy-sorozatot.

A szekvencidlis kompaktsdg miatt van olyan X € X pont, mely az {X;}32,
pontsorozat torlodasi pontja, ami a megszamlalhaté bazis miatt azt jelenti, hogy van
egy {Xi, };”:1 részsorozat, melynek hatarértéke az X pont és i; szigortian névekvd.

A sorozat Cauchy-tulajdonsiga miatt minden € > 0 szimhoz van olyan m, hogy
minden i,j > m esetén d(X;, X;) < ¢/2. Az {X;,}32, konvergencidja miatt van
olyan n, hogy minden j > n esetén d(X, X;,) < /2. Valasszunk egy j > max(m,n)
indexet. Ekkor minden ¢ > max(m,n) esetén

d(X;, X) < d(X;, Xi,) +d(X;,, X) < = + % <e,

| ™

ami azt jelenti, hogy az {X;}32, C X Cauchy-sorozat konvergal az X € X ponthoz,
vagyis a metrikus tér teljes.

Minthogy a tér szepardbilis, Lindelof tétele szerint elég megszamlalhaté lefedé-
seket vizsgalni. Legyen H az alaphalmaz egy szekvencidlisan kompakt részhalmaza.
Ha {C;}ien egy nyilt fedése, akkor C; = Ule C; is egy nyilt fedése, ugyanakkor
ezek komplementerei egymasba skatulyazott zart halmazok CT D) @ DI CT’ D
sorozatat alkotjak, amelyek metszete a H szekvencidlis kompaktsaga miatt csak gy
lehet iires a ‘H halmazban, ha valamelyik CT halmaz nem metszi a H halmazt. Ez
éppen azt jelenti, hogy H kompakt. -

Tétel. Egy metrikus tér akkor és csak akkor kompakt, ha teljesen korldtos és teljes.
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Bizonyitas. Mivel a kompaktsagbdl kdvetkezik a szekvencidlis kompaktsag, abbdl
pedig kovetkezik a teljesen korlatossag és a teljesség is, elegendd a forditott allitassal
foglalkoznunk.

A minden k € N szdmhoz 1étez6 valamely maximélis 1/k-hdlézat pontjainak
Hi halmaza a teljesen korlatossag miatt véges, igy ezek unidja U;ozl Hji egy meg-
szamlalhato, stirti ponthalmaz a metrikus térben, ami emiatt szepardbilis, amiért
megszamlalhaté bazist Lindelof-tér.

Most belatjuk a tér szekvencialis kompaktsagat. Minthogy a Hj halmazok
véges sok pontot tartalmaznak, valamely m(k) € N szdmra Hy, = {Hkg}?:(f ). Ekkor
aBre=1{Y :d(Hy,Y) < 1/k} nyilt halmazok minden rogzitett k esetén lefedik a
teret.

Tekintstink egy tetszéleges {X;}5°, pontsorozatot, és legyen Xo; = X; minden
i € N szdmra. Ha adott a végtelen X, = { X}, ;}7°, pontsorozat valamely k£ € NU{0}
szamra, akkor a k + 1 szdmra vizsgaljuk meg, hogy a véges sok {BkJrl’f}Zn:(f-i_l) hal-
maz melyikébe esik az &} pontok koziil végtelen sok. Végtelen sok pontot tartalmazéd
Bj;+1,¢ kornyezet biztosan van, hiszen végtelen sok pontot véges sok részre szétosztva,
legaldbb az egyik részben végtelen sok pont lesz. Legyen mondjuk a By, 4y kornye-
zet egy olyan, amelybe az X) pontok koziil végtelen sok esik. Ezen végtelen sok
pont halmaza legyen X141 = {Xp11,}52,. Ezzel végtelen pontsorozatok egymdasba
skatulyazott Xp 2 X3 D --- D &) D .- sorozatat kaptuk. Eszerint az X}, ; pontok
{Xk1}72, sorozata egyrészt Xy részsorozata, masrészt Cauchy-sorozat, mert bér-
mely € > 0 szomhoz 1étezik olyan n € N szdm, melyre 1/n < £/4, és akkor minden
k,¢ > n esetén

d( X1, X01)
<d(Xpa,Xn1) +d(Xn1,Xe1)

< d( Xk, Hypn)) + d(Hy pinys Xn1) + d(Xon,1, Hy o)) + d(Hp gny, Xe,1)
1 1 1 1
<-+-+-+-<e
n n n o n
Minthogy a tér teljes, az { X} 1}52,; Cauchy-sorozatnak van benne hatédrértéke, ami
persze torlddési pontja az Xy = {Xi}5°, pontsorozatnak, tehdt a tér szekvencidlisan
kompakt.
Tekintsiik a tér egy € = {C; }ies nyilt lefedését. A Lindelof-tulajdonsdg miatt
feltehetd, hogy € megszamlalhato, vagyis € = {C;}52;.
Legyen Z,, = (i~, C;. Ezzel zart halmazok egymésba skatulydzott Z; D 25 D
--o D 2, D -+ sorozatat kaptuk. Szekvencidlisan kompakt térben ezek metszete
csak tgy lehet iires, ha valamelyikiik tires, ami azt jelenti, hogy a fedés véges sok

eleme lefedi a teret, tehat a tér kompakt, és a bizonyitas kész. -
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Azonnali fontos kdvetkezményként kapjuk a kompaktsag és szekvencidlis kom-
paktsag ekvivalencidajat metrikus tereken.

Tétel. Egy metrikus tér akkor és csak akkor kompakt, ha szekvencidlisan kompakt.
Tétel. Minden metrikus tér bedgyazhato egy teljes metrikus térbe.

Bizonyitas. Vegyiik az (X, d) metrikus tér alaphalmazdnak osszes megszédmldlhatd
részhalmazat, és ezek kozil legyen € az 6sszes Cauchy-sorozat halmaza.

Definidljuk a € halmazon a ~ relaciét gy, hogy {X;}72; ~ {Y;}32; pontosan
akkor, ha a

Xi, hak=2i
C(X,Y )y = an==
Y;, hak=2j+1

is Cauchy-sorozat. Ez a relacié nyilvan reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, vagyis
ekvivalencia-relacié. Legyen X = ¢/ ~a r~ ekvivalencia—osztzilyainak halmaza,
melynek egy {X;}2°, 4ltal reprezentélt elemét az X; jeldli.

Figyeljiik meg, hogy a X halmaz X = X bs Y = Y elemeinek pérjaival
képzett valds szdmokbdl 4llé d(X;,Y;) sorozat Cauchy-féle, hiszen tetszSleges € > 0
szamhoz van olyan ¢, j' € N szam, hogy d(X;, Xy) < ¢/2 és d(Y;,Ys) < /2, ha
i <,k és j' < j,£, mely esetben viszont

‘d(Xw)/J) - d(XkaY€)|
< max(|d(X;, Xi) + d(kai/}) — d(Xy, Y2l |d(XZ7YJ) - d(Xk’Y}) - d(YJ’ Yo)l)
< max(d(Xi, Xi) + |d(Xy, Yj) = d(X, Yo, [d(Xi, Y;) = d(Xe, Y5)[ +d(Y, Vo))

< (X, Xi) +d(Y;,Ye) < 5+ 5 <.

Eszerint 1étezik a lim; j_, o d(X;,Y;) nem negativ hatarérték.

Ha ez a hatarérték nulla, akkor C'(X,Y") egy Cauchy-sorozat, hiszen tetszéleges
e > 0 szdmhoz van olyan ¢, j’ € N szdm, hogy d(X;, X;) < €, ha ¢ < i,j, és
d(Y;,Yi) < ¢, ha §' < j,i, valamint d(X,Y) = 0 értelmében van olyan n’ € N szdm,

hogy d(X;,Y;) < e, han’ < 1i,j. Ekkor viszont k, ¢ > 2max(i’, j/,n’) + 1 miatt

d(X,,Y;), hak=12ésl=2j+1,
d(Y;, X;), hal=2ésk=2j+1,
d(Xz,X) ha k = 2i és £ = 27,
d(Y;,Y;), hak=2i+1é¢=2j+1,

d(C(X,Y)r, C(X,Y),) =

Ha viszont C(X,Y) egy Cauchy-sorozat, akkor lim; ;_, d(X;,Y;) = 0, hiszen akkor
minden € > 0 szdmhoz van olyan n € N hogy d(C(X,Y)s, C(X,Y)s) < ¢, ha
2k,2¢ + 1 > n, marpedig ebbél d(Xy,Y,) < € adédik minden k, ¢ > n/2 esetére.
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A lim; 00 d(X;, Y;) hatérérték ugyanakkor fliggetlen az X és 'Y reprezentdn-
sainak megvalasztasatol is, hiszen ha {X/}22, € X és {Yj}2, e X, akkor

lim d(X,,Y)) < lim (d(Xp,X;)+d(X;,Y;)+d(Y;,Y)))

k,l—o0 1,7,k 0—00
= hm d( X, Xi) + lm d(X;,Y;)+ hm d(Y;,Yy)))
i,k—o00 %,j—00 gl
=0+ lim d(X;,Y;)+0= lim d(X;,Y;),
1,j—»00 3,J —>00

és ugyanigy lim; ;o0 d(X;,Y;) < limy oo d(X},,Y]/), tehét

lim d(X;,Y;) = lim d(X},Yy).
k,4— o0

,J‘)OO
Eszerint definidlhatjuk az X halmaz parjain a

d(X,Y)= lim d(X;,Y;)
,]—)OO
fliggvényt, mely nem negativ valds értéki fliggvény szimmetrikus, pontosan akkor
nulla, ha argumentumai megegyeznek, és teljesiti a haromszog-egyenldtlenséget,
hiszen minden j € N szamra

d(X,Z) = lim d(X;, Zy)

i,k—00

< lim (d(X;,Y;)+d(Y;, Z;)) = lim d(X,, J)—|—4ll€im d(y;, Zy),
j,k—o00

i,5,k—00 4,j—>00

_ d(R,T) +d(Y, 2).

Tehét a d fiiggvény egy tavolsag, és (X, d) egy metrikus tér.

Vegyilk azt az f: X — X leképezést, melyre f(X) a konstans {X; : X; =
X, i € N} pontsorozat osztélya. Az f leképezés nyilvan injektiv, ugyanakkor izo-
metria is, hiszen

A, F(V) = lim_d(X,,Yi) = Tm_d(X,Y) =d(X.Y),
igy a tétel teljes bizonyitasahoz mar csak azt kell belétni, hogy (X,d) teljes.
Legyen {3{}001 a (X, d) metrikus tér egy Cauchy-sorozata. Mivel X, is Cauchy-
sorozat, van olyan n; € N szigorian novekvd sorozat, hogy minden k, £ > n; esetén
d(XZk,Xw) < 1/i. Legyen Y; = sz (az i-edik Cauchy-sorozat n;-edik eleme)
minden 7 € N szdmra.
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Legyen € > 0 egy tetsz6leges szam. Ekkor feltételiink szerint van olyan n > 6/¢
szam, hogy minden ¢,j > n esetén d(XZ,X ) <e/2,{gy n < i< j esetén
d(YZ7 YJ) = d(XZm ) Xjnj)

-

(Xin,» Xin,) —&—d(XmJ X ) = +d(Xm 7Xjnj)

- -

IN
=y

P L
§6+d( iny Xo) +d(X, X)) + d(X;, X, )

e £

= 6 + klﬂfio d(Xin,;, Xi) + 2 + elggo d<X”’X“LJ)
-6 i 2 -6 6 2 6 ’

vagyis {Y%}732, egy Cauchy-sorozat.

Legyen Y € X az {V},}32, osztalya. Mivel {V;}32 | egy Cauchy-sorozat, min-
den € > 0 szdmhoz van olyan n > 2/¢, hogy 4,5 > n esetén d(Y;,Y;) < /2. Ebbél
1 > n esetén

—

d(Xi, Xip,) +d(V;, V) < =

d(X;,Y) < d(X,Y;) +d(Y,,Y)

INA
S

+t;<-+5<¢

[NCRNO)
N ™
N ™

amibdl 0 = lim;_, o J(Z, Y) kovetkezik, vagyis lim;_, o X, = Y, tehdt (X, d) teljes,

és ezzel a bizonyitas teljes. -

s sz

létezik olyan 0 < A < 1 szdm, hogy minden {P, Q} C M pontpérra d(x(P), x(Q)) <
M(P,Q).

Tétel. Teljes metrikus tér minden kontrakcidjanak létezik pontosan egy fizpontja.

Bizonyitas. Unicitdis. Amennyiben P,Q € M a x kontrakcié fixpontjai, akkor
d(P,Q) = d(x(P),x(Q)) < Ad(P, Q) miatt d(P,Q) = 0, vagyis P = Q.

Egzisztencia. Legyen Py egy tetszoleges pont és minden 7 € N esetén legyen
P41 = x(F;). Ekkor

d(Pip1, ) = d(x(Pi), x(Pi-1)) < M(P;, Piy) < ... < XNd(Py, By),
igy minden n > k természetes szamokra
d(PTL-‘rl;Pk) Sd(Pn+17P ) +d(Pk+1aPk) ()\n +>\k)d(P17PO)
1— /\n—k+1 k

k
— T R(PL Ry <
1—\ )\d( 1, 0)—17>\

d(P1, Po)
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teljesiil. Eszerint P; Cauchy-sorozat, igy a metrikus tér teljessége miatt 1étezik
hatarértéke. Legyen ez P.,. Ekkor

d(PooaX(Poo)) S d(PomPn) + d(PnaX(Poo)) S d(PooaPn) + )\d(Pn—laPoo)

minden n € N esetén. Mivel n — oo esetén d(Py, P,) tart a nulldhoz, ebbdl
d(Pso, X(Pso)) = 0, vagyis Py, = x(Px) kovetkezik, tehét a Py, pont a x kontrakcié

fixpontja, ami az allitast igazolja. -

2.3. Kompakt metrikus terek folytonos fiiggvényeinek tere

Lebesgue-lemma. Legyen adott az (X,%) topologikus tér eqy {U;}ics nyilt fedése,
egy kompakt (M, d) metrikus tér, és egy folytonos f: M — X figguény. Ekkor létezik
olyan € > 0 szdm, hogy amennyiben valamely két P,Q € M pontra d(P,Q) < ¢
teljesiil, akkor van olyan i € 3, hogy f(P), f(Q) € U;.

Bizonyitas. Ha az allitds nem igaz, akkor minden n € N szdmra vannak olyan
P,, Q. € M pontok, hogy bar minden n € N esetén d(P,, @,) < 1/n teljestl, még-
sem tartalmazza egyetlen U; nyilt halmaz sem az f(P,), f(Q.) pontokat egyszerre.

Vélasszunk a { P, };2; sorozatbdl egy konvergens { P, }52, részsorozatot. Le-
gyen P = lim; o, P,;. Azonnal kapjuk, hogy P = lim; , @, is teljesiil, hiszen
d(Pn;,Qn;) < 1/nj — 0. Nyilvdn van olyan i € J, hogy f(P) € U;, és ezért (7
a P pont egy nyilt kornyezete.

Ez azt jelenti, hogy az f~!(U;) kornyezetbdl a {Pn; 152 és {Qn, }72, pontso-
rozatoknak is csak véges sok eleme marad ki, igy elég nagy j szdmra P,;,Q,; €

f~1(U;), ami ellentmond a feltevésiinknek, és ezzel igazolja a tételt. -

Definicié. Egy metrikus terek kozti f: (X,d) — (X', d’) figgvényt egyenletesen

folytonosnak neveziink, ha minden € > 0 szdmhoz van olyan § > 0, hogy amennyiben
d(X,Y) < ¢ teljesiil egy (X,Y) pontpérra, akkor d'(f(X), f(Y)) < ¢ is teljestl.

Heine—Cantor-tétel. Kompakt metrikus teret metrikus térbe képezd folytonos fiigg-
vény egyenletesen folytonos.

Bizonyitas. Legyen f: (X,d) — (X’,d') folytonos fiiggvény az (X,d) kompakt
metrikus téren, és rogzitsiink egy tetszoleges n € N egész szamot.

A folytonossag miatt minden X € X ponthoz létezik olyan dx , > 0, hogy ha
d(X,Y)<dx n, akkor d'(f(X), f(Y))<1/n. Mivel a Cx ,={Y : d(X,Y)<dx n/2}
nyilt halmazok lefedik az X alaphalmazt, a kompaktsdg miatt ezek kozul véges

TOPOLOGIAI ALAPISMERETEK

Ver.: 2022:10:11:13:38:34 (© Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

54 2. Topoldgiai struktiarak

sok, mondjuk a Cx, ,, nyilt halmazok (i =1,...,m) mér lefedik az A alaphalmazt.
Legyen 6, = min;—1,._m 0x, n-

Tegyiik fel, hogy d(X,Y) < §,/2 valamely X és Y pontokra. Nyilvdn van
olyan 1 < 7 < m, hogy X € Cx, n, amibél a hiromszog-egyenlStlenség miatt
d(X;,Y) <d(X;, X)+d(X,Y) < 0x, » kovetkezik, amibél viszont d'(f(X), f(¥)) <

d'(f(X), f(Xy)) +d(f(Xs), f(Y)) < 2/n adédik. Ez bizonyitja a tételt. -

Ezen allitdasnak joforman semmilyen megforditasa nem lehetséges. Errél meg-
gyOzheti az olvasét a [0, 1] zart szakaszon értelmezett folytonos

i(x — =2), ha =2 <
—2

i-2
9i(x) = iz — =2), ha 22 < =1

7

IN A

T
T

7

0, egyébként,

fliggvények sorozata.

A kovetkezdkben Weierstrass approximécios tételének Stone-féle dltaldnosita-
sat targyaljuk. Az eredeti tétel egy konstruktiv, Bernstein-polinomokat hasznélé
bizonyitasa a Fiiggelékben taldlhaté.

Bar uniform tereken is elvégezheté lenne a bizonyitds, mi megelégsziink az
altalanossag metrikus terekre valé kiterjesztésével, mely esetben a sziikséges unifor-
mitast a metrika biztositja.

Sziikségiink van par el6készitd gondolatra.

Jeldlje az (X, d) kompakt metrikus teret a valés szdmok R halmazaba képez6
folytonos fliggvények halmazat C(X,R). Ez egy egységelemes algebra R {6lott,
hiszen 1 € C(X,R) és tetszbleges f,g € C(X,R) valamint A, u € R esetén Af+pug €
C(X,R) és fg € C(X,R). Minthogy (X,d) kompakt, a Weierstrass-tétel szerint
minden f € C(X,R) fiiggvények korlitos és felveszi széls6értékeiket (maximum és
minimum), ezért definidlhaté az || f|| := maxxex | f(X)| érték.

Tétel. A ||-||: C(X,R) = R<y fiiggvény norma a C(X,R) vektortéren, és C(X,R)
ezzel a normdval eqy Banach-algebra.

Bizonyitas. Mivel || f|| = 0 akkor és csak akkor, ha | f(X)| = 0 (definitség vagy szepa-
raciés tulajdonsag), A € R esetén pedig ||Af]| = maxxex |Af(X)| = |A|f(X)| (po-
zitiv homogenités), valamint || f+g|| = maxxecx | f(X)+g(X)| < maxxex (| f(X)|+
lg(X)]) = |Ifll + llg]| (hdromszogegeyenlétlenség vagy szubadditivitds), a || - || fige-
vény tényleg norma a C(X,R) vektortéren.

Vegyiink most egy {f;}5° C C(X,R) Cauchy-sorozatot, mely azt jelenti, hogy
minden € > 0 szdmhoz létezik olyan N € N természetes szam, hogy N < k < n
esetén || fr.— fll =: d(fn, fr) < €. Ekkor bdrmely X € X pontban | f,,(X)— fx(X)| <
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| fn — frll, amiért az {f;(X)}§° C X szdmsorozat Cauchy-tulajdonsagi. Minthogy
a valés szamok R halmaza teljes, ez a szdmsorozat konvergens, amiért az f: X — R
valdsértékii fiiggvényt az f(X) := lim; o0 f3(X) jol definiélja.

Legyen € > 0 tetszoleges szam. Ekkor 1étezik olyan k € N természetes szam,
hogy k < j < i esetén || f; — f;] < e, hiszen {f;}§° C C(X,R) Cauchy-sorozat.
Eszerint k£ < j esetén

) = ()| =] Jim fi(X) = f00)|= Jim |f:(X) = f;(X0)] < Jim | = £ <e,

ami azt jelenti, hogy a folytonos f; fliggvények konvergens sorozata egyenletesen
konvergal az f fliggvényhez.

Eszerint az f fliggvény folytonos, vagyis f € C(X,R), ami igazolja, hogy
C(X,R) teljes, vagyis a || - | normdval egy Banach-tér.

Mivel || fg|| = maxxex |f(X)g(X)| < maxxex ([f(X)[-[g(X)]) = [IF]] - lg]l is

teljesiil minden f,g € C'(X,R) esetén, a tételt igazoltuk. -

Tétel. Ha A a C(X,R) egy zdrt egységelemes részalgebrdja és f,g € A, akkor az
max(f,g): X — max{f(X),g(X)} é min(f g): X = min{f(X),g(X)}
figgvények is A elemei.

Bizonyitas. Legyen f € A nem negativ.
Tekintsika g = (p + f)/||p + f| € A fiiggvényt valamely p > 0 szamra. Ekkor

0<p/llp+fll<g<@+I1rD/lIlp+ fll =1
Legyen h =1 —g. Ekkor 0 < h < h = ||f||/llp+ fl| < 1, amiért a /1 — =z
fiiggvény (—1,1) intervallumon konvergens Tailor-sora adja, hogy

_1+Z JO 1)

ahol a negativ tagok ardnyara

4 L G-1/2)
hz“(X)in"(?H); 2% —1 .
0< 61/ :h(X)2(Z_+1) h(X) <h
. 0=

teljestil. Ez azt jelenti, hogy a sorfejtés abszoliat konvergens, vagyis az A részalgebra
-1/ 2)
ge =1+ Z =l = 1/2) =1
elemei egyenletesen konvergalnak a /g fiiggvényhez, amibdl A zartsiga miatt /g €

A adédik.
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Eszerint minden nem negativ f € A fliggvényre és p > 0 szamra /p + f € A.
Minthogy

WotF=Vil=| =57l = vP

a \/p+ f € A fiiggvények egyenletesen konvergalnak a +/f fiiggvényhez, amiért
V€ Ais teljesiil.

Ujra A algebrai zartsagat hasznéalva nyerjiik, hogy barmely f € A fiiggvényre
|f] = /f? € Ais teljesiil, amiért

_fHg+1f—4|

_frg—If—4l
5 == ¢

5 A

max(f, g) €A é min(f,g)

bizonyitja a tételt. .

A C(X,R) Banach-algebra egy & C C(X,R) részhalmazét szepardlonak ne-
vezziilk, ha minden kiil6nb6z6 pontokbdl &llé XY € X péarhoz 1étezik olyan f € &
cleme, hogy f(X) # f(¥).

Stone—Weierstrass-tétel. Legyen (X,d) egy kompakt metrikus tér. Ekkor valds-
értéki folytonos fiigguényeinek C (X, R) Banach-algebrdjdban minden szepardld, egy-
ségelemes & részalgebra siri.

Bizonyitas. Legyen f € C(X,R) és e > 0.
Mivel & szeparald, barmely két kiilonb6zo Y, Z € X ponthoz létezik olyan
g € 6 flggvény, melyre g(Y) # g(Z). Az ebbdl konstrudlt

9(X) —9(2)
9(Y) = g9(2)

fiiggvény az & algebra eleme és fy (V) = f(Y), valamint fy z(Z) = f(2).

Tekintsiik az Uy z = {X € X : fy.z(X) < f(X) + ¢} nyilt halmazokat. Ezek
lefedik az egész teret, ezért a kompaktsag miatt 1étezik véges sok Zy, Z1,...,2Z,
(n € N) pont, hogy X = J;_,Uy,z,. Minden Y € X pont esetén legyen

frz: X =R frz(X)=f(Y)

fy:X =R olyan, hogy fy = [in Fv.z,-

Az a fiiggvény az & algebra &~ lezartjanak eleme és fy (Y) = f(Y), valamint

~ Hi:XEUY,Zi - XEZ/{Y,Zi

fr(X) = Ogignfy,zi(X) < frz,(X) <  f(X)+e
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Tekintsitk most a Vy = {X € X : fy(X) > f(X) — ¢} nyilt halmazokat. Az
Uyexr Vy unio lefedi a teljes X' teret, ezért a kompaktsdg miatt létezik véges sok
Yo,Y1,...,Ym (m €N) pont, hogy X = |Jj_, Vy;. Legyen

f: X =R olyan, hogy f= orgrEanm Ty,

Ez az G algebra G~ lezartjanak eleme és

Hj:XEVYj ~ XGVyj

f(X)ZOIéljagnfn(X) > fy,(X) > f(X)-e

f(X) = max fy (X) < max (f(X)+e)=f(X)+e.

0<j<n" "7 —0<i<n

Ezzel a tételt belattuk. -

A valésértékii fiiggvényekrol az allitas kiterjeszthetd a komplexértékii fiiggvé-
nyekre is, de ehhez a fliggvényalgebranak a konjugaldsra vald zartsaga is sziikséges.

Komplex Stone—Weierstrass-tétel. Legyen (X, d) egy kompakt metrikus tér. Ek-
kor komplexértéki folytonos figgvényeinek C(X,C) Banach-algebrdjiban minden
szepardld, egységelemes, a konjugdldsra is zdrt & részalgebra siri.

Bizonyitas. Legyen Gy az & algebra Osszes valdsértékii fliggvényét tartalmazo
halmaz. Nyilvan ez is egy egységelemes részalgebra.

Mivel & szeparald, barmely két kiillonbozé Y, Z € X ponthoz létezik olyan
g € G komplex fiiggvény, melyre g(Y) # g(Z). Az ebbdl konstrudlt

Reg:L;g és Imgzig;—g

fiiggvények valdsértékiiek és az & algebra elemei, tehat Re g, Im g € Gg. Minthogy
9(Y) # g(Z), Reg(Y) # Reg(Z) vagy Im g(Y') # Im g(Z) legalabb egyike teljestil,
ami igazolja, hogy Gr elvalaszto.

Eszerint a valdsértéki folytonos fiiggvényekre vonatkozé Stone—Weierstrass-
tétel alapjin Sy siri a C(X,R) algebrdban. Mivel & = & +i6 és C(X,C) =

C(X,R) +iC(X,R), ezzel az 4llitast igazoltuk. -

A Stone—Weierstrass-tételrél tovabbi informacidk taldlhaték a Fiiggelékben.
2.4. Topologikus csoportok topolagiaja

Definicié. Egy (X,T) topologikus teret topologikus csoportnak neveziink, ha az
X halmazon adott egy olyan * csoportmiivelet, melyre (X,Y) — X *Y 1 € X
folytonos az (X x X, %) szorzattéren a szorzattopolégidban.
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Tétel. Egy topologikus tér egqy csoportmiivelettel akkor és csak akkor alkot topo-
logikus csoportot, ha az X + X! és (X,Y) — X xY leképezés is folytonos a
szorzattopoldogidban.

Bizonyitas. Ha (X, ¥, *) topologikus csoport és F az egységeleme, akkor (X,Y) —
XY ! € X folytonos a szorzattopolégidban, amiért Y + (E,Y) = ExY 1 =Yy ~!
és (X,Y) = (X, Y1) = X x (Y1)"! = X %Y is folytonos a szorzattopolégiaban.

Ha az X — X! és (X,Y) — X xY leképezés is folytonos a szorzatto-
polégidban, akkor ezek Osszetétele is folytonos a szorzattopoldgidban. Ez volt a

bizonyitandé. -

Az (X, %, *) topologikus csoport minden X elemére definidljuk az [x: X — X
ésrx: X = X leképezéseket Ggy, hogy Ix: Y — X xY ésrx: Y — Y x X. Elobbit
bal- utobbit jobbtranszldicionak nevezzilk. A bal- és jobbtranszlacidk el6bbi tételiink,
(Ix) ' =lx-1 és (rx)~! = rx-1 miatt homeomorfizmusok.

Ugyancsak homeomorfizmus az X — X ! inverzképzés, mely involutiv is.

Egy H C X halmaz minden pontjara egy bal- vagy jobbtranszlaciét, illet-
ve inverzképzést alkalmazva egy tjabb halmazt kapunk az (X, T, *) topologikus
csoportban, melyeket I[x (H) = X * H, rx(H) = H + X és H~! jelsl. Mivel homeo-
morfizmusokat alkalmaztunk, a kovetkezot kapjuk.

Tétel. Topologikus csoportban nyilt, zart, kompakt vagy sszefiiggd halmaz inverze
és barmely transzldacio szerinti képe rendre nyilt, zdart, kompakt illetve dsszefiiggd.

Topologikus csoportban az inverziikkel megegyezé halmazokat, szimmetri-
kusnak nevezziik.

Lemma. Topologikus csoport neutrdalis elemének barmely U kornyezetében, van az
N neutrdlis elemnek olyan szimmetrikus V kirnyezete, melyre V «V CU.

Bizonyitas. Mivel (X,Y) — X %Y folytonos a szorzattopoldgidban, van az (N, N)
pontnak a szorzattérben olyan W kornyezete, hogy (X,Y) € W estén X xY € U
(vagyis W+ W C U).

A topologikus szorzat definicigja miatt igy vannak olyan Vi, Vs € T kornye-
zetek, hogy Vi x Vo C W, amiért V; * Vo CU. Ekkor V =V NV Ve n V! nyilt
halmaz és nyilvan teljesiti a lemma minden allitasat. -

Tétel. Minden topologikus csoport Ts-tér.

Bizonyitas. Ha az N neutralis elem nincs benne a Z zart halmazban, akkor lem-
mank szerint van olyan szimmetrikus V kérnyezete, hogy V * V C Z.
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Ha X € V~, akkor (X % V) NV nem {ires, hiszen X *V € Tx és érintési pont
lévén, az X minden kornyezetében van a V koérnyezetnek pontja. Eszerint van olyan
Y,Y’ € V, hogy X*Y = Y’, ami viszont azt jelenti, hogy X = Y'*Y 1 € VxV~! C
Z. Bszerint a V és V— kornyezetek elvalasztjik az N neutralis elemet az 6t nem
tartalmazé Z zart halmaztol.

Ha a tetszéleges X pont nincs a Z zart halmazban, akkor az N neutrélis
elem nincs az X ! * Z zrt halmazban, igy van ezeket elvalaszté két nyilt halmaz,
melyeket az X ponttal megszorozva megkapjuk a kivant elvalaszt6 nyilt halmazokat.

Ezzel a tételt belattuk. -

Tétel. Egy topologikus csoport akkor és csak akkor Hausdorff-féle, ha a neutrdlis
elemébdl képzett egyelemi halmaz zdrt.

Bizonyitas. Hausdorff-tér minden egyelemii halmaza zart, igy a tétel eziranyu alli-
tasa nyilvanvalé.

Ha a topologikus csoport neutrélis elemébdl képzett egyelemii halmaz zart,
akkor transzlaciok alkalmazasaval kapjuk, hogy minden pontjabdl képzett egyelemt
halmaza zart, vagyis a topologikus csoport T;-tér.

Legyen X az (X, %, x) topologikus csoport egy nem neutrilis eleme.

A Ti-tulajdonsdg miatt van olyan U kornyezete a topologikus csoport N ne-
utralis elemének, mely nem tartalmazza az X pontot. El6bbi lemmank szerint van
olyan szimmetrikus V € Ty kornyezet, melyre V =V~ és V'V C U.

AW =1x(V) nyilt halmaz tartalmazza az X pontot, hiszen N € V.

HaY e WNV, akkor Y = X %V valamely V € V pontra, amibdl az X =
YV 1eVsxV ! =VxV CU ellentmondés adédik, tehdt W NV = 0, vagyis a
diszjunkt V és W elvalasztja az N és X pontokat egymastol.

Eszerint a topologikus csoport barmely két kiilonb6z6 X és Y pontjara, van a
neutralis elemnek és az X * Y ! elemnek egymastél diszjunkt &/ és W kornyezete,
ami viszont azt jelenti, hogy a diszjunkt U * Y és W = Y kornyezetek elvalasztjik

egymastél az X és Y pontot, tehdt a tér Hausdorff-féle. -

Eszerint egy T1-tulajdonsagt topologikus csoport Hausdorff-féle.

Tétel. Topologikus csoportban
(1) nyilt halmaz bdrmely halmazzal vett szorzata nyilt;
(2) zdrt halmaz kompakt halmazzal vett szorzata zdrt;
(3) kompakt halmaz szorzata kompakt halmazzal kompakt;
(4) dsszefiiggd halmaz szorzata dsszefiiggd halmazzal dsszefiiggd.

Bizonyitas. (1) Legyen (X, T, %) egy topologikus csoport és U,V € T. Mivel U*V =
Ux ey Ix (V) nyilt halmaz szorzata barmely halmazzal nyilt.
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(2) Ha Z zart és K kompakt halmaz, akkor minden X ¢ Z * K pontra az
N € X neutralis elem nincs az X! « Z % K halmazban, amiért minden K € K
esetén van a neutralis elemnek olyan szimmetrikus Vg nyilt kornyezete, hogy Vi
és Vi elvalasztjak a neutralis elemet és az X! % Z « K halmazt. Vildgos, hogy
{K % Vi } ke egy nyilt fedése a kompakt K halmaznak, tehdt elemeinek egy véges
halmaza, mondjuk V = {K; * Vg, }I is lefedi a K halmazt.

Legyen V =\, Vk,, ésU = X x V.

Ha U N (Z % K) nem {ires, akkor van olyan V € V, Z € Z és K € K, hogy
X+V =ZxK. AV fedérendszer miatt pedig van olyan i, hogy K € K;*Vk,, vagyis
létezik olyan V; € Vk,, melyre K = K; *V;, tehat Osszefoglalva: X «V = Zx K; V.
Eszerint V x V;*l = X' % Z % K;, ami ellentmond4s, mert

VxV eV« CVisV, C X1« ZxK,.

Tehat U N (2« K) = 0, ami azt mutatja, hogy az X ¢ Z « K pontnak van nyilt
kérnyezete az Z * IC halmazban, tehdt ez utébbi nyilt halmaz, vagyis Z * K zart,
ahogy a (2) éllitja.

(3) Ha Ky és Ko kompakt halmazok, akkor a szorzattopolégidban K; x Ko
is kompakt halmaz. Ebbél kovetkezik, hogy ennek a folytonos (X,Y) — X xY
leképezés szerinti K1 * Ko képe is kompakt.

(4) Ha C; és Co Osszefiiggé halmazok, akkor a szorzattopolégidban Cy x Ca is
osszefiiggd halmaz, {gy ennek a folytonos (X,Y) — X =Y leképezés szerinti Cy * Cy
képe is Osszefiiggd.

Ezzel a tételt belattuk. -

Fontos felfigyelni ré, hogy zart halmazok szorzata nem feltétlen zart, hiszen
példaul a komplex szdmok C additiv csoportjdban a 21 = {x +1/z: z € R, z > 0}
(hiperbola) és a Z5 = {y : y € R} (egyenes) zart halmazok 21 + Z5 = {z + 1y :
x,y € R, y > 0} Osszege a felsd nyilt félsik, amely nyilvdn nem zért a C topologikus
csoportban.

Tétel. Topologikus csoportban a neutralis elemet tartalmazo 6sszefiiggé komponens
zdrt normdloszto.

Bizonyitas. Legyen A az N neutralis elemet tartalmazé osszefiiggd komponens.
Minthogy az N &sszefiiggd komponens, zart is.

Ha X € N, akkor Ix-1(N) tartalmazza a neutrdlis elemet. Mivel [x-1(N)
osszefiiggd is, X 1« N C N, amibél X! € N kovetkezik.

Ha X € N, akkor X1 € N is, amiért [ x(N) tartalmazza a neutralis elemet.
Minthogy 6sszefiiggd is, ebbdl X * N C N kovetkezik.

Az eddigiek szerint A egy részcsoport.
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Tetsz8leges X pont esetén az 7y -1 (Ix (N)) halmaz dsszefiiggd és tartalmazza

a neutralis elemet, igy X * N+ X! C N, ami bizonyitja az allitast. .

Mivel az N neutralis elemet tartalmazé N 6sszefiiggd komponens egy normal-
oszt6, minden X pontra X * A ennek egy mellékosztalya, mely pontosan akkor metsz
egy masik mellékosztélyt, ha egybeesik vele, ezért az X * N alaki sszefiiggd halma-
zok vagy egybeesnek, vagy diszjunktak. Eszerint egy Gsszefligg6 komponens szétesik
Osszefliggl, zart, diszjunkt mellékosztalyok unidéjara, mégpedig minden komponens
ugyannyi darab mellékosztalyra, hiszen barmely [x baltranszlaciéval szorozva egy
Osszefiiggé komponenst, abbdl 6sszefiiggd komponenst kapunk, a mellékosztalyok-
bél pedig mellékosztdlyokat. Minthogy azonban N egyetlen mellékosztalybdl 4ll,
kimondhatjuk a kovetkezot.

Tétel. Topologikus csoportban minden 6sszefliggd komponens a neutrdlis elem dssze-
fliggdé komponensének mellékosztdlya.

Tétel. Topologikus csoport fundamentalis csoportja kommutativ.

Bizonyitas. Legyen f és g az (X, %, *) topologikus csoport N neutrilis eleménél
hurok. Legyen h,: [0,1] x [0,1] — X olyan, hogy h.(s,t) = f(s) % g(t). Ez nyilvidn
folytonos, hiszen f, g és a x-miivelet is folytonos.

Vilagos, hogy h*(O,') = h*(17') = N*g(') = g() és h*('>0) = h*('71) =
f(-)* N = f(-), ami azt mutatja, hogy a [0,1] x [0, 1] négyzet hatardn annak [0, 0]
csucsét az [1, 1] estcesal 6sszekotd [0, 0] — [0, 1] — [1, 1] illetve [0, 0] — [1,0] — [1, 1]
utakon rendre az fxg illetve gx f utakat kapjuk. Minthogy a [0, 1] x [0, 1] négyzetben
megadott két it homotdp, ebbdl kovetkezik, hogy az f * g és g * f utak homotopok,
ami bizonyitja az allitast. -
Tétel. Topologikus csoport részcsoportjdnak és normdlosztéjdnak lezartja részcso-
port illetve normdlosztd.

Bizonyitas. Legyen H az (X, T, *) topologikus csoport egy részcsoportja.

Legyen X € H™ és V az N neutrdlis elem barmely szimmetrikus kornyezete.
Ekkor W+« X" HNH = (X*V)"'NnH = ((X *V)NH)" ! nem iires, hiszen
X € H~ miatt (X * V) NH nem fires, tehat Xt € H~.

Legyen X, Y € H™ és U € Tx.y. A neutrélis elemnek van olyan szimmetrikus
V kérnyezete, melyre V¥V C X1« U Y1, ezekhez léteznek Hy € (X * V) N'H
és Hy € (V+Y)NH elemek, hiszen X,Y € H~. Ekkor

UQHQ(X*V*V*Y)OHQ({Hx}*{Hy})mHBHx*Hy,

vagyis U N H nem fires, amiért X «Y € H™.
Ezzel az els6 allitast belattuk.
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Legyen H normaéloszto, és X € X tetszoleges pont. Valamely Y € H™ pontra
legyen Z = X *Y «* X~'. A Z pont barmely U kérnyezetére V =Y 1« Xt xlfx X
a neutralis elem egy koérnyezete. Ekkor

UNHD (XY« V+ X HN(X+sH+ X H=Xx((Y*V)NH)x X!

nem {ires, hiszen Y € H ™, és ez igazolja, hogy Z = X *Y * X1 € {~, ami a tétel
masodik allitasa. -
Tétel. Két topologikus csoport kizti homomorfizmus akkor és csak akkor folytonos,
ha a neutrdlis elemnél folytonos.

Bizonyitas. Ha egy homomorfizmus folytonos, akkor természetesen a neutrélis elem-
nél is folytonos.

Ha a h: (X,%,%) — (X’,%, %) homorfizmus folytonos az N € X neutrilis
elemnél, akkor a szintén neutrdlis N’ = h(N) € X’ elem barmely V € T, kornye-
zetére h=1(V) € Ty.

Ha V € T és h(X) NV iires, akkor h=1(V) is iires, amiért h=*(V) € T.

HaV e T és X' € h(X)NV =W, akkor ((X')"1«W) € Ty, amiért a feltétel
szerint A1 ((X’)~t x W) € Tn. Eszerint minden X € h~1(X) pontra adédik, hogy
Ux = X * hil((X/)fl *W) €%y, és

h(Ux) =h(X *h H(X)T1aW)) = X' % (X)) L5 W) =W,

amiért h=1(V) = Un(x)ev Ux nyilt halmaz.

Ezzel a tételt belattuk. -

Tetszbleges (X, ¥, *) topologikus csoport barmely H részcsoportja mellékosz-
talyainak egy ) halmazit pontosan akkor neveziink nyiltnak, ha Uyey(y xH) €
%. A mellékosztalyok X' /H halmazdn ezzel definidlt topolégidt a mellékosztalyok
tovdbbiakban [X * H] jel6l, melyre nyilvan [X x H] = [Y * H] akkor és csak akkor,
ha X xY ! € H.

Tétel. Legyen H eqgy részcsoport az (X, T, ) topologikus csoportban.
(1) Ah: X — (X/H) leképezés, melyre X — [X*H], folytonos és nyilt halmazokat
nyilt halmazokba visz.
(2) Ha H zdrt, akkor X /H Hausdorff-tér.

Bizonyitas. (1) A h nyilvdn folytonos, hiszen a mellékosztalyok X /H terében egy U
halmaz a definicié szerint pontosan akkor nyilt, ha h=1(U) = Upysrgen(Y *H) nyilt
az (X, %, %) topologikus csoportban. Ha V € ¥, akkor h(V) = {[V «H] : V € V},
ami nyilt, hiszen (Jy, o), V * H =V * " = Uy V * H nyilvin nyilt.
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(2) Legyen [X x H] és [V = H] két kiilonboz8 pont a mellékosztalyok X' /H
terében.

Ekkor X1 %Y ¢ H, ezért a T3 tulajdonsag alapjan van olyan U € Tx-1,y,
melyre U N'H = 0. Az X U = Y~ nyilt halmaz tartalmazza az N neutralis
elemet, ezért van benne a neutralis elemnek olyan szimmetrikus V kérnyezete, melyre
VxVCXsxUxY L

Ekkora Wx = {[Z+«H]| : Z e V*x X} és Wy = {[Z+xH|: Z € V*xY}
mellékosztély-halmazok nyiltak, mert Vx X és VY is nyilt, tovibba [X «H] € Wx és
[Y«H] € Wy, hiszen X € VxX ésY € VY. A Wx és Wy mellékosztély-halmazok
ugyanakkor diszjunktak is, mert ellenkez6 esetben lennének olyan Vx,Vy € V
pontok, melyekre [Vy * X * H] = [Vy * Y xH], ami azt jelentené, hogy (Vx x X) 7! x
(Vy *Y) € H, de ez lehetetlen, mert X ' x Vil x V3 Y € U.

Eszerint a diszjunkt és nyilt Wx és Wy mellékosztaly-halmazok elvilasztjik
az [X = H] és [Y * H] mellékosztalyokat, ami bizonyitja a (2) allitést. -
Tétel. Legyen H egy normdloszté az (X, %, *) topologikus csoportban. Ekkor X /H
egy topologikus csoport.

Bizonyitas. Elég belatni, hogy a szorzas és inverzképzés folytonos. Legyen h: X —
X/H.

Legyen U az [X *H] ™! egy nyilt kérnyezete az X' /H topologikus térben. Mivel
h folytonos, h=1(U) is nyilt halmaz, és tartalmazza az X! pontot, mert [X *
H)7L = [X7txH] = h(X1). Eszerint a (h=1(U))~! olyan nyilt halmaz, amely
tartalmazza az X pontot, igy h((h~1(U))~!) olyan nyilt halmaz, mely tartalmazza
a h(X) = [X % H] mellékosztalyt, és (h((h=1(U))~1) =t = h(h=1(U)) = U. Tehét az
inverzképzés folytonos.

Legyen h(X Y) = [X Y * H] egy mellékosztély az X /H térben, és U ennek
egy kérnyezete. Mivel h folytonos, h=1(U) is nyflt halmaz, és tartalmazza az X *Y
pontot. Eszerint van olyan Vx € Tx és Vy € Ty, melyre Vx * Vy C h=1U).
Eszerint U O h(Vx * Vy) = h(Vx) * h(Vy), h(Vx) és h(Vy) nyilt halmazok rendre
tartalmazzék az h(X) és h(Y) mellékosztdlyt, ami bizonyitja, hogy a szorzés is
folytonos. -
Ha a H norméloszté zart, akkor X' /H Hausdorff-féle topologikus csoport.

Tétel. Legyen h: (X, T,x) — (X', T, %) egy folytonos homorfizmus. Ekkor a
h: (X/kerh) — X' homomorfizmus folytonos.

Bizonyitas. A ker h egy normdloszté, ezért el6bbi eredményeink miatt X'/ ker h egy
topologikus csoport, ésa h: (X, %, *) — (X/ker h) leképezés, melye h(X) = [X xH],
folytonos és nyilt halmazt nyilt halmazba képez6 homomorfizmus.
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Vildgos, hogy h = ho h.

Az U részhalmaz a X'/ ker h topologikus csoportban akkor és csak akkor nyilt,
ha A~1(U) nyilt a (X,T) térben.

Ha V € T, akkor h folytonossdga miatt h=1(V) nyilt az (X, T) térben, ami-
ért h(h=1(V)) nyilt az X/ker h topologikus csoportban. Mivel A(h(h=1(V))) =

h(h=1(V)) =V, h folytonos. -

Jegyezziik meg, hogy tételiink szerint ha h sziirjektiv és nyilt halmazokat nyilt
halmazokba képez, akkor a h izomorfizmus homeomorf.

Tétel. Az (X,T,x) és (X', %', %) topologikus csoportok szorzattopologikus tere a
négyzetén értelmezett (X, X"), (YY) = (X * X, Y xY") mduvelettel topologikus
csoportot alkot.

A fenti eredményeket hasznalé bizonyitas az olvasoéra marad.

2.5. A kor és a gomb topoldgiaja

Minthogy S* minden k esetén teljes és teljesen korldtos (ennek bizonyitdsa az
olvaséra marad), kapjuk, hogy S¥ minden k esetén kompakt.

Tétel. Az S egységgomb-feliilet a természetes topoldgidval abszoliit kornyezet
retraktum.

Bizonyitas. Legyen (X, %) egy normélis topologikus tér, Z € T egy zart halmaza
és f: Z — S"~! folytonos.

Legyen f(X) = (f1(X), f2(X),..., fu(X)), ahol >°" | f? = 1. Ekkor Tietze
tétele szerint minden ¢ = 1,...,n szamra az f; fliiggvénynek létezik egy folytonos
fi: X — [inf f;,sup fi] C [~1,1] folytatasa. Ebbl kovetkezéleg az U = {X € X :
S fA(X) # 0} halmaz nyilvdn nyilt, és Z C U.

Legyen fi: U — R az a fiiggvény, melyre f;(X) = f;(X)/ S f2(X). Ekkor
az f = ( fi,..., fn) fiiggvény az S"~! egységgdmb-felszinbe képez, folytonos és az

f fiiggvény folytatasa az U halmazra, ami bizonyitja a tételt. -

Tétel. A 71 (S') fundamentdlis csoport izomorf az egész szamok Z additiv csoport-
javal.

Bizonyitas. Tekintsiik azt az f: R — S! fedSleképezést, melyre x — (cos z,sin z).
Ha u: [0,1] — S! egy hurok az S! tér (1,0) pontjaban, akkor ennek a {k27 } ez
fibrum minden pontjdban, {gy a 0 pontban is egyértelmd @: [0,1] — R felemeltje
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létezik, amelyre tehat fou = u és w(0) = 0. A fedd utak tétele értelmében ha az u
és v homot6p (1, 0)-hurkok, akkor a fibrum ugyanazon pontjéba val6 felemeltjeik is
homotdpok, amiért az u és v felemeltek végpontjai is egybeesnek, vagyis u(1) = v(1),
ami, minthogy v és v is hurok, a fibrum egy k27 pontja valamely k € Z szamra,
amely eszerint az [u] (1,0)-hurokosztalyra dllandé. Ez egy x: m1(S', (1,0)) — Z
leképezést definial.

A x leképezés sziirjektiv, mert n € Z esetén az u,: [0,1] > z —
(cos(xn2m),sin(zn2m)) € S! hurokra x([un]) = n, hiszen w, éppen a fibrum n
pontjat tartalmazza.

A x leképezés injektiv, hiszen ha x([u]) = n, akkor az u felemeltje u olyan,
hogy fou=u, u(0) =0 és u(l) = n2kn, amiért u fix végpontokkal homotdp az u,,
attal ™), vagyis [u,] = [u].

A x leképezés homomorfia, mert minden n, m € Z esetén

X([un] @ [um]) = x([un * um]) = X([unsm]) = n +m = x([un]) + x(lun]). g

Tétel. Az egynél nagyobb (n — 1)-dimenziés gombfelszin w1 (S"~1) fundamentdlis
csoportja trividlis.

Bizonyitas. Legyen f egy P-hurok az S"~! (n > 3) gémbfeliileten. Azt kell belat-
nunk, hogy homotép a konstans P-hurokkal.(™),

Minden z € [0, 1] esetén van olyan e, > 0 szdm, hogy f((z —e,, z+¢,)) teljes
egészében az f(x) kozéppontd nyilt félgdmbben van. Minthogy [0, 1] kompakt, van
véges sok {x;}1", szdm (késébbiek érdekében monoton névekvé sorrendben), hogy
az I; = (x; — €x,,%; + &,) intervallumok egyiitt lefedik a [0, 1] szakaszt. Legyen
minden 0 < ¢ < m szadmra y; € Z; N Z; 41, tovabba yo =0 és y,,, = 1.

Legyen fit1: [yi,yiv1] — S™ ! minden 0 < i < m szamra. Ekkor
fix1([Ys, yit1]) az xi41 kozépponti nyilt félgombben van, ami 6sszehizhatd, ezért
fit1 homotdp az fir1(yi) és fir1(yit1) pontokat ebben a nyilt félgdmbben 6sszekotd
fékorrel, aminek legyen gy 1: [yi, ¥it1] — SP! egy paraméterezése.

Mivel [f]p = [fi* -+ * fm]p = [g1 * - - * gm] P, hiszen a homotdp fiiggvények
szorzata homotop, elég azt latnunk, hogy a g = g1 *- - -xg,, 1t homotdp a konstanssal.

Nyilvén létezik @ € S*~1\ g([0,1]). Ebbél a Q pontbél az S*~1\ {Q} lyukas
gdmbfelszin sztereografikus vetitéssel homeomorf kapcsolatba keriil az R™~! térrel,
ami igazolja, hogy 6sszehiizhaté, és igy ebben minden hurok homotép a konstanssal.

Ezzel a tételt belattuk. -

(*) Az R barmely két ttja homotép egymassall
(M Az f(]0,1]) = S"~ ! eset sem lehetetlen!
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Borsuk-tétel. Nincs olyan folytonos f: B2 — S' leképezés, melyre fls1 identikus.

Bizonyitas. Legyen e: S! — B? az identikus leképezés. Ekkor foe: S' — S! az
identikus leképezés, igy az indukalt homomorfizmusa az identikus Z — Z leképezés,

de ez ellentmond annak, hogy a w1 (S') < 7, (B?) Iy 71 (S) leképezés sorozatban

71(B?) a neutralis elembél 4116 trividlis csoport. -

A Borsuk-tételt magasabb dimenziéban is igazolni fogjuk.

Tétel. Ha a folytonos f,g: S~ — S"~1 fiiggvényekre minden X € S*~1 pontban
f(X) # —g(X), akkor f és g homotdpok.

Bizonyitas. Mivel f(X) # —g(X) pontosan egy kézos Sk fokor illeszkedik az f(X)
és g(X) pontokra. Ezen a f6koron beliil az f(X) és g(X) pontok kozott pontosan két
koriv van, melyek koziil az egyik révidebb mint a mésik. Legyen ennek a révidebb
korfvnek a paraméterezése uy : [0,1] — S*~! olyan, hogy az ux (t) = (1 —t)f(X) +
tg(X) vektorra ux (t) = ux(t)/|ux (t)|-

Definidljuk a h: [0,1] x S*~1 — S"~! leképezést tgy, hogy h(t, X) = ux(t).

<z

belatnunk, hogy h folytonos.

Legyen ry = |£(X) — g(X)|/2. Mivel £(X) # —g(X), [f(X) — g(X)| < 2,
amiért rx < 1, igy az ux(1/2) kézéppontu, arcsin(rx + (1 — rx)/2) gémbi sugart,
nyilt Sx gombsapka lefedi az f(X) és g(X) pontokat. Emiatt 1étezik olyan ¢ > 0,
hogy mindazon Z € S"~! pontok, melyekre |f(X) — Z| < &g vagy |g(X) — Z| < <o
szintén az Sx gémbsapkan vannak.

Vegyik észre, hogy az Sy gombsapka konvex burkdban 1év6 kiilonb6z6 P, Q
pontokra van olyan m > 1 szam, hogy

P Q P Q Q Q
‘ﬁ_@‘g‘ﬁ_ﬁ‘Jr‘ﬁ_@‘

_1P=Ql, L L_IP=@l, IP-1Q|
= el gl e
2

< P -0l <ulP -0l

Legyen € > 0 olyan, hogy g9 > €. A folytonossidg miatt 1étezik olyan § > 0,
hogy ha |X — Y| < § az X,Y € S"! pontokra, akkor m|f(X) — f(YV)| < €/3 és
m|g(X) — g(Y)| < €/3, amiért az ilyen f(Y) és g(Y') pontok is a nyilt S félgémb-
feliileten vannak, és emiatt |f(Y) — g(Y)| < 2 is teljesiil.
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Ha X,Y € S"71 t,5€[0,1] és | X — Y| < § valamint m|t — s| < £/6 esetén

lux (t) — uy (s)]

< mlux (t) — uy (s)| < mlux(t) — uy ()] + mluy (t) — wy (s)]
m|(1 = )(f(X) = f(Y)) + t(g(X) — g(Y))[ +m|(s =) (f(Y) — g(Y))]
m(1 = t)[f(X) = f(Y)| +mt|g(X) — g(Y)| +m[s — t][f(Y) — g(Y)]
<(1—t)e/3+te/3+m|s—t]2<e,

IN

ez

Definicié. Az R™ tér n + 1 csiicst politépjat szimplexnek hivjuk. Az R™ térben
szimplexek egy véges sok elemet tartalmazé K halmazat (geometriai) szimplicidlis
komplexusnak nevezziik, ha minden szimplexének minden lapjat is tartalmazza és
barmely két szimplexének metszete e két szimplexének kozos lapja, vagy iireshalmaz.

Egy szimplicialis komplexus nulldimenzids szimplexeit cstcsoknak, 1-dimenziés
szimplexeit pedig éleknek nevezziik.

A szimplicidlis komplexusban 1év6 szimplexek dimenzidéinak legnyagyobbikat
a szimplicialis komplexus dimenzidjdnak mondjuk.

Egy szimplicidlis komplexus lapjain azon szimplexeit értjiik, melyeket nem tar-
talmaz a szimplicidlis komplexus egyetlen szimplexe sem. A szimplicidlis komplexust
egyszerinek nevezziik, ha minden lapja azonos dimenziés.

Vildgos, hogy egy szimplex lapjai, élei és csicsai halmazéaval egyben szimplici-
alis komplexus is.

Eszerint a nulldimenziés szimplicidlis komplexusok a diszkrét ponthalmazok,
az 1-dimenziés egyszer( szimplicidlis komplexusok az 6nmagukat nem metsz6 (nem
feltétlen Osszefliggd) torott vonalak, a 2-dimenzids egyszer(i szimplicidlis komplexu-
sok pedig az éleiknél Gsszeragasztott haromszogekbdl 4116, nem 6ndtmetszé (nem
feltétlen Osszefiiggd) feliiletek.

Definicié. Az S*~! gombfeliilet s trianguldciéjdin egy n — 1-dimenziés K egyszerti
szimplicidlis komplexus és egy olyan k: K — X homeomorfizmus k = (K, k) par-
jat értjilk, melyre a K minden n — 1-dimenzids szimplexének k szerinti képe egy
félgdmbfeliileten belil van.

Az S"~1 gémbfeliilet legegyszeriibb triangulaciéjat tgy kapjuk, hogy a vele
azonos kozépponti n-dimenzios szabalyos szimplexet a kozéppontjukbdl kivetitjitk
a gombfeliiletre.

<z ez

cses 2

k' = (K', k') trianguldciéjanél, ha K minden szimplexének k szerinti képét a K’
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valamely szimplexének k' szerinti képe tartalmazza. Ilyenkor azt is mondjuk, hogy
a k' a k trianguldcid finomitdsa.

Lemma. Az S* gombfeliilet barmely két trianguldcidjdnak van kozos finomitdsa.

A lemma bizonyitasat a konnyii k = 1 és k = 2 esetekben az olvaséra bizzuk,
a magasabb dimenziékban a szemlélet alapjan nyilvanvalénak tiné allitds teljes
precizits mellett igen hosszadalmas bizonyitdsat azonban nem kozoljik(™.

Definicié. Egy R™ térben 1évé ¢ < n dimenziés S szimplex belsé S pontjanak
koordinatai eléallnak, mint az S szimplex csicsai koordinatdjanak konvex linearis
kombindcidja. A konvex linearis kombindcidoban szerepld £+ 1 nem negativ, 1 6sszegi
egylitthatdibol osszedllitott szam (£+1)-est az S pont baricentrikus koordindtdjinak
neveziink.

Az S egy k = (K, k) trianguldciéjdnak durvasdgdn a K szimplicialis komple-
xus csticsainak k szerinti képei kozott 1év6 tavolsdgok maximumét értjik, melyet |«|
jelol. A k trianguldcié finomsdgdnak vagy felbontdsdnak az 1/|k| értéket nevezziik.
Vildgos, hogy finomitéskor egy triangulacié finomsaga nem csékken.

Az SP! gémbfeliilet kellden finom trianguldldst valasztva a baricentrikus
koordindtak lehet&séget teremtenek S"~! lokélis koordindtazésara,

Tekintsiink egy folytonos f: S"~! — S"~! leképezést. Mivel S*~! kompakt,
van olyan § > 0 szam, melyre minden X,Y € S"~! pontra |f(X) — f(Y)| < 1, ha
| X —Y| < 6. AzS" ! azon k = (K, k) trianguldcitira, melyekre |x| < § teljesiil, hogy
K minden szimplexe k szerinti képének f szerinti képe S"~! egy nyilt félgdmbjén
beliil van. Az ilyen triangulaciékat az f fliggvényhez elegendéen finomnak mondjuk.

Definicié. Egy folytonos f: S~ — S"~! leképezéshez elegendéen finom k = (K, k)
trianguldciéra az f.: S*1 — SP 1 leképezést r-szimplicidlis leképezésnek nevezziik,

ha
ST bif(k(P))
X0 = 15 3tk

ahol {P;}™, a K azon S szimplexének csiicshalmaza, mely tartalmazza a k=1 (X)
pontot, (b, ...,b,) pedig ennek a k~1(X) pontnak a baricentrikus koordinitaja

ebben az S szimplexben.

Vilagos, hogy a k-szimplicialis leképezések folytonosak. A szimplexek 6sszehtz-
hatésaga és S?~! ttszerti dsszefiiggésége miatt barmely szimplexen megadott két
folytonos fiiggvény homotép, amiért minden folytonos leképezés homotoép barmely
k-szimplicialis leképezésével.

(*)Részletes leiras példaul Sandro Buoncristiano elektronikus kényvében taldlhaté.
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Legyen k = (K,k) az S"~! gombfeliilet egy kelléen finom triangulaciéja,
f:SP1 — S"1 egy folytonos leképezés és f. ennek szimplicidlis leképezése. Min-
den @ € S"~! pontra definialjuk a deg(f, x, Q) = n™(f, x, Q) —n~(f, k, Q) szdmot,
ahol n*(f,x,Q) a K azon (n — 1)-dimenziés S szimplexeinek szdma, melyekre
[« (k(S)) irdnyitdsa megegyezik illetve ellenkezik az S~ gémbfeliilet iranyitasaval
és k71(Q) € int S.

Tétel. A deg(f,k,Q) értéke nem figg a Q pont meguvdlasztdsatol.

Bizonyitas. Vilagos, hogy a k leképezés a K szimplicidlis komplexus egyetlen szimp-
lexét sem viszi a gdmbfelszin valamely alacsonyabb dimenziés sikkal vett metszetébe,
mert akkor nem lehetne bijektiv.

Legyen R € S" ! és kossiik 6ssze az R és (Q pontot egy olyan folytonos
g: [0,1] — S"~! gérbével, mely nem metszi a K szimlicidlis komplexusban 1évé
csucsok k szerinti képeit.

Ha a K szimlicidlis komplexusban 1é6v$ valamely S szimplex k szerinti k(S) ké-
pét az f alacsonyabb dimenzids térbe viszi, akkor az f(k(S)) zart halmazt a szintén
zart halmazt alkoté g gorbétol elvalaszto nyilt kornyezet f szerinti 6sén az f fiigg-
vényt ,,csekély” mértékben (folytonossig esetén homotép médon) megvaltoztatva az
elfajulds megsziintethetd, és ekozben az deg(f, x, g(t)) fliggvény értéke nem véltozik,
ezért a tovabbiakban feltételezziik, hogy minden a /C szimlicidlis komplexusban 1év6
szimplex dimenzidja megegyezik k szerinti képe f szerinti képének dimenzidjival.

Tekintstik a deg(f, k,¢g(t)) figgvényt. Ez pontosan akkor véltozhat, amikor
k~1(g(t)) az egyik (n — 1)-dimenziés S szimplex hatdrdndl 4tlép egy masik (n — 1)-
dimenziés S’ szimplexbe. Ezek f,, ok szerinti képei azonban vagy azonos irdnyitasuak
és akkor nT(f, k,g(t)) és n=(f,k, Q) sem valtozik, vagy mindketts egyszerre né
illetve fogy eggyel-eggyel.

Ezzel az allitast belattuk. -

A @ pont valasztasatdl fiiggetlen deg(f, k) := deg(f, &k, Q) szdmot az f fiigg-
vénynek a hozzé elegendGen finom k triangulaciéra vonatkozé fokszaméanak nevez-
ziik.

Tétel. Folytonos f: S*~1 — S"7! fiiggvényhez van olyan § > 0 szim, hogy a
deg(f, k) értéke nem figg a k trianguldcié megudlasztdsdtdl, ha |k| < 4.

Bizonyitas. Legyenck & = (K, k) és & = (K, k) az S"~! gémbfeliiletnek az f fiigg-
vényhez elegend6en finom triangulacioi, és vegyiik ezen triangulaciéknak egy k6zos
k finomitasat. Ekkor nyilvan k is elegend&en finom az f fliggvényhez, hiszen k és &
sem lehet nala finomabb.
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Belatjuk, hogy deg(f, ') = deg(f, k).
A k' finomitdsa folyamén a «’ trianguldcidhoz egyenként hozzdvéve azon cst-
csokat, melyek neki nem, de a x trianguldciénak csticsai, trianguldciok k; (kg = K/,
.., km = k) sorozatét kapjuk, ahol a kovetkez$ mindig az €l6z8 finomitdsa pontosan
egy csucs hozzavételével. Legyen S az a szimplex a K; komplexusban, melynek belsd
pontja az a C pont, mely a k;11 = (i1, kigr1) cstcsa, de a k; = (K;, k;) csicsai
kozt nem szerepel. Mivel |k;| < §, az f(k(S)) egy félgdmbon beliil van, ezért van
olyan P € S"~! pont, mely nincs az f(k(S)) képben. Ebbdl viszont

deg(fa "Qi-‘rl) = deg(fv Ki+1, P) = deg(fv Ki, P) = deg(f’ Ri)

kovetkezik, hiszen a P pont egy kiérnyezetében a finomitas nem valtoztatja az f ok
leképezést.

Eszerint deg(f, ') = deg(f, k) = deg(f,x"), ami bizonyitja a tételt. -
Definicié. A deg(f) := lim),_,odeg(f,x) szamot az f fliggvény fokszdmdnak ne-
vezzik.

Vildgos, hogy az identikus i: X € S ! = X € S"! fiiggvény fokszdma
degi =1, a konstans ¢: X € S~ s C € S*! fiiggvény fokszdma pedig deg c = 0.

A gémb kozéppontjara vals t: X € S*! s —X € SP! centrélis tiikrozés
fokszamanak meghatarozasahoz vegyiik észre, hogy a kdzéppontos tiikrozés n darab,
a kozéppontra illeszked6, paronként merdleges tikrozés szorzata, mely eszerint n
darab irdnyitasvaltd leképezés szorzata, vagyis egy az S*~! gombfeliileten 16v6
elegendden kicsiny (n—1)-dimenzids ,szimplex” és a gomb kozéppontja dltal alkotott
n-dimenziés szimplex irdnyitdsa pontosan akkor valtozik, ha n péaratlan. Tehat
degt = (—1)".

Tétel. Két homotdp folytonos S*~1 — S*~! leképezés fokszdma egyenlé.

Bizonyitas. Legyenek f,g: S*~! — S"~! homotép folytonos leképezések.

Mivel f és g homotdp, létezik olyan folytonos h: [0,1]xS"~! — S"~1 leképezés,
melyre h(0,-) = f(-) és h(1,-) = g(-). Minthogy [0, 1] x S"~! kompakt, van olyan
§ >0, melyre X,Y € S"71, ¢,5 €[0,1] és | X — Y| < § valamint [t — s| < J esetén
|h(t, X) — h(s,Y)| < 1. Vélasszunk az S"~! egy olyan x = (K, k) trianguldci6jat,
melyre |k| < 0.

Ekkor k elegendden finom a h(t,-) fliggvényekhez minden ¢ € [0, 1] esetén,
ezért 1étezik az e(t) = deg(h(t,-), k) egészértékil fiiggvény a [0, 1] intervallumon.

Legyen a P € S"~! olyan pont, amelyet a h,(t, -) szimplicidlis leképezés inverze
a k(K) valamely belsé P, pontjaba visz. Ekkor elegendéen kicsiny € > 0 szdmra
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PHE ugyanazon szimplexekbe esik, mint Pt, ezért
€(t), = deg(h’(t7 ')7 K) = deg(h(t7 ')7 K, P) = deg(h’(t +e, ')7 K, P) = e(t + E)v

ami azt mutatja, hogy az e fiiggvény konstans, tehat deg f = e(0) = e(1) = deg g,

ahogy a tétel allitja. .

A szakasz elején lattuk, hogy ha két S! — S! leképezés fokszdma megegyezik,
akkor homotépok. Ugyanez érvényes magasabb dimenzidban is.

Tétel. Ha az f: S* 1 — S folytonos figguénynek nincsen fix pontja, akkor f
foka (—=1)™.

A bizonyitdshoz elég annyit megjegyezniink, hogy a gémb koézéppontjara valod
t: X € S"1 i —X € S"! centralis tiikrézésre f(X) # —t(X), hiszen f nem
rendelkezik fixponttal, igy kordbbi tételiink szerint f és ¢ homotop, amibol iménti
eredményiink szerint deg f = degt kovetkezik.

Tétel. Az S"~! gombfeliilet nem hizhatdé dssze egy pontra.

Bizonyitasképpen elég arra gondolni, hogy ha az S*~! gémbfeliilet pontra ssze-
hiizhaté lenne, akkor az identikus és konstans S*~! — S*~! leképezések homotépok
lennének, holott ezek fokszama kiilonb6z6, tehat nem homotépok.

Siindiszné-tétel. Pdratlan dimenzios euklidészi tér gombjének feliletén minden
folytonos érintd vektormezdnek van zérdhelye.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy n = 2m + 1 esetén a S?™ gémbfeliileten létezik olyan
sehol sem nulla, folytonos C vektormez6, melynek minden eleme érinti a gombfeli-
letet.

Definidljuk az f: S"~! — S~ fiiggvényt tigy, hogy minden X € S"~! pontra
C(X)=0f(X ;, ahol O a gombfeliilet kozéppontja.

Ekkor |f(X) — X| = v2és |f(X)+ X]| = V2, ezért f(X) # X és f(X) # —X,
amiért f homtép az identikus leképezéssel és a kozéppontra vald tiikrozéssel.

Eszerint a koézéppontos tiikrozés homotép az identikus leképezéssel, holott

degi =1, és degt = (—1)" = —1. Ez az ellentmondds igazolja az allitdst. -

Mivel egy sehol sem nulla hosszisagt vektormez6 elemeinek meroleges vetiilete
az érintOsikra eszerint valahol bizonyosan eltlinik, adddik, hogy valamely pontban
az ilyen vektormezonek lesz a gombfeliiletre merdleges eleme.

Lemma. Egy f: B® — S*! folytonos fiigguénynek a gombfeliiletre valé megszori-
tdasa homotdp a konstans fiigguénnyel.
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Bizonyitas. Tekintsiik azt a h: [0,1] x S®~1 — S"~1 leképezést, melyre h(t, X) =

f(tX). Ekkor h(1,-) = f(-), ugyanakkor h(0,-) = f(0) konstans. -

Borsuk-tétel. Nincs a gomb belsejét a gomb feliiletére képezd olyan folytonos fiigg-
vény, amely a gombfelilet pontjait fizen hagyja.

Az el6bbi lemma szerint a gombfeliileten a fiiggvény homotép a konstanssal,
de az nem homotép az identikus leképezéssel, hiszen el6bbi fokszama 0, utébbié
pedig 1.

Brouwer fixpont-tétele. A gomb barmely onmagdra vald folytonos leképezésének
van fix pontja.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a folytonos f: B" — B" leképezésnek nincsen fix
pontja. Ekkor minden X € B™ pontra adott az eezen &tmend és az f(X) pontbdl
indulé Ex félegyenes.
Definidljuk az f: B® — S~ fiiggvényt tigy, hogy f(X) =S"1N&x.
Vildgos, hogy az f fiiggvény folytonos és az S*~! gémbfeliilet minden pontjat

fixen hagyja. Ez ellentmond a Borsuk-tételnek. -

Egy g: S*7! — S"! leképezést paratlannak nevezziik, ha g(—X) = —g(X)
minden X € S"~! pontra. Paratlan leképezés az identikus leképezés és az origéra
valé tiikrozés is, de nem péaratlan példdul a konstans fiiggvény.

Lemma. Gaombfelilet paratlan leképezésének fokszama pdratlan szdm.

Ezt az algebrai topoldgiai tételt itt nem bizonyitjuk, de megjegyezziik, hogy
ha a gombfeliilet egy korvonal, akkor a lemma kovetkezik abbdl, hogy minden
f:S' — S! leképezés egy hurok, amiért pontosan egy m € N szdmra homotép az
fm: (cosa,sina) — (cos(ma), sin(ma)) hurokkal. Viszont homotdép fliggvénypérok
Osszegei is homotépok, {gy az f((cosa,sina)) + f((cos(a + m), sin(a + 7))) = (0,0)
konstans fiiggvény homotép az

fm((cosaysina)) + fon((cos(a + 7), sin(a + 7)))
{(0, 0), ha m péaratlan,

2 x (cos(ma),sin(me)), ha m péros,
fliggvénnyel, ami csak paratlan m esetén teljesiil.

Tétel. Ha f: S™ — S™ pdratlan folytonos figguény, akkor m < n.

KuRrusa ARPAD

Ver.: 2022:10:11:13:38:34 (© Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

2.6 Gorbék topoldgidja 73

Bizonyitas. Elég belatni, hogy nincs paratlan folytonos f: S*~! — S*~2 fiiggvény.

Tekintsiik az S*~2 gombfeliiletet az S*~! gombfeliiletben ,,f6korként” bedgyaz-
va, az S~ ! gémbfeliiletet pedig az R™ térben.

Az S"? f8kér” két nyilt félgdmb-feliiletre vagja az S™~! gémbfeliiletet. Ezek
egyikét egyesitve az SP~2 fékorrel”, a kapott zart S félgmb-feliilet p merdleges
projekcidja az S*2  fékor” sikjara nyilvin homeomorfia a B"~2 gémbre.

A g= fop ! eszerint olyan B" 2 — S"~2 folytonos leképezés, mely az S 2
gombfeliileten paratlan. Ez ellentmondds, mert korabbi lemmank szerint g egy ilyen
fiiggvény az S"~2 gémbfeliileten homotép a konstanssal, ami viszont nem homotép

paratlan fiiggvénnyel, mert fokszama nulla. -

Borsuk—Ulam-tétel. Ha f: S*! — R"! folytonos, akkor van olyan X € S"71,

hogy f(X) = f(=X).

Bizonyitas. Az allitassal szemben tegyiik fel, hogy a folytonos f: S*~! — R™~!
fiiggvényre minden X € S"~! esetén f(X) # f(—X).

Ekkor a f(X) f( X)
95 = 1R~ 7))

altal definidlt g: S*~' — S"2 fiiggvény a feltétel szerint folytonos, és paratlan.

El6bbi tételiink szerint ez ellentmondas, ami igazolja jelent tételiink allitasat. -

2.6. Gorbék topolégiaja

Tétel. Ha A C S" ! zdrt és p: A — S"! folytonos, akkor létezik olyan folytonos
¢: S"t — S"L leképezés, melyre ¢l a = .

Bizonyitas. Mivel S"~! abszolit kornyezet retraktum, létezik U(D A) kornyezet,
melyre ¢ folytathaté, vagyis ¢: U — S*~! olyan, hogy p 4 = ¢. Az S"~! gombfeliilet
normadlis, ezért létezik V(D A) kornyezet, melyre U D V™. Ekkor $y- egyenletesen
folytonos, mert V'~ kompakt, {gy 1étezik olyan § > 0, melyre p(x,y) < 0 esetén
p(p(z), ¢(y)) < 1/4 és 6 < p(V, A). Legyen a T triangulaciéra |T'| < 6, és legyen 1
a

:$TINT S y(p) =

n @(p)a ha pe ven Ta
bérmi, hapeT\V~

szimplicidlis folytatdsa. Ekkor ¢ és 1|4 homotop, hiszen p(x) és | 4(x), ha x € A,
tévolsdga kisebb mint 1/4. Viszont ekkor Borsuk tétele szerint ¢ is folytathatd

S*—1re.
[
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Bevezetjiik a folytonos w,: (R® — {z}) — S"~! projekciét, melyre x +
@, (y) = (@ +S""1) N7y

Tétel. Ha C kompakt, x € C' és 0 C' a C hatdra, akkor w,|sc nem folytathato C-re.

Bizonyitas. Ha folytatni lehetne, akkor a leképezésre haszndlt S*~! teljes belsejére
is lehetne folytatni S™~! fix. .
Brouwer tartomany-invariancia tétele. Ha X € A C R™ egy belsé pont, akkor
létezik barmilyen kis kornyezete, gy, hogy annak hatdrdn van olyan S™~'-be vivd
folytonos leképezés, amely nem folytathato az egész kérnyezetre.

Bizonyitas. 1. Ha z bels6 pont és G(z,7) C A, akkor w.|g g (a,r) €l626 tétel szerint
nem folytathaté G(x,r)-re.

2. Ha x hatarpont - feltessziik, hogy A kompakt. Véve x G(x,r) kornyezetét
és az adott folytonos f: dG(z,r) N A — S*~! fiiggvényt. Mivel A kompakt, az
ANO G(z, ) zért, ezért f folytathaté 0 G(z, ) : f. Ez viszont folytathaté ANG(z,r)-
re, hisz az tartalmaz A-beli elemet. -
Tétel. Kompakt C esetén R™"\C xy pontja csak akkor van eqy komponensben, ha

wm|c ~ wy|c.

Bizonyitas. 1. ha zy egy komponensben van, akkor az ket Osszekotd {ven w,|c
folytonosan valt., ha y megy z-bdl y-ba.

2. Egy komponens nyilt, tehdt V pontja belsé pontja. Ezért w, |c nem folytat-
haté @ komponensére. De ha y nem x komponensében van, akkor w,|c folytathaté

yx komponensére, igy w,|c és wy|c nem homotépok. (Borsuk tétele!) -

Definicié. Egy korvonal sikbeli topologikus képét Jordan-gorbének nevezziik.
Tétel. Egyszert v nem bontja két részre a teret.

Bizonyitas. w, | és wy|m, ahol H az iv az el6z6 miatt homotdp, akkor mégelébbrél

xy azonos komponensben van. -

Definicié. gorbe-iv szdgelforduldsa x pontra nézve: w,(T) - zért gorbére 2w egész
szamu tobbszorose.

Lemma. T Jordan-gorbére w,(T')/2m éppen a leképezés fokszima.

Bizonyitas.
¥ leképezés foka egyenld w, (T")/2m-vel.
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Tétel. S'-ben ha két leképezés foka = akkor homotdopok.

Bizonyitas. fok = = szogelfordulds = = eltolhaté a kiilonbség. - innen egyszerﬁen-

egymasba lehet Oket vinni. -

Jordan-gorbe tétele. Minden Jordan-gérbe pontosan két részre osztja a sikot, a
hatdrrol mindkét rész elérhetd.

Bizonyitas. A hatédrtulajdonsag abbdl kovetkezik,-hogy a.tartomanyinvariancia té-
tele szerint nincs bels6é pontjuk és egy komponens nyitott.

1. Ha T" tartalmaz egyenes szakaszt. -

(1.a) T legalabb két részre osztja a sikot. A szakasz legyen S, a kozepére rajzolt
elegendden kicsi kor (fél) K. Legyen IV =T\S U K, T* = SU K, ekkor

WF(P) +OJF*(P) = WF/(P)

wr(Q) + wr+(Q) = wr(Q).

De wr/(P) = wr/(Q), hisz PQ nem metszi I'-t, de wr~(P) = 0 és wr«(Q) = 2,
igy wr(P) # wr(Q), ezért wp|r nem homotdp wq|r, vagyis P és (Q nem azonos
komponensben van.

(1.b) T legfeljebb két részre osztja a sikot. Vegyiink egy tetszbleges R pontot.
R osszekotheté FF = PQ N S, mert T'\S egyszerli iv. Keressitk meg azt a pontot,
ahol R el6szor metszi S-t, és nézzilkk meg S melyik félsikjabol jott a vonal. Ez vagy
P vagy Q sikjabdl jott, igy az annak megfelelével 6sszekotheto.

2. Ha T tetsz6leges Jordan gorbe. P ¢ T, ezért ¢ = d(P,T') > 0. Ha ¢
hozza létre T'-ta K korbdl, akkor egyenletesen folytonos, ezért 3§ > 0 : AB €
K- ra d(A,B) < §(¢(A)p(B)) < e. Véalasszuk AB-t, {gy ¢(A)p(B) T'-beli ivét
pedig helyettesitsiik szakasszal - igy kapjuk I'"-t. Ekkor wr(P) = wr+(P), hisz
a szogelfordulds legfeljebb 7 /3-mal véltozott. De wr-(P) 27 vagy 0, igy Q,(P) is

i |
annyi lehet! .

Schéenfliess-tétel. Ha a bijektiv f: S’ — R? fiigguény folytonos, akkor folytathatd
R2-re dgy, hogy belsé-belsére kilsé-kiilsére képzidik.

Megjegyzés. Magasabb dimenziéban az allitds nem érvényes, erre Alexandrov adott
ellenpéldat.
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2.7. Topologikus sokasagok

Definicié. Az M" halmazt n € N dimenzids topologikus sokasignak nevezziik, ha
(1) megszamlalhaté bazist Hausdorft-tér, és
(2) minden pontjidnak egy kornyezete homeomorf R™ nyilt részhalmazéval.

Definicié. Az U C M" nyilt halmazbdl és r: B™ — U homeomorfizmusbél alkotott
(r,U) part — ahol B™ C R" a nyilt egységgdémb — koordindta-kornyezetnek vagy
térképnek nevezzik. Az r fliggvényt a koordinata-kérnyezet, vagy egyszeriien az U
kornyezet paraméterezésének hivjuk.

Definicié. Az (r;,U;) térképek megszamlalhaté rendszerét atlasznak nevezzik, ha
lefedik a topologikus sokasagot.

Az M™ topologikus sokasdgot differencialhato sokasdgnak nevezzik, ha adott
rajta (r;,U;) koordindta-kornyezetek olyan rendszere, melyre
(1) az U; kornyezetek lefedik az M™ halmazt, és
(2) ha két U; és U; kornyezet atmetszi egymdst, akkor a

Yij = ’/‘Z-_l orj: T;l(ui ﬂl/lj) — ri_l(l/{i ﬂuj)

atmenetfiigguény akarhanyszor differencidlhaté, és Jacobi-determinansa nem
tiinik el.

Konvencié. Ha nincs kiilon masként jelezve, egy differencialhaté M sokasag dimen-
zibja n € N.

Figyeljiik meg, hogy r;l(l/li NU;) és r;l(l/{i NU;) is R™ nyilt részhalmaza, igy
©i,j egy n-vektor-n-vektor-fiiggvény. Minden atlasz része egy maximdlis atlasznak,
amely mar nem boévithet6 tovabbi koordinata-kérnyezetekkel gy, hogy atlasz ma-
radjon. Ezt igy kapjuk, hogy egyszerlien az Gsszes folytonossagot megorzo térképet
hozzéavessziik az eredeti atlaszhoz.

Definicié. A ¢: M"™ — N* leképezést m-szer differencidlhaténak mondjuk, ha az
M™ és N'F differencidlhaté sokasagok barmely 7pq és ry paraméterezésére az

T o ora: T Um NY ™ UN)) = T (W(UM) NUN)

leképezés m-szer folytonosan differencialhato.
Ha 1) bijektiv, és inverzével egyutt végtelenszer differencialhaté, akkor diffeo-
morfizmusnak nevezziik.
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Figyeljiik meg, hogy 7o{ Unm NP~ H{Un)) C R™ és i (b(Upm) NUy) C RF
igy rxfl o1 orpy egy n-vektor—k-vektor-fiiggvény.

Definicié. Ha két sokasig kozott 1étezik diffeomorfizmus, akkor azokat diffeomorf
sokasdgoknak nevezzik.

Vilagos, hogy két diffeomorf sokasag kozott az atlaszokbdl kiindulva nem lehet
kiillénbséget tenni, vagyis az ilyen sokasdgok a differencidlgeometria szempontjabdl
ekvivalensnek tekinthet6ek, hacsak valami tovabbi mas struktira nem kiilénbozteti
meg 6ket.

Egy topologikus sokasagot ugyanakkor kiilonb6z6 atlaszok kiilonbozé diffe-
rencidlhaté sokasaggd tehetnek. Milnor bizonyitotta be, hogy a szokésos tévolsag
szerinti topologikus 7 dimenziés S7 gombfeliiletet, ami B® C R® hatara, pontosan
28 nem ekvivalens mddon lehet differencidlhaté sokasiagga tenni. A szokdsos gdbmbot
kanonikusnak, a t&bbit egzotikus gombnek hivjuk.

Whitney nehéz tétele szerint n-dimenzidés kompakt sokasdgokat mindig be-
dgyazhatunk a (2n + 1)-dimenziés euklideszi térbe. Ennél most egy gyengébb, de
azért a bedgyazhatdsig lehetGségét mutatd allitdst itt is bizonyitunk.

Tétel. Kompakt differencidlhaté sokasdg bedgyazhato egy megfeleld dimenzicju euk-
lideszi térbe.

Bizonyitas. Minden P € M" pontnak létezik (rp,Up) koordindta-kornyezete, mely-
re ’/‘p(Bn) = UP.

Vegyiink a B"™ gémbén egy olyan differenciglhaté f fiiggvényt, melynek értéke
1a B™(1/3) gébmbon, 0 és 1 kozotti a B™(2/3)\B™(1/3) gylirlin, és 0 a B"\B™(2/3)
gytriin. Legyen fp = forgl az Up kornyezeten, és fp = 0 azon kiviil. Ezzel az fp az
egész sokasagon megadott jol definidlt fiiggvény. Definidljuk most az rp: M — R"
fiiggvényt gy, hogy teljesiiljon az 7p(R) = rp" (R) - fp(R) az Up kérnyezeten, és

7p(R) = 0 azon kiviill. Ekkor 7p is az egész sokasdgon értelmezett és a P kozelében’
»”

)

az R pont paraméterét adja meg.

Legyen Vp = rp(B™(1/3)). Nyilvdn a Vp kornyezetek is lefedik az M sokasé-
got, mely kompakt, igy létezik ezek koziil véges sok olyan Vp,,...,Vp, kérnyezet,
melyek egyiitt ugyancsak lefedik az M sokasagot.

Legyen az F': M — R+ fiiggvény olyan, hogy

FQ) = (fr(Q)- - [r(Q), TR (Q)s -, TP, (Q))-

Ekkor F' az egész M sokasagon jol definidlt, hiszen fp, és rp, is az egész sokasigon
definiélt.

TOPOLOGIAI ALAPISMERETEK

Ver.: 2022:10:11:13:38:34 (© Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

78 2. Topoldgiai struktirak

Most beldtjuk, hogy az F' diffeomorf bedgyazas, ami teljessé teszi bizonyita-
sunkat.

F injektiv. Ha F(R) = F(Q), és R € Vp,, akkor 1 = fp,(R) = fp,(Q) miatt
Q € Vp, is teljesiil. Ekkor viszont az 7p,(R) = 7p,(Q) egyenldségbdl kovetkezik,
hogy rp,(R) = rp,(Q), amibdl R és Q) egybeesése adodik.

F wvégtelenszer differencidlhato. Azt kell ellenérizniink, hogy F o rp, minden
j esetén végtelenszer differencidlhaté. Ez nyilvanvald, mivel F minden koordinata-
fiiggvénye a végtelenszer differencidlhaté ¢; ; = T;il orp; dtmenetfiiggvényekbdl és
az altalunk konstrualt szintén végtelenszer differencialhat6 fp fiiggvénybdl épiil fel.

F~1 wégtelenszer differencidlhats. Azt kell beldtnunk, hogy r;jl o F71 vég-
telenszer differencialhaté az F(Vp,) nyilt halmazon minden j esetén. Nyilvin
(Fagr—1yn+1(Q), -+, Fayjn(Q)) = 7p,(Q), ezért az F'(Vp,) nyilt halmazon r_jl o
F1 = r;jl o Tp, = idgp(j—1)n+1,....d+jn " R+ 5 R™ az a leképezés, melyre
iy (j-1)nt1,dtjn(T1s - s Tani1)) = (Tdg(—1)n41s-- > Tdtjn), ami nyilvan vég-

telenszer differencialhaté. -

A tovabbi jelolések egyszertisitése érdekében jegyezziik meg a kovetkezot.

Konvencié. Egy adott (r,U) koordinata-kérnyezeten beliil az z;: U — R koordindta-
fiigguény az adott pontnak az r paraméterezés szerinti j-edik koordinataja, vagyis

P =r(ay(P),...,2;(P),...,2n(P)).

A most kovetkezd definicioval kissé nehézkes igazolni, hogy példaul a Mobius-
szalag nem iranyithaté, de késébb a differencialforméknal az irdnyithatosag egy
egyszeriibben ellendrizheté megfogalmazasat is megismerjiik.

Definicié. Az M differencidlhaté sokasag irdnyitott, ha atlasza barmely két r; és

7 yoe _ _1
r; paraméterezésére a @; ; = 1;

or; dtmenetfiggvény az rj_l(l/{l- NU;) metszetkor-
nyezeten pozitiv Jacobi-determinansi!
Az M differencidlhaté sokasagot irdnyithaténak mondjuk, ha létezik vele dif-

feomorf irdnyitott sokasig!

Miel6tt egy fontos iranyithatésagi észrevételt bizonyitanank, sziikséglink van
a hatar fogalmara.

Definicié. A D C M részhalmaz reguldris tartomdny, ha minden P € D pont vagy
a D belsejébe esik, vagy létezik a P pontnak olyan (rp,Up) koordindta-kornyezete,
melyre Up ND = rp(B" N {x : 71 < 0}), és P = rp(0), ahol D a D részhalmaz
topologikus lezartja.
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A regularis D tartomany 0D hatdrdn azon P € M pontok halmazat értjiik,
melyeknek létezik olyan (rp,Up) koordinata-kérnyezete, melyre Up ND = rp(B" N
{z:21 <0}) és P =rp(0).

Megjegyzendd, hogy a definicioban megkeriilheté a specialis koordinata-
kornyezet igénye, ha igy fogalmazunk: ... bdrmely (rp,Up) koordindta-kérnye-
zethez létezik olyan p: R — R diﬁerenc’zzdlhaté fiigguény, melynek derivaltja sehol
nem tiinik el, Up ND = rp(B" N {x : p(x) <0}), és P =rp(0).”

Fontos latni, hogy a hatar nem feltétleniil része a D tartomanynak. Zart
tartomany hatara azonban mindig része a tartomanynak, és az aldbbiak szerint,
ha a regularis tartomany egy kornyezete iranyithaté, akkor a tartoméany hatara is
irdnyithato.

Tétel. Irdnyitott sokasdg requldris tartomdnyanak hatdra iranyitott differencidlhato
részsokasdg.

Bizonyitas. Eloszor belatjuk, hogy a hatar differencidlhaté sokasag, vagyis 1étezik
rajta egy atlasz. Ha P € 0D, akkor a definiciébeli jeloléseket haszndlva tekintsiik
a Vp = Up N ID kornyezetet és hozzd a pp = rp|y, =0 paraméterezést. A (pp, Vp)
par egy koordindta-kornyezetet definidl a D hatdron, mert a definici6 szerint Vp =
pp(B"1). Ha Vp és Vg atmetszi egymast, akkor a pp és pg paraméterezések
Yp,g dtmenetfiiggvénye az rp és rg paraméterezések ¢p o dtmeneti fliggvényének
megszoritdsa az x1 = 0 hipersikra és {gy ugyancsak differencialhat6. Tehat a (pp, Vp)
koordinata-kornyezetek atlaszt alkotnak.

Az irdnyitottsdg bizonyitadsa most mar csak az dtmeneti fiiggvények Jacobi-
matrixdnak vizsgalatdn mulik. A ¥ p g Jacobi-matrixat a ¢p o Jacobi-matrixdbdl
ugy kapjuk, hogy elhagyjuk belSle az els§ oszlopot és sort, hiszen (ya2,...,yn) =
Ypo(Te,...,xy,) ekvivalens a (0,y2,...,yn) = ¢p,0(0,z2,...,x,) egyenlettel.

Az (y1,y2,-.-,Un) = Opo(x1,T2,...,xy,) formuldt vizsgdlva a hatdrpontok-
ban azt latjuk, hogy egyfelél 0;y; > 0, hiszen ha x; tdlnd a nullan, akkor y; is,
masfeldl 0jy1 = 0, mert 1 = 0 a tobbi valtoz6tdl fiiggetleniil implikalja, hogy y1 = 0.
Kévetkezésképpen det ¢ o = 01y det ¢p 5, és ezért detyp  eldjele is pozitiv.
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Fuggelék

F.1. Kivalasztasi axidbma és ekvivalens formai

Kivalasztasi axiéma. Ha valamely J halmaz minden i eleméhez adott egy H; hal-
maz, akkor van olyan f:J — J,c5 Hi kivdlasztdsi fiigguény, melyre minden i € J
esetén f(i) € H;.

Minthogy [[,c5 H: elemei definicié értelmében éppen a kivalasztasi fiiggvények,
a kivalasztdsi axiémat ugy is fogalmazhatjuk, hogy [];.5 H: nem iires.

Egy H halmazon egy reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus =< relaciét rende-
zésnek neveziink. Ha ‘H minden elempéarja Gsszehasonlithaté a < rendezéssel, akkor
teljesen rendezett, vagy egyszeriien rendezett halmazrol beszéliink. Ha azonban nem
feltétleniil hasonlithat6é 6ssze minden elempar a < rendezéssel, akkor a H halmazt
részbenrendezettnek mondjuk. A ‘H egy F' elemét valamely R részhalmaz fels6 <-
korlatjanak hivjuk, ha R minden R elemére R < F. A H egy A elemét valamely
R részhalmaz alsé =-korlatjanak mondjuk, ha R minden R elemére A < R. Egy
teljesen rendezett halmazt jol rendezettnek neveziink, ha minden R részhalmaza
tartalmazza egy alsé =<-korlatjat; Az R ezen alsé korlatjat az R minimumaéanak
mondjuk.

A részbenrendezett H halmaz R részhalmazat zartnak mondjuk, ha minden
H € H elem benne van, melyhez van olyan R € R, hogy H < R. Egy részbenren-
dezett halmaz olyan részhalmazat, mely ugyanazon rendezés szerint jol rendezett,
lancnak nevezziik.

Figyeljiik meg a kovetkezoket:

(1) Ha R a jol rendezett H halmaz zért részhalmaza, és H \ R nem fiires, akkor
véve ennek M minimumét, kapjuk, hogy R={Re€H: R < M}.

(2) Ha L a részben rendezett H halmaz lancainak egy olyan halmaza, hogy bar-
mely két elemének egyike tartalmazza a masikat, akkor az 7 = | J ;. £ halmaz
olyan lanc, mely tartalmazza £ minden elemét.

Ezekkel felvértezve bizonyitjuk a Kuratowski-lemma néven is ismert allitést.

Zorn-lemma. Ha a H halmaznak < egy részbenrendezése, és minden L C H ldncnak
van felsé <-korldtja a H halmazban, akkor a H halmazban van maximdlis elem.
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Bizonyitas. Legyen a H halmazban 1év§ ldncok halmaza L. A feltétel szerint minden
L C H lanchoz van olyan Fr € ‘H elem, mely az £ felsé <-korlatja.

Tegyiik fel, hogy a bizonyitandéval ellentétben minden F esetében van olyan
F}, melyre Fp < F}.

Ekkor a kivalasztdsi axiéma szerint van olyan f: £ — H fiiggvény, melyre
f(L) = F.

Nevezzink egy L lancot f-szeletelhetének, ha minden, valamely L € L elemé-
hez tartozé Lo = {L' € L : L' < L} szeletének L a kivdlasztott felsé <-korlatja,
vagyis L = f(L<r). Ilyen f-szeletelhetd 14ncok vannak, hiszen példaul az Lo = 0 és
az L1 = {f(0)} lanc is f-szeletelhetd. Jelolje Ly az f-szeletelhetd lancok halmazat.

Legyen K, L € Ly, Zx . pedig azon Z C KN L részhalmazok halmaza, melyek
zartak a IC és L lancokban. Legyen M = UZEZ;C_L Z. Nyilvdn M € Zi », hiszen
zart halmazok uniéja zart, és M C KN L.

Ha M C K és M C L, akkor a K és L f-szeletelhetOsége miatt melyre
K=oy = M = Loy, amiért M = MU {{(M)} is a K N £ halmazban van és
zért. Eszerint M’ € Z, amiért M’ C M, vagyis K = L € M, ami ellentmondas,
tehat M = K vagy M = L legalabb egyike teljesil. Ez bizonyitja, hogy £L C K
vagy IC C L, vagyis az f-szeletelhet lancok halmaza teljesen rendezett.

Legyen most N' = (J, c; L, az Osszes f-szeletelhetd lanc unidja. Ekkor N
is egy f-szeletelhetd lanc, mely tartalmazza az Osszes f-szeletelhetd lancot. Mivel
JN) ¢ N,az N = NU{f(N)} lanc is f-szeletelhets, de nem N része. Ezen
ellentmondas igazolja, hogy az f fliggvény nem létezik, tehat van olyan F, mely
maximélis elem. .

Jegyezziikk meg, hogy a bizonyitas kézben megadott £ szeletelhetd ldncbdl
szeletelhetd lancok egész halmazat allithatjuk elé gy, hogy (transzfinit) indukciéval
a mér adott L; szeletelhetd 1dncbdl elkészitjik az L;41 = L£; U {€(L;)} szeletelhetd
lancot.

A Zorn-lemma igen fontos kovetkezménye, hogy minden vektortérben van
bazis. Példaul a valés szamoknak a racionalis szamok teste feletti vektorterében is
vannak bazisok, melyeknek nyilvan végtelen sok eleme van — ezeket Hamel-bdzisnak
nevezik.

F.2. Halmazok Baire-féle osztalyozasa

Definicié. Az (X, %) topologikus térben az ) C X részhalmazt
e ¢lsd Baire-kategoriasnak mondjuk, ha lefedheté megszamlalhaté sok seholsem
stirti részhalmazzal;
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e mdsodik Baire-kategoridsnak nevezziik, ha nem elsé Baire-kategérias.

o rezidudlisnak hivjuk, ha komplementere els6 Baire-kategorias.
Az (X,%) topologikus teret Baire-térnek hivjuk, ha X minden nem iires, nyilt
részhalmaza masodik Baire-kategérias.

Tétel. Az (X, ) topologikus tér akkor és csak akkor Baire-féle, ha nydlt, sird hal-
mazokbol allé barmely megszamldlhato rendszer metszete siri.

Bizonyitas. Tegyiik el6szor fel, hogy (X, T) egy Baire-tér, és tekintsiik a nem {ires,
nyilt, stirt V; (i € N) halmazok U = (2, V; metszetét. Ha U nem sfirti, akkor van
olyan W nyilt halmaz, mely nem metszi az U halmazt. Eszerint

S

tehat a W nyilt halmazt megszamlalhato sok, zart seholsem siirii halmaz lefedi,
holott ez Baire-térben lehetetlen.

£C8

Tegytk most azt fel, hogy az (X,¥) topologikus térben barmely nyilt, stiri
halmazokbdl all6 megszamlalhaté rendszer metszete siird, és tekintsiik a W nyilt
halmazt. Ha a YW halmazt a seholsem siirti V; (i € N) halmazok lefedik, akkor ezek
ugyancsak seholsem sfirfi lezartjaira W C |J;2; V;, amiért

Wol v =NV

o
kjg

Il
-

7 1

2

Mivel a zart seholsem siirti halmazok komplementere nyilt siirti halmaz, és azok
metszete feltételiink szerint siirii, a jobboldalon az alaphalmaz Gsszes eleme megta-

lalhatd, igy W {ires, ami bizonyitja az allitast. -

Baire tétele metrikus térre. Teljes metrikus tér Baire-tér.

Bizonyitas. Azt fogjuk igazolni, hogy nyilt, sliri halmazokbdl 4ll6 barmely meg-
szamlalhaté rendszer metszete strd.

Ha nincsen stirti halmaz a térben, akkor a tétel allitasa teljesiil.

Ha van siirti halmaz a metrikus térben, akkor az szeparabilis, amiért normalis.
Jelolje minden r > 0 szdmra Bx , = {Y € X : d(X,Y) < r} az ,r-sugart gémbot”.

Legyen S,, nyilt siirii halmaz minden n € N szdmra, U pedig egy nem tires
nyilt halmaz.
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Legyen X; olyan pont, mely a siirtiség miatt nem tires S N U halmazban
van. Lévén nyilt halmazok metszete, S; NU nyilt, ezért van olyan r; > 0, melyre
Bx,r €S NU.

Ha a pont és szdm (X;,r;) parosa mér adott, akkor legyen X, egy pont a
slirliség miatt nem tires S;41 N Bx, -, halmazban, r,11 < r;/2 pedig legyen olyan,
hogy By, i © Si+1 N Bx; r, (mivel a tér normalis, ilyen r;41 1étezik).

Ekkor az X; pontsorozat Cauchy-féle, hiszen tetszdleges € > 0 esetén van
olyan n € N, hogy r1/2" < ¢/2, amibél i,j > n esetén d(X;, X;) < d(X;, Xy) +
d(Xn, X;) <2rp <2r /2" <e.

A tér teljessége miatt eszerint létezik az X = lim;_, X; pont. Mivel
{Xi}2; € By, ,,, utobbi zirtsdga miatt X € By ., tehdt X € S; minden j € N
esetén. Masrészt a j = 1 esetben X € U adodlk tehat X eUun ﬂ] 1 Sj, ami
bizonyitja az allitast. -

Baire-tétel. Lokdlisan kompakt Haussdorff-tér Baire-tér.

Bizonyitas. Azt fogjuk igazolni, hogy nyilt, slirii halmazokbél all6 barmely meg-
szamlalhaté rendszer metszete stri.

Ha nincsen stirti halmaz a térben, akkor a tétel allitasa teljesiil.

Legyen S, nyilt siirQi halmaz minden n € N szdmra, U’ pedig egy nem iires
nyilt halmaz. Lokdlisan kompakt Hausdorff-térben ekkor van olyan U C U’ nyilt
halmaz, hogy U~ kompakt.

Legyen X; olyan pont, mely a slirliség miatt nem iires S; N U halmazban
van. Lévén nyilt halmazok metszete, S; N U nyilt, ezért van az X; pontnak olyan
V) € Tx, kornyezete, melyre V; C S NU.

Ha a pont és kornyezete (X;,V;) parosa mar adott, akkor legyen X, 1 egy
pont a slirtiség miatt nem tires S;11 N V; halmazban, Vi1 € Tx, , pedig legyen
olyan, hogy V;\ | C Siv1 NV

Ekkor az egymésba skatulydzott V; zart halmazok metszete nem iires, hiszen
mind a kompakt &/~ halmaz részei. Legyen X € (72, V; .

Ekkor X € §; minden i € N esetén, valamint az ¢ = 1 esetben X € U adddik,

tehdt X € U N2, S;, ami bizonyitja az allitast. .

F.3. Halmazosztalyok J-, o-bdvitései

Definicié. Ha € egy halmazosztély, akkor azt mondjuk, hogy az ennek megszamlal-
haté sok elemébdl képzett metszetek €5-halmazt, unidk €, -halmazt alkotnak. Ezeket
halmazosztaly-bovitéseknek nevezziik.
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Vilagos, hogy barmely € halmazosztalyra
(€5)s =€ D€ és (€y)p =€, D€,

hiszen megszamlalhaté sok megszamlalhaté elem 6sszesen megszamlalhaté sok elem.
Egy (X,%) topologikus térben a Ty halmaz pontosan a tér Gs-halmazainak
osztélya, a T, halmaz pedig pontosan a tér F,-halmazainak osztélya.

Tétel. Sird Gs-halmaz komplementere seholsem strii F,-halmaz, Seholsem stri
F,-halmaz komplementere stiri Gs-halmaz.

Bizonyitas. Legyen H egy slirli Gs-halmaz. Ekkor van nyilt, siirti halmazoknak
olyan megszamlalhat6 {U; }5°, rendszere, hogy H = ;o U;, amiért H = (J;o, U;
seholsem stlirti F,,-halmaz.

Legyen H egy seholsem stirti F,,-halmaz. Ekkor van zart, seholsem siirt hal-
mazoknak olyan megszamlalhaté {Z;}52, rendszere, hogy H = |J;2, Z;, amiért
H =2, Z; stirli Gs-halmaz. -
Tétel. A valés szamok kézott a raciondlis szamok halmaza nem Gg, az irraciondlis
szdmok viszont Gs-halmazt alkotnak.

Bizonyitas. Mivel Q stirti az R halmazban, ha ugyanakkor Gs-halmaz is, akkor
komplementere seholsem stiri F,-halmaz. Eszerint R = quQ{Q} U Q, vagyis a
valés szamokat megszamlalhato sok seholsem siirti halmaz lefedi, ami ellent mond
Baire-tételének, mely szerint R egy Baire-tér. Tehat Q nem Gs-halmaz, ami a tétel
els6 allitasa volt.

A misodik allitas igazoldsdhoz elég egy olyan valds fliggvényt mutatni, amely
pontosan az irraciondlis szamokban folytonos. Legyen

-1, haz=0,
fAR—=>R T+ 10, ha z ¢ Q,
1/n, hatxx=m/n, (m,n)=1é m,neN.

Ez nem folytonos a nulldban, mert ott negativ, mig mindeniitt mashol nemnegativ
az értéke. Nem folytonos a tobbi raciondlis pontban sem, hiszen mindegyikhez
pozitiv szamot rendel, mikézben minden raciondlis szam tetszéleges kozelében van
irraciondlis szam is, amihez a fliggvény a nullat rendeli. Az irracionalis pontokban
ugyanakkor a fiiggvény folytonos, mert ha egy racionalis szamokbol all6 sorozat egy
irracionalis szamot kozelit, akkor a legkisebb nevezdjiik egyre nagyobb kell legyen,

mert két azonos n legkisebb nevezdjli racionélis szdm koézotti tavolsdg 1/n. -
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Tételiink szerint nincs olyan valds fliggvény, amely pontosan a racionalis sza-
mokban folytonos.

Minden r raciondlis szdmbdl alkotott egyelemii {r} halmaz Gs-halmaz, hiszen
{r} == (r—1/i,r — 1/i), tehét a raciondlis szdmok Q halmaza megszdmlalhat6
sok Gs-halmaz unidja, mégsem Gs-halmaz.

F.4. Weierstrass approximacios tétele

Weierstrass 1885-ben bizonyitotta és publikalta a méara klasszikussa valt approximéa-
ciés tételét, mely szerint barmely zart intervallumon a polinomok a folytonos valds
fliggvények mindeniitt siirii részhalmazat alkotjak a szuprémum-normara nézve.

Fél évszazaddal késébb, 1937-ben Stone vette észre, hogy Weierstrass téte-
le a polinomok tulajdonsigainak csak kis részére tamaszkodik. Az imméar Stone—
Weierstrass-tételként emlegetett allitast kompakt metrikus tereken bizonyitottuk
lényegében Stone 1948-ban megjelent nem konstruktiv bizonyitasat kovetve.

Az Allitas teljes szépsége és a konkrét esetben elérhetd konstruktivitds bemuta-
tasa érdekében itt a Bernstein altal 1911-ben publikélt Gton bizonyitjuk Weierstrass
eredeti tételét.

Pér el6készité eredményre van sziikségiink:

(1) Mivel egy zart intervallum nyilvdn Lindelof-tér és a Dedekind-axiéma mi-
att Cantor-tulajdonsagi, az [a,b] intervallum kompakt. (Ez a Bolzano—
Weierstrass-tétel.)

(2) Mivel egy zért intervallum kompakt, a Weierstrass-tétel szerint a rajta ér-
telmezett valos folytonos fliggvények korlatosak és felveszik széls6értékeiket
(maximum és minimum).

(3) Mivel egy zart intervallum kompakt metrikus tér, a Heine-Cantor-tétel szerint
a rajta értelmezett valés folytonos fuggvények egyenletesen folytonosak.

Weierstrass approximacios tétele. Legyen [a,b] C R a valds szdmok egy zdrt in-
tervalluma (a < b). Ha f: [a,b] — R folytonos, akkor létezik valds egyiitthatds

polinomok olyan {py}72 sorozata, hogy limy_,cc(Sup,cq,p) [Px(2) — f(2)[) = 0.

Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 tetszoleges.
Minthogy f egyenletesen folytonos, létezik olyan 6 > 0, hogy minden z,y €
[a,b] esetén |f(x) — f(y)| < /2 amennyiben |z — y| < §. Ebb6l kivetkezdleg

@) — fy)| < {5/2’ ha o = y| <0, } <m () hepn

m? =2max f, mindenképpen,
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Az f fuggvény k-adik (0 < k € N) Bernstein-polinomjdt a

k . i
s = 2o o= o) ()

formulédval definidljuk. Azonnal 14tszik, hogy tetszéleges f, g: [a,b] — R folytonos

fiiggvényekre és A, i, ¢ € R szdmokra Bl)ff-wg = )\B’; —|—,uB§7 f < g esetén B’; < B’;,

és BF = ¢, valamint az id: x — z fiiggvényre

=3 o) ()
()
()
e B ()R

k i\ 2 z —a)(b—z)k?
Bl (e) =3 (at-a7) (lf)( <zz (ba>k |

=0
k. . i(h— )kt

=

k . i1 (p _ g\
—ar 0y (o o) (V7)) g

= i+1 i
=ar+ (x—a) (a—l—(b—a)k_l—i—(b—a)( . _k—l))x

=0

2 =1k -1\ (z —a)i(b—z) 1

=ar+ (zr—a)z+ (z—a) :om i ) (b—a)k—2
2 x—ak_g k—2 (x_a)i(b_x)k_l_i 2 (@—a)(b—x)
=x° + % ( i ) (bia)k72 =T +f
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Eszerint tetszdleges x,y € [a, b] esetén

|f(y) — Bf ()]
= |B];(y)($) - Bk($)| = |B];(y) f($)|

st =S -o() 5

k . . .
—a—(b—a)i/k)? k\ (z —a)i(b— x)k—?
< s(y—a—(
—;(m 5 o) (] b — a)F
2 k -9 i k—i
_m i E\ (z —a)'(b—x) €
_522( y—a=(b-a)y) (z) b—aF 2
m? —a)(b—z e _m? b—a)? €
(et BB S e (a2 Bph) 4
Ha tehat ¢ € N olyan, hogy
(b—a)? e d e
20 “gea & o<
akkor minden k > £ esetén |f(y) — B’J?(x)\ < &, ami bizonyitja az &llitast. -

EZ a konstruktiv eljaras tébbvéltozés folytonos fiiggvények és polinomok ese-

Weierstrass nem csak a pohnomokra igazolt approximacios tételt, hanem a
Fourier-analizis alapjat képezo6 trigonometrikus polinomokra is. Ezt legegszertibben
a mar bizonyitott Stone—Weierstrass-tétel alkalmazdsaval lathatjuk be.

Tétel. Ha f: R — R folytonos 2m-periodikus fiigguény, akkor létezik valds egyiittha-
tos trigonometrikus polinomok olyan

M=

tr(z) =ap+ Y (agcos(fx) + besin(lz))

=1
sorozata (k € N), hogy limy_ oo (SUPge[_r A [tk (7) — f(2)]) = 0.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy az egységsugart &' korvonalon értelmezett folyto-
nos valds fiiggvények C'(&!,R) halmaza bijektiv médon megfeleltetheték a valds
szédmok halmazdn folytonos 27m-periodikus fiiggvények Cor(R) = {f € C(R,R) :
f(x) = f(z + 27)} halmazdnak ugy, hogy vessziik a kor r: ¢ — (cos @, sin ¢) pa-
raméterezését a (—m, ] intervallumon és az f € C(S'R) fiiggvénynek azt az
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f € Cor(R) fliggvényt feleltetjiik meg, amelyre

f(z) = f(r(a: — QW[IJFW])).
27

Az f(z,y) = x és a g(x,y) = y folytonos fiiggvények altal generalt T(S?) fiiggvény-
algebra (mely egyben egységelemes is, mert az &' pontjaira f2(z,y) + ¢*(z,y) =
2?2 + 9% = 1, és nyilvan a p(x,y) = Z” pijz'y’ alaku kétvaltozés polinomok-
bol 4ll, ahol a p; ; egyiitthatok valds szdmok) nyilvan elvdlasztd is, hiszen &' két
(Za,Ya) és (zp,yp) pontja pontosan akkor esik egybe, ha f(zq,ya) = f(xp,yp) és
9(Ta,Ya) = 9(Tb, Yp)-

Minthogy &' kompakt (hiszen teljesen korldtos és teljes), a Stone—Weierstrass-
tétel szerint az eddigiek alapjan kévetkezik, hogy T'(&1) stirti a (&1, R) algebraban.

Az f(z,y) = = és a g(z,y) = y folytonos fiiggvényeknek a ¢: f — f altal
megfeleltetett valds fiiggvények az f(x) = cosz és §(z) = sinx, tovabba ¢ nyilvan
felcserélhetd a linedris kombinacidval és/g szorzassal (vagyis ¢(Af+pug) = )\f/+\ug =
M+ 1§ = 2o (f) + palg) és 6(f9) = fg = [§ = &(f)d(g), ahol f,g € C(S',R) és
A, 11 € R), ezért a cos x és sin x altal generalt T' algebra éppen ¢(T'(G1)). Ugyanakkor
H(C(GLR)) = Car (R) és ¢ nyilvan folytonos is (a szupremum-norméban), ami azt
jelenti, hogy a T algebra siirti a Co,(R) algebraban.

A T algebra elemei a véges sok tagot tartalmazé t(x) = Z” p;,j cos® zsin’ x

alaku fiiggvények, ahol a p; ; egyiitthatok valés szamok.
Tekintve, hogy minden ¢,m € N esetén

2 cos(fx) cos(ma) = cos((£ + m)x) + cos((¢ — m)x),
sin((¢ + m)x) + sin((¢ — m)x),

cos((£ —m)x) — cos((£ + m)x),

2 sin(4z) cos(mz)

2 sin(4z) sin(mz)

al algebra elemei pontosan a trigonometrikus polinomok.
Ezzel a tételt belattuk.
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Jelolések és konvencidok

<és (., —
N,Q,Z -

R,Ro< —

R%,R® —
P!, P2, P3 -

Ky A, b —
T, Y,z —
q,7,8 —
1,4,k —

(i1y e yij,

euklidészi bels6 szorzas
természetes, raciondlis és
egész szdmok halmaza
valés szdmok és nem nega-
tiv valds szamok halmaza
valos sik és tér

valés projektiv egyenes, sik
és tér

valés szamok

valds szamok

racionalis szamok
természetes vagy egész szi-
mok

ey ik)

a k-indexbdl a j-edik elha-
gyéasaval keletkezé (k — 1)-
index

vektorterek, halmazok és
tartomanyok irott nagybe-
tlvel

vektorok félkovér kisbetii-
vel

matrix

R Ve Ry
oy ) det

[ARTI 4
determindns, aldetermi-

nans és komplementer al-
determinéans

pontok délt nagybetiivel
pontpar szakasza

rendezett pontpar altal rep-
rezentalt szabad vektor

V.MEZO

o X1Xo

&

™

93

leképezések

egyenesek

szogek

metrika

abszolutérték, norma, vek-
torok hossza

a D ponthalmaz hatéara

a D ponthalmaz belseje

az n-dimenziés o sugard
gémb R™-ben

— R™ egységgombje (B™ =

B"(1))

— R" egységgdmbjének felszi-

ne (S"~1 =9B")
vektormezok félkévér nagy-
betiivel

halmaz belseje

halmaz lezértja
fliggvény-osszetétel

az i-edik valtoz6 szerinti
parcidlis derivalas

a P pont koriili érintétér
az M sokasag érintényalab-
ja

a sorbol egyediil az 7 indexti
elem hianyzik

az n-rendli permutdciok
szimmetrikus csoportja

a Kronecker-delta, mely 1,
hai=7és0,hai#j
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Konvenciok

Minden képletet szigorian balrél jobbra olvasunk, és az elsé értelmezhetd részt
azonnal értelmezziik. Ennek megfeleléen az operatorok minden més miiveletnél
el6bb hajtanddk végre, tehdt nem mindig sziikséges zdrdjel hasznalata, vagyis X (f)
ugyanazt jelenti, mint X f.

Amikor ez nem okozhat félreértést, ugyanazon a néven jeloljik egy fiiggvény két
paraméterezését. Mas széval az f(x) az f(x(t)) jelolés roviditése is lehet, amennyiben
az x(t) fiiggvényt a szévegkornyezet meghatarozza.

Amikor ez nem okozhat félreértést, a fiiggvény-egyenleteknél az azonos pa-
ramétereket elhagyjuk. Més széval az f(x) = g(z) egyenletet az f = g jeloléssel
roviditjik, azzal, hogy ilyenkor a paramétereket mindig a szdvegkodrnyezet altal
meghatarozott azonos pontban vessziik.

Gorog betiik

név kisbetli nagybetii irott név kisbetti nagybetli irott
alfa @ ni v

béta B kszi 13 =

gamma vy T omikron 0

delta 1) A pi T II

epsilon € € ro p 0
zéta ¢ szigma o by S
éta n tau T

theta 0 (C] U iipszilon v T

iota L fi 0] d %)
kappa K » chi X

lambda A A pszi P LG

mi I omega w Q
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A

abszolut

~ konvergens, 23

~ kornyezet retraktum, 21
alaphalmaz, 1

antidiszkrét, 1

atlasz, 76
atmenetfiiggvény, 76

B
Baire

~-kategoria

elsé ~, 82

masodik ~, 83

~ rezidualis, 83
~-tér, 83

~-tétel, 84

~ metrikus térre, 83
Banach-algebra, 54
baricentrikus koordinatak, 68
béazis, 4

szub~, 4
belso, 7

~ pont, 7
Bernstein-polinom, 87

Bolzano—Weierstrass-tétel, 26 , 86

Borsuk-tétel, 66 , 72
homoto6p folytatasi ~, 21

Borsuk—Ulam-tétel, 73
Brouwer-tétel

~ fixpont, 72

~ tartomdany-invariancia, 74

Cc

Cantor-tulajdonsag, 13
Cauchy-féle sorozat, 45
Cauchy-tulajdonsag, 45

D

diffeomorfizmus, 76
diffeomorf sokasag, 77
differencialhat6 sokasig, 76
diszjunkt unio, 7

E

egzotikus gébmb, 77
egyenletesen konvergal, 22
egyszeresen Osszefiiggs, 30
egyszerilien Osszefliggd, 30
elobazis, 4

érintkezési pont, 7
erésebb, 1

F
F,-halmaz, 2
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Név- és targymutato

fedés, 10 Heine—Cantor-tétel, 53

lokalisan véges ~, 10 homeomorf, 19 , 19

~ fibruma, 32 homotop, 20

nyitott ~, 10 homotopikus csoport, 35

~ rétegszama, 32 els6 ~, 35

~ trividlis, 32 homotoépia-osztaly, 33
fedd hurok, 28

~ leképezés, 32 X-~osztaly, 34

~ rendszer, 10

~ tér, 32 |

~ utak tétele, 32 indukalt,
filter, 40 ~ homomorfizmus, 35
fokszam, 70 ~ leképezés, 31
folytonos, 15 irdnyithato, 78

egyenletesen ~, 53 irdnyitott, 78

pontban ~, 16 izolalt pont, 9

~gagi pont, 16
fundamentalis csoport, 35 , 37 J

Jordan-gorbe, 74
G ~tétel, 75
Gs-halmaz, 2
gyengébb, 1 K
kivalasztasi

H ~ axiéma, 81
e-héalozat, 47 ~ fiiggvény, 81
halmaz Kolmogorov-tér, 3

~ lezartja, 7 kommenzurabilis, 43

b-~, 84 kompakt, 10

o-~, 84 lokalisan ~, 10
halmazosztaly-bovités, 84 szekvencialisan ~, 12
Hamel-bazis, 82 komplementer, 2
haromszog-egyenlotlenség, 42 komponens
hatar, 79 Osszefiiggd ~, 27
~érték, 9 Utszertien 6sszefiiggd ~, 29
hatarpont, 7 kontrakcid, 52
Hausdorfi-tavolsag, 46 konvergens, 9 , 40
Hausdorff-tér, 3 koordinata-kornyezet, 76

KuRrusa ARPAD

Ver.: 2022:10:11:13:38:34 (© Kurusa Arpad


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

kérnyezet, 5

~béazis, b

~filter, 40

~ ponté, 2

zart ~, 2
Kuratowski-lemma, 81
kiils6 pont, 7

L

Lebesgue-lemma, 53

lefed, 10

Lindelo6f-tér, 10
erésen ~, 10

M

metrika, 42

természetes korlatos ~, 42
metrikus tér, 42

korlatos ~, 47

teljesen korlatos ~, 47
metrizalhato, 43

N
normalis, 3
nyilt halmaz, 1

o

orokolt topologia, 4

Osszefiiggo, 26
egymaéssal ~, 27
utszeriien ~, 28
attal ~, 29

Osszehtuzhato, 29

P
paraméterezés, 76
particié, 26

j-edik projekcié, 6
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R
ragasztasi lemma, 17
reguléris, 3

teljesen ~, 19

~ tartomany, 78
Riesz-féle metszetfeltétel, 11

S

Schéenfliess-tétel, 75
seholsem stirt, 13
Stone—Weierstrass-tétel, 56
stindiszn6-tétel, 71

o

stru, 13

Sz
szeparabilis, 14
szeparal6, 56
szétvalaszto figgvény, 19
szétvalasztasi axiémak, 2
szimmetrikus, 58
szimplex, 67
szimplicidlis komplexus, 67
~ dimenzibja, 67
~ egyszerd, 67
szimplicialis leképezés, 68
szinthalmaz, 24
szorzattopoldgia, 6
sziikebb, 1

T
To, 2
Tl, 2
T!, 2
Ty, 2
Ts, 2
T4, 19
T, 2
Ty, 2
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T, 2
teljes, 45
térkép, 76
természetes topolégia, 43
~ val6s szamokon, 1
~ mellékosztalya, 62
Tietze-féle folytatasi tétel, 24
topolégia, 1

bovebb ~; 1

finomabb ~, 1

diszkrét ~, 1

durvabb ~, 1

relativ ~, 4
topologikus

~ csoport, b7

~ tér, 1

~ sokasag, 76

~ szorzat, 6
torlodéasi pontja, 8
transzlacié

bal~, 58

jobb~, 58
triangulacié, 67

~ durvasaga, 68

~ felbontasa, 68

~ finomitasa, 68

~ finomsaga, 68

finomabb ~, 67

Név- és targymutato

Tyihonov
~-tér, 19
~-tétel, 11 | 42

)
ultrafilter, 40
uniform ter, 54
Urison
~-lemma, 19
~ bedgyazasi tétele, 43
at, 28
~ak szorzata, 28
~ felemelése, 33
transzverzalis ~, 31

Vv
végesmetszet-tulajdonsag, 1 , 11

W
Weierstrass
altalanositott ~-tétel, 18
~ approximacios tétele, 86
Whitney, 77

z

zart, 2
Zorn-lemma, 81
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Tennivalok listaja

Kivonat. Ez egy remek kis lista arrél, hogy mi mindent kellene még ebben az

anyagban tenni ... :-).

[ Példék olyan terekre, ami TO de nem T1,stb... . . ... ... ... .... 3
[] Példak szekvencidlis kompakt de nem kompakt . . . ... ... ... ... 12
[] Két S = S™ (n > 1) leképezés fokszama megegyezik, akkor homotépok . 71
[ Jordan-gorbe fokszamanak bizonyitdsdhoz dbra kell. . . . .. .. ... .. 74
[l Abra kell az S két azonos foki leképezéséhez. . . . . . . ... ... .. .. 75
[ Szakaszt tartalmazé Jordan-gorbés dbra kell a tételhez. . . . .. ... .. 75
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