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Tomografia egy matematikus szemével

Rontgen-késziilék

1. EI6torténet  1.1. Rontgen

@ 1895-ben Wilhelm Conrad Réntgen felfedezi az X-sugarzast,
melyet sok helyen Réntgen-sugarzasnak hivnak. Az elsd
Rontgen-felvétel Rontgen felesége kezérdl készil mintegy 20
perces(!) expoziciéval. Elso fizikai Nobel-dij 1905.

© A Réntgen-késziilék a fényképezéssel analdg médon miikédik, csak a fény helyett
Réntgen-sugar feketiti a Réntgen-kép pontjait.

© Ez atechnika mindmaig hasznalatos, igaz kisebb dézist sugarral, mint régen.

© Fizikai és kémia folyamatok alapjan keletkezd képe nem kivan matematikat.
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Tomografia egy matematikus szemével 2. Tomografia 2.1. Egy kis torténelem

Megjelenik a matematika

Fizikusok kimérik, hogy az I, er6sséggel kibocsajtott sugarzas az anyagon valé athaladas
kdzben az anyag atlag sliriségének és vastagsaganak exponencialisaval csdkken, vagyis
ha az anyags(riiség hely szerinti fliggvénye f és a sugar az £ egyenes mentén halad, akkor
a beérkez6 sugarzas I erésségére: In(I/1y) = f[ f(x)dx.

@ 1917-ben Johan Radon vizsgélja a késdébb réla elnevezett
Radon-transzforméciét, mely a sikon adott f fliggvényhez egy
a sik egyeneseinek halmazan értelmezett Rf fliggvényt ren-
del hozz4 Ggy, hogy utébbi az elébbi integralja az egyenesen.
Sikerll invertalnia is: f = R*Rf.

@ 1960-as években Allan McLeod Cormack (orvos-matematikus)
és Sir Godfrey Newbold Hounsfield (mérndk) egymastdl flig-
getlenll veszi észre, hogy a sugarzas fizikai és Radon mate-
matikai formulédi egy szamitdgép kapacitdsaval 6tvdzve a ve-
titett kép helyett valddi 3D-képeket adhat. Orvosi Nobel-dij
1979 megosztva.

@t
—

© 1972-re elkésziiinek az elsé CT
prototipusok (CT) egyenként alig
300USD koltséggel.
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Tomografia egy matematikus szemével 2. Tomografia 2.2. Hogyan is miikodik

A tomografia mukoédési elv

@ Készitiink egy sugéarforrast (€) amely konstans 1, erdsség(i
(Réntgen-)sugarat bocsajt ki.

@ Készitlink egy sugarzas mérét (1) amely leméri a beérkezd
(Rontgen-)sugar erésségét.

© A feltérképezendd objektumot metszé minden egyenes egyik
végére" a sugarforrast, a masik ,végére" pedig a sugarzast
mérd eszkdzt elhelyezve az adott egyenesen lemérjik az ob-
jektumon at érkez6 sugarzas erdésségét.

© A mért éttékekbdl interpolaljuk a tdbbi egyenesre a ,beérkezd" sugarzas I erdsségét.
© Az igy mar minden egyenesre létezd In(I/I,) érték az anyagsiiriiség hely szerinti f
figgvénye Rf Radon-transzformaltjanak egy E.Rf kozelitését adja.
@ Akalmazva a Radon-transzformacié R* inverzét az &,Rf fiiggvényre, az eredmény
egy olyan fliggvény, mely az f fliggvénynek egy (j6?) kozelitése (f ~ R*ERS).
E moddszer csak az objektum egy szeletét képes meghatarozni, ezért —
Cormack a tomos és grafia gérdg szavakbol kiindulva a médszert to- DY
mografianak nevezte el —» computed tomography. S
Egy mai szamitdégép a metszetek siirliségfliggvényeibdl térbeli képeket
tud késziteni.
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Tomografia egy matematikus szemével 3. Tomografiai eljarasok 3.1. R garas
CAT: Szamitégépes axialis tomograf

Egy modern késziilék akar 1-2mUSD 6sszegbe
is kerilhet, de sokkal gyorsabb és akkuratusabb,
mint a korabbi készllékek. Ezt a sugarak és ér-
zékeldk szamanak valamint a forgas sebességé-
nek névelésével érik el. Persze sokkal nagyobb
szamitégépek is kellenek a rengeteg adat feldol-
gozésahoz.

Ma mar megy ez mozg6 alkatrész nélkil is: Advanced Electron Beam CT
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https://www.youtube.com/watch?v=0fXWEyx2q2M

Tomografia egy matematikus szemével 3. Tomografiai eljarasok 3.2. Magnesrezonancias

MRI: magnesrezonancias tomograf

Ezt a mbdszert sok vizet tartalmaz6 testek esetén lehet jéI alkalmazni.

@ Egy nagy magnes belsejébe helyezve a
testet, a hidrogénatomok forgastenge-
lyét be lehet allitani egyformara.

© Amikor a magnesességet kikapcsoljuk,
akkor ezek az atomok visszatérnek szo-
kasos forgasi helyzetiikbe.

© A visszaallaskor kicsi elektromos radié-
hullamot keltenek

© A mérési pontokon tehat ezen hullamok
ered6jét mérik.

Matematikailag (nagy vonalakban) az torténik, hogy amit mériink egy-egy érzékeldn, az az
abbdl kiindulé egyenesen elhelyezkedd hidrogénatomok eloszlasanak az altaluk generalt
radiéhullamok testen bellili gyengiilésének integralja az egyenesen mentén. Ez a Radon-
transzformacioé egy modosulata, amit ugyanazon matematikai médszerekkel lehet vizsgélni
és invertalni.
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Tomografia egy matematikus szemével 3. Tomografiai eljarasok 3.3. Pozitron emisszios

PET: pozitron emisszidos tomograf

A tipikus, de valamilyen szempontbd6l mégis specifikus részek keresésére alkalmas.

@ A testbe olyan reagenssel juttatnak radio- R/
nukleidot, mely jobban felgyllik a keresett &
tertleteken. (Példaul daganatokban.)

© Amikor a reagens a test megfelel részé-
vel reakcidba Iép, a radionukleid lead egy
pozitront, melynek szabad elektronnal va-
16 talalkozasakor keletkezd fotonpar ellen-
tétes iranyban tavozik.

© A mérési pontokon a beérkezé fotonparok aramat mérik.

Matematikailag (nagy vonalakban) az torténik, hogy amit mérink egy-egy érzékelén, az
a bevitt kontrasztanyagnak az érzékelébdl kiindul6 egyenesen valé eloszlasa és a beléle
indulé sugarak testen bellli gyenglilésének integralja az egyenesen mentén. Ez is a Radon-
transzformacié egy modosulata. Ha a véraramban gydlik fel a kontrasztanyag, akkor ezt
Crofton-transzformacionak is nevezik.
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omografia egy matematikus szemével 3. Tomografiai eljarasok 3.4. Hangrezgéses

Infra- és ultrahangos tomografia

Szeizmogréfia — nagyban és otthon Szonografia

A sziv vizsgélata: Echocardiografia
Ezek mind a Radon-transzformaciés matematikai elméletére (integralgeometria) éplilnek.
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https://www.youtube.com/watch?v=H526Qx_EXgw

Tomografia egy matematikus szemével 4. Egy kis matematika 4.1. Sikban

Invertalas

A ,szép" f figgvényekre a Radon-transzformaltbdl igen
sokféle sokféle modon kaphato vissza az eredeti f figg-
vény. Mivel a napi alkalmazasok nagyon sokfélék ilyen
inverziés formuldk mindmaig szlletnek. Egy ilyen 1992-
b6l a kovetkezd. Egy sikbeli egyenest egyértelmiien
megad az origbhoz legkdzelebbi pu pontja, ahol p az ori-
gotol vett tavolsaga, u pedig egy egységvektor, ezért egy
f: R* - R flggvény Rf Radon-transzformaltjanak argu-
mentuma megadhaté (p, u) alakban.

Tétel. Legyen f € C=(R?), melyre f(x,y) v/x* + y2k minden k természetes szamra korlatos.
Ekkor f(x,y) = 25 R*F(x,y), ahol

472

. ORf(p,u) d
R*F(x, y) = f F(cosa X +2, (cosa, sin)da és F(t,u) = lim f %t—p

- &= lt—pl>e /4 -P

A feltételek fontosak, mert masként eléfordulhat, hogy az f integralhaté minden egyene-
sen... A gyakorlatban elkeriilhetetlen kozelitések problémajat kilén kell kezelni, de nem
koénny(: Van a sikon olyan nem konvergens korlatos kompakt tartéju flggvénysorozat,

melynek Radon-transzformaltjai nullahoz tartanak (Hertle — 1983).
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Tomografia egy matematikus szemével 4. Egy kis matematika 4.2. Térben
Képtérjellemzeés

Az alkalmazasok kdzelitési eljarasaban fontos lenne a nem Radon-transzformaciobél szar-
mazé eltérések kinullazadsa a mért eredményekben. Ez alapvetéen fontossa teszi azon
filggvények meghatarozasat, melyekhez van olyan fliggvény, hogy annak Radon-transzfor-
maltjai. Egy ilyen, azéta tdbbszor altalanositott eredmény 1938-bél a kdvetkezb.

Egy térbeli £ egyenest egyértelmiien megad két x = (x1,x2,x3) és'y = (y1,)2,¥3) pontja,
ezért egy ezek halmazan adott F fliggvény argumentuma megadhaté (x,y) alakban.

Tétel. Egy F a tér egyeneseinek halmazan adott F fliggvény valamely a tér pontjain adott
f fliggvény Radon-transzformaltja, ha teljesiti a kévetkez6 parcialis differencidlegyenlet-

rendszert
0? _ * \ Fx,y)
8x,-6yj ijay,» |X - y|

=0 (i,j=1,2,3).

Nagy pontossagu képek készitéséhez sok adat kell, és ezek begyljtése és feldolgozésa is
iddigényes, ezért fontos a vizsgalt tartomanyban 1évé mozgé részeket a sugarakkal elkerdl-
ni. Ezt teszi lehetévé a kovetkezd 1960-as eredmény, mely sikon és térben is teljesil.

Tétel. Ha egy folytonos f fiiggvényre f(x)|x|* minden k természetes szamra korlétos, és Rf
minden olyan egyenesen nulla, amely az origétél valamely p > 0 szamnal messzebb van,
akkor f minden olyan pontban nulla, amely az origétél messzebb van, mint p.
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