Utoljdra médositva: Szeged, 2013. Februdr 21.

Hibajegyzék és kiegészitések
a Bevezetés a differencidlgeometriaba konyvhoz

Sajnos minden konyvben vannak hibdk és hidnyossdgok, akdrmennyire gondos
az elddllitas. Ebben a dokumentumban ezek talalhatéak, pontosabban az eddig
felfedezettek, hiszen — bdr ez elvi ellentmonddsnak tinik eqy véges sok karak-
tert tartalmazdé konyvben :-) — hiba és kiegésziteni valé minden javitds utdn
marad minden kényvben.

Kérem, hogy aki bdrmely siulyossdgu tovdbbi hibdt is taldl e kényvben, azt
jelezze a kurusa@math.u-szeged.hu elektronikus levelezési cimemre.

Hibak a Bevezetés a differencialgeometriaba konyvben

A hiba helyét egy a® vagy a, alakid koordinita adja meg, melyek jelentése:

b

ab, az a sorszému oldalon feliilrél sorban a b-edik sorban,
ap, az a sorszamu oldalon alulrdél sorban a b-edik sorban.

Régebbi adatokkal valé kompatibilitds érdekében b < 0 esetén ab := a_y.

hely hiba és javitdsa

4? Sy = 8(s§,s7,82) — Sp = S(s0,sT, %)

54 (limy, 00 dp, 1(80)) — (limy, 00 din, K(S0)0(S0))

82 Beszirando a sikgdrbék alaptétele elGjeles gorbiilettel, ami alabb a
K.1. Tétel

93 = (m(s), -~ (m(s), - — = (m,--- (m, - --

96 korré deformélhaté — korré alakithaté

118 a K szélsoértékhe-lyei — a k szélséértékei

1671 irdnyaval. — irdnyéaval, mint példaul a koncentrikus koroknél.

2110 Az ebben a kornyezetben érvényesiilo paraméterezést — Ezt a

kornyezetet és a hozza tartozé paraméterezést

2116 differencidlhaté. — differencidlhaté, ahol Ur és Ug rendre az F és G
feliillet egy-egy koordinata-kornyezete.

2172  paraméter vonalak — paramétervonalak
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Hibajegyzék és kiegészitések a Bevezetés a differencidlgeometridba kényvhoz

A ... mondjuk, ha a ... paraméterezése. — e kétsoros bekezdés
torlendd, mert a 21. oldalon a mésodik definicié mar meghatarozta.
w=@(P)v — w=(por)(rH(P) (P(r~(P)) v

view — (por)(r~Y(P)) (F(r=Y(P))) v s w

TpFy — Tw(p)}-g

Altalgban — Konvencié. Altalaban

Ebben az értelemben — Uj bekezdés utdn Ebben az értelemben
irdnyithato, egy — iranyithatd, mert egy

E; vektormezok — E; vektorok

vektorokra és @« — vektorokra, valamint «

jellemzé mennyiségek, hanem — jellemz6, hanem

Figyeljiik meg, hogy — Vegyiik észre, hogy

vektormez$ — érintévektor-mezo

differencidlegyenlet-rendszerre, akkor — differencidlegyenlet-rendszer-
re,

t(Xl, Xl) — t(Xl, Xg)

t,(Xl,Xl) - t(Xl,Xl) — t(Xl,Xg) - t(Xl,Xg)

Altalanos gorbét szakaszonként geodetikusokkal kozelitve, a parhuzamos
eltoldst pedig a geodetikusokon valé parhuzamos eltoldssal kozelitve,
megkapjuk beliilrél, az altaldnos gorbén valé parhuzamos eltolast. FEz
helyes, de taldn egyszeribb a kévetkezd. — A 30-adik oldal aljan ko6zolt
tétel szerint a V, kovaridns derivalt meghatdrozhaté egy v irdnyba in-
dul6 gorbén valé parhuzamos eltolasbdl, annak derivaltja. Mivel geode-
tikus minden irdnyba, minden sebességgel idul, a v irdnyba indulé
geodetikus valasztasaval a V, kovarians derivalt belsdgeometriai men-
nyiségekbdl szamithatd, hiszen a geodetikus és azon a parhuzamos eltolds
is bels6égeometriai mennyiség. Immar V ismeretében, a parhuzamos el-
tolas dltaldanos gorbéken a parhuzamossag definicidéjabdl kovetkezik.
normélisa — normalis vektormezdje

Kmin — Kmin

tmaw — tmax

tmam — tmax

Kmazs tmaz — Kmax, tmax

Kmazs tmazs tmaz — Fmax; tmax, tmax
t’rnlll‘ H tIIlaX

= Kmazy = tmaz — tOrlendék
dydx f — dxdy f
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—dydz X+ — —dyde+
A d derivaciés — A nyilvén folytonos d derivacios

owpo(y -1 owo(y -1
d(fopol gw (P)) o — d(foyp Céf (P)) o

rendelve — rendeljiik

Egy feliilet D egyszeresen 6sszefiiggd részhalmazat — Egy feliilet egysz-
eresen Osszefliggé D részhalmazat

kiegészitendé — a grad és a Laplace-operatorral, illetve az ez utébbira
vonatkozé K.4 Tétellel

Glalr + GQ@QT — 91817’ + 92627’

, Theorema elegantissima” — , Theorema elegantissimum”

Mivel ... hatérétéke éppen ..., vagyis — ezt az allitdst a konyv
szandékosan nem igazolja, de Varju Péter irdsban atadott bizonyitasat
a K.2. Tétel bizonyitdsa tartalmazza.

Aa = [, kdF —

Aa = a(dD) = limy, 00 Aay, = limy, o0 a(a(UM‘_@/\/z—,j))

= lim,, 00 ZNMCD fMi,j kdF = [ kdF

a vektor és a —» a pahuzamosan korbetolt vektor és a

beszirds a 2.10.2 szakasz végére — Nem umbilikus pontokra Hilbert

lemméjanak szép kovetkezménye Liebmann tétele. Léasd a K.6 és K.7

Tételeket!

hajlithatd, vonal-, torz- — hajlithatd, torz-

gorbiiletii feliilet — gorbiiletli forgas feliilet

tekintetében, és ... feliletet. — tekintetében. mondatrész torlése

(s/v/IRD) — (¢/+/IR])

illetvé — illetve nyomtatdsi hiba

alaptenzornak nevezett tenzor matrixa — alaptenzor matrixa

Figyeljiik meg ismét, hogy ... felszinmérték! — Figyeljik meg, hogy
. felszinmérték siiriisége!

R"™ nyilt részhalmazaval. — a nyilt B™ gombbel.

v..U—U...U

(r, U ) — (r, )

rp;(R) =rp,(Q) — TP ( ) = ijl(Q)
.:ij OTPJ-:"'—> .:ijof;jlz...

x; és x) tényez6k — x;x) szorzat tényezdinek

veTL —veTpl

kornyezet kornyezete, az leképezés — kornyezet, a leképezés

béazisbontast. — bézisbontést, és legyen P a t tartopontja.

Fo(P) = s Talt) = -
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Hibajegyzék és kiegészitések a Bevezetés a differencidlgeometridba kényvhoz

FP) = Ay 6) =
v:---—>zzzlvk8%:...
[Xan]: — [XafY]:

ne-melfajulé — nem-elfajulé
F(¥(x1,... — F(Vy(x1,...
nyilt halmazzal — nyilt halmazzal
Legyen ¢3: M — M az F folyama. — Mivel ./\/lgf’b] kompakt, 1étezik
©:]0,b — a] x M — M az F folyama. Legyen ¢ = p(t,-): M — M.

= (F(P),grad f(P)) = --- — -+ = gp(F(P), grad f(P))
nemdegeneralt — nemelfajulé

nem elfajulé — nemelfajuld

7(P)y=-—7() =

tenzornyalab differencidlhaté — tenzornyaldb kanonikusan differencial-
haté

nr+s+1 —n+ nrJrs

7T M =R — 7 TP M — R
[h]i; ... aldetermindnsat — det[h]; ; ... adjungdlt aldetermindnsét [9,
5. N

AFT* M kiilséformanyaldb is differencidlhaté — AFT* M kiils6forma-
nyaldb is n + ( ) dimenziés differencidlhaté

r+s

differenciédl formabdél — differencidlformabdl

Pemﬂ\ﬁz—»PemH\v

Vzp—Vpr\l< ¢+2\VZ 1) —)Vp—Vpﬁ( 1+2\VZ 1)

@Yp: VZP%R" — Qp: VP%R"

ep(Vip) 23-B" — ¢p(Vp) 23- B"

és Vp = pp' (B™). Ekkor nyilvan — térlendd. Ekkor nyilvan
peviayp, 7 T Urevnw Ve

melyek f/j kornyezetei — melyek Vp, kornyezetei

4j {f)} } fedSrendszeréhez — 1j {V};j} fedérendszeréhez

megfeleld {p!} leképezésrendszeréhez —» megfeleld {w}j} leképezés-

rendszeréhez

F(§§(P)), ha P € Vi — f(p}(P)), ha P € Vp,

Tegyiik fel, hogy — Barmely P ponthoz pontosan egy olyan i index

létezik, melyre

, és legyen — . Legyen

PAVEC... —PNVp C---

VE— VE
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VE—Vh
olyan p m-ed foku differencidlforma — olyan n-ed foku p differ-
encialforma
abszolut ... abszolut — abszolit
weEAT" M — w € A"T* M"
hatédr-hatara — hatar hatara
Tétel. ... — tétel szovegét ddlttel kell szedni.
Ugyanigy parhuzamosnak . .. eltiinik. — a 106. oldal aljara mdsolandd
majd torlendd igy: Parhuzamosnak ... eltlinik.
Beszirando és masolédik 105/-7-b6l. — Tenzorok kovaridns derivaltja
nyilvan tenzor. Parhuzamosnak ... eltiinik.
cR(X,Y,Z, T)=--- — o(VR(X;Y,Z,T)) =
[Vx,[Y,Z]]T — [Vx,[Vy,Vz]]T

“Vix,v1,92T = Vix,v1,2IT — —[Vix,v]: Vz]T + V(x v,z T
Mindenekel6tt vegyiik észre, hogy ha — Mindenekel6tt vegyiik észre,
hogy az exponencidlis leképezés a Pickard-Lindelof-tétel miatt differ-
encialhato, és ha
mostmar — most mar
X, YeTM— XY € TM
a Struktura-tétel els6 bekezdésének jobb fogalmazdsa — Legyen (r,U)
a P € M pont egy normal koordindta-kornyezete, és legyen az X; vek-
tormez6 a 0; € T).(p)M vektor parhuzamos kiterjesztése az r(0) pon-
ton atmend geodetikusokon. Ezek mintdjara legyen (7,U/) a P € M
pont egy normal koordindta-kornyezete, és legyen az X; vektormezd a
0; € Tro M vektor parhuzamos kiterjesztése az 7(0) ponton dtmend
geodetlkusokon.
parhuzamossagga — parhuzamossaga
felcserélhet6 paratlan fokit — felcserélhet6 pdros foku
A két P és Q pontot — A P és () pontokat
Osszekoto gorbék — 0sszekoto szakaszonként differencidlhaté gorbék
infinumat a két pont — infimumat a nyilvanvalé szimmetria miatt a
két pont
»A ... nevezziik.” — Ezt a mondatot a 4.3 szakasz elejére mozgatjuk,
ahol kiilon definicioként szerepel.
a metrikdval egylitt — a Riemann-metrikdval egyiitt
rogzitetiik — rogzitettiik

9V, 0) Vi Uty 1 (8)) — (9(Vi, )P, 21(8))% -+ —

4 9V, 0) Vil Ti=o(8)) = (9{Vi, )P, Ti=0(5)))? -

e gV oV 21(8)) + — 9V a6y s Do () -
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érvényes g(i5(0), G(8)) nyomtatdsi hiba — érvényes g(5(0), G(s))
mivel a (2) a (3) 4llitdsbdl kovetkezik, jobb lenne, ha forddtott sorrendben
szerepelnének a tételben

Legyen ennek mentén — Legyen eme G- gorbe mentén

e =V e — oV Vs = Vi Ve

Beszurds — ide kell a K.3. tétel, amit megel6z a 117-edik oldalrol érkezo
definicié.

tul egyben metrikus — tul tehat metrikus

Ahogy ... generalt metrikat a sokasagon. — Ez a mondat térlendd.
Figyeljiikk meg, hogy ... extremadlis gorbe. — Ez a mondat a 117-edik
oldalrdl érkezé definicié mogé mozgatando.

Legyen expp V = @ és — Legyen expp v = Q) és

=T+ <d(PQ(e) —

o =1+e=d(P,R)—d(Q'(c),R) < d(P,Q'(c))

a diffeomorf ¢ — a ¢

izometria, akkor minden — izometria, akkor differencidlhaté és minden
hiszen a geodetikusok — hiszen Hopf—Rinow-tétel miatt a geodetikusok
lokalisan minimalisak — lokalisan minimélisak

beszurando — Figyeljik meg, hogy az izometria-lemma elsé allitasa
alapjan a sziirjektiv izometridk mindig diffeomorfizmusok.  Most
belatjuk, hogy rdadéasul affinok.

egy izometria — egy sziirjektiv izometria

gga*1~<v§0*X<P*Y7 ©.Z) + Gp—1 <30*~Y7 vwXS"*Z> —

gw<vw*X<P*Y’ L) + §¢<‘P*Y7 VLP*X()D*Z>

T @*thp—l (oY, 0. Z) oo — - ~90*X§¢<QD*Y, CWAREE

transzverzlis — transzverzalis

Vs =V ot = — Vs = Vi _0)Vs = Vi o)Vt = -
(exp(sv + tsW))) — (exp(sv + tsv’v))

plexpp(sv)) — G(s) = ¢~ (expp(sv))

G(sp + s) = p(expp(sv)) — G(so+ s) = G(s)

= p(expp((s — sp)v)) — torlendd

Az X, Y és Z betlikkel jelolt mennyiségek, érinté vektorok, nem
vektormezék — helyes jeloléstik ezért egészen a 136. oldal 7. sordig
bezardlag x, y és z.

a Jacobi-egyenlet alapjan — ez részletesen kifejtve

fi = 9(VeVed Ei) = g(R(G.D)G. Ei) = 32, g(R(G, f,E;)G, Ex)
=22 [19(R(G, E;)G, Eq) = 5 fi9(—B(E;), E;)

=2 [i9(=NE;, E)) = =\ f;
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1373 f = Nfi=0— f'+Xf,=0

cos(svV—X\;) ) cos(sv/ ;) )

\ os(ag /) ha \; <0, cos(ag ) ha 0 < A;,

137 1, ha A =0, —s ¢ 1, ha \; = 0,
cosh(sv/;) ) cosh(sv/—X\;) )

cosh(s0 v ha \; > 0. cosh(s0v 3] ha \; < 0.

138° A metszetgorbiilet meghatirozza a Riemann-gorbiiletet. — A met-
szetgorbiilet meghatarozza a Riemann-gorbiiletet, és csak argumentumai
sikjatol fiigg.

138! Ha a rp(u, v) metszetgorbiilet nem fiigg az u, v béazisvektoroktdl, csak
az S C TpM siktdl, akkor — Ha a xp(u,v) metszetgorbiilet konstans,

akkor
1382  R(u,v)w = kp(gp(w,v)u — gp(u,w)v), —
R(u,v)w = —kp(gp{w,v)u — gp{u,w)v),

138 ahol ... konstans. —» térlendd.

1381  R(u,v,w,x) — —R(u,v,w,x)

1388 Z=—k( — Z=k(

140°  amib6l VR kévetkezik — amibSl VR = 0 kovetkezik

140" izom-etridk — izo-metrigk

14175 (14530 29)? — L+ 520 2f) 7

1427° = Mdxg(Y,Z) — = \Xg(Y,Z)

14278 = \dxg(Y,Z) — = \Xy(Y,Z)

1442 hiperbolikus tér — hiperbolikus sik

145 Legyen £* az — Legyen (* < oo az

145'%  négyzetek unidja. Nyilvan N zart, és ugyanakkor ... — négyzetek
uniéjénak lezartja. Ekkor A zart és ...

145'2  zért — nyilt

1453 .. nyilt négyzet. Ezek a nyilt ... a N' — ... négyzet. Ezek a nyilt ...
az N

145'7 5 = min{min{ — s = min{min{

J 7

1459 p= mjin{min{ —p= ml_in{min{

14577 egy (* + s fél ... négyzet — tartalmaz egy £* + s fél ... négyzetet

146> 0<p<q—0<p<gq

146 0w (0,y) > 0 — 0w (0,y) > Dow(0,0)/2 =: ¢

146'*  Eszerint ... 7/2. — torlendd

14677 dt>w...— ...dt=w...

14677 y)>e, — y) > (Yo — e,

14678 0)>¢ — 0) > w(0,y) —w(0,0) > ye

14678 c<w(z,y) <m—c — ye <wlx,y) <m— (Yo —y)e

1467 sinw > sine — sinw(x,y) > min(sin(ye), sin((yo — y)e))
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dedy > ... — dady > o [)° min(sin(ye),sin((yo — y) Ndy =

2o OyO/ sin(ye)dy + fy/2 sin((yo — y)e)dy) = 2xo fyO/ sin(ye)dy =
2x0(1 + cos(eyo/2)) /e

hiperbolikus tér — hiperbolikus sik

Bolyai-geometria — 2-dimenzidés Bolyai-geometria

eukliedeszi — euklidészi
= 7i(a) = — = Ti(e) 2L
[z|2+1/vk [z[2+1/K

ezért g,, megegyezik — ezért g~ megegyezik
_Fﬁlf‘%,m) — _f‘?lf%,m)
beszirandé — A tenzorszorzas nyilvan asszociativ miivelet.
azonossagoot — azonossagot
A kovetkezd éllitdsnak kettd bizonyitdsat is adjuk. — Csak egy bi-
zonyitas van. A mondat térlendd.
—B(u... — —2B(u
oldalén allé képlet — oldalan all6 képlet
E Bianchi-tenzor, normalt — Egy Bianchi-tenzor normalt
-+ B(x,y,%x,y)bc(bc —ad) - -+ — --- B(x,y,X,y) + be(bc — ad) - - -
B(u,v,w,x) = (<W,V>gp<u X> gP<u7W>gP<V7X>)' —
B(u,v,w,x) = (< u, w)(v, > (w,v}(u,x>).
akkor — akkor a
Kp — K
Vi(X1g7) o VT (Xpor) — VE(Xi1gr) - VT (Xpor)
Vr+1(x(r+1p)7) v (X(T+(1€—T)p)‘f') —
VI (X (ry1p)r) V(X (g (k=) p)r)
kiegészitend6 — Cartan lemmaja a K.5. Tétel
, Theorema elegantissima” — , Theorema elegantissimum”
vektormez — VEKT.MEZ

A lista elemeit magam és segit6kész emberek talaltak. Koszonom nekik, hogy

nem csak felfedezték, de tudoméasomra is hoztdk a hibakat.

Kiegészitések a Bevezetés a differencialgeometriaba konyvhoz

K.1. Tétel — Sikorbék alaptétele. Két sikgorbéhez akkor és csak akkor létezik
mozgds, mely Oket eqymdsba viszi, ha whossz szerinti paraméterezésben az eldjeles
gorbiilet a két gorbén azonosan egyenld.
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Bizonyitas. Miel6tt belevagnank, vegyiik észre, hogy az el6jeles gorbiilet értéke
—1-szeresére valt, ha a gorbét tukrozzik egy egyenesre.

A sikgorbék torzidja 0, gorbiilete pedig az eléjeles gorbiilet abszolutértéke,
ezért a gorbék alaptétele értelmében két sikgérbe térbeli mozgédssal egymaésba
vihetO, ha ivhossz szerinti paraméterezésben az el6jeles gorbiilet a két gorbén
azonosan egyenlé. Fz a térbeli mozgas a sikon mozgas vagy atfoditas, utébbi
esetben a két gorbe eléjeles gorbiilet elojele egymas ellentettje kell legyen, ami a
tételt igazolja. .
K.2. Tétel. Elemi feliilet eqy rogzitett pontjan dthaladd zdrt felileti gorbéken a
pdrhuzamos eltolds elforduldsa a gorbék egyenletesen folytonos formdldsa mellett
folytonosan vdltozik.

Bizonyitas. (Varju Péter bizonyitdsa alapjén.) Legyen az L hosszisdgi, {vhossz
szerint paraméterezett G gorbét egyenletesen folytonos moédon kozelité gorbesereg
C), minden tagja szintén a [0, L] intervallumon paraméterezve, és tegyiik fel, hogy
Cn(0) = G(0) = G(L) = Cn(L).
Legyen X egy parhuzamos vektormez6 a G mentén, X, pedig olyan
parhuzamos vektormezd a C,, gérbe mentén, melyre X,,(C,(0)) = X(G(0)).
Vizsgéljuk az

Y (G(t) := Xn(Cn(t)) — m(G(t))(m(G(2)), Xn (Cn(t)))
érinté vektormezoket a G gorbe mentén. Vildgos, hogy

lim Y, (G(0)) = lim (X,,(Cp(0)) — m(G(0))(m(G(0)), X5 (Cn(0)))) = X(G(0)),

n—o0 n—00

hiszen X(G(0)) L m(G(0)). Ugyanakkor

deYn = dg, Xn = dem(m(G(1)), X, (Cn (1)) —
—m(G(1))((degm, Xn (Cn (1)) + (m(G(1)), d¢,, X)),

amiért
VYo = (de, Xn)*t = dgm(mg, X, (Cu (1))
= d¢, X, — mg(mg, de, X)) — demime, X, (C(t)))
= Vc'vn X, +mg, <mC’na dC‘n Xn)—
—mg(mg,dg Xp) — B(G)(mg, X, (Cn (1))
= (m¢, —mg)(me,,dg, X,) +me(me, — mg, de, X))+

+ B(G)(me, — mg, X, (Cr(t))),
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ahol mg = m(G(t)) és me, = m(Cy(t)).

Mivel a [0,L] zéart intervallumon folytonos fiiggvények egyenletesen is
folytonosak, me, — mg — O egyenletesen a [0, L] zdrt intervallumon. Ebbdl a
V&Y, — 0 egyenletes konvergencia kovetkezik a [0, L] zart intervallumon.

Legyenek az Y! (i = 1,2) olyan fiiggvények a G gdrbe mentén, melyekre
Y, =Y.0ir +Y20:r. Ekkor a szokédsos G = r o g felbontés mellett

2 2
VeYn=Ve Y Yior=> (deYLor + Y,V i)
i=1 i=1
2
=3 (agYiow +Yi ZngF”(?kr>
i=1 Jj=1 k=1

o Il

(d Yk—&—ZYlZgJ )8;&“

k‘
>_-

és a VY, konvergencidja miatt n — oo esetén ds;YF + ijzl Y905 — 0
egyenletesen a [0, L] zart intervallumon. A Pickard—Lindelof-tétel értelmében egy
differencidlegyenlet megoldasa folytonosan fligg a peremérték feltételek egyenlete-

sen folytonos valtozasatdl, igy a Z,, érinté vektormezore vonatkozd

dsYE + ZYngJFk =dyZk + Z Zig Tk, (k=1,2),

7,7=1 3,7=1

differencidlegyenlet-rendszer egyértelmii Y,, megolddsai (zért intervallumon egyen-
letesen) konvergalnak a Z érint§ vektormezére vonatkozé

0=dsZ" + Zzzgj ko (k=1,2),
4,j=1

egyenlet egyértelmi{i megoldasahoz.

Eszerint Z = lim, oo Yn, és éppen a Z vektormez6t meghatdrozé differ-
encidlegyenlet-rendszer értelmében Z parhuzamos vektormez6 a G gérbe mentén.
Minthogy X is parhuzamos és Z(G(0)) = lim, o Y,(G(0)) = X(G(0)), ebbdl
X = Z kovetkezik, ami igazolja az allitdst, hiszen eszerint

L(X(G(L)), X(G(0))) = £( lim Y, (G(L)), lim Y,(G(0)))

n—oo n—oo

= lim /(Yn(G(L)), Yn(G(0)))-

n—oo [ ]
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K.3. Tétel. Osszefiiggé Riemann-sokasdg a d tdvolsdggal metrikus teret alkot,
melynek metrikus topolégidja megegyezik a sokasdg topoldgidjdaval.

Bizonyitas. Vildgos, hogy az Osszefliggéség miatt minden pontparnak van tavol-
sdga, és — ahogy mar emlitettiilk — ez szimmetrikus fliggvénye a pontparnak. A
haromszogegyenlotlenség nyilvan teljesiil, hiszen

d(P,R) = inf{L(G) : G € GE} <inf{L(G): G € GF és Q € G}
= inf{L(G): G € (G2 UGE)
=inf{L(G): G € G¢} +inf{L(G) : G € &} = d(P,Q) + d(Q, R),

ahol GE jeléli a P pontot az R ponttal dsszekits szakaszonként differencidlhaté
gorbék halmazat, L(G) pedig a G gorbe hosszat.

Nyilvdn d(P,P) = 0. Most igazolni fogjuk, hogy kiilonboz8 P # R pon-
tokhoz rendelt tdvolsdg mindig pozitiv. Rogzitsiik a P egy olyan (U, r) koordinéta-
kornyezetét, melyben R nincs benne, és legyen G € GE. Vegyiik a G gorbének a
P ponthoz csatlakoz6 elsd differencidlhaté részgorbéjét, és legyen Gp:[0,1] — U
ennek olyan részgorbéje, mely az U kornyezetben van és P = Gp(0). Mivel a
r~toGp gorbe a B® C R™ gémbon beliil van, és annak kdzéppontjat koti ossze an-
nak S™~! gémbfelszinével, minden r~! o Gp gorbe biztosan tartalmazza az %S”_l
egy pontjat, és ezek kozil is van egy els6.

Elég tehét igazolni, hogy az r(2Sm~1) barmely pontjat a P ponttal sszekots,
és az r($B™) kornyezeten beliil haladé gdrbe hossza nem kisebb valamely pozitiv
konstansnél.

Az U kdrnyezet Tp M érintd tereiben vezessiik be a |v| := />, v; normat,
ahol v =", v;0;. Ekkor a A\p = min{gp(v,v)/|v|: v € TpM} nyilvdn minden
P pontban pozitiv, mert TpM egységgdmbfelszine (|v| = 1) kompakt halmaz, és
gp(v,v) csak a 0 origéban nulla. Minthogy gp folytonosan fiigg a P ponttdl, és
r(%B”) kompakt halmaz, kovetkezik, hogy A = minpe,(1pn) Ap pozitiv.

Eszerint ha G € g;(%sn_l), akkor megfelel6 t > 0 paraméterre G = r o
g:[0,t] = r($B™) és P = G(0) =r(g(0)), G(t) = r(g(t)) € r($5™71), és

| Ve (€@ w) dr = [ ValG@ls = VA [ 6@
= Va [ lat@)ide = VA,

ahol az utolsé sor azért teljesiil, mert fot |g(x)|dx nem lehet kisebb, mint a ¢(0)
origd és a g(t) € £S5~ pont tavolsdga, ami pontosan 1/2.



12 Hibajegyzék és kiegészitések a Bevezetés a differencidlgeometridba kényvhoz

Ezzel igazoltuk, hogy M metrikus tér.

A maésodik allitashoz azt kell latnunk minden koordinata-kornyezetben, hogy
barmely P pontnak barmely kornyezetében van a d metrika dltal definialt V, p. =
{Q : d(P,Q) < e} e-kornyezet, és forditva, bérmely P pontnak barmely e-
kornyezetében van az M sokasdgnak Up s = r(r~1(P) + 6 B™) §-kornyezete.

Iménti formuldnk alapjan

d(P,Q) = inf /Ot\/gg(w)<é(x),é(x)> do =V inf / ()|

T(g)EQQ

Mg(t) = 9(0)] = VAIr=(Q) —r~(P)],

Y
=
Q v

ami azt jelenti, hogy V b Pev S Up..

A mésik irdny 1gazolasahoz fentebbi gondolatmenetiinket kovetjik: a
pp = max{gp(v,v)/|v|] : v € TpM} nyilvin nem végtelen, mert Tp.M
egységgombfelszine (|[v| = 1) kompakt halmaz; minthogy gp folytonosan fiigg a
P ponttdl, és (3 B™) kompakt halmaz, y = Max pe,(1pny pop < 00 adédik. Ebbél

inf / t V960 (Ga), G(a)) do = i / G @)\

Geg?

=i 1nf/|G )ldx = /i inf /|g )|dx
7(g>egQ

< Valg(t) = g(0) = Vulr=H(Q) — r(P)],

d(P, Q)

amiért Vg,p,(;\/ﬁ 2 Ups.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik. .
Jegyezzikk meg, hogy a fentebb bizonyitott Av| < g(v,v) < pul|v]
egyenl6tlenséget szokas a normak kommenzurabilitasanak nevezni.

Definici6. Az f: F — R skaldrmezd gradiensének nevezziik azt a grad f € TF
érintévektor-mezét, melyre dx f = (grad f,X) minden X:TF — TF érintévektor-
mez0 esetén.

Mivel d.f linearis funkciondl az alsé indexében, a gradiens létezik és
egyértelmiien meghatarozott. A sikon az f skaldrmezé gradiense nyilvan grad f =

(O], 021, 05f).
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Definicié. Az f: F — R skalarmezokon haté A: f — div grad f operatort Laplace-
transzformdcionak nevezzik.

Figyeljiik meg, hogy a Laplace operator a sikban Af = divgrad f
div(O1f,02f,05f) = O2f + 03f + 05f alaki. A Laplace-operdtor a sikban
felcserélhetd az izometridkkal (mozgdsinvaridns), ugyanis tekintve a szokésos

metrika szerint izometrikus ¢ (z,y) € R? — (p1,p2) + (z,¥) <L11 L12> € R?
i1 l12
transzformdciot, A(f o) = (Af) o teljesiil, mert

:Zaf(fw Za (waa fu) :Z( Lija'(a'fOL)>

K2

—Z(Z%Z%@kﬁ fOL) ZZ(Z%LM)&G fou
_ZZ@M)k@ fOL—Za2fOL_AfOL

Meg lehet mutatni, hogy szimmetrikus Riemann tereken a mozgasinvarians differ-
encidloperator algebrijat a Laplace-operator generélja.

K.4. Tétel. (Green-formula a Laplace-operdtorra). Ha f és g skaldrmezdk, D pedig
megengedett tartomdny az F feliileten, melynek hatdra 0D, akkor

/ FAGdE = f Jdngds,
D oD

ahol az n = t X m vektormezd a OD hatdrold gérbének az a normdlisa, melyre
m = 011 X Oar /|01 X Oor| a felilet normdlisa, t pedig a OD érintdje.

Bizonyitds. Stokes tételének ismeretében

/ngdF:/ fdivgradng:/ div(fgradg)dF:]{ (f grad g,n)ds
D D D oD

= f{grad g,n)ds = fdngds
oD oD

adja az allitast.
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K.5. Tétel. (Cartan-lemma). Legyen v',...,v¥ és wl ... .wF a V* egy egy
részhalmaza, melyre vi Aw' 4+ - +vF AwF = 0. Ha a v',...,vF kiilséformdk
(linedris funkciondlok) fiiggetlenek, akkor w' = Z?Zl mévj, ahol az M =

i j
(mj)i,jzl _k mdtriz szimmetrikus, vagyis m =m].

Bizonyitas. Legyenek a vF*! ... v" kiilsé formédk olyanok, hogy v',. V" egy
bézist alkot, és ebben a bézisban tekintsiik az egyértelmii w! = Z"_l mivi fel-
bontast. Ekkor

n

O:V1/\W1—|—~~+vk/\wk:2(viAZm§Vj>

i=1 j=1
k n k k n
:ZZ V/\VJ—Zmz»vi/\vj—l—Z Z mzvi/\vj
i=1 j=1 i,j=1 i=1 j=k+1
= Z m —m V./\Vj—l— Z mé»viAvj.
<i<j 1<i<k<j<n

Minthogy a v¢ A v/ kiilsé formak (i < j) bézist alkotnak a A?V* vektortérben,
egyenletiinkbél mé» =0 adédik a 1 < i < k < j < n indexekre, és m’ = m] az

J
1 <1 < j <k indexekre. .

K.6. Tétel. (Hilbert). Ha egy nem umbilikus pontban a nagyobbik fEgorbiilet
mazximadlis, a kisebb fégorbiilet pedig minimdalis, akkor abban a pontban a felilet
gorbiilete negativ.

Bizonyitas. Tekintsiik egy F feliillet egy nem umbilikus @ pontjit. Ekkor en-
nek egy U kornyezetében F egyetlen pontja sem umbilikus. Ebben a koérnyezetben
ezért véalaszthatunk olyan r paraméterezést, hogy @ = r(0,0), r paramétervonalain
az érinték éppen f6gorbiileti iranyuak, és a @ ponton atmend paramétervonalak
ivhossz szerinti paraméterezésiiek. Tegyiik fel, hogy a () pontban a fogorbiiletek
Fmin(Q) < Kmax(Q) rendre az elsd és a mésodik paramétervonalra esnek. Ebbol
kovetkezik, hogy az U elemi feliileten az i-edik (i = 1,2) paramétervonal k;
gorbiilete rendre éppen Kmin €8 Kmax-

Ekkor a Codazzi-Mainardi egyenlet szerint (VxM)(Y,Z) = (Vv M)(X,Z),
amibdl kihasznalva M szimmetriajat is

(Vairajr, *Iikakr» -+ (8]-7', Vair(—ﬁké)kr)} - <7I<Ljaj7', Vaﬂﬁkr)
= (Vo,r05r, B(Oyr)) + (057, Vo, (B(Okr))) — (0;7, B(V,r0kT))
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= daiTM(ajr, akr) —_ M(ajr) Vai’rak)r)
= o, M(Oir, 47 — M(Dir, Vo, 04r)
= <VQjT8iT, —Hk@k?")) + <8i7"7 v@jr(_"ikakr» - <_K:i6ir’ Vajrakr>

addodik, amibdl
(kjOj1r, Vo, Or) = (057, Vo, (k1 OkT)) = (Ki0i, Va,r0kr) — (07, Vo, r (krOkT))
és igy
1 (057, Vo,rOkr) — ki (0ir, Vo, rOkr)
= (07, Vo, r(krOkr)) —(0i1, Vo, r (K1OkT))

= <8j’l‘, 6i/<;k6kr + /ﬁkVairakﬂ — <8¢’I‘, 8j/§k6k7" + HkVerakT>
= 0ikx (07, Opr) + K1 (057, Vo, Okr) — 0j ki (0ir, Opr) — Ki{0ir, Vo, OkT)

kovetkezik. Ha itt i = k # j, akkor az Euler-tétel szerint 0;r L 0;r, amiért
8jmi|8ir\2

= I<E7;<8j’l", Vair&-r) — /<;Z-<8Z-r, Vaﬂ&-r) — Kj <8j7’, Vair&-r) + /{A@m VBjraﬂ">
= (ki — £;)(9;7, Vo,rO;r)

Ennek derivéltja a j-edik véltozé szerint

8?/%‘(91'“2 + 263' Kj <8i7", Vajrair>
= (95 — 0;55)(0;7, Vo,r0ir) +
+ (Hi - Hj)(<vajrajrv Vaﬂaﬂ“) + <aj7", Vajrvairair».

Tegyiik fel, hogy az U elemi feliileten a K1 = Kpin €S K2 = Kmax fOgOrbiileti
fliggvények a @@ pontban rendre minimélis és maximalis értékiiek. Ekkor a @
pontban O;kmin = 0 = Oikmax (i = 1,2), |0;r| = 1 és (Va,, 001, Vo, .017) = 0
(mivel a @ ponton &t mindkét paramétervonal ivhossz szerinti paraméterezésii és
geodetikus gorbiileteik is merdlegesek egymadsra), amiért a () pontban

8?/12- = (Iii — K)j)<8j7‘, Vajrvt‘aﬂaﬂ’>
érvényes, aminek kovetkeztében

03k1 — O3k = (k1 — k) (Do, Vo, Vo, r017) + (017, Vo,V a,r0a7)).
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Ugyanakkor

(017, V9,V ,r021) = (017, V5,V a,r-0a1) + (V017 Vg, - 027)
= do,r (017, V,r02r) = —do, (Vo 017, dor)
= —(Vo,rVarOir,dor) — (Vo,: 017, Vo, ,00r)
= —(Vo,rVo,ror, 0ar) — |Voprorr|?,

amiben |Vg,,017| eltiinik a @ pontban, mert 9;r;|0;7]* = (rk; — k;)(0;7, Vo, r0ir)
(i # j) és igy

(Vo,rO11, 021y = —(011,V o,-0a1) = 0,
(VayrOir, 011) = (Vo,r0or, O117) = —(0a1, Vo,,017) = 0.

Ennek és a Gauss-egyenletnek az alkalmazasaval

2 2
62[451 - 81 K9

= (k1 — k2) ({021, V5, Vo, r017) — (Vo,+ V017, 0a1)) = (K1 — Ka)kK

adodik, ami azonnal igazolja a lemma allitasat.

K.6. Tétel. (Liebmann). Kompakt konstans gorbiletd felilet gombfeliilet.

Bizonyitas. Legyen az F feliilet kompakt, és tekintsiik rajtaaz f: F 5 P +— |P| € R
skaldrmez6t. A kompaktsag miatt f felveszi maximumét. Legyen ez a maximum R.
Ez azt jelenti, hogy az F feliilet teljesen az R sugaru By zart gombon beliil van, és a
P pontban érinti e gdbmb S, feliiletét. A simulékérokre gondolva, ebbdl kovetkezik,
hogy az F feliiletnek minden a gomb kozéppontjat és a P pontot tartalmazé sikkal
vett metszete olyan gorbe, melynek a P pontba nagyobb a gorbiilete, mint 1/R.
Eszerint az F gorbiilete a P pontban legalabb 1/R2.

Legyen az F feliilet kompakt és konstans x gorbiiletii. El6bbi megfigyelésiink
szerint ekkor x > 0, a Hilbert-lemma szerint viszont emiatt nem lehet nem um-
bilikus pontja. Korabbi tételiink szerint igy csak egy gdombfeliilet valamely része
lehet, azonban nyilt és zart egyszerre, tehat csakis teljes gombfeliilet lehet.



