Hallhaté-e a dob alakja?

KURUSA ARPAD

Absztrakt. A legijabb eredményeket ismertetjiik a hires Kac-féle kérdésfel-
vetésnek megfeleléen az izospektral probléméardl.

A cimben felvetett kérdés nem vicc, de még csak nem is azt jelenti, hogy itt
valamiféle, a dobok gyartasarol szolé téma kovetkezik.

Ebben a cikkben a matematika egy a “napokban” elért csicsteljesitményérél
lesz sz6. Igyeksziink megvildgitani a kérdést, amit most mintegy 80 év utan sikeriilt
megoldani, és tovabbi adalékokkal is szolgdlunk. A figyelmes olvasé réérezhet,
milyen tekervényesen fejlodik a matematika, mikozben az is kideriil, hogy bizonyos
problémak megoldédasa nem, hogy csokkentené a miivelhetd, kutatni valo tertiletet,
hanem éppen ellenkezdleg, 1j teriileteket nyit meg.

Nézziik tehat a problémét!

1. A hdr esete

Tekintsiink egy két fix pont kozé kifeszitett damil hurt. A kérdésiink az,
hogy milyen hangot ad, ha megpenditjiikk. A kozépiskolai fizikabol tudjuk, hogy a
rezgés a hur szabad rezgéseibol fog Osszetevédni. A szabad rezgések frekvenciait
nevezik rezonancia frekvencidnak, igy nekiink mindenekelOtt ezeket a frekvencidkat
kell kiszamitanunk.

Legyen a hur egyik végpontja a nulla, a mésik pedig v. Ekkor a hur
rezgését egy r(t, s) fiiggvénnyel modellezhetjiik, amely azt mondja meg, hogy egy ¢
idopillanatban a hur s pontja, persze 0 < s < v, milyen “magassagban” van a hur
eredeti allapotahoz képest.

Vilagos, hogy %(t,s) az s feletti pont fligg6leges gyorsuldsat adja. Ennek
aranyosnak kell lennie a pontra haté erével, amit viszont a damil rugalmasséga
folytan a szomszédos pontok fejtenek ki. Ez az erd aranyos a damilnak az adott
%(t, s) fiiggvénnyel. Tehat, valami-
lyen ¢ # 0 konstansra, amit a damil anyaga és feszitettsége hatdroz meg,

2 2
(1) %(t, s) = c%(t, s).

pontban valé megnyuldsaval, ami aranyos a
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Tételezziik fel, hogy a hiur w frekvencidju hangot ad. Ez azt jelenti, hogy az
r(t, s) figgvény sin(tw)g(s) alaki, amit visszairva eldbbi egyenletiinkbe, a

(2) ii(s) +w?g(s) = 0

egyenlethez jutunk. Szorozzuk meg ezt az egyenletet a §(s) fiiggvénnyel. Akkor
a baloldalon felismerjiikk egy-egy szorzat derivaltjat és egy konnyi integraldssal
kapjuk, hogy

(3) ?§%(s) +wig’(s) = o

valamely megfelel a konstansra. Ha két szam négyzetosszege egy, akkor az egyik
egy megfelel szog koszinusza, a masik pedig ugyanannak a szognek a szinusza, ezért
létezik olyan v fiiggvény, melyre wg(s) = asinvy(s) és cg(s) = acosvy(s). Derivdlva
az elsét, wg(s) = acosy(s)¥(s) adddik, amit Gsszevetve a g(s) fiiggvényre kapott
mésik kifejezésiinkkel, lathatjuk, hogy ¥(s) = w/c. Ebb6l y(s) = s% + 4, valamely
d konstansra. Tehdt g(s) = 2 sin(s% +6). Ugyanakkor g(0) = 0 és g(v) = 0, hiszen
a hir két vége rogzitve van, amiért 22 = 2km, ahol a k egész szdmot jelol. Ezzel
megkaptuk az Gsszes lehetséges harmonikus ({igy nevezik a tisztdn szinuszos alaki
rezgéseket) rezgés frekvencidjit:

_ 2kem

(4) W = keZ.

(%

A fizikdbdl tudjuk, hogy minden rezgés ilyen harmonikus rezgések szuper-
poziciéjabdl adodik, valamint azt is tudjuk, hogy tiszta harmonikus rezgést csak
idedlis esetben hallhatunk. Tehat, ha megpenditjiilk a hurt, akkor a keletkezo
hangban minden harmonikus rezgés szerepelni fog, persze kiilonbozé erdsséggel.
Marmost az emberi fiilnek megvan az a felbecsiilhetetlentil j6 tulajdonsiga, hogy
az Osszetett hangokbdl is ki tudja valogatni a harmonikus hangokat — emiatt tudjuk
a nagyzenekarokban egyszerre élvezni a violin csengését (magas harmonikusok) és
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az Uistdob diiborgését (mély harmonikusok)—, vagyis aki a hiir hangjét hallja, az tu-
lajdonképpen az Gsszes rezonancia frekvencidt megismeri. Osszefoglalva, azt mond-
hatjuk, hogy

“képesek vagyunk hallani a hir hosszdt”,
abban az értelemben, hogy az el6bbiek szerint a rezgésbol megtudjuk az wyg
sie formuldval meghatdrozhatjuk a hir hosszat. Kevésbé
képletesen szélva, ez azt jelenti, hogy barmely két kiilonboz6 hir kiilonbozé hangot

ad.

értékeket, amibol a v =

2. A dob esete

Természetesen vetddik fel mostmar a kérdés, hogy ha a hur alakjat, ami a
hossza, meg tudjuk hallani, akkor vajon a dobok alakjit meg tudjuk e itélni a
hangjuk alapjan? Ez az a kérdés, amit a cikk cimében is olvashatunk, és el6szor
M. Kac cikkében jelent meg [2]. Egy dob alakjdn, annak a keretnek a formé&jét
értjiikk, amire a membran ki van feszitve, és nem tekintjiikk a dob testét, ami pedig
jelentésen befolyasolhatja a hangot. A mi “absztrakt dobunk” egy tartomany a
sikban, melynek belseje a membran, hatira pedig a keret.

Ha vélaszolni akarunk a cimben felvetett kérdésre, akkor — ahogy a hur
esetében — itt is ki kellene szdmolnunk az 6sszes rezonancia-frekvenciat, és azokbol
valahogyan meg kellene hatdroznunk az alakot. A (2) egyenlethez analég médon,
most a

0? 0?
) @ (o) + 5t ) + o) =0

egyenlet adédik, ahol a g fiiggvény a T C R? tartomanyon — ez most a dob —
van értelmezve, és e tartomany 07T hataran — ez a keret — nulla, mivel a keret
rogzitve van. Innentdl kezdve azonban komoly gondok adédnak, annak ellenére,
hogy az egyenlet rettentéen hasonlit a hir esetére.

Az els6 probléma az, hogy ezt az egyenletet roppant nehéz explicit médon
megoldani. Igazdbdl a megoldas csak nagyon specidlis T' tartomanyokra ismert,
ezért aztan a kovetkezo lehetOség ami felvetddik, az az, hogy az egyenlet megoldasa
nélkiil probéljuk meghatérozni a lehetséges w értékeket.

Csakhogy, mar az is igen érdekes probléma, hogy vajon van-e olyan w, amire
nincsen megolddsa az egyenletnek! A mult szdzad egyik legnagyobb kérdése volt
ez, amit e szédzad elejére sikeriilt megoldani azzal, hogy bebizonyitottdk, ha a T’
tartomdny korlétos és zart, akkor azon w értékek halmaza, amelyre (5) megoldhatd,
az egy wy sorozat, amely a végtelenbe tart, ha k — oc. Erdemes itt ragondolni egy
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pillanatra, hogy ez az eredmény, vagyis, hogy a testek rezonancia frekvenciéi egy
diszkrét sorozatot alkotnak, valgjaban mindennapos tapasztalatunk.

Bar ez az eredmény nagyon kevésnek tiinik a mi kérdésiinkre vonatkozoéan,
azért taldn azt sejteti, hogy akkor ezek az értékek nem hatdrozhatjik meg a T
tartomanyt, mert “ranézésre” joval tobb tartomany létezik, mint ahanyféle sorozat
egyaltalan lehetséges. Csakhogy ez valdjdban nem igy van, mert a két halmaz
szamossiga megegyezik!

Tovabb erdsiti a pozitiv eredménybe vetett bizalmat, hogy az wy sorozat
valéban meghatérozza a dob egy-két f6 jellemz6jét.

H.A. Lorentz egy 1910-ben Gottingenben tartott eléadasaban hivta fel a fi-
gyelmet egy bizonyos fizikai problémabdl ad6dé sejtésére, mely szerint ha N(w)
jeloli azon wy, értékek szamat, melyre wy < w, akkor

(6) lim Y@ _ 171

w—oo W o’

ahol |T'| jeloli a T tartomdny teriiletét. A probléma olyan nehéznek latszott, hogy
Hilbert azt jésolta, (6) nem lesz bebizonyitva az 6 életében. Elég nagyot tévedett,
mert egyik tanitvanya, H. Weyl két évvel kés6bb bebizonyitotta az egyenloséget, és
rdadasul éppen az integralegyenleteknek Hilbert altal alig néhany évvel korabban
kifejlesztett elméletével.

A kovetkezd eredmény jéval kés6bb sziiletett. 1954-ben A. Pleijel bizonyitotta
be, hogy

S et
7 lim ==—=——uw— =1
@ t—0 17| _ _19T] '
27t 427t

ahol |07 jeloli a T tartomédny keriiletét. A bizonyitds maga igen bonyolult és
bizonyos specidlis fliggvények vizsgalatara épil.

Mindent Osszevetve, ez azt jelenti, hogy az wy sorozat meghatarozza a dob
teriiletét és a keriiletét. De az izoperimetrikus egyenlétlenség szerint |0T'|? > 4x|T),
és egyenlGség akkor, és csakis akkor 4ll fenn, ha a T" tartomény egy korlap. Ez tehat
azt bizonyitja, hogy

“a koralaku dob hangjdt nem lehet osszetéveszteni”
egyetlen mas dob hangjaval sem.

Természetesen, a kor felismerhetésége igen messze van attél, hogy barmely
két dobot meg tudjunk kiilonboztetni, mégis hihetébbé teszi a dolgot. Azonban ez
a remény nagyon csalékanak bizonyult.
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3. Altalanositott dobok

A nehéz problémék ellen gyakran alkalmazott “fegyver” a matematikusok
kezében a feladat altalanositdsa. Most is ez vezetett célbal

Az dltaldnositas kiindulé pontja az, hogy a j—; operdtor a (2) egyenletben és a
66—;2 + 86—;2 operétor az (5) egyenletben éppen a Laplace operator egy, illetve kettd di-
menziéban. A mostantdl L-lel jelolt Laplace operator minden dimenziéban, minden
gbrbén, feliileten stb. jol ismert a matematikusok elétt, mivel ez a legegyszeriibb
mozgasinvarians differencidl operator. Ez a tulajdonsig lényegében definidlja is
az L Laplace operdtort minden Riemann sokasdgon, ami alatt az olvasé nyugod-
tan gondolhat egyszertien valamilyen feliilet darabra, habar 1étezik pontos matem-
atikai definicié is (ldsd differencidlgeometria). Eppen ugy, ahogy a két-dimenzids
tartomanyok esetén, melyek szintén Riemann sokasdgok, altaldban is be lehet bi-
zonyitani, hogy korldtos zart Riemann sokasigok esetén azon w értékek, melyre
a

(8) ALg+w?g=0

egyenlet, ahol g egy a sokasagon értelmezett fiiggvény, megoldhatd, egy wy soroza-
tot képeznek és limy ., wr = oo. Ezen sorozatot a Laplace operator, vagy
egyszerlien a Riemann sokasdg spektrumdnak szokds mevezni, mivel a Laplace
operatort a sokasdg meghatarozza. Eddig ugyan nem emlitettiik, de mostmar
muszdj felhivni a figyelmet, hogy minden olyan w érték, amire (8) megoldhatd,
annyiszor van felsorolva a spektrumban, ahdny linedrisan fiiggetlen megolddsa van
a vele alkotott (8) egyenletnek.

Ebben az Gsszefliggésben a mi kérdéstink igy hangzik: Adott két korldtos zdrt
Riemann sokasdg, melyek spektruma megegyezik. Igaz-e, hogy a két sokasdg is
megegyezik? Ha két sokasdg spektruma megegyezik, akkor azt mondjuk, hogy azok
izospektrdl sokasdgok. Annak pontos matematikai értelme, hogy mikor egyezik meg
két Riemannin sokasag, meglehetésen bonyolult (14sd differencidlgeometria), de az
olvasé nyugodtan gondolhat itt az egybevagdsadgokra.

Az els§ bizonyitékot arra, hogy esetleg létezik két kiilonbozé dob, ame-
lyek ugyanazon a hangon szdlnak, J. Milnor talalta 1964-ben. Milnor két olyan
kiilonb6z6 16 dimenziés “altalanositott dobot” mutatott, melyeknek ugyanaz a
spektrumuk. Mivel azonban ezek az izospektral sokasagok szerkezetileg a toruszra
hasonlitottak (valéjaban magasabb dimenziéju téruszok), nem ldtszott igazdn
meggy6zonek, az eredeti, két-dimenziés dobok esetére.

Ugyanakkor Milnor példdja elinditott egy folyamatot, ami a végsé megoldas-
hoz vezetett. Japéan, francia és amerikai matematikusok szinte felvdltva mutat-
tak egyre kisebb dimenziéju izospektral sokasagokat, igaz, hogy ezek szerkezete
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tovabbra is a téruszéhoz volt hasonlé. Végiil azonban P. Brooks és P. Buser
eléallt két izospektral gorbilt feliiletdarabbal, amelyek mar ketté6 dimenzidsak.
Visszatérve képletes fogalmazasunkhoz, két olyan kiillonb6z6 “harangot” mutattak,
amelyek ugyanazon a hangon szdltak.

Ko6zben mas iranyu kutatasok is folytak. 1980-ban T. Sunada azt vizsgalta,
hogyan lehet Osszehasonlitani kiilonb6z6 “dobok” hangjat. Konkrét, jol kezel-
het6 algebrai feltételeket is talalt, amibdl P. Berard egy moddszert készitett arra,
hogyan lehet a (8) egyenlet, vagy esetiinkben a (4) egyenlet egy valamely sokasdgon
létez6 megolddsat, egy masik sokasdgon megkonstrualni. A mdédszer meglehetds bo-
nyolult, de a lényege mégis valami olyasmi, hogy a “dobot” feldaraboljuk, majd a
darabokat Ujra Osszeragasztjuk, de most masképpen, és ha a vdgdsok mentén a
g megoldds sima marad, akkor az az 1j “dobon” is megoldast ad, ugyanazzal a
frekvenciaval.

Végiil 1992-ben a probléma megoldédott [3], [4]. Szabd Zoltdn magyar, il-
letve Carolyn Gordon, David Webb és Scott Wolpert amerikai matematikusok,
is talaltak két nem egybevagd, de teljesen ugyanazon a hangon szdlé dobot.
Szabd Zoltan altaldnosabbnak tetsz6 megoldasaval szemben az utébbiaknak ez a
kovetkezOképpen sikeriilt. Gordon egy geometriai konferencidn a Brooks—Buser
“harangokrdl” beszélt, és torténetesen Wolpert is ott volt, aki észrevette, hogy ezek
a “harangok” olyan szimmetridval rendelkeznek, amelyek esetleg lehetévé teszik a
sikba “lapitasukat”. A Gordon-Webb hazaspar ennek hatdsara hosszi napokig
igyekezett a papirbdl kivagott harangokat a sikba hajtogatni, mig végiil rataldltak
a két izospektral dobra, amit a 2. dbran lathatunk.

Azéta tovabbi azonosan sz6lé dobokat is taldltak. Erdemes azonban megje-
gyezni, hogy ezen dobok spektruma nem ismeretes, csak azt tudjuk, hogy azok

megegyeznek.
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2. abra Izospetrél dobok.
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Ijgy tlinik tehat, hogy a geometria egy nagy probléméja megoldddott, azonban
latni kell, hogy ettdl csak szaporodott a megvélaszoland6 kérdések szdma. A ma
ismert Osszes példa-par példaul pontosan hét darabbdl van Osszerakva, amint az
abran is lathatjuk, és csak példa-parok vannak. Vajon mas szamu darabokbdl is
lehet izospektral dobokat konstrudlni? Van harom izospektral dob? A dob milyen
tulajdonsagait hatdrozza meg a spektrum? Es persze tovabbi kérdések tomegét
kell még a jovében megvalaszolni.
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