Gorbék a szamitégépen

KURUSA ARPAD

Abstract. Miutdn a bevezetésben tisztdzzuk a Bézier gorbék létrejottét és
jelen sziikségességét motivald tényezdket, a mésodik szakaszban e gorbeosztaly
legfontosabb tulajdonsigait ismertetjiikk. Az utolsé szakaszban a tovabblépés
egy lehetséges iranyat mutatjuk be.

1. Bevezetés

Mindenki szadméra ismert, aki mér prébalkozott vele, hogy milyen nehéz
valamiféle szabad formdaji gorbét, mondjuk egy nyolcast rajzolni szamitégéppel
a képerny6re. Ennek altaldban egyik oka, hogy az emberek valamiféle fiiggvények
darabjaibdl préobaljak a kivant gorbét elballitani, ami viszont szamitégépes szem-
pontbdl legaldbbis bonyolult fliggvények alkalmazasaval jar. Eppen ezért az ilyen
rajzolds igen lassu szokott lenni, és az egyszer megrajzolt gérbe megvaltoztatisa
is nehézségekbe iitkozik. Ebben a cikkben az ennek a gyakorlati problémanak is
megoldését jelentd Bézier (Ejtsd: ¢ Bezié ’) gorbékkel foglalkozunk.

Az 1960-as évek elején, amikor a nagyobb ipari kézpontokban mar eléggé
elterjedt a szamitogép, a fentiekben vézolthoz igen hasonlé probléma vetédott fel
a szamitégépet haszndléd tervezdk el6tt. Mar szinte minden méretezési szamitast
a szamitégéppel végeztek, de magat a tervet mégis nekik kellett a rajzasztalon
megrajzolni, és annyiszor médositani, ahanyszor arra a szamitdsok alapjan sziikség
mutatkozott. Marpedig ez azt jelentette, hogy éppen a legnagyobb munkahoz
nem sikeriilt alkalmazni a szamitogépet. De més oldalrdl is szoritott a helyzet,
mert mar kezdtek megjelenni az elsé szamjegyvezérlési mard- és esztergagépek,
melyeknek meglehetGsen kicsi volt a memoriajuk, ezért bonyolultabb munkadarok
megmunkalasat elég nehéz volt elvégeztetni veliik.

Erdemes végig gondolni, hogyan is tortént annak idején egy autd sorozatgyar-
tasa el6tti tervezdi munka.

1. A tervrajz elkészitése.

2. A rajzos adatok konvertdldsa a szamitégép szamara érthetd forméra, majd a
méretezési programok futtatiasa. Ha valami méretezési probléma adodik, az
elsd lépéstdl ujra kezdeni.
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3. A terv és a méretezési adatok alapjdn egyedi modell elkészitése. Ha e modell
alapjan valami probléma deriil ki, akkor az elsd lépéstdl ujra kell kezdeni.

4. A megfelel6 modell alapjan valédi méreti mintapéldanyok készitése. Ha most
dertl ki valami probléma, akkor jra az elsd Iépéstdl kell kezdeni.

5. A mintapélddnyok rengeteg pontjanak lemérésével nyert adatok konvertdldsa

a szamjegy vezérlési gépek részére.

A sok konvertélds miatt nem lehet azon csoddlkozni, hogy a tervezok gyakran
visszakivantak a régebbi idéket, hiszen igy egy 14j tipus megtervezése bizony 6t —
hat évbe is beletelt. A mérnokok tehat elkezdtek almodozni egy olyan komplett
szamitogépes rendszerrdl, mely ezt az 6t 1épést egybefogja, és automatizalja. Ezt a
rendszert, amikor a tervez6 tényleg csak az érdemi szellemi munkdara koncentralhat,
ma CAD (Ejtsd: ¢ ked ’) rendszernek nevezik, az angol ‘Computer Aided Design’ ,
magyarul Szamitégéppel Segitett Tervezés, fogalom réviditése alapjan.

Az ehhez a rendszerhez vezet6 Ut egyik igen nagy akadalyat az amerikai MIT
(Massachusetts Institute of Technology) kutaté intézetben I.I. Sutherland (Ejtsd:
¢ Szadorlend ) vezetésével kiizdotték le, kifejlesztve az els§ grafikus kiviteli és
beviteli perifériat a szamitégéphez. Ez az 1963-ban alkotott grafikus rendszer a
képerny6 és a fényceruza volt. Ezutdn méar nem csak szamokat lehetett kozolni a
szamitogéppel, hanem kozvetlentiil a képerny6n vizualisan kivalasztott pontokra is
ra lehetett mutatni, s6t specialis programokkal mar kiilonféle abrékat is lehetett
rajzolni.

A misik és inkabb elméleti problémat FEuropaban sikeriilt megoldani. A
probléma az volt, hogy olyan gbérbékre volt sziikség a fentebb mar részletezett
okokbdl, melyek aranylag kevés adattal megadhatok, de ugyanakkor elég flexibilisek
ahhoz, hogy gyakorlatilag mindent le lehessen rajzolni veliik. Fontos feltétel volt az
is, hogy az a néhany meghatarozé adat ‘emberileg’ is kovethetéen hatérozza meg
a gorbét, valamint, hogy a szamitégép gyorsan, aranylag kevés miivelettel tudja
felrajzolni a gorbét. Tovéabbi feltétel volt, hogy mivel a mérndki gyakorlatban a
térbeli alakzatot annak meréleges vetiiletével szokds dbrazolni (lasd axonometrikus
és Monge-féle dbrézolds az dbrazolé geometridban), a gorbe meréleges vetiiletét is
gyorsan lehessen szamolni, rajzolni.

A megoldas két helyen gyakorlatilag egyidében sziiletett meg, és taldn senkit
nem lep meg mostmér, hogy ezek a Citroén és a Renault autégyédrak voltak. Azt,
hogy a fenti feltételeink mennyire egyértelmiien meghatarozzak a megoldést, jol mu-
tatja, hogy mind a két helyen azonos eredményre jutottak. A Citroénnél de Castel-
jau (Ejtsd: ¢ dokaszteljé ’) 1959-ben, a Renaultndl Bézier 1962-ben fedezte fel az
1j gorbéket, melyeket ma mar az els6 nyilvanos kozlés alapjan egyértelmiien Bézier
gbrbéknek neveznek.
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Gorbék a szamitégépen 3
2. Bézier gorbék
Miel6tt definidlndnk magukat a Bézier gorbéket, alljon itt egy régrél ismert

elemi geometriai tétel, mely azt hiszem a Bézier gorbék alapotletéiil is szolgalhatott
volna, ha nem szolgalt is. Ez a parabola harom—érinté tétele.

C

1. abra. P egy parabola, a,b, c ennek harom érintéje. Ezek érintési pontjai
rendre A, B és C. A metszéspontok D =anNb, E=bNcés FF=cNa.

Vegyiik egy P parabola a,b és c érintGjét. Ezek érintési pontjai legyenek A, B
és C, a metszéspontok pedig D =anNb, E=bNcés F = cNa. Ekkor

AD DB FE
DF ~ BE EC’

vagyis a ‘koztes’ pontok mindharom érintén azonos aranyban osztjak a kialakuld
szakaszokat (ldsd 1. dbra). A bizonyitds olyan egyszerii, hogy inkdbb az olvaséra
bizzuk, és végre definidljuk a Bézier gorbéket. Mivel a vizsgalt tér dimenzidjatol
gyakorlatilag fiiggetlen az elmélet, csak akkor emlitjiik a pontokat magukban foglalé
tér dimenziéjat, ha annak kiilonds jelentésége van. Az olvasé az egyszeriiség
kedvéért barmikor gondolhat egyszeriien a sikra is.

Definicié. [1,2] Legyen adott az (n+1)-darab py, ..., p, pont. Ezeket Bézier, vagy
kontroll pontoknak, az altaluk meghatdrozott poligont pedig kontroll poligonnak
nevezzik. Indukciéval definidljuk a kovetkezd pontokat, minden ¢ € [0,1], k €
{0,1,2,...,n} ési€{0,1,2,...,n — k} esetére:

(1) plt)=pi b pF(t):=(1—t)pfT () + tpl (1)
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2. &bra. A p¥ de Casteljau pontokat lsthatjuk t = 1/2 esetén.

Ekkor azt a gérbét, amit a pj () pont leir, amint a ¢ végig fut a [0, 1] intervallumon,
Bézier gérbének nevezziik, és B(t)-vel jeloljiikk. A pF(t) pontokat de Casteljau
pontoknak, az n szamot pedig a gorbe rendjének hivjuk.

Erdemes a 2. 4brdn megtekinteni, mit is jelent geometriailag ez a definicié.

Vildgosan lathaté, hogy a kontroll poligon oldalainak ¢/(1 — t) ardnyd
felosztasaval egy eggyel kisebb oldalszamu poligont kapunk, melynek oldalait
ugyancsak ¢/(1 — t) ardnyban osztjuk, tovabb csokkentve az oldalak szdmat.
Végil az n-edik 1épésben mar csak egyetlen pontot kapunk, ami a Bézier gorbe
t paraméterhez tartozé pontja. Kzt a modszert a Bézier gorbe generdlasara,
de Casteljau eljarasnak nevezik. A 3. dbran néhany Bézier gorbét lathatunk a
kontroll poligonjaval egytitt.

P ‘
B
Po !
Dy b3
P2
D2

3. abra. Bézier gorbék a kontroll poligonjukkal.

Mar most észreveheto a Bézier gorbék néhény fontos alaptulajdonsaga:
a) A Bézier gorbe mindig a kontroll poligon els6 pontjandl kezd6dik, és az utolsé
pontjanal ér véget.
b) Az elsé rendli Bézier gorbe egyenes, a mésod rendi pedig parabola.
¢) A Bézier gorbe mindig a kontroll poligon konvex burkdban van.
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Gorbék a szamitégépen 5

Kiilon meg kell emliteniink, hogy a Bézier gérbe affin invaridns, ami azt jelenti, hogy
egy Bézier gorbe affin képe megegyezik a kontroll poligon affin képébdl, mint kon-
troll poligonbdl szarmaztatott Bézier gorbével. Ez azért van igy, mert az affinitasok
egyenes és osztdviszony tartéak, méarpedig a Bézier gorbe definiciéjahoz csak e két
dolgot hasznaltuk. Ennek rendkiviil fontos specidlis esete a merdleges vetités (lasd
az axonometrikus és Monge-féle dbrazoldst az abrdzolé geometridban), hiszen a
mérnokok, mint mar emlitettiik, ezt az dbrazolasi moédot hasznaljak tervezéskor.

E sok jo tulajdonsig lattan nincs mit csodédlkozni azon, hogy a mérnokdok
kozott azonnal népszeriivé valt a Bézier gorbe, de szinte azonnal kidertilt az is,
hogy szamitégépes megvaldsitasuk is nagyon praktikusan és gyorsan megoldhato.

Ko6ztudomasi, hogy a fiiggvények koziil leggyorsabban a polinomok szamitha-
tok ki, mégpedig az ugynevezett Horner-sémaval, vagyis az

(2) ant" +an_1t" - Farttag = (- ((ant+an_1)t+an_o)t+---+a)t+ag

alakban. Az alabbiakban be fogjuk bizonyitani, hogy a Bézier gorbék koordinata
fliggvényei polinomok, az ilyen gérbéket nevezik polinomidlisnak, ami azt jelenti,
hogy e gorbe pontjai igen gyorsan kiszamithatbak szamitégéppel.

A bizonyitas kivitelezéséhez el6bb meg kell ismerkedniink az Ugynevezett
Bernstein polinomokkal [3]. A

3) By (t) = <7Z) #(1— )

polinomot, ahol 0 <i < mnést € [0, —1], az i-edik n-ed rend{i Bernstein polinomnak
nevezziik. Ezek a polinomok a matematika szinte minden dgédban jelentds szerepet
jatszanak [3]. Nekiink most csak az aldbbi néhdny nagyon egyszeriien igazolhaté tu-
lajdonsdgédra van szlikséglink: Ezek a polinomok a [0, 1] egy egységbontdsat adjék,

vagyis

(4/a) 0<BI(i) <1 & zn:Bf(t)zl,
=0

tovébba

(4/b) B (t) = (1= )By~H(t) + tBi5 (1),

(4/c) SBI() =n (B ()~ Bl 1)
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6 Kurusa A.

Tétel 2.1. A Bézier gorbék polinomidlisak, vagyis a pg, . . ., pn kontroll pontok dltal
meghatdrozott Bézier gorbe de Casteljau pontjaira

J
(5) Pl = pirBi(t)  (0<j<n),
k=0
a Bézier gorbére pedig ebbdl kivetkezdleg
(6) B(t) =" peBE(t)
k=0
érvényes.

Bizonyitas. A formula j = 0 esetén a p(t) definiciéjat adja vissza, tehét igaz. Tel-
jes indukcids bizonyitdsunkhoz tegyiik fel, hogy (5) igaz j-re és minden lehetséges
i-re. Ekkor (1) és (4/b) szerint

pith = (1= t)pl(t) + tpl ()

J J
= (1=1) D> piysBLt) + 1Y piv1saBL)
k=0

k=0
7 _ i+t . .
@ = pi(1 = OB + > pire (L= DBLE) + LB, (1))
k=1
j+1 _
= ZpiJrkBiH(t),
k=0

ami éppen a bizonyitandé indukcios allitas.
]

Ez a tétel nem csak azt mutatja, hogy a Bézier gorbék polinomialisak, és ezért
gyorsan kiszamithatéak. Figyelembe véve ugyanis, hogy a Bernstein polinomok
egységbontédst adnak a [0,1] intervallumon (4/a), ez kézvetleniil bizonyitja, hogy
a Bézier gorbék minden pontja a kontroll poligon konvex burkdban van. Azt is
leolvashatjuk, hogy a Bézier pontok sorrendjét éppen ellenkezojére valtoztatva, a
gorbe maga nem fog véltozni, hiszen B} (t) = B?_, (1 —t).

“Valéban, ezek a gorbék szinte minden elképzelhet6 jé tulajdonsidggal ren-
delkeznek, de vajon elég sokfélék e ahhoz, hogy olyan gorbét rajzoljunk vele, am-
ilyet csak akarunk?” — kérdezhetné valaki, és kétségkiviil ez szinte a legfontosabb
probléma, hiszen példaul az egyenesek is teljesitik mind a felsorolt jo tulaj-
donsdgokat, s6t nyilvan még tobbet is. Szerencsére Weierstrass jol ismert tétele [4]
miatt, a polinomok minden folytonos fiiggvényt tetszdlegesen jol megkozelithetnek,
igy az aldbbi ‘megforditdasa’ a fenti tételnek hatdrozott igen vélaszt ad erre a
kérdésre.
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Gorbék a szamitégépen 7

Tétel 2.2. Minden polinomidlis gorbe Bézier gorbe. Ha P olyan a [0,1] sza-
kaszon értelmezett polinomidlis gorbe, melynek legmagasabb fokszdmi koordindta
fligguényének fokszdma n, akkor egyértelmien létezik eqy olyan po,...,pn kontroll
poligon, hogy az abbdl generdlt Bézier gorbére P(t) = B(t) minden t € [0,1] esetén.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel (6) formuldja alapjan a Bézier gorbe i-edik koordindta
fiiggvény polinomja

Jj+1

(8) S paBE(),
k=0

ahol py; jeloli a py kontroll pont i-edik koordindtdjat. Eszerint viszont elég azt
megmutatnunk, hogy tetszéleges a [0,1] intervallumon értelmezett X polinom
egyértelmiien elallithaté, mint az n-ed rendt B]' Bernstein polinomok linearis
kombinacidja. Legyen tehat

(9) X(t)=>Y it
i=0
egy n-ed foku polinom, és keressiik azokat az «y egyiitthatékat, melyre
(10) X(t) =Y arBp(t).
k=0

A binomialis tétel alapjan felbontva az (1 —t) hatvédnyét a B}’ Bernstein polinom-
ban, adédik, hogy

- mo=5 (1) (5 ) v =S (1) (1) o

Ez utébbit osszevetve a (9) és (10) formuldkkal, az aldbbi egyenletrendszer adédik
az qy szédmokra:

(12) xi:kzi%ak(Z) (?::)(—1)1'—’“ (1<i<n).

Mivel ennek az egyenletrendszernek a métrixa alulrél triangularis és a féatlo elemei
nem nullak, a rendszer determindnsa nem nulla, tehat pontosan egy megoldasa

létezik. Ez igazolja az éallitast.
]
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Remélhetéleg mostmar minden olvaséban sikeriilt megsziintetni minden
kétejt, hogy valéban a Bézier goérbék osztdlya a legalkalmasabb megoldas a
bevezetésben felvetett problémékra. Ez a legtobb szempontbdl valéban igy is van,
mégis a kovetkez6 szakaszban végig a Bézier-féle gorbeosztaly egy hidnyossagardl,
és annak egy lehetséges felolddsardl lesz szo.

3. Osszetett Bézier gorbék

A Bézier gorbéknek minden az eléz6 szakaszban felsorolt jé tulajdonsdguk
ellenére van egy komoly hidnyossaguk. Erre akkor deriil fény, amikor olyan gorbét
szeretnénk rajzolni, amely atmegy néhany elére adott ponton.

A gy6gyir erre a problémdra az Gsszetett Bézier gorbe, melyet szpldjnnak ( az
angol ‘spline’ sz6 magyaritdsa) is neveznek. Manapsdg szinte minden szamitégépes
rajzoldshoz ezeket a gorbéket, illetve ezek egy alfajat, a ‘B-szpldjnokat’ ( ejtsd
‘beta-szpldjn’) alkalmazzdk.

Definicié. Egy az [ug, u,,] intervallumon paraméterezett S gorbét Ssszetett Bézier
gorbének neveziink, ha létezik az [ug, u,,] intervallumnak olyan wg < u; < -+ <
Um—1 < U, felbontdsa, mely esetén minden [u;, u;41] intervallumon az

gorbe Bézier gorbe. Az wu; értékeket és az S(u;) pontokat csomdpontoknak
nevezzik.

Egy Osszetett Bézier gorbét kvadratikusnak illetve kubikusnak neveziink, ha
minden darabja méasod illetve harmad rendii.

Nyilvdnvald, hogy ez az S gorbe dtmegy az S(u;) pontokon, melyek az elére
rogzitett pontok lehetnek, és mivel két ilyen pont kozott egy—egy Bézier gorbe van,
a Bézier gorbék majdnem minden jé tulajdonsiga is 6roklédik ezen gorbékre. Min-
dazonaltal, egy nagyon is fontos tulajdonsdgot mégis elvesziteni tiinik az Osszetett
Bézier gorbe, és ez a simasag. Szerencsére bizonyos lehet&ségek itt is adédnak amint
a 3.2. tétel és a 3.3. tétel mutatja. Ezek kimonddasa el6tt azonban még sziikségiink
van egy a Bézier gorbékre vonatkozé éllitasra.
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Gorbék a szamitégépen 9

Tétel 3.1. A Bézier giorbe r-edik derivdltja maga is Bézier gorbe, mégpedig az
e T),ATpZ kontroll pontokkal, vagyis

(14 & B() = F Z ATBI (),

ahol Aopi =p; €S Ajﬂpi — A‘jpi-i-l - Ajpi-

Bizonyitds. A tétel elsé mondata, és a nyilvanvalé AY(Adp;) = AI+p; azonossdg
mutatja, hogy elég a bizonyitdst az r = 1 esetre elvégezni.

Ebben az esetben viszont az aldbbi révid szdmolds, felhaszndlva a (4/c)
azonossagot, igazolja az allitast:

(15)
=n, (pi+1 — pi) Bl (1)
n

Itt érdemes megjegyezni, hogy amint az példaul teljes indukcioval is igazol-
hato,

(16) Api = XT: (;) (=1 pit;.

Jj=0

A fenti tétel specidlis eseteként nyerjiik a Bézier gorbe végpontjaiban a

d d
(17) 7 BO) =nlpr —po)s 7 B(1) =n(pa —pa-1)
érintéket, és a
dr n! d" n!
1 B(0) = 7 AT B(l)= —% _Ap, .
(18) der ©) (n—r)! Pos g (1) (n—r)! P

magasabb rendii derivaltakat.

Ezek azt mutatjdk, hogy az érint6 és a tobbi derivalt is, csak néhany, a
sz€éls6 kontroll pontokhoz sorszamban kozeli kontroll ponttdl fiigg. Ez lehet&séget
ad két Bézier gorbe tetszéleges rendben sima csatlakoztatasdra, igen egyszertien.
Lényegében ennek kozvetlen kovetkezménye a kovetkezo tétel.

Polygon, 1 (1991), 26-37. actaform© FYX Bt 11999004,
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Tétel 3.2. A sikon tetszélegesen adott py, . .., pn pontokhoz, tg, t, vektorokhoz és
uy < up < o0 < Upo1 < U, csomdpontokhoz pontosan egqy olyan folytonosan
differencidlhaté S kvadratikus ésszetett Bézier gorbe létezik, melyre S(u;) = pi,
ahol i € {0,1,...,n}, és S(uo) || to valamint S(uy) | tn.

Bizonyitas. Mivel a csomdpontok adottak és két p; pont kozott az S; Bézier gorbe
masod rendd, az S; Bézier gorbének a p; és p;11 végpontjain kiviil még pontosan
egy ¢; kontroll pontja van. Ezeket a g; pontokat kell tehat tgy megvalasztanunk,
hogy az S gorbe minden pontjaban folytonosan differencialhaté legyen, és a
végpontjaiban az érint6je iranya tq és t, legyen.

Két csomoépont kézott Bézier gorbe van, tehat ott biztosan sima a gorbe, ezért
a feltételt elég a csomopontoknadl felirnunk:

(19) to || So(0+), Si(1=) = Siy1(0H) hal<i<n—1, Sp_1(1=) || tn.

Az el6z6 tétel és az S; gorbék definiciéja miatt, ez azt jelenti, hogy

(20) Mg= Do P0 PGt TPy g cjan o, Bn Tl gy
Uy —Uo Ui — Uj—1 Ui+1 — U Up — Un-1
valamely A, 4 € R szamra. Mivel pedig ebbdl
(21) Piv1 — G _ Pi+l —Pi _ Pi—Gi-1 l<i<n-—1
Uil — Ui Uibl — Ui Uj — U1

kovetkezik, egyszert osszeadéssal adodik a
(22) Pn — Q4n-1 _ Z(*l)] Pn—j — Pn—j—1 + (71)71 qo — Po

Up — Un—1 =0 Un—j — Un—j—1 Uy — Uo

egyenlet. Behelyettesitve ide a megfelel6 helyre a Aty és ut,, vektorokat, azonnal
adddik a A és p értéke, amibdl aztén qq és a (21) alapjdn a tébbi ¢, .. ., ¢,—1 pont.
Ezzel az allitast igazoltuk.
]
Mivel az emberi szem egy gorbét mar akkor simanak 1at, ha az folytonosan
differencidlhatd, ez a tételiink teljesen kielégito alapot ad a sikon adott pontokon
keresztiil vizudlisan sima gorbék rajzoldsdhoz. Sajnos a mérndki gyakorlatban
ez kevésnek bizonyul, ezért a kovetkezd tételt szoktak hasznalni, mely mar nem
szoritkozik sikra, és mésodrendi differencidlhatésdgot biztosit.
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Gorbék a szamitégépen 11

Tétel 3.3. Tetszblegesen adott pg, ..., pn pontokhoz, ug < -+ < u, csomdpontok-
hoz és ty, t, vektorokhoz, ha 3_2‘/5 < u;*il_f;“ < 3+2‘/5 minden 0 <1 < n—2

esetén, pontosan egy olyan S kubikus dsszetett Bézier gorbe létezik, amely C?, vagyis
kétszer folytonosan differencidlhatd, és amelyre S(u;) = p; (i € {0,1,...,n}) és

S(’LLO) = to, S(un) = tn.

E tétel bizonyitdsa meglehet6sen bonyolult, ezért itt mellézzik, de az
olvasé maga is bizonyithat dimenzi6tol fiiggetlen tételt, ha csak egyszeres differ-
encislhatésagot kivetel meg, de minden p; pontban eldirja az S gorbe S (u;) = t;
érint6jét. A bizonyitdshoz a (18) formulét kell hasznélni.

Végiil, egy gyakorlati szempontbol érdektelen tételt mutatunk be, mely azon-
ban mégis érdekes, ha egy kicsit a multba pillantunk. Tudni kell ugyanis, hogy
a kozépkorban, amikor mar nagy hajékat épitett az ember, a hajék tervezésénél
hasznaltak egy az angolok altal ‘spline’-nak nevezett eszkozt, amivel a hajok viztoro
orrat tervezték. Ez egy nagyon fontos darabja volt a hajonak, mert nagyban
megszabta annak maximélis sebességét. A tervezéskor a hajé orrdbdl mar meg-
szerkesztett néhany pontot kellet gy Osszekotnitik, hogy szép sima vonalat kap-
janak. Ezt a ‘spline’-nal, amely egy kis ruganyos faléc volt, érték el, ugy, hogy azt
rafeszitették az adott pontokra, majd meghiuztdk mellette a vonalat. Ezzel tehat
olyan gorbét rajzoltak, melynek fesziiltségi energidja minimalis volt, hiszen a faléc
nyilvan igyekszik ellendllni a hajlitasnak. Ez a fesziilési energia a vonal gorbiilete
négyzetének integralja. Ahhoz, hogy igazin értékelni tudjuk a kovetkezd tételt,
maér csak azt kell észrevenniink, hogy kozel ivhossz szerinti paraméterezés esetén,
a gorbiilet nagyjabol éppen a gorbe masodik derivéltja.

Tétel 3.4. Legyenek adottak a po, ..., pn pontok €s az ug < - -+ < u, csomdopontok.
Legyen tovdbbd G olyan C? gorbe, melyre G(u;) = p;. Ha S olyan C? kubikus
dsszetett Bézier gorbe, melyre S(u;) = p;, G(ug) = S(uo) és G(un) = S(un), akkor

Un

(23) / i) [2du > / 16 (u) P du.
ug uo
Bizonyitas. Mivel egy vektor abszolut értékének négyzete a koordinatdinak
négyzetoszszege, elég ha minden egyes koordinata fiiggvényre kiillon—kiilon bi-
zonyitjuk (23)-at.
Legyen g és s a G és az S gorbék egy—egy megfelelé koordinata fliggvénye.
Ekkor a g(u) = s(u) + (g(u) — s(u)) kifejezést haszndlva, az

Un

(24) /“”g2<u>752<u>du:2 /u"é:(u)(g(u)fé(u»dw / ((u) — (u))? du

0 uo uo

azonossaghoz jutunk. Parcidlis integralassal adédik, hogy
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(25) /mn%uK§W)—5wndu=—:/%s“Nuﬂﬂu)—éwndw

0 0
mert [$(u)(g(u) — $(u))]u» = 0 a feltétel szerint. Node s (u) minden [u;, uit1]
intervallumon konstans, igy ez utébbi integralast elvégezve azt kapjuk, hogy az

éppen
n—1

(20) = =3 D lg) - sz,
i=0

ami viszont nulla, hiszen g(u;) = p; = s(u;). Eszerint

(27) / " g*(v) — s*(u) du = / " (§(u) — 5(u))?du > 0,

ami bizonyitja a tételt.
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Feladatok.
(1) Adott egy 7 kiipszelet négy a, b, ¢, d érintéje. Ezek érintési pontjai az A, B,
C és D, metszéspontjaik pedig E =anNb, F=bNe¢, G=cNd, H=dnNa,

I =ancésJ=>bnNd. Bizonyitsuk be, hogy
(E7 H7 A’ I) = (H7 G7 D7 J) = (G’ F’ O? I) = (F7 E’ B’ J)7
ahol (-,-,-,-) a kettésviszonyt jelenti. ( Ha X, Y, Z, T egy egyenesen 1évé
_ XZ /XT
pOntOk, akkor ()(7 K Z, T) =7y W)
(2) Bizonyitsuk be, hogy a B} Bernstein polinom maximumbhelye az i/n, az in-
tegrélja pedig a [0, 1] intervallumon éppen n+r1!
(3) Bizonyitsuk be, hogy amennyiben a py,...,p, pontok egy egyenesen van-
nak, akkor a rajtuk atmend egyszer folytonosan differencidlhaté kvadratikus

Osszetett Bézier gorbe éppen a rajuk illeszkedd egyenes!

Kurusa A., JATE Bolyai Intézet H-6720 Szeged, Aradi vértanik tere 1.; e-mail:
kurusa@math.u-szeged.hu
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