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EULER ARANYOSSZEG-TETELE

KURUSA ARPAD AND KOZMA JOZSEF

Kivonar. Bemutatjuk Euler aranyosszeg-tételének torténetét, adunk ra egy
4j bizonyitast, és egy érdekes egyenlStlenséggé alakitjuk Euler aranyosszeg-
formulajat.

1. BEVEZETES

Leonhard Euler (1707-1783), koranak legnagyobb matematikusa, a geometriat
is szdmos azdta hiressé valt tétellel gazdagitotta. Ebben a dolgozatban! a Magyar-
orszagon kevésbé ismert aranyoOsszeg-tételével foglalkozunk, amelynek nemzetkozi
irodalma sem tulsagosan b&séges, habar idérsl idére felttinnek tjabb bizonyitaso-
kat, illetve lehetséges altalanositasokat targyalo cikkek (lasd [4, 5, 6, 9, 10]).

1.1. Tétel (Euler aranyosszeg-tétele [2]). Az euklideszi sik minden ABC /A hdrom-

szogének bdrmely O belsd pontjdra

d(A,0) d(B,0) d(C,0) . d(A,0) d(B,0) d(C,0)

2= . . 1.1
10.x) Taoy) Ta0.2) T T qo.x) wo.y) 0.z Y
ahol X = AONBC,Y = BONCA, Z=CON AB.
C
Y X
A B

Habar Euler mar 1780. ma&jus 1-jén benytujtotta a kiadénak az aranydsszeg-
tételt tartalmazo tanulméanyat [2], az csak 1783-ban bekovetkezett halala utédn 22
évvel jelent meg. Sok munkaja jutott erre a sorsa, aminek legf6bb oka az volt, hogy
valosaggal ontotta magabol a cikkeket (élete soran t6bb mint 800-at irt a 28 na-
gyobb mi mellett), igy az altala preferalt Berlini, illetve Szentpétervari Akadémiak
folyoiratainal kiadatlan mtvei igencsak feltorlodtak.

A kortarsak azonban ismerték Euler aranytsszeg-tételét, amit jol mutat, hogy
Anders Johan Lexell (1740-1783), aki az Euler-csalad jo baratja volt, és halalaig
ugyanannak a Szentpétervari Akadémianak volt a tagja, méar 1784-ben publikilta
a tétel gobmbharomszogekre érvényes valtozatat [3].

Jelen szerzSknek is egy altaldnosabb probléméval, a projektiv-metrikus terek
karakterizaciojaval [8] Osszefiiggésben keriilt 1atoterébe az aranydsszeg-tétel [7].
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Még az aranyosszeg-tételnél is kevésbé ismert, pedig mar Euler [2] dolgozata-
ban is szerepelt, hogy az ABCA haromszdg megszerkeszthets a (1.1) formulaban
szereplé hosszak ismeretében.

1.2. Tétel (Szerkeszthet6ség). Ha adottak egy ismeretlen ABCA valamely O kozos
pontjdra illeszkedd AX, BY és CZ szakaszok hosszai valamint azok O pont dltali
felosztdsdnak ardnyai, akkor az ABC /A hdromszdég megszerkeszthetd.

Ebben a dolgozatban nem csak a fenti tételeket igazoljuk, de a 2.1. Tételben
pontosan megadjuk annak feltételeit is, hogy harom olyan szakaszt, amelyek bel-
sejében adott egy-egy pont, mikor lehet ezen bels6 pontjaikban gy Osszeilleszteni,
hogy a valamely harom kivalasztott végpontjuk altal meghatéarozott haromszog-
nek a kivalasztott végponttal szemben 1év§ oldalai tartalmazzak a szakaszok nem
kivalasztott végpontjait?.

Végiil, bar bemutatjuk a kozvetlen altalanositas lehet&ségét is, inkabb egy az
(1.1) egyenlgséghdl sziiletett egyenlStlenséget bizonyitunk, mely éppenséggel pon-
tosan akkor valik egyenlGséggé, ha az AX, BY és C'Z szakaszok egy ponton mennek
at. A 3.1. Tétel hatarozottan emlékeztet Routh tételére ([1, 13.55], [11]).

2. AZ ARANYOSSZEG-TETEL ES MEGFORDITASANAK BIZONYITASA

Jeloléseink tobbnyire a szokasosak: a pontokat nagybetiikkel jeldljik; d(A, B) az
A és B pont tavolsagat, AB, illetve AB az altaluk meghatérozott egyenest, illetve
szakaszt jeloli. Az A, B és C pontok altal meghatarozott haromszog ABCA, mig
annak az A csicsnal 1évs szoge Z(BAC). A teriilet-fuggvényt ¢(-), az ABCA
teriiletét t(ABC) = t(ABCA) adja.

A 1.1. tétel bizonyitasa. Attekinthetsbbé valik Euler (1.1) formulaja, ha beve-

zetjik az a = g((g:%, b= Zggho,g és c= Zgg’,% jeloléseket:
a+b+c+2=abe (2.1)

Mindkét oldalhoz hozzdadva az 1 + a + b+ ¢+ ab + be + ca kifejezést, a jobboldal
djra szorzatalakba frhat6 és a baloldal is szorzatok Osszegévé valik:

A+ +)+A+a)1+e)+ 1 +a)(1l+b) =1 +a)1+b)1+0)

Az a,b és c értéke nyilvan nem —1, ezért a jobboldallal leosztva az ekvivalens

1+1+1_1
14+a 1+4b 14c¢

(2.2)

2A [9] tanulmany igazolta, hogy amennyiben csak az (1.1) egyenletben szerepls aranyok betar-
tasa fontos, akkor (1.1) elegendd: minden tovabbi feltétel nélkiil van olyan haromszog, amelyben
éppen az (1.1) egyenletben szerepld aranyok lépnek fel. S6t, a szerzd megjegyzi, hogy egy ilyen
haromszog minden affin képe is megteszi.
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egyenl8séghez jutunk, vagyis (1.1) ekvivalens a

d(0,X) d(0,Y) n d(0,Z7)
d(A,X)  d(B)Y) d(C,2)
egyenlGséggel. Ez azonban kozvetleniil adodik a

d(0,X) t(OBC) d(0,Y) tOCA) d(0,Z) tOAB)

=1 (2.3)

d(A,X)  t(ABC)’ d(B,Y) (ABC) d(C,Z) t(ABC)

egyenlGségekbdl. O
A 1.2. tétel bizonyitasa. Annak érdekében, hogy elkeriiljiik az attekinthetet-
leniil o6sszetett formuldkat, most is alkalmazzuk az a = ;1((37)0())7 b = ggg’gg és

c= ZES’% jeloléseket, melyekre a feltétel szerint (2.1), vagy ami ugyanaz, (2.2) tel-

jesiil. Bevezetjiik még az o = Z(ZOB), § = £(XOC), és v = L(YOA) szogeket,
amelyekre nyilvan a4 g 4+ v = m érvényes.

.C
Il
// N
) \
// N
) .
- N
RAS B X
' N
/// i’y » \\
) .
P « \
) .
// N
A -—~—" ozl T B

Feladatunk tehét az «, 8 és v = m — o — [ értékek megtaldldsa.
Az X pont akkor és csak akkor esik a BC' szakaszra, ha

d(B,0)d(0,C)sina = t(BOC) = d(B, 0)d(0, X) siny + d(C, 0)d(0O, X ) sin 3,
vagyis

d(A,0) sina  sina  siny sin 3

40, X)d(0,4) ~ d(0,X) _ d0,0) " aB,0)’

akkor és csak akkor, ha rendre

d(B,0) sinff  sina n sin 7y

d(0,Y)d(O,B)  d(O,A) " d(C,0)’

d(C,0) siny  sinf . sin «

d(0,Z)d(0,C) d(O,B) d(A,0)
Az 1 = sin o sin 8 sin y

1400 Y= To5) és z = 170.0) bevezetésével azt kapjuk, hogy ezek
teljesitik az

ar —y —z =0,
—r+by—2=0, (2.4)
—x—y+cz=0
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homogén linearis egyenletrendszert. A (2.4) egyenleteinek kiilonbségébsl rogton
adodik, hogy a megoldasokra (14 a)z = (14 b)y = (1+ 2)c teljesiil, vagyis minden

megoldas (14%117 %H?’ %ﬂ) alaki, ahol A € R. Eszerint

d(A,0) _ d(B,0) . _.d(C,0) |
A g —Sne A T+ =sinf, és A e —Sn7 (2.5)
Ebbal
dO,B) . d(O,A) .
) sina = T+a sin 3,
és
d(0,C) siny sinacosf+sinfcosa  sina sin 3
T = x = ;y = cos B + cos a \
= % cos 3 + d(lO_(_f) cos

is kovetkezik. Utobbi egyenléség mindkét oldalabol kivonva a % cos a kifeje-

zést, majd az eredményt négyzetre emelve és hozzdadva az elsé egyenlethez, azt
kapjuk, hogy

d2(07 B) SiIl2 o+ (d(Ov C) _ d(Oa B) oS Oé>2 _ d2(07 A)
(1+0)2 1+c 1+b - (1+a)?
Ebbdl a baloldalon a kiilonbség négyzetre emelését elvégezve
d*(0, B d(0,C)d(0,B d*0,C d*(0, A
( ) )_2 ( Y ) ( ? )COSCV-l- ( ) ): ( ? ) (26)
(1+0)2 l+c¢ 1+b (14+¢)?2  (1+a)?
adodik. Ez a koszinusz-tétel értelmében azt jelenti, hogy van egy olyan PQRA
haromszog, amelynek a cstcsokkal szembeni oldalhosszaira rendre p = d(ﬁr’(‘j)’ =
d(ﬁ_’bB) ésr= % érvényes, és szogel a csicsoknal rendre o, S ésy=7m—a — f.
Az eredeti haromszoget tehat tgy tudjuk megszerkeszteni, hogy ap = %,
= % ésr = %d(z?’z) hosszakat kiszamitjuk, ezekbdl a PQRA hé-

romszoget megszerkesztjiik, ennek szogei megadjék az a, 8 és v = m—a— 3 szogeket
amelyek alapjan az AX, BY, és C'Z szakaszok egyméashoz képest beallithatok. O

Az 1.1. tétel és az 1.2. tétel bizonyitasa alapjan vilagos, hogy az alabbi tétel
feltételeit nem lehet kénnyiteni.

2.1. Tétel&z ardnyosszeg-tétel megforditasa). Ha adott kézos O pontra illesz-
kedd AX, BY és CZ szakaszokra érvényes Euler (1.1) formuldja, valamint a

7(1(14&?%?)(8’}07 q= 7(1(3&%)3‘?1(,0)’5/) ésr = 7‘1(0&?&1}?’@ szamok mindegyike kisebb

a mdsik kettd Gsszegénél, akkor az AX, BY és CZ szakaszokat el lehet forgatni O
koril idgy, hogy az X,Y, Z pontok rendre az ABC/A hdromszdg megfeleld oldalaira

essenek.
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Bizonyitas. Az egyszertség kedvéért legyen a = ;l((g’g)) b= ggg 8; és c= ggg’gg.
A feltétel szerint
1 n 1 n I ] (2.7)
l+a 1+b 14+c¢ '

Szerkessziink egy olyan PQRA héaromszoget, melynek cstuccsal szembeni olda-
lainak hossza rendre p,q,r. A cstcsoknal 16v szogek legyenek rendre a, (8 és
y=m—a-—0. - L

Forgassuk el az AX, BY és CZ szakaszokat ugy, hogy Z(ZOB) legyen «a,
Z(XOC) legyen 3, és Z(YOA) legyen . Eszerint

¢® — 2rqgcosa + 1% = p?,
p? — 2rpcos B+ r? = ¢2, (2.8)
p* —2gpcosy + ¢* = 2.

Most igazoljuk, hogy a kialakult ABCA héaromszog olyan, melynek cstcsokkal
szemkozti oldalai rendre tartalmazzak az X, Y, és Z pontokat.
Legyen X = AXNBC,Y = BY NCA, és Z = CZ N AB, tovibba 4 = 44:9)

d(0,X)’
b= % és ¢ = Zgg% Az ABCA héaromszogre is érvényes (1.1), igy
1 1 1
~ + =+ ~ = (2.9)
I+a 146 1+¢
1 R A X) V) .o o4 AR
adodik. Bevezetve a p = %, q= % és 7 = % jelolé-
seket, (2.6) és a szerkesztés menete alapjan
¢ — 2FGcosa + i = p?,
P2 — 2ipcos B+ 72 = G2, (2.10)
p* — 2g¢pcosy + ¢* = 2.

Az (2.8) egyenleteket Osszevetve az (2.10) egyenletekkel, mivel mindkét egyen-
lethdrmas azonos szogil, tehat hasonldé haromszogekre vonatkozik, adodik, hogy
p=Ap, § = )\q és ¥ = Ar valamely A > 0 szémra Tekintve p,q,r és p,q, 7 defi-

niciéit, ebbdl 1-Ta = 1-5/\-0’ %er = 1->‘1\-b7 és 1%_0 = 1+(’ adodik, amibdl (2.7) és (2.9)

sszevetésével A = 1 kovetkezik. Eszerint @ = a, b = b, és ¢ = ¢, vagyis X = X,
Y=Y, 62=2Z.
Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O

3. ALTALANOSITAS HELYETT EGY EGYENLOTLENSEG

Belathato, hogy Euler aranyosszeg-tétele igaz marad akkor is, ha a hdromszog
csticsaibol kiinduld egyenesek metszéspontjarol csak annyit tesziink fel, hogy az nem
esik a haromszog egyik oldalegyenesére se. S6t, ezen altalanosabb eset megforditasa
is érvényben marad ha az X,Y, Z pontoktol csak azt varjuk el, hogy a megfelels
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oldalegyenesekre essenek. Ennek bizonyitasat itt nem végezziik el, helyette egy
Routh tételére ([1, 13.55], [11]) emlékeztets egyenlStlenséget mutatunk.

Az aranyOsszeg-formulat tekintsiik most az ekvivalens (2.3) alakjaban. Ez a
formula a harom szakasz egy ponton athaladésa esetén érvényes. Ha a szakaszok
paronként kiilonboézé H, I, J pontokban metszik egymaést, akkor is képezhetiink
minden szakaszon aranyt, ha a két metszéspont altal meghatarozott szakasz fele-
z6pontjat tekintjiik 4j osztopontnak.

3.1. Tétel. Legyenek X,Y,Z az ABCA hdromszog rendre A, B, C cstuccsal szem-
kézti oldalainak pontjai, legyenek tovdabbd dJket a szemkozti csicsokkal Gsszekdtd
szakaszok metszéspontjai H = AXNBY, [ =BYNCZ és, J=CZNAX. Végiil
legyenek ez utobbiak dltal meghatdrozott HIJ/\ oldalfelezd pontjai K = (J+ H)/2,
L=(H+1)/2 és M= (I+J)/2. Ekkor

d(K,X) d(L,Y) n d(M, Z)

d(A, X) " d(B,Y) " d(C,Z)
ahol egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha K =L =M.

>1, (3.1)

A-

Bizonyitas. Rendre azonos alapt haromszogek teriiletének aranyait irhatjuk fel a
Kévetkezska t(HBC) _ d(H,X) #(JBC) _ d(J,X) t(ICA) _ d(Y) t(HCA) _
OVELKEZOKCPPEeN 3 Apey = 4(A,X) {(ABC) — d(A,X)’ {(ABC) — d(B,X)’ #{(ABC) —
d(H)Y) t(JAB) _ d(J,Z) tIAB) _ d(I,Z) .

ABX) IABC) — ACX) WABC) = A X)" Ezeket a (3.1) baloldalanak duplajaba

helyettesitve, azt kapjuk, hogy

A(H,X) +d(J,X) d(I,Y)+d(HY) d(J,2)+d(I,7)
(4, X) A(B,Y) d(C, 2)
{HBC) t(JBC) ((ICA) t(HCA) (JAB) ((IAB)
= 9ABC) " wasc) T iwasc) T iaso) tiase) T waBo)
{HBC) t(HCA) t(ICA) t(IAB) (JBC) t(JAB)
~ HABC) " 1(ABC) T waBe) " #ABC) T iABC) T WABO)
_,_HHAB) | IBC) | JAC) _, HABC)-t(HIJ)
= T iA4BO) {(ABC) HABC) — H{(ABO)
| HHID)
T aBcy
Ezzel a tételiinket bizonyitottuk. O
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