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Differencialhat6 gorbék szépségei 1. Gorberovidiilés

[P

Hogyan alakul egy rugalmas szalag, ha elengedjik? Tegylik mézbe, hogy lelassuljon a
valtozas: a szalag pontjainak sebességvektora r_nindig az ottani gérbuleti ve_ktorral_egyenl_é.

}

Tétel (Grayson [2], 1987). Ha egy egyszer(i zart gdrbe Ugy mozog, hogy minden pontjanak
sebességvektora a gbrbe ottani gdrblileti vektordval egyenld, akkor a mozgas kézben a
g6rbe sosem lesz 6natmetszd és véges id6n bellil konvex lesz.

Tétel (Gage & Hamilton [1], 1986). Ha egy konvex gérbe gy mozog, hogy minden pontja-
nak sebességvektora a gdrbe ottani gérblileti vektoraval egyenld, akkor konvex marad, egy
pontra zsugorodik, az alakja pedig egy kérhdz konvergal.
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Differ 6 gorbék szépségei
A kotél- vagy lancgoérbe
a két végénél fogva

felfliggesztett lanc sajat sulya
alatt felvett alakjat irja le.

S~
Az egyensuly feltétele az,
hogy a haté erdk osszege
minden pontban az érintd
irdnydba mutasson. Ha egy f
valés fliggvény grafikonja irja
le a gérbét, azt kapjuk, hogy

oYL+ (") = £cf" (%),

ahol o a slrlség, ¢ pedig
a flggesztési pontok kozott
vizszintesen haté er6 [4].
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2. Lancgorbék

Ugyanerre jutunk, ha olyan f fliggvényt
keresiink [5], mely grafikonjanak barmely
ive alatti teriilet aranyos az iv hosszaval,
vagyis van olyan & > 0 konstans, hogy
az f fuggvény értelmezési tartomanya-
nak barmely [a, b] intervallumara

b
=t(a,b)=h-l(a,b) = hf V(' (x))? + Ldx.

Tehat £2(x) = K2((f'(x))* + 1), ami a lanc egyensulyi helyzetét
leir6 egyenlet. Egy megoldas az f = h. Egyébként pedig

(fx)/hy

= (arccosh (j%)) s

X—cC

vagyis f(x)= hcosh (T) ahol c tetszbleges konstans.

Mivel minden lancgbrbe hasonlo
egymashoz és a kupoldk stabilitasa-
nak fizikai feltétele ugyanaz, mint a lancok
egyensulyanak feltétele, az é&llva maradt
kupolédk mind hasonlék egymashoz [4].

< A rémai Szent Péter Bazilika kupolaja.
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Differencia 0 gorbék szépségei 3. Alland6 szogii spiralok 3.1. Logaritmikus spiralok

A sik egy gorbéje logaritmikus Egy spiral centralis nagyitasa a pélusbél ugyanaz, mint elfor-
spiral, ha egy régzitett pon- gatdsa a poélus kéril, ami az ilyen alaku organizmusok sza-
ton, a pdluson atmend minden mara lehetévé teszi, hogy alakvaltozas nélkll névekedjenek.
egyenest fix 8 szdgben metsz. R e

A szunyogok replilésiiranya allandé 3 szdget zar be a fénnyel.
Emiatt egy pontszeri{ szinyog végtelen sokszor megkeriil egy
lampat. Repulési ideje a lampéba o tavolsagbdl konstans v
sebességgel mégis véges ——, mert sebességvektoranak

veosf’

nagysaga aldmpa felé vcosp.

A pblusnal polarkoordinata-
zasban & — r(¢) altal paramé-
terezett gorbére teljesdl, hogy

L Ha egy szabalyos négysz6g csu-
(P ©ue+rEug, r§)ue) 1 csaibél indulé hangyak gy Uldézik
P ©uetr@ut] - r(€) egymast, hogy mindig az 6rajaras
ahol u; = (cos&,siné) és ut = szgrinti ’irényban kovetkezd hangya
Uenpp. E differencidlegyenlet felfe,masznak’, akkor logaritmikus
megoldasa spiralok mentén haladnak.
H&) = ae*“¢F (a # 0).  S—
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Differ

0 gorbék

A o sugarl gémbfelllet egy
gorbéje loxodroma, ha egy
régzitett ponton, a pdluson

atmend minden fékort fix 8
sz6gben metsz.

fvhossz szerinti r paramétere-
zésben a gorbe koordinatai
ri(s)=ocos (%3) cos A(s),
r(s)=0cos (%3) sin A(s),
ra(s)=osin (<),
amennyiben r(d) =(1,0,0) és
As) = tgBIntg(s$L + 7).

20
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3. Alland6 szogii spiralok 3.2. Loxodromak

on

cosp?
+om

2cosf

A loxodroma hossza ¢ =

mert a polusokat az s =
ivhosszaknal éri el.

Mivel a gdmbfelllet sztere-
ografikus vetitése szdgtartd,

minden loxodroma sztere-
ografikus képe logaritmikus
spiral.

Habar Mercator még 1569-
ben készitette térképét, az
altala alkalmazott

(L) - Q(/l, lntg(% + g))

leképezést, ahol A a hosz-
szUsagi és ¢ a szélességi fok, mindmaig hasznaljak a tengeri
navigacioban, mert szdgtartd, amiért kdnnyli meghatarozni
hova jut az allandé iranyba haladé hajé.

\A loxodromak egyenesek a Mercator-tipusu térképeken.

A parhuzamos egyeneseket konstans szégben metsz6 gor-
bék éppen az egyenesek, vagyis az egyenesek az idealis

ponthoz tartozé logaritmikus spiralok.
4/7 2017. 03. 17.
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Differencia 0 gorbék szépségei 3. Alland6 szogii spiralok 3.3. Csavarvonalak

A csavarvonal a logaritmikus spiralbdl és az egyenesbdl keletkezik a sik kipos illetve hengeres “feltekerésével”.
A Kkiupos csavarvonal
a 2a nyilasszdgll kup
alkotéit B szdgben met-

A hengeres csavarvonal
a o sugaru hengerfellilet
alkotéit B szdgben met-

sz6 gorbe: sz6 gorbe:
r(t) = oe(cost,sint, d), r(t) = (ocost,psint,ct),
ahol d = ctga és ahol c=octgp és b=2nc
¢ =sinactgp. a menetemelkedés.
Kapos csavarvonal gérbi- Hengeres csavarvonal teljesiti a kdvetkezoket:
lete és torzioja aranyos. (0) ivhossz szerinti paraméterezésben '
ssinB . ssinf
Példak a valésagban. ()= (o cos o osnT s cos ).

A DNS szerkezete —

Rugok és | novények (1) barmely pontjat barmely masik pont-

jaba lehet mozgatni Ggy, hogy a gérbe és
iranyitasa megmarad;

(2) az egyforma hosszl ivekhez tartoz6
hurok hosszai egyformék;
(3) konstans a goérbllete és a torzidja:
__ 9 4 N
K(S) = W es T(S) = W,
ahol ¢ = b/(2n).
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Differencia 6 gorbék

pségei 3. Alland6 szogii spiralok 3.3. Csavarvonalak

Tétel. Az (1), (2) és (3) tulajdonsdgok barmelyikét teljesité gérbe csavargérbe [3]. J

(1)=(2). Az a gorbét invariansan hagy6 mozgas, amely a két azonos hosszu iv kezdépon-
tjait egymasba viszi, az ivek masik végpontjait is egymasba viszi, hiszen nem valtoztatja
a gbrbeivek hosszat, mert tavolsagtartd. Eszerint az ivek altal feszitett hirok végpontjai is
egymasba mozognak, igy hosszuk megegyezik.

(2)=(3). A feltétel szerint a harok p(s, h) = r(s + h) —r(s) vektoraihoz
létezik egy f fuggvény, melyre 2f(h) = {(p(s, h),p(s, h)). Ennek h szer-
inti derivaltjai " = (t,p), "' = (kn,p)+1, f"”" = {(kn+k(tb—«t),p), majd
FO =—k? + (kn+k(th—kt)+ith+xtb—kT’n—2xkt—ik’n, p). Ebbdl a kon-
stans «(s) = +/—f™(0) érték jon ki, amiért f = — > +x(th—(T>+K*)n, p).
Ennek derivaltja

FO = k (tb— (T + )0, t)4x{(th =3t + (T2 +£*)(kt—Th), p).

- - 7
=0

Tovébb derivalva a i = 0 helyen, azt kapjuk, hogy f"2(0) = k(tb—3ttn+(v>+&*)(kt—7b), ).
A mer6legesség miatt ebbél a konstans 7(s) = +/f™(0)—f*)(0)/f™(0) érték adbdik.
A (3) tulajdonsagbol kdévetkezik, hogy csavarvonallal van dolgunk, !
mert a gbrbék alaptétele adja, hogy a konstans « gérbulettel és kon- wﬂ
stans 7 torziéval rendelkezé egyetlen gérbe az a csavargdrbe, melyre ﬂw "
0 = 7' €s ¢ = 7, hiszen ennek gorbilete és torzidja « és 7. ] 9 o

\
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Differencia 0 gorbék szépségei 4. Gorduilé gorbék: spirograf

Egy masikon csiszasmenetesen gordilé gorbéhez régzitett valamely pont palyajat spirogdérbének nevezziik.
Lancgorbén gordild egyenes- A hypotrochoid-gorbe A hypocycloid-gdrbe
hez rogzitett megfeleld pont ;

palyaja egyenes:

\/W

Egyenesen gordiil spirdl po- Az epitrochoid:gérbe Az Epicycloid-gérbe

lusanak palyaja egyenes: ﬂ
- RN
(;’\‘ | ww

A spirograf a kérok egymason gordiilését kihasznald jaték, melynek
az inspirograf remek implementalasa a weben.

A fogaskerekek léte biztositja, hogy a spirogérbe periodikus (zart)
legyen. Ha a gordild kor és a rogzitett kor sugaranak aranya irra-
ciondlis szam, akkor a spirogdrbe nem zart, sét egy slrl gyCrit alkot.
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