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Matematikai Tomografia 1. A probléma eredete és matematikai megfogalmazasa 1.1. Problémafelvetések

Problémafelvetések

FUggvényekkel kapcsolatban
@ fOkoOrokon illetve egyeneseken eltiiné integralok — P. Funk (1916) és J. Radon (1917)
@ egybevago tartomanyokon eltiné integralok — D. Pompeiu (1929)
@ Jdifferencialegyenletek sikhullamokkal — G. Herglotz (1931)

Alakzatokkal kapcsolatban
@ izoperimetrikus egyenldtlenség: konvex testek sikmetszetei — W. Blaschke (1916)
@ konstans szélességu alakzatok: konvex testek parhuzamos vettletei — W. Alekszandrov (1937)
@ Crofton-formula  inverze”: gdrbe karakterisztikus Crofton-fliggvénye — H. Steinhaus (1954)
@ konvex testek Réntgen-képei — P. C. Hammer (1961)

Diagnosztikai eszk0zOkkel kapcsolatban

@ réntgen-tomogréfia’ — A. M. Cormack (1963)
@ MRI-tomografia — Lauterbur (1973)
@ SPE-tomografia— Budinger, Gullberg, Huesman (1979)

Mas mérésekkel kapcsolatban
® szeizmoldgia, radiocsillagaszat, gazslirliség eloszlasa — Herglotz, Wlechert (1930) — R. N.
Bracewell (1956) — Kershaw (1962)
@ SAR - Szintetikus aperturaju radiolokator — C. A. Wiley (1951)
@ krisztallografias (diffrakcios) elektronmikroszkopia — A. Klug (1962-1972)

"Ennek miikodési elve vezetett a tomografia sz6 kialakuldsahoz a szeleteket jelentd gérdg
Twuwo $zO0bOl kiindulva. Semmi kdze a latinbdl j6vd tumor széhoz, mely duzzanatot jelent.

Kurusa. A. (SZTE Bolyai Intézet) 1/21 2011. 11. 30.



Matematikai Tomografia

Matematikai definicio

Legyen M egy sokasag, melyben a
H részsokasagok egy H sokasaga-
nak minden elemen adott egy x,,
mérték. A megfeleldo f: M — R
figgvények R: f — Rf leképezését
Radon-transzformacionak nevezzuk,
haRf: H — R és

(1.1) RFH) = f FM)dy, (M),

MeH

1. A probléma eredete és matematikai megfogalmazasa 1.2. Matematikai definicio

Ha minden M € M ponthoz adott egy
uy mérték az M pontot tartalmazé
H részsokasagok sokasagan, akkor
a megfeleld F: H — R flggvények
halmazan mikddd R: F — RF leké-
pezést dualis Radon transzformacio-
nak nevezzik, ha RF: M — R és

(1.2) RF(M) = f F(H)duy(H).
MeH

A vizsgalatok legfontosabb terepe a homogén terek és totalgeodetikusaik
altal természetesen adoddé Radon-transzformaciok. A legtobbet tanulma-
nyozott eset pedig a klasszikus sik és egyenesein adott sokféle mérték
altal definialt (altalanositott) Radon-transzformaciok.

Kurusa. A. (SZTE Bolyai Intézet) 2/21

2011. 11. 30.



Matematikai Tomografia 1. A probléma eredete és matematikai megfogalmazasa 1.3. Legfontosabb kérdések

Legfontosabb kérdesek

K-1 Milyen feltételek mellett teljesul az invertalhatosag?

K-2 Milyen fliggvényterek esetén teljesil a tarto tulajdonsag, vagyis ha egy
fuggveny Radon-transzformaltja kompakt tartoju, akkor milyen feltételek mellett ga-
rantalhato a figgvény tartdjanak kompaktsaga?

K-3 Milyen fuggvénytereken folytonos a Radon-transzformacio?

K-4 Milyen a képtér és magtér kulonféle fUggvényterekre?

K-5 Van e olyan M: M — N csere-operator, melyhez léteznek g: N — R
és h: Hy — R fuaggvények, hogy minden f: N — R fliggvény esetén
(hRyf) o M = Ry((gf) o M)?

K-6 Van-e és ha igen, akkor miféle az a D — D indukélt leképezés az M
sokasagon mozgasinvarians differencialoperatorok halmazan, melyre
RoD=DoR?

A kérdések érdemi tartalma természetesen jelentdosen fligg a sokasag, a

részsokasagai és a mértékek valasztasatol, de a valaszok akkor is jelento-

sen valtoznak, ha a vizsgalatokban csak” a fliggvényterek térnek el.

Kurusa. A. (SZTE Bolyai Intézet) 3/21 2011. 11. 30.



Matematikai Tomografia 2. FO kutatasi teriiletek 2.1. Geometriai analizis — (modern) integralgeometria

Geometriai analizis — (modern) integralgeometria |

(El6bbi elnevezés S. Helgason, utdbbi I. M. Gelfand nevéhez fzodik.)

Gyakori és eredményes modszer a csoport-elméleti dupla fibracios modell.

Adott egy ® lokalisan kompakt Lie-csoport, ebben $ és i

®/K] olyan zart részcsoportok, melyek $H9i szorzata is zart (példaul

h m legalabb egyikiik kompakt). Ekkor a & = HN It csoport altal meg-

/ \ hatarozott h: gk — g9 és m: g — g projekcidkat alkal-

mazva azt mondjuk, hogy a H = ¢, € H elem illeszkedik az

®/9 G/N a1 = o M e M elemre, ha ' (H) = m™' (g, M). Ezt az illesz-
H M kedést kifejezd €” jellel G/K = {(M,H) : M € H} € M x H.

Ha a H/8 és 9i/K csoportokon van a $ és It szerint rendre invarians pozitiv u és y mérték
(példaul ha & kompakt), akkor a Radon-transzformaciot ezekkel a mértékekkel (1.1), dualisat
pedig (1.2) definialja, mely a homogén tereken éppen a leginkabb vizsgalt eseteket adja.

Legyen peldaul & a sik mozgascsoportja, 9 = SO(2) az origd koruli forgasok csoportja,
pedig egy rogzitett iranyra merdleges eltolasok csoportja. Ekkor & = H N MVt = {id} és igy
G/K = ® = {félegyenesek} = R?x S!, M=6G/M=R?>, H=6/9H = {egyenesek],
hiszenaz ® > g — gf,. € R? x S' leképezés bijektiv barmely ¢, félegyenesre. Az egyetlen
®-invarians mérték az M/K = N és H/K] = H csoportokon a szbg- illetve a hosszmérték,

igy ebben a példaban a modell a klasszikus Radon-transzformaciot adja vissza.

Kurusa. A. (SZTE Bolyai Intézet) 4/21 2011. 11. 30.



Matematikai Tomografia 2. FO kutatasi teriiletek 2.1. Geometriai analizis — (modern) integralgeometria

Geometriai analizis — (modern) integralgeometria Il

E terUlet néhany szép eredmeénye:
@ Kétponthomogén terek természetes és horociklusos Radon-transzformacioi invertal-
hatOk és tarto-tulajdonsaguak (S. Helgason — 1956-1965);

@ Szimmetrikus terek invarians differencialoperatorain a Radon-transzformacio linearis
leképezést indukal (S. Helgason — 1959);

@ Konstans gorbuletl terek természetes Radon-transzformacioihoz létezik csere-operator
(Kurusa — 1992);

\
Poincare-model . hiperboloid
geodetikus] J -l
e L sik
gomb

Geodetikusok és horociklusok Csere-operator
Kurusa. A. (SZTE Bolyai Intézet) 5/21 2011. 11. 30.



Matematikai Tomografia 2. Fo kutatasi teriiletek 2.2. Analitikus tomografia

Analitikus tomografia |
(Az elnevezés A. Markoe nevéhez flizodik.)

Tekintsik az R” (2 < n € N) tér k-dimenziés affin altereinek H*" Grassmann-
sokasagat ugy, hogy annak minden H elemén adott egy x,, mértek. A
megfeleld f: M — R flggvények R: f — Rf leképezését altalanositott
Radon-transzformaciénak nevezzik, ha az Rf : H*"* — R fliggvényre

2.3) R (H) = f FM)dy, (M),
MeH

Réntgen-transzformacionak nevezzUk az altalanositott Radon-transzforma-
ciot, ha k = 1 és y minden egyenesen a hosszmérték.

A legaltalanosabb eredmény szerint a Bolker-feltételt teljesitd y mérték-figgvény esetén R
elliptikus Fourier-integral és a (1.2) definicibban megvalaszthaté ugy a u mérték-figgvény,
hogy R az R dudlisa legyen és ekkor R o R elliptikus pszeudodifferenciél-operator lesz
(Guillemin—Sternberg — 1977), tehat invertalhaté. Quinto megmutatta, hogy R o R inverze
akkor és csak akkor differencialoperator, ha eltolasinvarians.

Kurusa. A. (SZTE Bolyai Intézet) 6/21 2011. 11. 30.



Matematikai Tomografia 2. FO kutatasi teriiletek 2.2. Analitikus tomografia

Analitikus tomografia li

Néhany szeép eredmény:

@ forgéasinvarians C! vagy analitikus y mérték-fliggvény esetén a (2.3) szerinti Radon-
transzformacio invertalhaté (Quinto — 1983, és Boman & Quinto — 1987),

@ exponencialis Radon-transzformacio egyetlen nem forgasinvarians fuggvény transz-
formaltjanak ismeretében azonosithatd és invertalhatd (Hertle — 1985, Solmon — 1995),

@ ak < n—- 1 dimenzids affin alterek altal adott természetes Radon-transzformacio
képtere pontosan azon fliggvényekbdl all, melyek egy ultrahiperbolikus differencial-
egyenlet megoldasai (John — 1938, Gonzalez — 1991, Kurusa — 1992).

Par negativ meglepetés:

@ Van a sikon olyan nem konvergens korlatos kompakt tartoju fuggvenysorozat, mely-
nek Radon-transzformaltjai nulldhoz tartanak (Hertle — 1983),

@ Van a sikon olyan C* pozitiv y mertek-fuggvény, melyhez van olyan C° nem nulla f
fGggveény, melynek (2.3) szerinti Radon-transzformaltja eltinik (Boman — 1985),

@ Vanolyanf € [’(R"), mely nem integralhaté a egyetlen k > n/p dimenzids affin altéren
sem. (Smith & Solmon — 1975).

Kurusa. A. (SZTE Bolyai Intézet) 7/21 2011. 11. 30.



Matematikai Tomografia 2. F6 kutatasi teriiletek 2.3. Geometriai tomografia

Geometriai tomografia |

(Az elnevezés R. J. Gardner nevéhez flizodik.)

A geometriai tomografia a (legtébbszér konvex, vagy csillagszerii) tartomanyok
karakterisztikus fliggvenyeinek Radon-transzformaltjait tanulmanyozza. A
fUggvénytér ilyen erds specialitasa miatt a Radon-transzformalt olyan sok informaciét tar-
talmaz, hogy az invertalasahoz legtdbbszor nincs szlkség a teljes Radon-transzformaltra.

Egy Rf Radon-transzformalt argumentumainak egy kivalasztott csoportjan
Rf altal felvett értékek rendezett halmazat, vagy valamely rogzitett fligg-
vénynek ezen felvett érteket kepnek nevezzuk.

Gyakran hasznalt képek a kdvetkezOk:

@ Rontgen-kep: a Rontgen-transzformacié valamely irannyal parhuzamos, vagy vala-
mely ponton atmend egyeneseken vett értékeit tartalmazza (eldbbit iranymentinek —
természetes mértékre ez a Steiner-szimmetrizalt —, utébbit pontbelinek mondjuk).

@ Arnyék-kép: a Rdntgen-kép tartdja, vagy e tarténak a mértéke.
@ Metszet-kép: levagott darab felszine, vagy térfogata.

Kurusa. A. (SZTE Bolyai Intézet) 8/21 2011. 11. 30.



Matematikai Tomografia 2. Fo kutatasi teriiletek 2.3. Geometriai tomografia

Geometriai tomografia ll

Néhany szép eredmény.
@ Kodzéppontosan szimmetrikus testet meghatarozza 6sszes iranymenti arnyékkeép-terilete
(Alekszandrov — 1937; nem csak sikban!)

@ A gdbmbnek latsz6 targyak gdombok (A. Matsuura — 1961; minden pontbdl k6zéppon-
tosan szimmetrikusnak latszo testek ellipszoidok — Gruber & Odor 1999)

@ Van olyan iranynégyes, mely iranyokban felvett négy Rontgen-kép minden sikbeli kon-
vex testet meghataroz (Gardner & McMullen — 1980)

@ Kettd pontban felvett két Réntgen-kép alapjan minden olyan sikbeli konvex test meg-
hatarozhat6, amely a pontok egyenesét ugy metszi, hogy mindkettd pontot tartal-
mazza, vagy egyiket se. (Falconer — 1983; a tdbbi esetben nem ismert!)

I

Iranymenti arnyék-képek  Iranymenti Rdntgen-képek Pontbeli Rontgen-képek
Kurusa. A. (SZTE Bolyai Intézet) 9/21 2011. 11. 30.



Matematikai Tomografia 2. Fo kutatasi teriiletek 2.4. Diszkrét tomografia

Diszkrét tomografia

(Az elnevezés L. Shepp nevéhez flizodik.)

A diszkrét tomografia olyan fliggvények Radon-transzformalasat tanulma-
nyozza, melyek tartdja csak néhany, ismert alaku tartomanybdl all, érték-

készlete pedig csak véges sok elore adott konstans halmaza.
Példaul egy 01-matrix sor- €s oszlopdsszegeinek halmazai egy-egy Rdntgen-képet alkot-
nak, igy a matrix rekonstrualasa érdekében egy altalaban alulhatarozott linearis egyen-
letrendszert kell vizsgalni. Sokkal 0sszetettebb a feladat, ha néhany a sikon szabadon
_gldobalt” ellipszislapot kell megtalalni kettd, vagy akar tdbb Réntgen-kép alapjan.

L] ___.J | ) o o )
0 L 0 |
— 3 @ @ O 3 >
— 3 o909 3 /
—\l': -:"' ‘ ‘ :'lt 5 ﬂ O 0 @ O
4 4 2 2 1 4 4 1
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Matematikai Tomografia 3. Kapcsolat mas teriiletekkel

Kapcsolatok mas teruletekkel

Manapsag a matematikai tomografia a matematika szinte minden agaval
kapcsolatban van (globélis analizis — harmonikus analizis — integraltranszformaciok
— geometriai integrélas — sztochasztikus geometria) néhol kiemelkedo fontossagu
eredményekhez is hozzajarulva:

@ negyedrendl ultrahiperbolikus differencialegyenletek megoldasa (F. John — 1938),

@ szimmetrikus terek mozgas invarians differencialegyenleteinek megoldodasa van (S.
Helgason — 1959),

@ Hilbert IV. problémaja 1900-bdl: folytonos projektiv metrikak megadasa (Z. I. Szabd —
1986).
A matematikan tali vilagban, akar a gyakorlatban is hasznosul (asvanyok utani
kutatds — régészeti keresés — statikal) mar e tudomany, néhol elképeszto ered-
ményekre vezetve:

@ Rdntgen-tomografia (A. M. Cormack & G. Hounsfield — 1979: orvosi Nobel-dij)
@ Krisztallografias elektronmikroszkopia (A. Klug — 1982: kémiai Nébel-dij)

Kurusa. A. (SZTE Bolyai Intézet) 11/21 2011. 11. 30.



Matematikai Tomografia 4. Egy konkrét probléma: Felismerheto-e egy alakzat az arnyékképeibol?

A problema megfogalmazasa I

Csak sikban dolgozunk. Testen egy konvex, nem ures belsejl, zart tarto-
manyt értunk.

Definicio. Egy testet elmetszo valamely irannyal parhuzamosan egyene-
sek egymastdl mért tavolsagainak maximumat iranymenti arnyékképnek
nevezzUk.

v

Vilagos, hogy egy test 0sszes iranymenti arnyekkepe sem feltétlen azo-
nositja be a testet a tObbiek k6z6tt, hiszen példaul az ugyanolyan allandé
szélességl testek minden iranymenti arnyékképe megegyezik.

Ha azonban csak a kézéppontosan szimmetrikus testeket tekintjuk, a hely-
zet megvaltozik, mert Alekszandrov tétele (1937) szerint ezeket eltolastol
eltekintve megkulonbéozteti egymastol 6sszes iranymenti arnyékkepuk. (A
sikban erre nagyon egyszerli a magyarazat, hiszen a szakasz hossza az alakjat is megha-
tarozzal)

Kurusa. A. (SZTE Bolyai Intézet) 12/21 2011. 11. 30.



Matematikai Tomografia 4. Egy konkrét probléma: Felismerheto-e egy alakzat az arnyékképeibol?

A problema megfogalmazasa Il

Definicio. Egy testet elmetsz0 valamely ponton atmend egyenesek szbge-
iInek maximumat pontbeli arnyékképnek nevezzik. J

lgaz-e, hogy egy koér belsejében 1évo két test egybeesik, ha pontbeli ar-
nyekképeik a kor minden pontjaban egyformak?

A kérdeést a [6] cikkben poligonokra pozitivan valaszoltuk meg:

Ha egy B poligon, vagy analitikus hataru test belsejében lévo két poligon
arnyékképei a 8 hatarpontjaiban egyformak, akkor a két poligon egybeesik.

Felmerll, hogy a poligonok a tébbi testtol megkilénbdztethetok e, de a valasz egyelore

ismeretlen.
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Matematikai Tomografia 4. Egy konkrét probléma: Felismerheto-e egy alakzat az arnyékképeibol?

A problema megfogalmazasa Il

Ugyanakkor mar a [6] cikk megmutatja, hogy a valasz altalaban negativ.

Ha az egymas hatarait nem nulla szégben, vagy a végtelenben metszo B,
és B, konvex tartomanyok metszetének belsejében lévo két test arnyékke-

pei a B, €s B, hatarpontjaiban egyformak, akkor a ket test egybeesik.

A bizonyitas erdsen kihasznalja, hogy a metszés szbge pozitiv, de nem ismert, hogy ez szikséges e.

Kurusa. A. (SZTE Bolyai Intézet) 14/21 2011. 11. 30.



Matematikai Tomografia 4. Egy konkrét probléma: Felismerheto-e egy alakzat az arnyékképeibol?

Steinhaus-probléma |

Egy differencialhaté gorbe Crofton-fliggvényének nevezzik azt az egye-
nesek halmazan értelmezett fUggvényt, mely minden egyenesen megadja
annak a gorbével vett metszésszamat.

Crofton formuldja szerint ezt a flUggvényt integralva az egyenesek halmazan, éppen a goérbe
hosszat kapjuk. Az egyenesek halmazan lévo egyetlen mozgasinvarians mérték, nem mas
mint az £ egyenes pozitiv iranyu normalisanak ¢ szdgével és az origotdl mért p tavolsagaval
vald £(¢, p) paraméterezésébdl adddod dedp mérték.

Kurusa. A. (SZTE Bolyai Intézet) 15/21 2011. 11. 30.



Matematikai Tomografia 4. Egy konkrét probléma: Felismerheto-e egy alakzat az arnyékképeibol?

Steinhaus-problema Il

Definicio. (Kurusa — 1992).
Egy testben Iévo differencialhatdé gérbe pontbeli illetve iranymenti Crofton-

képének nevezzik a Crofton-fliggvénye integraljat az adott ponton atmend
illetve az adott irannyal parhuzamos egyenesek halmazan.

4

Amennyiben a testben [évo differencialhatd gbrbe a test hatara, akkor a Crofton-képek meg-
egyeznek az arnyekkep-tertletekkel.

lgaz-e, hogy egy koér belsejében 1évo két differencialhatd gérbe egybeesik,
ha pontbeli Crofton-képeik a koron kivili kompakt gylrl minden pontjaban
egyformak?

v

Késobb kiderllt, hogy H. Steinhaus 1954-ben [11] mar megkérdezte, hogy lehet-e kiilon-
b6z6 gbrbéknek ugyanaz a Crofton-fliggvenye. Erre mindenféle feltételek mellett szllettek
is altalaban pozitiv valaszok Horwitz (1989), Fast (1993,1995) és Richardson (1996,1997)

cikkeiben.
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Matematikai Tomografia 4. Egy konkrét probléma: Felismerheto-e egy alakzat az arnyékképeibol?

Steinhaus-problema lli

Vilagos, hogy a Crofton-képekre megfogalmazott probléma tobbet allit, mint
amit a Steinhaus-kérdés elvar, és az is latszik, hogy a metszo goérbékkel
adott 4.1 tétel a konvex gérbékre tdbblet feltétel mellett, de jelentds erosi-
tése a Steinhaus-kérdésre adott tdbbi valasznak.

ltt most csak egy mindezektol killonb6z0, eredetileg Green altal 1950-ben
igazolt eredmeényt bizonyitunk. (J.C. C. Nitsche 1990-ben belatta, hogy két koncent-
rikus korrdl egyszerre konstans szdg alatt latszé, a kisebbik belsejében 1évd test korlap.)

Tétel. Ha egy kor belsejében Iévo test a kbr minden pontjabdl konstans v
szOg alatt latszik es 1 — v/n irracionalis, vagy olyan racionalis m/n szam,
amelyben m € N paros melyhez n € N relativ prim, akkor a test kor.

Bizonyitas. Latsszon a K kér belsejében 1évé B, és B, test konstans v € (0, ) sz6g
alatt. E testek egyike se tartalmazhatja a masikat, ezért vannak kdzos érintdik. Elvalaszté
k6zbs érintdik azonban nem lehetnek, mert az azok altal kimetszett azon siknegyedben,
amely a B, testet tartalmazza, a kérrdl a B, nagyobb szdg alatt latszana.
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Matematikai Tomografia 4. Egy konkrét probléma: Felismerheto-e egy alakzat az arnyékképeibol?

Steinhaus-problema IV

Tehat létezik a testeknek egy k6zds B pontja.

Valamely K € K ponton atmeno, a B; testet a KB
vektor jobb- illetve baloldalan érintd £. érintdk-

hoz rendeljiik hozza az £, érintdk és a KB vektor
iranyitott ¢; x + sz0gét. Ekkora v = ¢,k + — ik .-
teljesul.

Messe a testek egy €y k6z8s érintdje a K kort a
K_; és K, pontokban, ahol a jeleket ugy valaszt-

juk, hogy K, a K_B vektor jobboldalara esik.
Ekkor a K.; pontokon at a testeknek ujabb ko-
z0s €., érintoi van, melyek Ujabb K.3 pontokban
metszik a K kort. A kd6zos érintdk ezen {€1;}ien
sorozataban a szomszédos elemek normalisai-
nak egymassal bezart szoge v := n — v allando.
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Steinhaus-problema V

v/m irracionalis.

Ekkor {kv (mod 2r) : k € N} a teljes
(0, 2m) intervallumban sirt, ami azt
jelenti, hogy tetszodleges iranyhoz
van kbdzOs érintok olyan sorozata,
melyek normalisainak sorozata az
adott iranyhoz tart.

Marpedig k6zds érintok konvergens
sorozata k6zds érintdhdz tart, tehat
a B; és B, minden iranyban kdzos
érintdvel rendelkezik, igy egybe kell
esniluk.
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Matematikai Tomografia 4. Egy konkrét probléma: Felismerheto-e egy alakzat az arnyékképeibol?

Steinhaus-probléma VI

Hav/nm = m/n, aholm € N paros és relativ prim az n € N nevezohéz.

Ks K Ekkor a K barmely pontjabadl is in-
dulunk, a 8; (i = 1, 2) testhez huzott
érintok sorozata periodikus lesz, és
a korbe eso hurjaik egy a K kdrbe
Ky irt n-oldalt Ky, Ks,. .., Kon3, Koni
sokszOget alkotnak, mert nv = mn
és m paros.
A @ij+ = QiKyig,t jelolés-
sel, ha @1+ <@+, ak-
Ko Kyi1 KO @rjei- <¢@oji1-, €S gy
— ©1j+1,+ > ¢2,+1,+- Mivel a sokszog-
nek n csucsa van, és az paratlan,
B hiszen n relativ prim a paros m
szamhoz, ez ellentmondas, ami

bizonyitja a tételt.
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Matematikai Tomografia 4. Egy konkrét probléma: Felismerheto-e egy alakzat az arnyékképeibol?

Steinhaus-problema VIl

Ha v/nm = m/n, ahol m € N paratlan és relativ prim az n € N nevezohédz,
akkor némi szamolassal igazolhat6, hogy sok olyan kortdl eltérd test van,
mely konstans v sz0g alatt mutatkozik a kor minden pontjaban.

Erre példa a v = n/2 esetben mar latott ellipszis, de a

cos(¥/2 + e sin(ny))
cos(V/2)

psle) =0

tamaszfliggvénnyel megadott G test is konstans v sz6g alatt latszik a o sugaru korrdl, ami
akar elemi trigonometrikus 6sszefluggésekkel igazolhato.

Erdemes még megfigyelni, hogy voltaképpen a kdvetkezo kerilt bizonyi-
tasra.

Tetel. Ha a B, test B] konvex v-izoptikusaban lévo B, testre B = B’ és
1 — v/ irracionalis, vagy olyan racionalis m/n szam, melynek szamlaldja
paros és relativ prim a nevezohéz képest, akkor B, = 85,.

4

Vajon B/ = B}, esetén milyen feltételek mellett kdvetkezik B; = B,?
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