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1. Bevezetés

A halozatok geometridja harom gorbesereget vizsgal, amelyek gorbéi kozott bi-
zonyos kapcsolatok allnak fenn. Halozatokkal valojaban nagyon gyakran talal-
kozunk, amikor harom mennyiség Osszefliggését akarjuk abrazolni. A kovetke-
z6kben lassunk erre egy egyszerd példat!
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Egy elektromos fogyaszto allapotat (amelynek ellenéllasa valtoztathato) ha-
rom adat jellemzi: az R ellenallasa, a rajta es6 U pillanatnyi fesziiltség és a P
pillanatnyi teljesitmény. Kozottik az

U*=P-R (%)

Osszefiiggés all fenn.

Ha grafikusan abrézolni akarjuk, hogy melyek a harom mennyiség Gsszetar-
tozé értékei, a kovetkezdt tehetjik. Az R ellenéllas rogzitett Ry értéke mellett
abrazoljuk az (UP) koordinata-rendszerben az osszetartozo (U, P) parokat a
P = R%)U 2 formula alapjan. Ezzel egy paraboladgat kapunk az U > O, P >0
siknegyedben. Mas-mas ellenallasértékekre ajabb paraboladgak adodnak (lasd
az 1. abrat). Ha arra vagyunk kivancsiak, hogy U rogzitett Uy értékéhez az
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Osszetartozo (P, R) értékeket hogyan olvashatjuk le, akkor is a fenti abrat hasz-
nalhatjuk. Az U = Uy egyenletii egyenes valamely pontjaban az ott athalado
vizszintes egyenes, illetve paraboladg mutatja, hogy milyen P és R értékek tar-
toznak Ossze e pontban. Hasonl6t mondhatunk el a P = Py egyenes pontjair6l
is.

Megallapithatjuk, hogy a nyilt els6 siknegyedben a (*) formula helyett 3 gor-
besereget (a vizszintes, a fliggsleges félegyeneseket és a paraboladgakat) hasz-
nalhatunk fel az Gsszetartozo értékharmasok meghatarozasara.

Mivel egy ilyen (tgynevezett gorbesereges) diagram segitségével barmely két
Osszetartozo értékhez meg tudjuk hatarozni a harmadikat (amennyiben az egyes
gorbeseregek elég stirtin be vannak rajzolva), ezeket gyakran szdmoloabranak is
nevezik.

Milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek a szamolodbrak? A harmadik adat
egyértelmi meghatarozhatosagahoz nyilvanvaldéan sziikséges, hogy a siktarto-
many minden pontjaban mindhérom seregbdl éppen egy goérbe menjen &t, és
hogy azonos sereghez tartozé gorbéknek ne legyen kozos pontja. Az abrank ez-
zel egy olyan halozat szerkezetét mutatja, amelyben a hosszanti és keresztszalak
mellett harant is haladnak fonalak. Ezért nevezik méas vonatkozasban az ehhez
hasonl6 geometriai konstrukciokat 3-széveteknek.

A halozatok geometriajanak egy matematikailag érdekes jellemzéje az, hogy
a geometria és az algebra fogalmai taldlkoznak benne, s ezen tul egyik {6 eszko-
ziink az analizis.

Halozatnak tehat harom gérbesereget neveziink, amelyek kiilon-kiilon egy-
rétiien fedik le a sikot, és paronként héalozatot alkotnak a koznapi értelemben:
barmely két fonal mindegyikének pontosan egy metszete van, és ezen at a har-
madik gorbeseregnek is megy at goérbéje.

E kis dolgozatban az a célunk, hogy negvizsgaljunk egy kissé specialisabb hé-
lozat osztalyt. E halozatot majd geometriailag adjuk meg, a kiilon (specialitast
kifejezs) feltétel algebrai természeti lesz, s e specialis halozat tulajdonsagait az
algebrai és geometriai jellemzés utan, illetSleg azzal parhuzamosan az analizis
nyelvén fogalmazzuk meg.

Egy gorbesereg megadéasanak kézenfekvé modja, hogy egy kétvaltozos fiigg-
vény szintvonalait tekintjiik (2. dbra). Vagyis a z = F(z,y) fuggvénybdl adodo
z = F(z,y) = c egyenlet minden c-re egy gorbét ad, ahol ¢ egy intervallumot
fut be, amely lehet végtelen is. Ha az F' fliggvényr6l feltessziik, hogy differenci-
alhato (totalisan) a D értelmezési tartomany minden pontjaban (ezért mindkét
valtozojaban folytonosan parcialisan differencialhato), akkor egy ilyen szintvo-
nal sereget az (xy) sikra a z-tengely iranyabol vetitve, e koordinatasikban egy
egyparaméteres gorbesereget kapunk, amelynek F(z,y) = ¢ és F(x,y) = co
gorbéi sosem metszik és nem is érintik egymast, ha ¢ # co.

A 3-halozat fogalma erre az esetre most mar kénnyen megfogalmazhato.

1.1. Definicié. Az (xy)-sik D (egyszeresen) Osszefiiggs tartoméanyan a harom
kétvaltozos, O osztalyt z = Fi(z,y) fiiggvénnyel megadott
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2. abra.

gorbesereg egyiittesét 3-hélozatnak nevezziik, ha

SZ1. A D minden pontjan athalad mindegyik seregnek pontosan egy gorbéje.
(Azonos gorbesereghez tartozo gorbék nem is metszik és nem is érintik
egymast.)

SZ2. Kiilonb6z§ sereghez tartozé gérbék pontosan egy pontban metszik egy-
maést.

SZ3. Minden gorbe sima.

Az SZ1. feltétel zarojelbe tett részérsl a definicié el6tt mar megjegyeztiik,
hogy mindig fennall, ha a halozatot F(z,y) fuggvényekkel adjuk meg. Az SZ2.
feltételbe azt is belefoglaltuk, hogy kiilonb6z6 sereghez tartozé gérbék nem is
érinthetik egymast. Az SZ3. feltétel nem ujabb, csak kiilon is megfogalmaz egy
tulajdonsagot, amely az F; fiiggvények differencialhatosagéanak kovetkezménye
(gbrbe simasagan az 6t megado fliggvénynek a differencidlhatosagat értjiik, akar
implicit, akar explicit megadasrol van szo).

Az egyszertibb targyalas érdekében feltessziik, hogy Fi(z,y) = x és Fa(x,y) =
=y, azaz az elsl sereg az x-tengellyel, a masodik pedig az y-tengellyel parhuza-
mos egyenesekbdl all, tovabba hogy az origd D-ben van. (Be lehet bizonyitani,
hogy alkalmas — folytonosan differencialhaté — koordinéta-transzformacioval
tetszoleges 3-halozat ilyenné tehetd, de ez meghaladnd e cikk kereteit.) Fel-
tessziik még, hogy a harmadik sereghez tartozé barmely gorbe az origotol egy-
forma tavol metszi a koordinata-tengelyeket, valamint hogy a halézat D tarto-
méanya tartalmazza a tengelyek pozitiv félegyeneseit.

1.2. Definicié. A fent felsorolt feltételeknek megfelels 3-halézatot Wy-halézatnak
nevezzik.



J. Kozma: Asszociativ hdlozatok geometridja

A g index jeldli, hogy a harmadik sereg gorbéi (implicit alakban megadott)
fiiggvények grafikonjai (szintvonalai). A tovabbiakban F-fel fogjuk jeldlni a har-
madik gorbesereget megado6 fiiggvényt. Az F(x,y) = z implicit fliggvényt exp-
licit alakban ugy fogjuk irni, hogy f.,(z) = y. A 2o index arra utal, hogy ez a
gorbesereg zg allando értékhez tartozdé — azzal megparaméterezett — gorbéje,
vagyis F(c, f+,(2)) = zo minden z-re.

2. A W,-hal6zatok tulajdonsagai.

Egy konnyt, de fontos észrevétel a kivetkezs.

2.1. Allitas. Egy W,-hdlézat harmadik seregének F(x,y) = z alakban meg-
adott gorbéi szigorian monoton fogyo fliggvények grafikonjai.

@ (x,5%,)

®

.
X, Xy X3=X0Xy

3. abra.

Az olvasonak elég megfigyelnie, hogy ezek a grafikonok nem metszhetik két-
szer sem a vizszintes, sem a fligg6leges koordinata-vonalakat.

Egy Wg-halozat segitségével 6j miiveletet vezethetiink be az z-tengelynek a
tartomanyba es6 félegyenesén. Az xq oxo = w3 “szorzat" eredményét tgy kapjuk
meg, hogy az (x1,x2) pontra illeszkedd grafikonnak megkeressiik az x-tengelyre
es6 (x3;0) pontjat. A 3. d4bran szamoztuk az x3 meghatarozasanak lépéseit.

Ko6nnyen megallapithatok a “o" karika mtvelet tulajdonsagai.

A o mivelet balrol megoldhato adott b és ¢ esetén, ha a ¢ = z o b egyenlet
x-re megoldhato, vagyis létezik olyan a, amelyre ¢ = a o b fennéll. Ha pontosan
egy ilyen a van, akkor a megoldhatosag egyértelmt. Hasonléan, jobbrol meg-
oldhatosagon azt értjiik, hogy a ¢ = a o y megoldhato, vagyis létezik olyan b,
amelyre ¢ = a o b teljesiil. Az egyértelmii megoldhatosag ezittal is b unicitasat
jelenti.

Az e-t egységelemnek nevezziik, ha barmely = esetén az roe =coz =z
azonossag érvényes. Ilyenkor a “o" miiveletet egységelemesnek mondjuk.
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a) b)

4. abra.

2.2. Allitas. A “o" szorzdsmivelet
1) balrdl és jobbrdl egyértelmien megoldhatd,

2) egységelemes, egységeleme a 0.

Bizonyitds. . A “o" balrél egyértelmiien megoldhato muvelet. Tekintsiik a ¢ = xo
o b formulat. A “o" miivelet definicidja szerint egyértelmiien megszerkeszthets
az ¢ érteék. A szerkesztési lépéseket szamozva a 4.a) dbra mutatja. Az abrabol
kiolvashat6, hogy a megszerkesztetten til semmilyen tovabbi z-re az egyenlGség
nem allhat fenn. A miiveletiink jobbrol valé megoldhatosaga és az egyértelmiiség
hasonloan lathato. A szerkesztési sorrendet a 4.b) dbran kovethetjiik végig. Az
5. abran jol latszik, hogy a “o" egységeleme a 0. O

N
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Oox=Xx Xo0=X

5. abra.

2.3. Definicid. Egy kétvaltozos miiveletet a fenti 1)-2) tulajdonsagokkal loop-
nak (ejtsd “lap") neveziink.

A loop fogalma igen kozel 4ll a csoporthoz, hiszen csak az asszociativitas hi-
anyzik: egy asszociativ loop csoport. Példaul az 6sszeadéas és a szorzas csoportot
és igy természetesen loopot ad (az utobbi csak a pozitiv szamok halmazan).

A fentiek alapjan nyilvanvalo az az észrevétel, hogy
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2.4. Allitas. Egy Wy-hdlozat dltal definidlt mivelet olyan loop, amelynek egy-
ségeleme 0.

Mivel a Wy-hél6zatok loop-okat definidlnak, felvet&dik a kérdés, hogy mi a
helyzet forditva. Az Osszeadés és a szorzas esetén konnyen megkonstrualhatjuk
az Gket generaldo W -héalozatot.

Lassuk elGszor az Osszeadast. A 3. sereg gorbéi azok az egyenesek, amelyek
egyenletei x +y = 2o alakiak, ahol a zy konstans minden valés értéket felvehet.
Tehat a 3. sereg +135° iranyszogd egyenesekbdl all.

A szorzas esetében a D tartomany nem lehet az egész koordinata-sik. Az
x -y = zo egyenletd hiperbolak ugyanis nem elégitik ki a halozat egyik feltételét
sem. Ha azonban megszoritjuk a Wy-halézat D tartomanyat az x > 0, y >
> 0 siknegyedre, akkor ezek a problémak a tengelyeknek az (1,1) pontba valo
eltolésaval elttinnek. Eredeti koordindta-rendszeriinkben a 3. sereget tehét az

(x—1)-(y—1)=2+1

egyenletd gorbékkel kell megadnunk. (A jobb oldali konstans +1-gyel valo elto-
lasa azért torténik csak, hogy zg is a (0, +00) intervallumot futhassa be, s ezaltal
loop-hoz juthassunk.) Ekkor a generalt “o" miivelet zoy = (x 4+ 1) - (y+ 1), és
a (—1,00) intervallumon van értelmezve.

Ha a szamegyenes valamely félegyenesén adott egy tetszGleges loop az e
egységelemmel és a “o" miivelettel, akkor a megfelels Wj,-halézat 3. gérbeseregét
a fentihez hasonlé modon az (z —e) o (y — e) = zo + e egyenlet adja meg.

2.5. Allitas. Egy Wy-hdlozat €s eqy o miveletd L loop kélcsondsen meghatd-
10220 egymdst.

A W,-halozat loop-janak miveletét jeloljitk o-val. Az asszociativitas feltéte-
le:

(roy)oz=wzo(yo2) (1)

Hogyan fogalmazhato at ez a feltétel a haloézatunkra? Nézziik el6bb, hogyan
fogalmazhato meg egyszertien az xoy = z Osszefiiggés: az (x, y) pontra illeszkedd
gorbe (a 3. seregbdl) a (z,0) pontban metszi az z-tengelyt (6.a) abra).

Eszerint x1 0 y; = x5 o yo(= 2) akkor és csak akkor, ha az (x1,y1) és (x2,y2)
pontok ugyanazon a 3. sereghez tartoz6 gérbén vannak, amely az z-tengelyt a
(2,0) pontban metszi (6.b) abra).

Az (1) osszefiiggésnek tehat az felel meg, hogy az (z oy, 2) és az (x,y o 2)
pontok ugyanarra a 3. seregbeli gorbére illeszkednek. A 7. dbran a megfelels
gorbéket tiintettiik fel. Rendre felvettiik az A(y,0), B(0,y), C(x,y), D(x o y,0),
E(y, z), F(0,yo0z) pontokat s végiil a G(x,yo0z) és a H(x oy, z) pontot. Az (1)
teljesiilése lathatoan abban fejezédik ki, hogy az ABCDEFGH egy téglatest
“perspektivikus" képének megfelels cstcsai. Az asszociativitas geometriai felté-
tele tehat az, hogy a halézat gorbéi altal felvehetd fenti 8 pont tetszéleges x, v,
z esetén ugy helyezkedjen el, hogy egy “téglatest" halozata zarédjon: a pontok
paronként egy-egy élre illeszkednek, amelyek a halézat gorbéi.
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7. abra.

3. Asszociativ W, -halézatok

A rovidség kedveéért a tovabbiakban ahelyett, hogy “asszociativ loop altal gene-
ralt Wy-halézatrol" beszélnénk, réviden “asszociativ Wy-hélozatot" mondunk.
A 3. sereghez tartozd gorbéket “3-gérbének" fogjuk hivni.

Az el6z6 geometriai jellemzés utan kézenfekvs a kérdés: milyenek az asszocia-
tiv Wg-halozatok 3-gérbéi? Ezekrsl annyit mar tudunk, hogy szigorian monoton
fogy6 fiiggvények grafikonjai, amelyek a téglatest zarodasat teljesitik, de szeret-
nénk megadni az asszociativ loopokat (csoportokat) szolgaltatd z = F(z,y)
fiiggvényeket. Két példat mar lattunk: az Fi(x,y) = z + y az Osszeadast és
Fy(z,y) = (x — 1)(y — 1) a szorzést adja.

3.1. Tétel. Egy asszociativ Wy-hdlozat kommutativ: xoy = yox, igy a 3-gorbék
az Yy = x egyenesre tengelyesen szimmetrikusak.

Az allitast tobb lépésben igazoljuk. Az asszociativitasra tekintettel egy x
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elemet k-szor véve, és tetszbleges zarojelezéssel Osszeszorozva mindig ugyanazt
kapjuk. Az eredményt x*-val jel6ljiik, és az = elem k-adik hatvanyanak nevezziik.
Ebbdl kézvetleniil adodik a

3.2. Allitas. Bdrmely x elemre (az intervallumhoz tartozo szdimra), k és 1 ter-
mészetes szdmra

xkoxl:xloxk .

Ezt kissé masképp fogalmazva:

3.3. Kovetkezmény. Mindazon u és v elemek, amelyek ugyanannak a w-nek
valamilyen hatvdnyai, a szorzatban felcserélhetdk. Vagyis ha uw = w* és v = w',
akkor uov =wvou.

Az olyan pontokat, amelyek x és y koordinatai ugyanazon elem hatvanyai,
hatvanypontoknak fogjuk nevezni. A fenti kévetkezmény geometriai tartalma
igy a kovetkez6.

3.4. Kovetkezmény. Ha egy hatvdnypont illeszkedik egy 3-gorbére, akkor e
gorbén rajta van e pontnak az y = x egyenesre szimmetrikus hatvdnypont pdrja
is (a koordindtdk cserélédnek fel).

Ezt az észrevételt fogjuk felhasznélni tétellink bizonyitésara, amelyet egy
tovabbi részallitassal folytatunk.

3.5. Allitas. Legyen y) < yo < yi. Ekkor az (xq,y0) pontra illeszkedd g 3-
gorbét az (xo,y) €s az (xo,y))) pontokra illeszkedd g’ és g 3-gorbék kizrefogjdk :
barmely x esetén (x,y') € ¢, (z,y) € g, (x,y") € ¢"-b6l az kivetkezik, hogy y' <
<y<y’.

ylol
Yo
VO Q

g 8%

g x.y)
(X\V)
X, X X \ X"
8. abra.
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Szemléletesen szolva, ha egy helyen a ¢’ 3-gorbe (a g” 3-gorbe) a g alatt (f6-
16tt) van, akkor mindeniitt alatta (folotte) halad (1d. a 8. 4brat). Ez egyszertien
az S71. feltétel atfogalmazasa.

A kozrefogas “vizszintesen" is megnyilvanul. A megfogalmazas és igazoléas
hasonl6 az el6z6hoz.

3.6. Allitas. Legyenck g, g', 9" a Wy-hdldzat 3-gorbéi, (z0,30) € g, (z0,p) €
€d, (zo,yy) € 9", yo < yo < yl. Ha valamely x esetén (x,y) € g, (¢',y) € ¢,
(z",y) € ¢", akkor ' <z < a”.

Bizonyitds. . Az igazolashoz elég azt észrevenni, hogy a g, ¢', ¢g” szigorian
monoton cstkkenése miatt a feltételek mellett ¢'(z) az y értéket z-nél kisebb
helyen, mig ¢”(x) ugyanezt az y értéket az z-nél nagyobb x” helyen veszi fel
(Id. most is a 8. abrat). O

A fentiek szerint tehat, ha (z,y’) € ¢’ és (x,y”) € ¢” olyan hatvanypontok,
amelyek kozrefogjak a vizsgalt g gorbe (z,y) pontjat (vagyis v/ < y < y”),
akkor az (y',z) € ¢’ és (y’,x) € ¢" hatvanypontok kozrefogjak a g gorbe (g, x)
pontjat (vagyis g(g) = x) és az (y, z) pontot is. Ez a kozrefogés adja a bizonyitas
kovetkezd 1épéséhez az Gtletet.

3.7. Otlet. Ha lenne a g gorbe tetszéleges (z,y) pontjdhoz tetszdlegesen ko-
zel alatta, illetve folotte levd (x,y') és x,y") hatvdnypont, akkor e gorbe (;x)
pontja olyan (y',x) és (y",x) hatvinypontok kiézé esne, amelyek az (y,x) pon-
tot is tetszdleges pontossdggal zdrjdk kézre. Kovetkezésképpen az (g, x) és (y, x)
pontoknak egybe kell esnitik, ami bizonyitand g szimmetridjdt.

A tovabbiakban a bizonyitast nemnegativ koordinataju pontokra végezziik
el, és feltessziik, hogy minden el6forduld értékre a megfelel6 pont a D tarto-
manyban van. Egyéb esetekben a kdvetends eljaras hasonlo, és az olvasdé maga
is konnyen végrehajthatja azt.

Néhany egyszerti megallapitassal kezdjiik e gondolatmenet részletes kifejté-
sét.

3.8. Allitas. Az F(x,y) = x oy fiiggvény mindkét vdltozdjdban folytonosan,
szigorian monoton névekvd.

Bizonyitds. . A folytonossag és differencidlhatosag a Wy-halozat feltételei kozott
szerepelt. A névekedéshez elég megmutatni, hogy z1 o y1 < xg 0 Yo, ha 1 <
< x9, y1 < Y2, és nincsen egyenlség egyszerre a két esetben. Az (zq1,y1) és
(z2,y2) pontok elhelyezkedésébsl kovetkezik, hogy ha a két pont koordinatai
koziil legalabb az egyik eltérd, akkor az els6 és a masodik pontra illeszkeds gy
és go gorbe koziil a go halad {6liil, mert az (z2,y1) pontra illeszkedd gio gorbét,
5. 6s a 6. Allitas szerint a g, és go kozrefogja. Ha viszont go(z) azonos y értéket
mindig nagyobb z-nél ér el, mint ¢;(z), akkor az y-tengelyt is nagyobb z-nél
metszi, amiért r; o y; < T3 0 Ya. O

3.9. Allitas. Az z* hatvdny rogzitett k természetes szam esetén az = alap foly-
tonosan szigorian monoton névekvd fiigguénye.
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Bizonyitds. . Az x* hatvanyt szamitsuk ugy ki, hogy z¥ = ( .. ((xox) ox) 0...0

° x) Az zox a 7. Allitas szerint z-szel szigortian monoton (folytonosan) ns. A

kovetkezd kéttényezss szorzat, (zox)ox a névs xox-szel, illetve az x-szel szintén
igy valtozik. Ezt folytatva (szigorian véve teljes indukciot végezve) kapjuk az
allitast. O

3.10. Allitas. Az z* hatvdny a kitevével szigorian monoton mddon novekszik,
és minden pozitiv értéknél nagyobb értéket felvesz.

Bizonyitds. . Legyen x > 0 rogzitett szam és k; < ko. Ekkor zF1 = 251 00 <
< kv ogheki = k2 &5 ez az allitas elss felét igazolja.

oy KX)

Xk Xk+1 7 ()(0,0)
9. 4bra.

A minden hataron tuli névekedés igazolasahoz indirekt modon tegyiik fel,
hogy z* korlatos, vagyis létezik A, hogy 2¥ < A minden k € N-re. Ekkor a
limg o0 2% = 29 < A hatarérték létezik (a szigortian monoton névekedés miatt).

Legyen  olyan, hogy T o x = xg teljesiiljon. Ekkor & < zg. Tudjuk, hogy
barmely k-ra zFT1 < zq, ezért 2* < &, és igy a hatarérték miatt xop < Z, és ez
ellentmondas. Bizonyitasunk geometriai tartalma a 9. abran jol latszik. O

A hatvanyfliggvényiink szigortian monoton névekedd tulajdonsagat hasznalja
ki a kévetkezd

3.11. Allitas. Minden xz-re és k természetes szimra létezik eqy és csak egy w
szdém, amelyre w* = x. Ezt a w szamot x/*-val jeldljik.

Bizonyitds. . A 8. Allitasbol azonnal kovetkezik, hogy ha Ry, az 2* képhalmaza,
akkor az Rpg-n létezik az inverz, és egyértelmid. Igazolnunk kell azonban még,
hogy Ry tartalmazza az x-tengelynek a D-be es6 részét, s ehhez elég, ha nagy

z-re ¥ is elég nagy lesz. De x < ¥ minden k € N-re igaz, igy ez nyilvanvalo. [

Mivel az  + z* fiiggvény monoton és folytonos, lathatjuk, hogy

3.12. Kovetkezmény. Az x — T fiigguény szigorian monoton névd, folyto-
nos, és x — 0 esetén 0-hoz tart.

10



J. Kozma: Asszociativ hdlozatok geometridja

A hatvanyozas és az 2% definialdsa utan értelmezhetek az z% tortkitevds

hatvanyok, ahol [ és k természetes szamok: Th = (:131/ k)l. A fentiekbdl azonnal
adédnak e hatvany kovetkezd tulajdonsagai.

3.13. Allitas. Az z — o hatvdany az alapnak szigorian monoton novd, foly-
tonos fiigguénye, és a kitevdvel egyiitt szigorian monoton nd.

Bizonyitds. . Mivel mind az x +— 2%, mind az z — 2! szigortian monoton és
folytonos, a szorzatleképezés is ilyen lesz.
A kitevére vonatkozo allitast a kovetkezoképpen igazolhatjuk. Legyen 11711 <

< 1%, (ki,li € N). Ekkor liky < lok, s ezért 2% < z2F1 2 9. Allitas miatt. Az

r — x* szigorian monoton névekedése miatt ezért

liko laky

k1 ke k1 k
x kFik2 < g 1hka

N la
vagyis xF1 < xF2. O
Most méar hozzalathatunk egy (x, y) ponthoz alulrél és folilrsl tarto (wPi, wd)
hatvanypont sorozatok megkonstrualasihoz, amelyek létezése az Otlet szerint
mar elegend§ az 1. Tétel igazolasahoz.

Az 1. Tétel bizonyitasa. Tekintsiik a g gorbén az (x,y) pontot. Legyen k > 1
természetes szam, tovabbé legyen w = TF. Jelolje | azt a természetes szamot,
amelyre w! <y < w!t! teljesiil. Ilyen [ a 9. Allitas miatt mindig van. Azt akarjuk
elérni, hogy mind w!, mind w'*! minél kozelebb legyen y-hoz. Vildgos, hogy a
w alapot kellene csokkenteniink gy, hogy azért x még w hatvanya maradjon.

A w,, = z7% sorozatot tart a 0-hoz (a 9. Allitas alapjan), mikézben
minden w,,-nek hatvinya. Legyen [,,, az a kitev6, amelyre

wlmm <y< wf,";ﬁl .
Bebizonyitjuk, hogy a [w'm, w!=*1] intervallum hossza 0-hoz tart. Ezt mutatja,
hogy

Im+1 S L +1 -1
Wy, =Wy =W, O @y, — Wy 0w, <

1 -1
gyowm—yow;ll:yow——yowW
m

és wm — 0 (ez a 10. és 9. Allitas kovetkezménye).
Eszerint (wy,, wln) — (z,y), amiért

a:oy<—111:,’1%31111[;1"‘:u)f;lnou;Zi—)yoac7

tehat oy = y o x, amint allitottuk.

A kommutativitas ismerete segiteni fog abban, hogy az asszociativitasra egy
szitkséges és elegendd feltételt fogalmazzunk meg.
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3.14. Tétel. A W, hdlézat o mivelete akkor és csak akkor asszociativ, ha létezik
kétszer folytonosan derivdlhato y = ¢(x) figguény az aldbbi tulajdonsdgokkal :

t) ¢(0) =0
1) @ invertdlhato (szigorian monoton), és

wm) xoy = F(z,y) = ¢ (o) + ¢(y)) birmely T-beli z, y, z szdm esetén,
ahol T az x-tengelynek a D tartomdnyba esd része.

Bizonyitds. . Ha ¢ teljesiti 1+ — —u-t, akkor Wy nyilvan asszociativ:

(oy) =9 '(plzoy) +¢(2)) =" (¢ (¢ (e(x) +¢(¥)) + ¢(z) =
=0 e@)+e@) +e(2) =0~ " (@) +¢ (¢ (e(y)+0(2)) +o(2) =
= p(x) +plyoz)) =xzo(yo2).

A forditott allitashoz vegyiik az asszociativitast kifejez6
F(F(x,y),z) :F(JZ,F(y,Z)) (1)

egyenletet. Az F-re felirt implicit (2) Gsszefiiggés helyett F-et valamilyen téle
fliggetlen leképezések segitségével szeretnénk elGéllitani.

Derivaljuk a (2) egyenletet x, majd z szerint a 0-ban. Minthogy az egyes
valtozok hol az els6, hol a mésodik helyen allnak az F' argumentuméaban, az
egyértelmtiiség érdekében az elsd, ill. masodik argumentum szerinti parcialis de-
rivaltakat 01-gyel, ill. Os-vel jeldljiik. Eredményiil a kovetkezdt kapjuk:

alF(F(an)az)alF(Ovy) = alF(OvF(y7Z))(3)
aQF(F(xvy)aO) = 82F(x,F(y,O))82F(y,O)(4)

Ha itt az F(0,y) = y és F(z,0) = x Osszefliggést is figyelemebe vessziik,
akkor
alF(yaz)alF(Ovy) = alF(OvF(yvz))
62F<F($7y)a0) = 82F($7y)82F(y70)

adodik. Ha y = x és z = y, ebbdl a

O F (z,y)01F(0,2) = 0L F(0, F(x,y))(3)
2 F(F(2,),0) = D F(x,y)0:F(y,0)(4")
(3)
egyenletek adodnak.
A tovabbi szamitasinkhoz sziikség lesz egyes parcialis derivaltak adott he-

lyeken felvett értékeire. Mivel F(x,0) = =z, ezért 0;F(x,0) = 1. Hasonloan
O F(0,y) = 1.

12
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Sziikségiink lesz még a
01F(0,y) #0 (5)

osszefiiggésre. A zg = F(x, fz,(2)) egyenlet derivaltja az z = 0 pontban

d d
dx (F(x’fwo(x)))‘mzo = %ZO\x:O =0.

A Kkijeldlt derivalasokat elvégezve kapjuk, hogy
NF(0, f2,(0)) + 02F(0, £,(0))f,(0) = 0.
Tekintettel arra, hogy f.,(0) = 2o, az adodik, hogy
O F(0,z0) + 02 F(0, z0) 2, (0) = 0.

Mivel barmely z € Z-re fL(0) # 0 (f, szigorian monoton!), és 2 F(0,z) = 1,
azt kapjuk, hogy
O F(0,2) = —f.(0) # 0,

amint (5)-ben allitottuk.
Hasznéalni fogjuk még a kommutativitast kifejezd

O1F (z,y) = 02F (y, @) (6)

azonossagot.
Az (5) alapjan definialhatjuk a

_ dy
Gl = / 9F(0,7)

egyvaltozos és a
P(z,y) = G(F(z,0)) — G(z) — G(y) + G(0)

kétvaltozos valo fiiggvényt.
Az utobbi parcialis derivaltjairol belatjuk, hogy mindeniitt 0-val egyenlGek,
s ezért ®(z,y) értéke allando, mégpedig 0. Valoban,

L a(a,y) = G (Fla,y)or Flay) — G () =
1 1

- 61F(0,F(x,y))alF(I’y) T 0F(0,z)

1 1

= F R ) .
o Fa o Fo 0 @Y - 5 Fo D (3") szerint
=0

81(13(.73,2./) =

13
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Tovabba

D F(x,y) — =—=—— = (6) szerint

0 F (z3y) — = (4') szerint

1
02 F(x,y)02F (y,0)
- F(y,0) 01F(0,2)  9F(0,y) 91F(0,2)
=0

—_
—_

= (6) szerint.

Eszerint ® konstans, és értéke csak 0 lehet, hiszen F'(0,0) = 0 miatt

3(0,0) = G(F(0,0)) — G(0) — G(0) + G(0) = 0

teljesiil. Méas szdval

G(F(z,y)) = G(z) + G(y) = G(0). (7)

Allitjuk, hogy a ¢(x) = G(x) — G(0) fiiggvény teljesiti a tétel feltételeit :
1) #(0) = G(0) = G(0) = 0.
1) @' (z) # 0 a 0 valamely kornyezetében, hiszen ¢’(0) = 1/0,F(0,0) = 1.

12) a ¢ definicioja szerint

p(F(r,y)) = G(F(2,y)) - G(0) = G(2) + G(y) — G(0) = G(0) = ¢(2) + ¢(y).

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O

3.15. Kovetkezmény. Egy W, hdlozat dltal meghatdrozott o miveletid csoport
1zomorf a valds szamok dsszeadds csoportjdval.

Bizonyitds. . Ez a tételben szerepls ¢ fliggvény tulajdonsagaibodl kévetkezik,
hiszen azok éppen azt jelentik, hogy ¢ a kérdéses izomorfizmus. O

Figyelembe véve a 4. Allitasunkat, az alabbihoz jutunk.

3.16. Kovetkezmény. Minden, a valds szamegyenesen értelmezett csoport izo-
morf az 6sszeaddssal.

Mas szoval: Egyetlen egydimenzios csoport 1étezik!
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