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Probléma a teniszpalyan*

Kozma JOZSEF

1. Bevezetés

E nyar utolsé szombat reggelén teniszmeccset jatszottam zenész ismerGsommel.
A taldlkozé szokdsosan bardti mederben zajlott. Az els6 jatszma vége felé egy
térfélcserénél a kovetkez6 problémaéval fordult felém.

— Ugye te fizikus is vagy, és taldn megoldast adsz egy problémara. Megfigyeltem,
hogy a magammal hozott és a taskdm mellé a padra kitett vizespalack stabilitdsa
csOkken, ahogyan fogy beldle a viz, és ha nagyobb a szél, egy id6 utan fel is dol.
Elgondolkodtam azon, hogyan valtozik a sulypont magassaga és ezzel a palack bo-
rulékonysdga a benne 1év6 viz mennyiségétél fliggben. Az szamomra is nyilvanvald,
hogy ahogyan elkezdem kortyonként kiinni a vizet, a stulypont is elkezd leszéllni.
De az is nyilvanvald, hogy a teli és az {ires palacknak ugyanott van a silypontja.
Tehat az kézenfekvé, hogy a silypont magassdga egy darabig csokken, majd djra
novekszik. No de hogyan fiigg a palack és a viz tomegétdl ez a valtozas?

A jatszma végére készen alltam egy valasszal a leiré fiiggvény jellegét illetGen,
a részletes kalkulaciohoz azonban papirt és tollat kellett elévennem. A kérdés leko-
totte a figyelmemet, igy a meccs rament, de egyaltaldn nem bantam, hiszen partne-
rem felvetése jabb bizonyitékkal szolgélt arra, hogy kornyezetiinkben akarhol, még
a teniszpalyan is taldlkozhatunk a matematika segitségével jol targyalhaté és egé-
szen konnyen megoldhaté problémaval. Természetesen kell hozzé egy jé megfigyeld,
a fizikai és matematikai fogalmakkal tisztaban 1évé muzsikus...

* Koszonettel tartozom Lendvai Gydrgynek, aki ezt az érdekes problémat felvetette. Kiilon ko-
szondém Kurusa Arpddnak a hasznos beszélgetéseket, a tartalmi és mddszertani tandcsokat a
probléma kibontédsa és a valasz megkeresése soran!
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2. A probléma fizikai és matematikai megfogalmazasa

A probléma lényegét nem érinti, ha a palackot szabdlyos hengernek vessziik, amely-
nek magassiga a. A henger palastja, alap- és fed6lapja legyen egyenld falvastagsag,
igy a tomegkozéppontja a henger szimmetriakézéppontjaban, a forgastengelyen, az
alaplaptoél a/2 magassdgban van. A hengerben 1év8 viz magassdga legyen m = za
(z € [0,1]). Mivel a viz alakja maga is henger, mégpedig az el6z8 henger része, az
m magassagu vizhenger tomegkdzéppontja a hengerek kozos szimmetriatengelyén,
az alaplaptol m/2 tdvolsdgra van. Legyen a palack tomege ¢, a palackot teljesen
kitolté vizhenger tomege T'. Akkor az m magassagu vizhenger tomege xT.

A palackbdl és a benne 1év6 vizbdl 4116 rendszer S témegkozéppontjat a palack
Sp és a vizhenger S, tomegkozéppontja, valamint az ezekhez rendelt tomegek ha-
tarozzak meg. Ha x = 0, akkor a viz tomege 0, és az S tomegkdzéppont megegyezik
Sp-vel, de © = 1 esetén (vagyis amikor még nem hidnyzik a vizb6l) S, = S, = S.

3. Az S témegkozéppont helyét leird fiiggvény meghatarozasa
Amint az ismert, az S tomegkdzéppont az S, és S, tomegkdzéppontokat Gsszekotd

szakaszon van, és azt a tomegek ardnyaban osztja, vagyis

0 S5, _ T
SuS t

Spea/2
S'f(}vg

Sy, pm

1. dbra. A rendszer tomegkozéppontja

Eszerint az S tomegkozéppont tavolsaga az alaplaptdl az x fuggvénye. Jeldlje
ezt a keresett fligvényt f(x). (Ldsd az 1. abrét.)

Az S, az S, alatt van a szimmetriatengelyen (csak = 1 esetén egyeznek meg),
S pedig a kettd kozott, ezért

2) d(S,, S) +d(S, S,) = (% -~ g) a.
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Az (1) egyenl8séghbdl azt kapjuk, hogy
T
d(S, ) = —d(S. ),

amit behelyettesitve a (2) egyenléségbe

d(S,, 9) (1+§> —(-a)- 8

adddik. Ugyanez rendezve

As S_%(l—x)_%(l—a:)_at 1—xz
(S, 8) = 14+ 2L~ tfaf 75?%_,_%'
t t

Jél latszik, hogy nem a két tomeg kiilon-kiilon, hanem csak azok ardnya jatszik
szerepet. Ha bevezetjik az ardnyra az 7 = t/T jelolést (és megjegyezziik, hogy ez
az érték mindig pozitiv), akkor behelyettesitéssel a keresett f(x) érték

m za a 1l—=x
= — d v = — — ’
J@) =5 +dS0.8) =5+ 57
vagy ugyanez egy kissé atalakitott formaban
1
(3) f@) =5 |(r+2)+ 77(::3:) ~ ra.

4. A fliiggvény vizsgalata

Az f fuggvényt a [0, 1] intervallumon értelmezziik. Lathatjuk, hogy a bevezetésben
emlitettnek pontosan megfeleléen f(0) = f(1) = 1/2.

Alapvetd fliggvénytani megdllapitds, hogy mivel f a [0, 1] zart intervallumon
folytonos, ezért felveszi széls6értékeit. Mi a fizikai kép alapjan mar tudjuk, hogy az
S tomegkozéppont nem lehet magasabban mindkét S, S, tomegkdzéppontnal, igy
a maximum értéke éppen a/2, és f ezt az értéket veszi fel az intervallum végpontja-
iban. Ugyancsak lathato, hogy a tomegkdzéppont minden més értékre lejjebb lesz,
hiszen S, lejjebb lesz, S pedig a palack és a viz tdmegkozéppontja kozott van.

Keressiik meg a lehetséges szélsértékek helyét elészor a rutin eljarassal. Deri-
valjuk a fuggvényt (3) alapjan:

(@ =5 (1-7553).

(T +x)?
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Az f'(x) = 0 feltételbdl azt kapjuk, hogy
(7 +2)* =7(r +1),

vagyis
Tio=—-TE V712 +T.

Mivel z nem negativ, és 7 pozitiv, csak az
(5) T =V1i+T—1T

gyOk lehetséges. Ellendrizniink kell, hogy ez a [0,1] intervallumba esik-e. Ennek
sziikséges és elegend? feltétele, hogy 0 < z1 < 1 legyen, vagyis

0<vVr2+r—7<1,

atrendezve
T<VT(r+1) <7+1.

A pozitiv \/7(7 + 1) értékkel osztva ez ekvivalens azzal, hogy

T-|-1 \/

ez pedig igaz, sOt lathatéan a szigoru egyenl6tlenség is teljesiil. Tehat ;1 a deri-
valt egyetlen zéréhelye a vizsgalt intervallum belsejében. A mésodik derivélt a (4)
formuldbdl szamithato:

woy_ T +1)
f (x)_a(T+x)3'

Ennek értéke az 1 = v/72 + 7 — 7 helyen

1" 2 _ . a
f (\/T +7 T) = T
Mivel 7 pozitiv, ez az érték is pozitiv, tehat f-nek minimuma van x;-nél, mas
szélsOérték pedig nincsen az intervallumban.
Ha nem a rutint kévetjiik, hanem a szamtani és mértani kozép kozti egyenlétlen-
séget alkalmazzuk, akkor a minimumot és helyét a kovetkezéképpen szamolhatjuk
ki. Induljunk ki az f fiiggvény (3) alakjabdl, és végezziik el az aldbbi becslést:

(T+$)+% \/ (T +1)
f(@)=a 5 Ta > a\/ (T + ) el

=a(y/T(r+1)—71).

(6)
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Alsé becslést kaptunk tehdt az f(z)-re, amely értéket f pontosan akkor veszi fel,
ha a kozép két tagja egyenls, vagyis
1
rrz=CFD
T+T
és ebbdl éppen ugyanazokat a gyokoket, illetve ugyanazt a minimum helyet kapjuk,
mint az (5) Osszefiiggésben.
Azt kaptuk tehat, amit a fizikai kép alapjan gondoltunk: ha a vizszint csokken
az a (\/ T24T— T) értékig, akkor a tomegkozéppont is siillyed, a vizszint tovabbi
siillyedése esetén azonban tjra emelkedik.

A

a

x ~ 0,366a

2. dbra. A minimum 7 = 1/2 esetén, z =~ 0,366a

Emeljik ki az elére nem vart, de éppen most kapott eredményt eddigi megfon-
toldsainkbdl! Azt kaptuk, hogy a legalacsonyabban 1évd tomegkozéppont a (6) becslés
eredménye szerint éppen az akkor a palackban lévd viz tetejénél van (ezt mutatja
a 2. dbra az 7 = 1/2 ardny esetére), akdrmilyen is a palack és az azt megtoltd fo-
lyadék tomegének ardnya! Ennek fizikal magyardzatét is adhatjuk (szdmolds nélkiil
is), ha vélaszolunk a kévetkezd kérdésekre. Merre mozdul el a témegkézéppont, ha
valamely kis mennyiségben még hozzdtéltink, illetve ha még kiveszink folyadékot?
Mi donti el az elmozdulds iranyat?
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5. Vissza a stabilitas problémajahoz

Meghataroztuk, hogy adott 7 = t/T tomegariny esetén akkor van legmélyebben a
tomegkozéppont, ha pontosan a(y/72 + 7 — 7) magasan van a palackban a viz, és
ekkor a tomegkozéppont éppen a vizszintre esik.

Am azonnal felmeriil a kérdés: hogyan fiigg a maximélis stabilitds eléréséig kii-
haté viz mennyisége a 7 ardnyt6l? Arra gondolhatunk, hogy minél kisebb a 7, annal
inkdbb a viz tomegkozéppontjahoz van kozel az egész rendszer tomegkozéppontja,
vagyis annal tobbet kell kiinni a stabilitas érdekében, masszoval a

g(t):=a(/T2+7—71)

fliggvény talan szigorian monoton novekva.
Valéban, egyszert atalakitassal kapjuk, hogy

(/72 T_T_a(\/72+T—T)(\/T2+T+T)
g(1) = a(v + )= VPt 4r

1
1+4/1+12

melybol lathatd, hogy ™ névekedésével ennek a konstans szamlaldoju, pozitiv értéki
tortnek a nevezoje csokken, tehat a tort névekszik.

Egy kérdés maradt. A 7 = t/T tomegardny névekedésével meddig né a legsta-
bilabb éllapotot (legalacsonyabban 1év6 tomegkozéppontot) adé vizszint a palack-
ban? S ha a 7 ardny csokken, milyen mélyen lesz a kérdéses vizszint? E kérdésekre
a

(7)

a

.
a =
THVTEHT

lim g(r) és lim g(7)

T—00 T—0

hatdrértékek adjak a valaszt. A (7) formulabdl azonnal latszik, hogy

1 a-0=0, hat—0,
g(r)zawrur—r):ai%{a.;
+1 2 '

V1412

Ertelmezziik az eredményt! Azt kaptuk, hogy ha a palack ¢ témege elhanyagolhat6
(nagyon kicsi) a palackot megtolté teljes vizmennyiség T tomegéhez képest, akkor
annal lejjebb van a tomegkozéppont, minél tobb vizet megiszunk. Ha viszont a
palack tomege végtelen (nagyon nagy) a vizéhez képest, akkor a témegkdzéppont
lényegében a magassag felénél marad.



6. A valésagban

A gyakorlati életben milyen 7 ardanyok fordulhatnak el6? Az alabbi tablazat néhany
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konkrétan el6forduld példat foglal Gssze.

folyadék és palack palack tomege folyadék tomege -
(9) (9)
i enary |,
udité tivegben 541 1500 0,036
tea termoszban 150 600 0,25

Az egyes esetekhez kozel all6 fiiggvények grafikonjait a 3. 4bra mutatja.

Lathatd, hogy minden egyes 7 esetén a tomegkozéppont magassagat leiré f
fiiggvénynek a [0, 1] intervallumon egy helyen van minimuma, a grafikonja egy-egy
hiperbola ive, tovabbd a minimum helyének és értékének megfelelé pont az y = x
egyenesre esik.

y/a (1,0.5)
05 Y=z
T =
0.4 1 T =0.
= 0.25
0.3 1
= 0.
0.2 — 004
0.1 4\ =40
X
+ + + + + + + + + +—p
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

3. dbra. Az f fiiggvény kiilonb6z6 7 értékek esetén és a minimumok egyenese

Modelltiink tehat jol miikodik, eredménye pontosan megegyezik a tapasztalata-
ink szerint elvartakkal.

Kozma Jozsef, SZTE Bolyai Intézet, 6720 Szeged, Aradi vértanik tere 1.,
kozma@math.u-szeged. hu



