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Projektiv metrikak Tipusok és jellemz&k
Minkowski-metrikak

Hilbert-metrikak

Hilbert IV. problémaja, 1900

Mai nyelven azt jelenti, hogy keressiik meg és osztalyozzuk az az n-dimenziés P"
projektiv tér valamely D részhalmazan értelmezett olyan metrikadkat, melyekre teljestil
a szigorl haromszog-egyenl&tlenség, vagyis nem kollinearis pontokra szigoriian

szubadditiv, kollinearis pontokra pedig additiv. Ezeket nevezziik projektiv metrikaknak.
v

Hamel (1901)

Harom osztaly: elliptikus, affin és hiperbolikus (maximalis kiterjedés: a teljes projektiv
tér, annak egy affin része, valamely affin tér szigortian konvex része).

A

Busemann (1961)

Altalanos konstrukci6. Alap: Crofton-tétel. Gorbe hossza = 6t metsz6 egyenesek
halmazanak mértéke/2. Az eljaras minden projektiv metrikat megad. (Pogorelov,
1973; csak sikban, Szabé (1986) minden metrika, minden dimenzié)

| \

Beltrami tétele, 1865

Ha egy sikbeli projektiv metrika Riemann-féle, akkor konstans Gauss-gorbiiletii. Tehat
ekkor csak az elliptikus, Euklidészi vagy Bolyai-féle lehet.

A\
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Projektiv metrikak Tipusok és jellemz8k
Minkowski-metrikak

Hilbert-metrikak

Projektiv metrikak és klasszikus példak

kiterjedés Az egész P" P\ ¢
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Projektiv metrikak Tipusok és jellemz8k
Minkowski-metrikak

Hilbert-metrikak

Affin osztéviszony: (a,b,c)-(c—b)=c—a

A metrikus osztéviszony

Legyen d egy projektiv metrika a projektiv tér D részhalmazan. A kollinearis

a # b,c € D pontok (ilyen sorrendben vett) metrikus osztéviszonyan az

( _sind(a,c) ha c € ab
e e 7 had elliptikus,
W, egyébként,
d(a,c _
—d(cp): hacE€ab, _
@bicla =01 dag . abke ha d affin tipusa,?
d(c:b)(a )egyebkent,
sinh d(a,c _
—Snhd(ch): hac € ab,
2:2?‘?’5;23 A7 ha d hiperbolikus
[ \ sinhd(cb)’ egyébként,

valés szamot értjiik.

?Affin tipusa d-re: (a,b;c)q = |(a,b; c)|.
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Projektiv metrikak Tipusok és jellemz&k
Minkowski-metrikak

Hilbert-metrikak

Az affin metrikak kozott a Minkowski-metrikdk alkotjak a legfontosabb osztalyt,
mert ezekre a metrikus osztéviszony és az affin osztéviszony megegyezik.

Minkowski-metrika

Legyen Z, az indikatrix, egy nyilt, szigorian konvex, kézéppontosan
szimmetrikus, korlatos tartomany az R” térben. Az a dz: R" x R" —» R
fliggvény, melyet

dz(x,y) =inf{A>0:(y—x)/A €L}

definial, egy metrika az R” téren. Ezt Minkowski-metrikdnak nevezziik.

<o
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Projektiv metrikak Tipusok és jellemz&k
Minkowski-metrikak

Hilbert-metrikak

A hiperbolikus metrikadk kézott a Bolyai-metrikat altalanosité Hilbert-metrikak
alkotjak a legfontosabb osztalyt.

Hilbert-metrika

Legyen H egy nyilt, szigordan konvex halmaz az R” (n > 2) térben. Az a
du: H x H — R fiiggvény, melyet

ifx=vy,

dr(x,y) o
HAX, - . S B
3lnl(p,@;x,y)l|, if x#y, ahol pg = H Nxy,

definial, egy metrika. Ezt a metrikat Hilbert-metrikanak nevezziik.

Utébbi formulaban a négy

kollinearis ponthoz rendelt H
(p,a:x,y) == (p,a; x)/(pP;a; y)

arany, ahol (p, q; x) harom

kollinearis pont osztéviszonya, p
a kettdsviszony. Ez projektiv

mennyiség.
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Menelaosz- és Ceva-tulajdonsag
Menelaosz és Ceva tipusiu karakterizacié Menelaosz és Ceva tipusii projektiv metrikak

A Ceva tipusi karakterizacié igazolasa

Nem elfajulé haromszé6g = NEH

Ceva- és Menelaosz-pontharmas
Az abc NEH (c’,a’,b’) hidrmasa: rendre ab, bc és ca egyeneseken vannak.

(pl) Ceva-pontharmas: ha az aa’, bb’ és cc’egyenesek konkurrensek, illetve

(p2) Menelaosz-ponthdrmas: ha a c’, a’, b’ pontok kollinearisak.

Ceva- és Menelaosz-szamharmas

Egy (o, 8,7) valés szamharmast

(nl) Ceva-szamharmasnak neveziink, ha a - 8- v = +1, illetve

(n2) Menelaosz-szamharmasnak neveziink, ha o - 8-y = —1.
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Menelaosz- és Ceva-
Menelaosz és Ceva tipusi ktiv metrikak
A Ceva tipusi karakteriz, olasa

Menelaosz és Ceva tipusi karakteriz.

Metrikus Ceva-tulajdonsag Metrikus Menelaosz-tulajdonsag

Egy abc NEH-ben (c’,a’,b’) akkor és Egy abc NEH-ben (c¢’,a’,b’) akkor és
csak akkor Ceva-pontharmas, ha csak akkor Menelaosz-pontharmas, ha
(<a7 b, a/>d7 <b7 c, a/>d7 <C7 a, b/>d) (<av b, a/>d: <b: c, a/>d7 <C7 a, bl)d)

egy Ceva-szamharmas. egy Menelaosz-szamharmas.

A klasszikus geometriak Ceva- és Menelaosz-tulajdonsagtiak.

A Minkowski-geometridk Ceva- és Menelaosz-tulajdonsaguak.
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Menelaosz- és Ceva-tulajdonsag
Menelaosz és Ceva tipusiu karakterizacié Menelaosz és Ceva tipusii projektiv metrikdk
A Ceva tipusi karakterizacié igazolasa

Tétel ([10] KA—KJ, 2014): Menelaosz tipust jellemzés

Ha az n-dimenziés H Hilbert-geometriaban minden egyes abc NEH esetén
létezik egy (c’,a’,b’) Menelaosz-pontharmas, melyre

({(a,b,c"Ya,,, (b,c,a’}a,,, (c,a,b’)q,, ) Menelaosz-szdamharmas, akkor a
Hilbert-geometria Bolyai-geometria.

ﬂ Tetel ([10] KA—KJ, 2014): Ceva tipusi jellemzés

) Ha az n-dimenziés (H, d+ ) Hilbert-geometriaban minden
“' egyes abc NEH esetén létezik egy (c’,a’,b’)
Ceva-pontharmas, melyre
({(a,b,c')a,,, (b,c,a’)q,,, (c,a,b’)q,, ) Ceva-szamharmas,
akkor (#, d» ) a Bolyai-geometria.

A megtalalt jellemzés sziikséges és elegendd feltételt ad.
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Menelaosz- és Ceva-tulajdonsag
Menelaosz és Ceva tipusiu karakterizacié Menelaosz és Ceva tipus( projektiv metrikak

A Ceva tipusi karakterizacié igazolasa

A Ceva tipust jellemzés igazolasdhoz azt kell belatni, hogy #H egy ellipszoid.

Lemma ([2] Gruber, P.M. 2007)

Az R” (n > 2) térben egy korlatos, nyilt konvex H halmaz akkor és csak akkor
ellipszoid, ha minden sikmetszete ellipszis.

Elég tehat sikban dolgozni.

John-tétel. ([3]

Gruber, P.M.—Schuster, F.E., 2005)

Legyen H egy korlatos, nyilt konvex
halmaz az R?-ben. Ekkor létezik egy
olyan & ellipszis, amely tartalmazza
H-t, és vele legalabb 3 pontban
érintkezik: |[0H NOE| > 3.
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Menelaosz- és Ceva-tulajdonsag
Menelaosz és Ceva tipusiu karakterizacié Menelaosz és Ceva tipusii projektiv metrikak

A Ceva tipusi karakterizacié igazolasa

Tegyiik fel, hogy a bizonyitandéval szemben, a H nem ellipszis.

@ 3 legalabb 6 kiilonb6zs p; (i =1,...,6) pont 9 N OH halmazban,
tovabba &£ \ H tartalmaz nyilt halmazokat.

@ dpocE\H:ipoceU CE\NH

@ p1 <p2<pP3 <Ps=Ps

@ pops elvalasztja a ps és p2, illetve a ps és
p1 pontokat = b, 3c

@ a ¢ pops = abc NEH,

3(c’,b’,a’) Ceva-pontharmas:

(<avb7 cl>dH <b7c7 al>dﬂ <cva7b/>du)

Ceva-szamharmas

(a,b,c')y, = (a,b, ¢

(b,c,a’)q, # (b,c,a’

(c,a,b")g, = (c,a,b’
)

1=(ahc)4. (hca')s. (cab’)s, # (abc')a, (bca')a, (cab’)a, =1

>dH
>du
>dH
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Ortocentrikus haromszégek
Bolyai-metrika karakterizaciéja
Ortocentrikussagi karakterizacié Euklidészi metrika karakterizacidja

Talppont

Az f € ¢ a g talppontja (-en, ha
d(g,x) > d(g,f) minden x € ¢ esetén.

oz
Merélegesség [1]
Az { egyenest az f pontban metsz6 m | p c
egyenes meréleges az { egyenesre
(m Lpas £, £ Ljopp m), ha f a g talppontja I
(-en minden g € ¢’ \ {f} pontra. Ty

Tétel.

A két mer6legesség akkor és csak akkor
egyezik meg

|
-
-
7 7
/
/

@ Minkowski-sikban, ha az indikatrix egy
Radon-gorbe ([7] 4.7), illetve

o Hilbert-sikban, ha a tartomany egy
ellipszis [6].

A\
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Ortocentrikus haromszégek
Bolyai-metrika karakterizaciéja

Ortocentrikussagi karakterizacié Euklidészi metrika karakterizacidja

Ortocentricitas haromszégekben

cslicsra

felezépontra } (bal/jobb) ortocentrikus, ha az

Egy haromszog {

szemkdzti cstcsbol
felez6pontjukban
projektiv egyenesei konkurrensek?.

oldalakra a { } allitott (bal/jobb) merslegesek

Tétel.

| A

Klasszikus geometriakban? minden haromszég
@ csicsra (= magassagok konkurrensek) és

o felezépontra (= oldalfelezé merélegesek konkurrensek) is

ortocentrikus.

N

A Minkowski- és a Hilbert-féle geometridkban azonban altalaban nem ez a helyzet.

1. » < . .
Hilbert-geometridban tehat lehetnek aszimptotikusak vagy ultraparallelek.

Ezekben a bal- és jobb-ortocentrikussadg ugyanazt jelenti.
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Ortocentrikus haromszdgek
Bolyai-metrika karakterizaciéja

Ortocentrikussagi karakterizacié Euklidészi metrika karakterizacidja

Tetel. (KA-KJ, 2015, [9])

Ha egy (H, dx) Hilbert-geometriaban minden
NEH felezépontra jobb-ortocentrikus, akkor a
geometria Bolyai-féle.

Teétel. (KA-KJ, 2015, [9])

Ha egy (H, dx) Hilbert-geometriaban minden
NEH csticsra jobb-ortocentrikus, akkor a
geometria Bolyai-féle.
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Ortocentrikus haromszégek
Bolyai-metrika karakterizaciéj

Ortocentrikussagi karakterizacié Euklidészi metrika karakteriz

Bolyai-karakterizacié bizonyitasa a felezépontra jobb-ortocentrikussaggal

Az abran minden megfelels i, j, k
esetén (4;, 4t} 1) = —1.

Ellipszis-karakterizacié. (KA—KJ, 2015,

[9])

© Ha a H egy ellipszis, akkor az
8,65 ff egyenesek minden
e1, ez, e3 € OH pontharmasra
konkurrensek.

© Haaz 7, &, 5 egyenesek
minden e;, ez, e3 € OH
pontharmasra konkurrensek,
akkor H egy ellipszis.

4

E tétel dudlisa a Ceva- és Menelaosz-tételeken keresztiil Segre tételével ekvivalens [11].
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Ortocentrikus haromszégek
Bolyai-metrika karakterizaciéj

Ortocentrikussagi karakterizacié Euklidészi metrika karakterizacidja

Bolyai-karakterizacio bizonyitdsa a felez6pontra jobb-ortocentrikussaggal

H szig. konvex, sima gorbe,

e, ey, e3 € H tetszdleges,

t7 az érinték a megfelels pontokban,
£; a megfelelé oldalegyenesek;
x; az e;-hez kozeli pontok

a megfelels ¢; egyeneseken;
b; az euklidészi felezépontok
a megfelel6 oldalakon,

b a Hilbert-felez6pontok a megfelels
oldalakon,

minden megfelel§ i, j, k esetén

R (6 6 6 R = 1.

Ellipszis-karakterizacié. (KA-KJ, 2015, [9])

to

Az 7t 67, £t egyenesek akkor és csak akkor konkurrensek, ha minden &,8 > 0
esetén az x1, x2 and x3 pontok megvalaszthaték gy, hogy

b}t — by| + [b3f — ba| 4 b} —b3| <&,

‘Xl —el\ + |X2 —e2| =+ |X3 —e3| < 0.
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Ortocentrikus haromszégek

Bolyai-metrika karakterizaciéja
Ortocentrikussagi karakterizacié Euklidészi metrika karakterizacidja

Bolyai-karakterizacio bizonyitdsa a felez6pontra jobb-ortocentrikussaggal
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Ortocentrikus haromszégek
Bolyai-metrika karakterizaciéj

Ortocentrikussagi karakterizacié Euklidészi metrika karakterizacidja

Bolyai-karakterizacié bizonyitasa a cstcsra jobb-ortocentrikussaggal
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Ortocentrikus haromszégek
Bolyai-metrika karakterizaciéja
Ortocentrikussagi karakterizacié Euklidészi metrika karakterizacidja

Tétel. ([8] KJ, 2015)

Ha egy _ minden NEH felez8pontra akar jobb-, akar
bal-ortocentrikus, akkor a metrika euklidészi.

Euklidészi karakterizacié bizonyitasa a felez6pontra jobb-ortocentrikussaggal

@ celegends sikban igazolni (Gruber-lemma)
Q (Z,€): (indikatrix,Léwner—John-ellipszis)
© affinitassal: (Z',€) — (Z,C): (CSzSzKG,kar)
Q@ I-érint8k jobb-merélegessége — euklidészi merélegesség
@ |0ZNAC| > 5 = 3 kdzbs érintési pontbeli érinték t1 || t2, t3 L t2
Q C(eies) # Z(eres)
@ 30§ €Cleres) 3 pf € Z(ere4):
o pi [/pf. tf || tf (Lemma),
o tf t{ metszi ty, t3-t
o pZ,p§ nem meréleges t,, t3-ra
@ C érintsk haromszdge: OFM-ek konkurrensek
Q@ Z érintdk haromszége: OFM-ek konkurrensek
@ [0ZNOC| # 5 (alesetekkel) ...
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Ortocentrikus haromszégek
Bolyai-metrika karakterizaciéja

Ortocentrikussagi karakterizacié Euklidészi metrika karakterizacidja

Euklidészi karakterizacié bizonyitasa a felezépontra jobb-ortocentrikussdggal*

Jobb-oldalfelezg c c
mer6legesek — ha s© = p7




Ortocentrikus haromszdgek
Bolyai-metrika karakterizaciéja
Ortocentrikussagi karakterizacié Euklidészi metrika karakterizacidja

Tétel. ([8] KJ, 2015)

Ha egy Minkowski-geometridban minden NEH csiicsra akar jobb-, akar
bal-ortocentrikus, akkor a metrika euklidészi.

Euklidészi karakterizacié bizonyitdsdhoz a csiicsra bal-ortocentrikussaggal

e B ta c
Bal-magassagvonalak, ha s* # as
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Ortocentrikus haromszégek
Bolyai-metrika karakterizaciéja

Ortocentrikussagi karakterizacié Euklidészi metrika karakterizacidja

Euklidészi karakterizacié bizonyitasahoz a csiicsra bal-ortocentrikussaggal

t%/

e

1

a3

)

(S} I
Bal-magassagvonalak, ha s¢ = a».
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Ortocentrikus haromszdgek
Bolyai-metrika karakterizaciéja

Ortocentrikussagi karakterizacié Euklidészi metrika karakterizacidja

Koszonom a figyelmet!
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Ortocentrikus haromszégek
Bolyai-metrika karakterizaciéja
Ortocentrikussagi karakterizacié Euklidészi metrika karakterizacidja
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Ortocentrikus haromszégek
Bolyai-metrika karakterizaciéja
Ortocentrikussagi karakterizacié Euklidészi metrika karakterizacidja
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Az el6adas felépitése

@ Projektiv metrikak
@ Tipusok és jellemzsk
@ Minkowski-metrikak
o Hilbert-metrikak

© Menelaosz és Ceva tipust karakterizacio
@ Menelaosz- és Ceva-tulajdonsag
@ Menelaosz és Ceva tipusi projektiv metrikak
@ A Ceva tipusi karakterizaci6 igazolasa

© Ortocentrikussagi karakterizacié
@ Ortocentrikus haromszogek
@ Bolyai-metrika karakterizacigja
o Euklidészi metrika karakterizacioja



Olyan projektiv metrikak jellemzését vizsgaljuk, amelyek az euklidészi
geometriabol jél ismert bizonyos geometriai konfiguraciokkal kapcsolatosak.
Ebben a kontextusban jellemz& eredmények:
@ egy Hilbert-geometria akkor és csak akkor hiperbolikus, ha minden
haromszogre teljesiil a Ceva-tétel vagy a Menelaosz-tétel;
@ egy Hilbert-geometria akkor és csak akkor hiperbolikus, ha tetszéleges
haromsz6g magassagvonalai konkurrensek;
@ egy Minkowski-geometria akkor és csak akkor euklideszi, ha tetszéleges
haromszognek van ekvidisztans centruma.
Eredményeink barmely dimenzié esetén érvényesek.

E vizsgalatokban fontos szerepet jatszanak a Léwner—John-ellipszoidok,
minthogy a bizonyitasok a vizsgalt metrikaknak a klasszikus metrikakkal val6

Osszehasonlitasaval térténnek.
Az el6adas a Kurusa Arpaddal folytatott k6zés munkan alapszik.
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