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HALLGATÓK SZÁMÁRA 2004. december

Ebben az évben is megrendezzük, immár szokásos Polygon Versenyünket a tańıtás

iránt érdeklődő hallgatók számára. Kitűzött példáinkban a versenyzőknek, szándékunk

szerint, olyan feladatokat kell megoldaniok, amelyekhez hasonlóval mint tanárok is ta-

lálkoznak. A megoldások során jól léırt indoklást várunk, egy ”Igen”, vagy egy ”Nem”

nem elegendő. Nem szükséges minden példával foglalkozni, de a vizsgált példát érdemes

alaposan kidolgozni.

1. Milyen valós számok esetén lesz

2x − 1 =
√

x2 − 4x + 4.

Jancsi megoldása:

x2 − 4x + 4 = (x − 2)2,

ezért

2x − 1 = x − 2,

x = −1.

Pali megoldása: Tegyük fel, hogy

2x − 1 =
√

x2 − 4x + 4.

Mindkét oldalt négyzetre emeljük:

4x2 − 4x + 1 = x2 − 4x + 4,

3x2 = 3,

x = 1 vagy x = −1.

A két eredmény nem ugyanaz. Melyik jó, melyik rossz, vagy mindkettő rossz? Miért?
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2. Az alábbi táblázat, mely 1 × 1-es négyzetekből áll,

lefedhető-e 11 darab L-alakú alakzattal,

ahol ez az alakzat három darab 1 × 1-es négyzetből áll?

3. Van-e olyan k és K szám, hogy bármilyen pozit́ıv számot is jelent a és b, amire

a + b = 1,

k ≤
(

1 +
1

a

) (

1 +
1

b

)

≤ K.

Egy megoldás kezdete a k esetén:

(

1 +
1

a

) (

1 +
1

b

)

=
1

ab
(a + a + b)(b + a + b) ≥ 1

ab
9 9
√
· · · = · · · .

Nem látjuk, hogy mi van a gyök alatt és mi áll az = jel után. Vajon mi lehet?

Egy másik kérdés.

Jancsi megoldása K-ra: ”Ha a ”kis” pozit́ıv szám, akkor b ”közel” van 1-hez. Ekkor

1 + 1

a
”nagyon nagy”, 1 + 1

b
”közel” van 2-höz, tehát a szorzat ”nagyon nagy”. Alkalmas

K szám tehát nincs. ”

Elfogadjuk-e Jancsi ”megoldását”? Ha ”nem egészen” fogadjuk el, milyen kiegésźıtést

tennénk? Ha elvetnénk a megoldást, akkor miért?

4. Ha x > −1, mi lesz
∫

x

x + 1
dx?
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Első megoldás.
∫

x

x + 1
dx =

∫

x + 1 − 1

x + 1
dx =

∫
(

1 − 1

x + 1

)

dx =

=

∫

1dx −
∫

1

x + 1
dx = x − ln(x + 1).

Második megoldás. Legyen x = t − 1. Ekkor dx = dt, és
∫

x

x + 1
dx =

∫

t − 1

t
dt =

∫
(

1 − 1

t

)

dt = t − ln |t| = x + 1 − ln(x + 1).

Harmadik megoldás. Legyen x = s + 2. Ekkor dx = ds, és

∫

x

x + 1
dx =

∫

s + 2

s + 3
ds =

∫
(

1 − 1

s + 3

)

ds = s − ln(s + 3) = x − 2 + ln(x + 1).

Jancsi azt mondja: ”A három eredmény nem ugyanaz. Valamelyik (legalább egyik)

nem igaz. De melyik?”

Válaszoljunk Jancsinak!

5. Tegyük fel, hogy minden x ∈ R esetén

f(x + 1) =
f(x) − 1

f(x) + 1
.

Igaz-e, hogy az f csak periodikus függvény lehet? Van ilyen tulajdonságú függvény?

Tegyünk fel további kérdéseket!

6. Egy szigeten kétfajta ember él, lovagok és lókötők, külsőre nem tudjuk őket megkü-

lönböztetni. Az egyik fajta, a lovag, minden kérdésre helyeset gondol, és azt is válaszolja,

a másik fajta, a lókötő, minden kérdésre hamisat gondol, és amikor válaszol, ennek az

ellenkezőjét mondja.

Egy utazó ér a szigetre. Meg szeretné tudni, hogy az előtte álló szigetlakó lovag, vagy

lókötő, de csak olyan kérdéseket tehet fel, amire a válasz ”Igen”, vagy ”Nem”. Az utazó

ı́gy gondolkodik: ”Megkérdem az előttem álló szigetlakótól: Igaz-e, hogy 2 × 2 = 5? Ha

ő lovag, akkor azt gondolja és azt is mondja, hogy: Nem. Ha lókötő, akkor azt gondolja,

hogy: Igen, de azt mondja, hogy: Nem.

Most azt kérdem az előttem állótól: Igaz-e, hogy 2 × 2 = 4? Ha ő lovag, akkor azt

gondolja és azt is mondja, hogy: Igen. A lókötő azt gondolja, hogy nem, de azt mondja,

hogy: Igen.”
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Ezt végiggondolva az utazó úgy véli, hogy bármilyen kérdést tesz is fel, a szigetlakók

mindegyike vagy Igen-t válaszol, vagy mindegyike Nem-et mond, ı́gy nem dönthető el,

hogy az előtte levő szigetlakó lovag, vagy lókötő.

Igaza van-e az utazónak?
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