10. POLYGON VERSENY A TANITAS IRANT ERDEKLODO
HALLGATOK SZAMARA 200/. dprilis

Ebben a félévben is megrendezziik, immar szokdasos, Polygon Versenyiinket a tanitas
irant érdeklédo hallgatok szaméra. Kitlizott példainkban a versenyzoknek - szandékunk
szerint - olyan feladatokat kell megoldaniok, amilyennel mint tanarok is talalkoznak. E
verseny soran most legtobbszor azt kell eldonteniok, hogy egy feladat leirt megoldédsat
elfogadjuk-e, ha igen miért, ha nem, miért. Egy rovid "Igen”, vagy ”"Nem” tehdt nem
véalasz, mindig - mint a tanulo is - indoklast is varunk.

1. On egy példatérban a kivetkezd feladatot olvasta:

Mutassuk meg, hogy 1981 - 1983 - 1985 - 1987 + 16 négyzetszam!

A feladatot nyilvén az 1980-as években készitették. On olyan feladatot akar kitizni,
amiben 2003 szerepel. Vajon igaz-e, hogy 2001 - 2003 - 2005 - 2007 + 16 négyzetszam?

2. Alakitsuk szorzattd az
S =ac(a—c)+ ab(b—a) + bc(c — b)

kifejezést!

Jancsi a kovetkez6 megoldast adja be:

"Ha a = b, akkor S = ac(a —c) +ac(c—a) =0, ha b = ¢, akkor S = ac(a—c)+ac(c—
a) = 0, ha pedig ¢ = a, akkor S = ab(b — a) + ba(a — b) = 0. Ezért S szorzatalakjiaban
(@ —b)k,(b—c)™ és (c—a)™ is szerepel, ahol k,m,n > 1 egész szdmok. Az S-ben szerepld

tagok harmadfokuiak, ezért K = m = n = 1. Tehat
S=(a—-0b)(b—c)(c—a), vagy S=(b—a)(b—c)(c—a).
Legyen a =1, b= 2, ¢ = 3, akkor
S=acla—c)+ab(b—a)+bc(c—b)=3-(-2)+2-(1)+6-1=2.

Ebbdl kovetkezik, hogy
S=(a—-b)(b—c)(c—a).”
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Elfogadjuk-e Jancsi megoldasat?
3. Miinchausen tanar ur azt sejti, hogy ha n pozitiv egész szam, és n legaldbb 100,

akkor
2
2
1424 +n= %
Miinchausen tanar ur bizonyitasa: ”Teljes indukciot fogok alkalmazni. Tegytk fel,

hogy igaz az allitds n-re (n > 100), akkor megmutatom, hogy igaz n + 1-re is.

nZ+n+2 n24+n+2+2n+2
1+2+~-—|—n—|—(n—|—1):f+n+1: 2 =

n+2n+1+n+14+2 (n+1)?+(n+1)+2
2 B 2 '

Ha tehat igaz az &llitas n-re, akkor igaz n + 1-re is. Sejtésiinket igazoltuk. ”

Elfogadjuk-e azt, amit Miinchausen tanar tr mond?

4. Négy n6 és hét férfibol egy ottagu kiildottséget kell kivalasztani. Hany moédon
lehetséges ez, ha legaldbb két né6 kell legyen a kiildottségben?

Jancsi megoldésa. ” Osszesen 11 személy van. A négy né koziil kettét (;l) modon tu-
dunk kivalasztani. Ha a maradék kilenc személybdl valasztunk még harmat, akkor biztosan

teljesiil az, hogy legaldbb két n6 van a kiildottségben. A keresett szam teh&t

4 9
=6-84 =504.7
(5) (5)=o-s1=20

Gabi most azt mondja: ”Jancsinak nincs igaza, hisz ha semmi megkotést nem teszek
(nem k&tom ki, hogy legaldbb két né legyen a kiildottségben) és csak kivélasztok a tizenegy

személybol 6tot, az

11\ 11-10-9-8-7
- =11-2-3-7 = 462
(5) 1-2-3-4-5 3 T=40

moédon lehetséges. A 462 pedig kisebb, mint 504. Jancsinak nem lehet igaza.”

On , mint tanar mit mond a tanuléknak?

5. Miinchausen tanar ur a kovetkezot kérdezi: Van 6t szdmom. Sorba rakom Oket, az
els6 és az utolso6 0, a tobbi szam pedig a mellette levok szamtani kozepénél nem nagyobb.
A ko6zéps6 szam, most nem emlékszem pontosan 1, vagy —1. Mennyi lehet a mésodik és a

negyedik szam?



Egy valasz kezdete. 1 nem lehet kozépen, mert akkor a szamok: 0,a, 1,b,0, igy tehat
a<1/2,b6<1/2és1 < (a+b)/2azaz 2 < a+ b, ez azonban nem lehet, mert az el6z6
egyenlotlenségek szerint a + b < 1.

A ko6zéps6 szam lehet —1, mert példdul 0, —1, —1, —1, 0 lehetséges 6t szam.

Folytassuk a megoldast!

6. Jancsi a kovetkezot mondja: ”Olvastam, hogy ha egy kordinatarendszerben

(x1,v1), (2,Y2), (x3,y3) egy hdromszdg csicsai, akkor a haromszog teriilete

t= %(m(yz - ys) + $2(y3 - y1) + xS(yl - yz))-

Most ennek segitségével kiszdmoltam annak a négyszognek a teriiletét, amelynek csicsai:

(1,4),(3,5), (5,3),(0,0).

A (0,0)-t osszekotjiik (3,5)-tel, a kapott két haromszog teriiletét Gsszeadom:
1 1 9
t= §(O~(4—5)+1-(5—0)+3-(0—4)+0-(3—5)+5~(5—0)—|—3-(0—3)) = 5(5—12—1—25—9) =5

Ez azonban annak a négy és fél négyzetecskének a teriilete, ami benne van a négyszogben,
de a négyszog teriilete ennél nyilvan nagyobb. Valahol hibaztam, de hol?”

Valaszoljunk Jancsinak!

7. Dontsiik el, hogy v/3 + /5 racionélis, vagy irraciondlis szém!

Ezt a példat adja fel az osztalyban és a tanuldk a kovetkezd megoldasokat adjak be.

A) Jancsi: ”Tegyiik fel, hogy v/3 + /5 = r racionalis szdm. Ekkor négyzetre emelve:
3+2V15+5 = r?, azaz 1> — 2 = 21/15. Ez azonban ellentmondés, mert a bal oldal
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raciondlis szdm, a jobb oldal 2v/15 pedig irracionélis. Ellentmondashoz jutottunk, igy
V3 + /b irraciondlis szam. 7

B) Pista: ”Tegyiik fel, hogy v/3 + /5 = r racionalis szam. Ekkor négyzetre emelve
34+2V15+5 =2, azaz r? —8 = 2/15. Ismét négyzetre emeliink: 7% — 1612 +64 = 4-15. A
bal oldal racionalis szam, a jobb oldal is raciondlis szam, nem jutottam ellentmondashoz,
tehat v/3 + /5 raciondlis szdm.”

C) Gabi: "Legyen r = v/3 + /5. Ekkor r2 = 3+ 2V/15 + 5 = 8 4+ 21/15. A jobb oldal
irraciondlis szam, ezért r? is irracionélis, de ez csak tgy lehet, hogy 7, azaz v/3 + /5 is
irracionalis.

Altaldnosftani is tudunk. Tegyiik fel, hogy a, b pozitiv egész szamok és ab nem teljes
négyzet. Ekkor \/a + Vb irraciondlis szam. Valéban az elébbi gondolatot megismételve,
legyen r = v/a + v/b. Négyzetre emelve 12 = a + 2v/ab + b. A v/ab irracionélis szam, mert
a feltevés miatt ab nem teljes négyzet, ezért r2 irraciondlis, de ez csak tgy lehet, hogy
r = v/a + /b irracionalis.

Arra a kérdésre nem tudok vélaszolni, hogy ha ab teljes négyzet, akkor v/a + Vb
raciondlis, vagy irracionélis?”

Elfogadja-e ezeket a megolddsokat, ha igen miért, ha nem miért? Mit valaszolna Gabi

kérdésére?



