Algebra és szamelmélet

Definiciok
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Definidlja az oszthatosag, a maradékos osztés, a legnagyobb kozos oszto, illetve legkisebb kozos
t6bbszords fogalmat az egész szamok korében.
Definidlja a modulo m kongruencia fogalmét.
Definidlja a maradékosztaly, illetve redukalt maradékosztdly fogalmat modulo m.
Definidlja a teljes, illetve redukalt maradékrendszer fogalmat modulo m.
Definidlja az Euler-féle ¢ fliggvényt a redukalt maradékosztalyok segitségével.
Definialja a gyengén multiplikativ szdmelméleti fiiggvény fogalmat.
Definidlja a tokéletes szam, illetve a Mersenne-prim fogalmét.
Definialja szamelméleti fiiggvény Gsszegzési, illetve megforditasi fiiggvényét.
Definidlja két szamelméleti fiiggvény konvoluciéjat.
Definidlja a Mobius-féle u fliggvényt.
Definialja egy komplex szdm kanonikus alakjat, valos és képzetes részét és konjugéltjat, valamint
abszolut értékét és trigonometrikus alakjat.
Definidlja egy komplex szam n-edik gyokét és a komplex n-edik egységgyokoket. Mit neveziink
primitiv n-edik egységgyoknek?
Definidlja az oszthatosag, a maradékos osztés, a legnagyobb kozds oszto, illetve legkisebb k6zos
tObbszords fogalmat test feletti polinomgytriben.
Definidlja az irreducibilis polinom fogalmat test feletti polinomgytriben.
Definidlja a polinom helyettesitési értékét, gyokét, valamint a polinomfiiggvény fogalmat.
Hogyan definidljuk test feletti polinom k-szoros gyokét, tobbszoros gyokét?
Definialja tetsz6leges test f6l6tti polinom derivaltjat.
Mikor mondunk szimmetrikusnak egy n hatarozatlant polinomot?
Definilja, mit nevezilink algebrai, illetve transzcendens szamnak.
Definialja tetsz6leges determindnsban az adott elemhez tartozé komplementer aldeterminénst
és adjungalt aldeterminanst.
Mit értiink egy métrix inverzén? Mikor mondjuk azt, hogy két méatrix hasonl6?
Mit értiink linedris egyenletrendszer matrixan és bévitett matrixan? Milyen métrixot, illetve
egyenletrendszert neveziink 1épcsés alakinak?
Definialja a vektortér fogalmat.
Mit értiink vektortér alterén és két altér Gsszegén?
Mit értiink vektorok linearis kombinacidéjan és vektorok nemtrivialis linedris kombinéciéjan?
Definidlja a vektorhalmaz &4ltal generalt alteret és a vektortér generdtorrendszerét.
Mikor mondjuk azt, hogy egy vektorrendszer linearisan fiiggetlen, illetve line4risan fiigg$?
Definidlja a véges dimenzios vektorteret, a bazist, a dimenziét, valamint egy vektor adott
bézisra vonatkozé koordinatait.
Definialja a vektorrendszer rangjit, valamint a matrix sor-, oszlop- és determindnsrangjat.
Definidlja a linearis leképezés fogalmat, valamint a linedris leképezés magjat és képterét.
Definidlja a linearis leképezés métrixat adott bazisokban.
Definialja a két bazis kozotti attérés matrixat.
Definidlja a csoport fogalmat, valamint csoportokban az elem rendjének fogalmét.
Definidlja a részcsoport és a generatorrendszer fogalmaét.
Mikor neveziink egy csoportot ciklikus csoportnak?
Definidlja a részcsoport szerinti osztalyozast és a részcsoport indexének fogalmét.
Definidlja a normaloszté és a faktorcsoport fogalmat.
Mely csoportokat nevezziik egyszert csoportoknak?
Definialja a csoportok kézotti homomorfizmus, izomorfizmus fogalmat.
Definidlja két, illetve véges sok csoport ,kiils¢” és ,bels¢” direkt szorzatat. Mikor mondjuk,
hogy egy csoport direkt felbonthatatlan?
Mely algebrai struktarakat nevezziik gytridknek, illetve testeknek?
Definidlja a részgytrd, ideal, féideal, faktorgytrd fogalmat.
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Tételek, alkalmazasok

1. Mondja ki a maradékos osztas tételét az egész szamok gydrtjében. Milyen kapcsolatban van
ez a tétel azzal, hogy a természetes szamok megadhatok kiillénb6z6 szamrendszerekben?

2. Ismertesse az euklideszi algoritmust az egész szdmok gytrtjében, és mondja meg, hogy milyen
kapcsolatban all az egész szdmok legnagyobb kozds osztdjaval.

3. Mondja ki a kétismeretlenes linearis diofantoszi egyenlet megoldhatésiganak sziikséges és ele-
gendd feltételét, valamint adja meg a megoldésok altaldnos alakjat.

4. Mondja ki a szdmelmélet alaptételét, valamint azt a kovetkezményét, hogy hogyan lehet két
egész szam legnagyobb kozos osztédjat, illetve legkisebb kozos tobbszorosét kiszamitani a primtényezss
felbontasuk segitségével.

5. Mondja ki az ax = b (modm) linearis kongruencia megoldhatosaganak sziikséges és elegendd

feltételét, valamint irja le, hogyan kaphat6 meg egy megoldés ismeretében az Gsszes megoldés

modulo m.

Mondja ki a kinai maradéktételt.

Mondja ki Wilson tételét.

Mondja ki az Euler—Fermat-tételt (kis Fermat-tételt).

Hogyan lehet kiszamitani egy n természetes szam osztéinak szamat, osztéinak Osszegét, illetve

¢ (n) értékét n primtényezss felbontasa segitségével?

10. Mondja ki a paros tokéletes szamokat leird tételt.

11. Mondja ki a Mobius-féle megforditasi tételt.

12. Sorolja fel a komplex szamok azon tulajdonsagait, amelyek a konjugilas, az abszolit érték,
valamint a mitiveletek kapcsolatdra vonatkoznak.

13. Irja fel trigonometrikus alakban megadott komplex szamok konjugaltjat, szorzatat, hanyadosat,
pozitiv egész kitevss hatvanyéit.

14. Adja meg trigonometrikus alakban tetszGleges komplex szamok n-edik gyokeit. Adja meg az
n-edik egységgyokoket, és jelezze, hogy melyek a primitiv n-edik egységgyokok.

15. Mondja ki a maradékos osztas tételét test f6l6tti polinomgytrikben. Ismertesse az euklideszi
algoritmust, és mondja meg, hogy milyen kapcsolatban all a polinomok legnagyobb kozds os-
ztojaval.

16. Fogalmazza meg a test folotti polinomgytrik faktorizicios tételét (a szamelmélet alaptételének
megfelel§jét), valamint azt a kovetkezményét, hogy hogyan lehet két polinom legnagyobb kozds
osztdjat, illetve legkisebb kozos t6bbszordsét kiszamitani irreducibilis felbontasuk ismeretében.

17. Fogalmazza meg Bézout tételét és annak kovetkezményét a test feletti n-edfokd polinom gyGkeinek
szaméardl, illetve a test feletti legfeljebb harmadfokd irreducibilis polinomokrdl.

18. Mondja ki a klasszikus algebra alaptételét és kovetkezményét a komplex, illetve a valos szdmtest
folotti irreducibilis polinomokrol. Hogyan sz6l a faktorizacios tétel a komplex, illetve a valos
szamtest folotti polinomgytirtiben?

19. Mondja ki a Schénemann—FEisenstein-tételt. Milyen fontos kivetkezménye van ennek a tételnek
a racionalis szamtest folotti irreducibilis polinomok fokszamaéval kapcsolatban?

20. Mondja ki azt a tételt, amely mddszert ad egész egyilitthatés polinomok racionalis gyokeinek
megkeresésére.

21. Hogyan lehet elddénteni, hogy két komplex szamtest f616tti polinomok van-e kézos gyoke?

22. Fogalmazza meg, mi a kapcsolat valamely komplex szdmtest f616tti polinom k-szoros gyokének
létezése és a polinom tdbbszords derivéaltjai kozott.

23. Mondja ki a szimmetrikus polinomok alaptételét.

24. Milyen strukturat alkotnak az algebrai szamok?

25. Mit értlink egy determinéns i-edik sora szerinti kifejtésén?

26. Sorolja fel a determinansok értékének kiszdmolasakor hasznélatos tulajdonsigokat.

27. Fogalmazza meg a determinansok szorzastételét. Adja meg determinans segitségével az in-
verzmatrix 1étezésének sziikséges és elegends feltételét.

28. Fogalmazza meg a Cramer-szabalyt.

29. Fogalmazza meg a kicserélési tételt. Mi a kapcsolat a bazis, a maxim4lis linedrisan fiiggetlen
vektorrendszer és a minimalis generatorrendszer k6zott?
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Fogalmazza meg az alterekre vonatkozé dimenzidtételt. Mi a kapcsolat egy vektorrendszer
rangja és a vektorrendszer altal generalt altér dimenzidja kozott?

Fogalmazza meg a matrixok rangszamtételét és a Kronecker—Capelli tételt.

Fogalmazza meg a lineéris leképezések magterére és képterére vonatkozé dimenziotételt. Mit
tud a véges dimenzios vektorterek injektiv, illetve sziirjektiv lineéris transzformaci6irél?
Hogyan kaphatok meg linearis leképezések skalarszorosanak, dsszegének és szorzatdnak métrixai
a leképezések matrixaibol?

Mi a kapcsolat linearis leképezések kiilonb6zé bazisokban felirt matrixai és a béazisok kozotti
dtmenetmétrixok kozott?

Mondja ki Lagrange csoportokra vonatkoz6 tételét.

Mondja ki Cayley tételét.

Hogyan kaphaték meg a generatorrendszer elemei segitségével a generdlt részcsoport elemei?
Fogalmazza meg a ciklikus csoportokat izomorfia erejéig leiré tételt.

Fogalmazza meg a ciklikus csoportok részcsoportjait megadé tételt.

Adja meg a normalosztok kiilonboz6 jellemzéseit, és fogalmazza meg a normélosztoknak és a
csoportok kongruencidinak kapcsolatara vonatkozo tételt.

Mondja ki a homomorfiatételt csoportokra.

Fogalmazza meg azt a tételt, amely kiilonb6z6 modon jellemzi azt, hogy mikor all el§ egy
csoport két, illetve véges sok adott normélosztdjanak direkt szorzataként.

Mondja ki a véges Abel-csoportok alaptételét.

A megértést ellendrzé kérdések, feladatok
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Az alabbi harom 4&llitas koziil melyikbdl melyik kovetkezik tetszdleges a természetes szam és
tetszdleges p primszam esetén:

(a) atp,

(b) pta,

(c) Inko (a,p) =17
Az alabbi harom &llitas koziil melyikbdl melyik kovetkezik tetszdleges olyan a, b, ¢ természetes
szamokra, ahol a és b relativ prim:

(a) a|b,

(b) alc,

(c) a|bc?
Milyen n természetes szamok esetén relativ prim egyméshoz a 3n + 2 és 4n + 1 természetes
szam? Ha nem relativ primek, akkor mi lehet a legnagyobb kozos osztojuk?
Léteznek-e olyan a, b, c egész szamok, amelyekre az az+by = ¢ diofantoszi egyenletnek pontosan
2008 megoldasa van?

(a) Irja fel a tizes szamrendszerbeli 2008 szamot 6tds szamrendszerben.

(b) Irja fel a harmas szamrendszerbeli 1021101 szamot tizes szdmrendszerben.

Adjon szabalyt a 3-mal valé oszthatosdgra négyes szdmrendszerben. Déntse el ennek segit-
ségével, hogy oszthaté-e 3-mal a négyes szamrendszerben felirt 320232321201 szam.
Ekvivalens-e egyméssal a 30x = 48 (mod 58) és a 30z = 48 (mod 29) kongruencia?
Vannak-e olyan a, b egész szamok, amelyekre az ax = b (mod 10) kongruencidnak pontosan két
kiilonb6z6 megoldasa van modulo 10, mégpedig

(a) z =3 (mod10) és z =7 (mod 10);

(b) z =2 (mod10) és x =7 (mod 10)?

Adjon meg olyan egész szamokat, amelyek teljes maradékrendszert alkotnak modulo 8, és egytut-
tal redukalt maradékrendszert alkotnak modulo 15.

Igaz-e minden p primszamra a p | ((p — 1)) + (p — 1)! oszthatosag?

Az

(a) 85242,
(b) 85342,
(c) 85587,
(d) 8618
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hatvanyok koziil melyek adnak 86-tal oszva egyet maradékul? Mi a tébbi hatviany maradéka
86-tal oszva?

Adjon meg harom tokéletes szamot.

Legyen f gyengén multiplikativ szamelméleti fliggvény, és jeldlje az Osszegzési fliggvényét F.
Hatérozza meg F' (45) értékét, ha f (3) =2, f (5) =7, f (45) = 21.

Legyen f gyengén multiplikativ szamelméleti fliggvény, és jeldlje az Osszegzési fliggvényét F.
Hatérozza meg f (45) értékét, ha F (3) =2, F (5) =7, F (45) = 21.

Hatéarozza meg az identikus fiiggvénybdl és a konstans 1 fiiggvénybdl (mint szamelmeéleti fiig-
gvényekbol) képezhetd mind a négy kéttényez8s konvoluciot.

n
Hatarozza meg a Z d-p (E> Osszeget tetszbleges pozitiv egész n-re (1 a Mobius-féle fliggvény).
dln

Hatarozza meg az 0sszes olyan p primszamot, amelyre

(a) p+3,
(b) p+7
is prim.
Hatarozza meg az 1 —i, —2 — 21/3i és cos a — i sin a komplex szamok trigonometrikus alakjat.
1—1
Adja meg kanonikus alakban az 1 — ¢ komplex szam ezredik hatvanyat, valamint az T
i

komplex szamot.
Adja meg kanonikus alakban a nyolcadik egységgyokoket, és mondja meg, melyek primitivek.
A z komplex szamra, teljesiil, hogy 2°° = 1. Igaz-e, hogy 2

(a) 100-adik egységgyok,

(b) 100-adik primitiv egységgyok?
Legyen f,g € Q|x], és jelolje r az f polinom g-vel valé maradékos osztasanal fellépd maradékot.
Igaz-e, hogy ha f és g relativ primek, akkor f és r is az?
Igaz-e, hogy ha az f valos egyiitthatos polinomnak gydke az i komplex szam, akkor 22 41| f?
Igaz-e, hogy az x* + 223 — 322 + 2 + 14 egész egyiitthatés polinomnak minden racionélis gydke
egész?
Irreducibilis-e az

(a) 23+ 22 — 5x + 3,

(b) 2% — 62 — 12
polinom a racionélis szamtest f616tt7?
Legyen f € Q|x]. Igaz-e, hogy

(a) ha f irreducibilis Q f6lott, akkor irreducibilis R folott is,

(b) ha f irreducibilis R f6l6tt, akkor irreducibilis Q f616tt is?
Igaz-e, hogy ha az f legalabb masodfoki raciondlis egyiitthatés polinomnak nincsen racionélis
gyoke, akkor f irreducibilis a raciondlis szamtest f6lott?
Hatérozza meg az 2° + 2 polinom irreducibilis felbontésat a racionalis, a valés és a komplex
szamtest f6lott.
Mutasson Z4[z]-ben olyan polinomot, amely gyokeinek szama nagyobb, mint a fokszdma.
Van-e olyan test, amely folott 1étezik két kiilonb6z6 olyan polinom, amelyekhez ugyanaz a
polinomfiiggvény tartozik?
Igaz-e, hogy barmely 6todfoku komplex egyiitthatos f polinomot egyértelmiien meghatéirozza
hat kiilonb6z6 helyen vett helyettesitési értéke?
Igaz-e, hogy ha az f € Q[x] polinomra f'(1) = f”(1) = 0, akkor 1 legalabb haromszoros gyoke
f-nek?

Szimmetrikusak-e az

(a) f = 2xy+ 2z,

(b) g = oyz,

(¢) h=5
polinomok a Q[z,y, 2|, illetve a Q[x, y, 2z, u] gylrtiben?
Hatarozza meg az f = 2 + 3z + 2 € C[z] polinom gydkeinek négyzetdsszegét.
Melyek algebrai szamok az alabbi komplex szamok koziil:

(a) V2,

(b) .
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(c) V2+iV3,
(d) v,

(e) az 2° — 4z + 2 polinom gydkei?

Doéntse el, hogy az egész szamok halmaza idealt alkot-e az egész egyiitthatos polinomok gytirtjében.

A Zs[x] polinomgytirtiben jelélje I az 2% + = + 1 polinom &ltal generalt f6ide4lt. Hany eleme
van a Zg|x]/I faktorgytriinek? Test-e ez a faktorgydri?
Legyen A és B két azonos méret négyzetes matrix. Szimmetrikus-e az ABT + BAT matrix?
Egy n-edrendd determinans mellékatloja f616tt minden elem nulla, és a mellékitléban rendre
az aiy,...,a, elemek szerepelnek. Adja meg a determinéns értékét.
Legyen D olyan n-edrendd determinéns, melynek els§ sordban 1évé elemeihez tartozé kom-
plementer aldeterminansok rendre megegyeznek a masodik soraban 1év6 elemekhez tartozo
komplementer aldeterminansokkal, azaz Dy; = Do;, @ =1,...,n. Igazolja, hogy D értéke 0.
Irjafel a V (1, —1,2, —2) Vandermonde-determinanst, és szamolja ki az értékét a Vandermonde-
determinénsokra tanult képlet segitségével.
Milyen ismert algebrai struktirat alkot a 7" test feletti n x n-es matrixok 77*" halmaza

(a) a matrixok Osszeadédsara és a méatrixok T-beli elemekkel valo szorzasara nézve,

(b) a matrixok Gsszeadéaséara és a matrixok szorzésara nézve?
Igaz-e tetszdleges A, B azonos méretii négyzetes matrixra, hogy ha AB = 0, akkor A = 0 vagy
B =07
Igaz-e tetszbleges A, B azonos méretd négyzetes matrixok esetén, hogy ha az A métrixnak van
inverze, a B matrixnak pedig nincs inverze, akkor az AB szorzatnak sincs inverze?
Igaz-e a kovetkezd két allitas?

(a) Ha egy linearis egyenletrendszernek tobb egyenlete van mint ismeretlene, akkor nincs

megoldasa.
(b) Ha egy linearis egyenletrendszernek kevesebb egyenlete van mint ismeretlene, akkor van
megoldasa.

Van-e egy 6tdimenzios vektortérben hét vektorbdl 4116 linearisan fiiggetlen vektorrendszer?
Igaz-e, hogy minden lineérisan fiiggetlen vektorrendszer minimélis generdtorrendszer az altala
generalt altérben?

Adjon meg olyan hiromelemt vektorrendszert, amelynek rangja

(a) 17

(b) 0.

Igaz-e, hogy ha U és V két véges dimenzios altér egy vektortérben, melyekre dim (U + V) =
dimU + dim V, akkor UNV = {0}?

Igaz-e, hogy egy T test folotti n X n-es méatrix rangja pontosan akkor kisebb, mint n, ha a
matrix determinansa 07

Létezik-e két hasonlé 3 x 3-as valés méatrix, melyek rangja kiilonb6z67?

Legyen ¢ a térnek (azaz az R folotti R? vektortérnek) azon linearis transzformécioja, mely
minden vektorhoz hozzéarendeli az X Z sikra vonatkozé meréleges vetiiletét. Adja meg az Im ¢
és Ker ¢ altereket, valamint mindkét altér dimenzidjat.
Van-e egy 7-dimenzios vektortérnek olyan ¢ lineéris transzformécioja, melyre dim (Ker ¢) = 4
és Ker ¢ C Im ¢?

Legyen ¢ a térnek (azaz az R folotti R? vektortérnek) azon linearis transzformécioja, mely
minden vektorhoz hozzérendeli a Z tengelyre vonatkozo tiikorképét. Adja meg ¢ méatrixat

(a) a standard bazisban,

(b) a (0,0,1),(1,0,0),(0,1,0) béazisban,

(c) az (1,0,0),(1,1,0),(1,0,1) bazisban.

Igaz-e, hogy ha egy véges dimenzids vektortéren értelmezett linedris transzformécié matrixa
valamely bazisban nemelfajuld, akkor a lineéris transzformacio bijektiv?

Igaz-e, hogy ha egy véges dimenzids vektortéren értelmezett linearis transzforméaci6

(a) bijektiv,

(b) injektiv,

(c) sziirjektiv,

akkor maétrixa barmely bazisban nemelfajul6?
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Adja meg az R folotti R? vektortér standard bézisrol a (0,1,0),(0,0,1),(1,0,0) bézisra valo
attérés matrixat, és a forditott irdnyn attérés matrixat is.
Egy 28 elemd csoport a elemérsl tudjuk, hogy a* # 1 és a'* # 1. Meghatéarozhato-e ennek
alapjan az a elem rendje?
Van-e olyan csoport, amelyben hatodrendd elem van, de harmadrendd elem nincsen?
Az egészek szamok additiv csoportjaban adja meg a {4,6} halmaz altal generalt részcsoportot.
Ciklikus-e ez a részcsoport?
Van-e olyan nyolcadrendd csoport, amelyben van 1,2,4 és 8 rendd részcsoport is?
Egy G véges csoportban van 2,3,4 és 5 rendd elem is. Legaldbb mekkora kell, hogy legyen G
rendje?
Melyek azok a csoportok, amelyeknek nincsen valdédi nemtrivialis részcsoportjuk?
Kompatibilis osztalyozas-e az A4 alternalo csoportban a kdvetkezs osztalyokbol 4116 osztalyozas:
fid, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, {(123), (134), (243), (142)} és {(132), (234), (124),
(143)}.
Mutassa meg, hogy az S3 szimmetrikus csoportban normaloszt6 az (123) elem altal generalt
H részcsoport, és adja meg az S3/H faktorcsoport mivelettablazatat.
Van-e az S3 szimmetrikus csoportnak olyan faktorcsoportja, amely izomorf a H = ({—1,1};")
csoporttal?
Homomorf képe-e a Cy csoport a

(a) Ce,

(b) Cs
csoportnak?
Adjon egy-egy példat kommutativ és nemkommutativ egyszerd csoportra.
Melyek izomorfak és melyek nem izomorfak a kovetkezs csoportok koziil:

(a‘) C4a

(b) CQ X CQ,

(c) Sa,

(d) a komplex negyedik egységgyokok multiplikativ csoportja?
Direkt felbonthatatlan-e a

(a) G= Cg,

(b) G =Cyo
csoport? Ha G direkt felbonthato6, akkor adjon is meg egy nemtrivialis direkt felbontasat.
Adja meg izomorfia erejéig az 6sszes 40 elemid Abel-csoportot.



