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Linearis konvexitas

Az el6adas folyaman végig a sikban dolgozunk. A konvexitas
fogalma jél ismert:

A H halmaz konvex, ha barmely X, Y € H pontokra XY C H is
teljesiil, ahol XY az X és Y pontokat 6sszekoté szakaszt jeldli.
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Linearis konvexitas

Az el6adas folyaman végig a sikban dolgozunk. A konvexitas
fogalma jél ismert:

A H halmaz konvex, ha barmely X, Y € H pontokra XY C H is
teljesiil, ahol XY az X és Y pontokat 6sszekoté szakaszt jeldli.

Példak konvex halmazra: szakasz, kor, négyzet, haromszog, félsik,
négyzet a csicsai nélkiil, szakasz a végpontjai nélkiil, stb.
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Konvex lemezek

A konnyebb érthetéség (és a matematikai precizitas) kedvéért a
tovabbiakban mindig feltessziik, hogy a halmazunkhoz
hozzatartoznak a hatarpontjai is (azaz zart), lefedhetd egy
megfelel6en nagy korrel (korlatos) és nem tartalmazza egy egyenes,
vagyis nem fajul szakassza, esetleg pontta.

Konvex lemez

A H sikbeli halmazt konvez lemeznek hivjuk, ha H konvex, zart,
korlatos és H-t nem tartalmazza egy egyenes.
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Konvex lemezek

A konnyebb érthetéség (és a matematikai precizitas) kedvéért a
tovabbiakban mindig feltessziik, hogy a halmazunkhoz
hozzatartoznak a hatarpontjai is (azaz zart), lefedhetd egy
megfelel6en nagy korrel (korlatos) és nem tartalmazza egy egyenes,
vagyis nem fajul szakassza, esetleg pontta.

Konvex lemez

A H sikbeli halmazt konvez lemeznek hivjuk, ha H konvex, zart,
korlatos és H-t nem tartalmazza egy egyenes.

A konvex lemezeket mas modon is leirhatjuk. Ehhez tovabbi
fogalmakra lesz sziikségiink.
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Tamaszegyenes

Tamaszegyenes, tamaszfélsik

Az e egyenes a K konvex lemez tdmaszegyenese, ha e N K # (), és
az e-hez tartozé ey (zart) félsik tartalmazza K-t. Az e;-t K egy
tamaszfélsikjanak nevezziik.

Megjegyzés: ha x € K pontra igaz, hogy egyértelmiien létezik egy e
tamaszegyenese K-nak, ami tartalmazza x-t, akkor az e-t érintének

nevezzik.
i j
B
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Tamaszfélsikok metszetei

Tétel (Konvex lemezek mint félsikok metszetei)

K ponthalmaz egy konvex lemez pontosan akkor, ha K korlatos,
nem tartalmazza egy egyenes és

Bizonyitas: Vilagos, hogy barmilyen K ponthalmazra

ﬂ e+QK.

e+2K

Tegyiik fel, hogy K konvex lemez. Ekkor definicié szerint korlatos
és nem tartalmazza egyenes.
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Tamaszfélsikok metszetei (bizonyitas)

Legyen X ¢ K, és vegyiink egy olyan e egyenest X-n keresztiil, ami
nem metszi K-t. (Van ilyen?) Ezt K-nak ,nekitolva” olyan
tamaszfélsikjat konstrualjuk, ami nem tartalmazza X-t, igy

m e+QK.

e+QK
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Tamaszfélsikok metszetei (bizonyitas)

Legyen X ¢ K, és vegyiink egy olyan e egyenest X-n keresztiil, ami
nem metszi K-t. (Van ilyen?) Ezt K-nak ,nekitolva” olyan
tamaszfélsikjat konstrualjuk, ami nem tartalmazza X-t, igy

m e+QK.

e+QK

Most tegyiik fel, hogy K el6all a fenti metszetként. Konvex, zart
halmazok metszete konvex és zart, a masik két tulajdonsagot pedig
feltettiik, igy K konvex lemez valéban. O
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A metszettulajdonsag

A fenti karakterizacié lehet8séget ad arra, hogy egy djfajta
konvexitasfogalmat definialjunk.

Definicié (Orsékonvexitas)

B(X) jeldli az X kdzéppontd, egység sugara korlapot. Az S konvex
lemezt orsékonvexnek nevezziik, ha

ﬂ B(X
B(X)2S

A H ponthalmaz convs(H) orsékonvex burkan az 6t tartalmazé
legsziikebb orsékonvex lemezt értjiik.

Megjegyzés: ha P és Q pontok tavolsaga legfeljebb ketts, akkor
convs(P, Q) egy orséra hasonlit, innen az elnevezés.
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Orsékonvexitasroél altalaban

A fenti gondolatmenetben tbb dolgot | feleslegesen” tettiink fel (pl.
zartsag). Az orsékonvex halmazok altalanos definicija lényegében
az, hogy barmely két pontjukkal egyiitt a két pont altal definialt
orsét is tartalmazzak. A definicié minden dimenziéban analég
moédon értelmes. Elséként Mayer, német matematikus munkajaban
jelenik meg 1935-ben. (,Eine Uberkonvexitéit”)
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Orsékonvexitasroél altalaban

A fenti gondolatmenetben tbb dolgot | feleslegesen” tettiink fel (pl.
zartsag). Az orsékonvex halmazok altalanos definicija lényegében
az, hogy barmely két pontjukkal egyiitt a két pont altal definialt
orsét is tartalmazzak. A definicié minden dimenziéban analég
moédon értelmes. Elséként Mayer, német matematikus munkajaban
jelenik meg 1935-ben. (,Eine Uberkonvexitéit”)

Véges sok koér metszetét kdrpoligonnak nevezziik. Az orsékonvex

lemezekre gondolhatunk dgy is, mint azokra a konvex lemezekre,
amiket tetszdlegesen kozelelithetiink korpoligonokkal.
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Orsékonvexitasroél altalaban

A fenti gondolatmenetben tbb dolgot | feleslegesen” tettiink fel (pl.
zartsag). Az orsékonvex halmazok altalanos definicija lényegében
az, hogy barmely két pontjukkal egyiitt a két pont altal definialt
orsét is tartalmazzak. A definicié minden dimenziéban analég
moédon értelmes. Elséként Mayer, német matematikus munkajaban
jelenik meg 1935-ben. (,Eine Uberkonvexitéit”)

Véges sok koér metszetét kdrpoligonnak nevezziik. Az orsékonvex
lemezekre gondolhatunk dgy is, mint azokra a konvex lemezekre,
amiket tetszdlegesen kozelelithetiink korpoligonokkal.

A korpoligonok (illetve magasabb dimenziés megfelel&ik)

természetes médon jelennek meg nevezetes diszkrét geometriai
problemaknal, pl.: Kneser-Poulsen sejtés vagy a Vazsonyi-probléma.
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BIEIS

Legyen S orsékonvex lemez, és tekintsiik a kdvetkezé halmazt:

S*={P|SCB(P)}.
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BIEIS

Allitas

S* orsékonvex lemez.
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BIEIS

Allitas

S* orsékonvex lemez.

Bizonyitas:

S*={P|SCB(P)} ={P|vXeS:|PX|<1} = () B(X).
XeS

O
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BIEIS

Allitas

S* orsékonvex lemez.

Bizonyitas:

S*={P|SCB(P)} ={P|vXeS:|PX|<1} = () B(X).
XeS

5**
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BIEIS

Allitas

S* orsékonvex lemez.

Bizonyitas:

S*={P|SCB(P)} ={P|vXeS:|PX|<1} = () B(X).

Xes
L]
S =5
Bizonyitas: Definicié szerint
S= () B(P),
PeS*
ami a fenti szamolassal egyiitt bizonyitja az allitast. 0
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Megjegyzések

A matematikaba sokféle dualitas létezik, altalaban elvaras, hogy
kétszer alkalmazva a dualitast (barmilyen értelemben is szerepeljen)
jussunk vissza az eredeti allapotba. Ez most a masodik allitas
szerint teljesiil, vagyis jogos a széhasznalat. A szakirodalom ennek
ellenére nem hasznalja a dualitas kifejezést.
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Megjegyzések

A matematikaba sokféle dualitas létezik, altalaban elvaras, hogy
kétszer alkalmazva a dualitast (barmilyen értelemben is szerepeljen)
jussunk vissza az eredeti allapotba. Ez most a masodik allitas
szerint teljesiil, vagyis jogos a széhasznalat. A szakirodalom ennek
ellenére nem hasznalja a dualitas kifejezést.

Az orsékonvex dualitasnak semmi koze a linearis konvexitasbal
ismert dualitashoz (polaritashoz), ilyen értelemben talan valéban
kissé zavaré lehet az elnevezés.
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Szélesség

—_ ., L , L. . —
Egy K konvex lemez v iranyi szélességének nevezziik v'-re
2 A . , L, . —
merGleges tamaszegyeneseinek tavolsagat, jele wy (V).
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Allandé szélességii alakzatok

Definicié
Z z Z P . =
K konvex lemez 1 allandé szélsességii, ha minden v vektorra
—
wr (V') = 1.

Példaul ilyen az egység atmérdji kor, vagy a Reauleaux-haromszog.
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Dualitas és szélesség

K konvex lemez 1 allandé szélességii pontosan akkor ha K dndualis
orsokonvex lemez, azaz K = K*.
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Dualitas és szélesség

K konvex lemez 1 allandé szélességii pontosan akkor ha K dndualis
orsokonvex lemez, azaz K = K*.

Legyen
K*= (] B(X).

XeK

Ekkor minden V' vektorra wyx (V') < 1 feltétel ekvivalens azzal,
hogy K C K*.
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A lemma bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy a szélesség minden iranyban legfeljebb 1 és

—
X € K\ K*. Ekkor létezik Y € K, amire [ XY| > 1, sigy K XY
irany szélessége is nagyobb, mint 1.
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A lemma bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy a szélesség minden iranyban legfeljebb 1 és

—
X € K\ K*. Ekkor létezik Y € K, amire [ XY| > 1, sigy K XY
irany szélessége is nagyobb, mint 1.

Most tegyiik fel, hogy K C K*, és wx (V') > 1. Ekkor létezik
X,Y € K, hogy |XY| > 1, igy X ¢ K*. ]
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A tétel bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy K 1 allandé szélességii. Az eddigiekbél K C K*.
Tegyiik fel, hogy a tartalmazas szigor, vagyis létezik X € K* \ K.
Vegyiik észre, hogy minden Y € K esetén |[XY| < 1, mert

X € B(Y). Hasonléan mint korabban legyen e egyenes olyan, ami
tartalmazza X-t, de elkeriili K-t, legyenek K e-vel parhuzamos
tamaszegyenesei e; és ep. Ezek tavolsaga kisebb, mint 1.
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A tétel bizonyitasa

Most tegyiik fel, hogy K = K*, de wx (V') < 1 valamely V'-re.
Hasznaljuk az abra jeloléseit.
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A tétel bizonyitasa

Igy convs(X, Z)-t atmetszi e, igy convs(X, Z) ,kilég" K-bél. O
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K6szonom a figyelmet!
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