Radon transzformacio
(El6adas a Szokefalvi Nagy Gyula Emlék-konferencian)

Kurusa ARPAD

Miel6tt az eldadas tudoméanyos téméjaba kezdenék, szeretném elmondani
egy személyes élményemet Szokefalvi Nagy Gyulaval kapcsolatban — mert van
ilyen, habar én csak 8 évvel azutan sziilettem, hogy Szdkefalvi Nagy Gyula
meghalt. Ez egyben az egyetlen kozépiskolai igazgatéi intém torténete is...
Tortént ugyanis, hogy 1978-ban ko6z0s fogorvosi vizsgélatbdl az iskolaba vald vis-
szatérés alkalmaval levaltam az osztalyrdl és bementem Szeged akkor egyediili,
és éltalam siirin latogatott Antikvariumdba — mert ttba esett... Ott aztdn
belevesztem a konyvek atnézésébe és megtalaltam Szdékefalvi Nagy Gyula Geomet-
riai Szerkesztések Elmélete cim@i konyvét, amit meg is vettem. Mikor beértem az
osztalyomba, mar keresett az osztalyért akkor felel6s matematikatandrném, akinek
nagy érommel tjsdgoltam el, hogy milyen kincsre tettem szert. A tanarnd gratuldlt,
elmondta, hogy milyen ritkasadgszamba mené nagyszerti konyvet taldltam, aztan
atkiildott az igazgatéhoz az intéért, mert bizony elfelejtettem szolni, hogy kiilon
utra indultam... A konyvet aztidn nagy 6rommel olvastam, mert szerencsére sok
olyan volt benne (korzével vals szerkeszthetéség példdul) aminek befogaddsdra mar
képes voltam, és felfedezésszamba ment. Ma is ugy gondolom, hogy megérte azt
az intot, amiért érdekes médon sem otthon, sem matematika tandraimtél semmi
szemrehdnyédst soha nem kaptam. Huszonot év utdn is nagy becsben tartom a
konyvet sajatomként otthon a polcon. Visszatérve az eléadas megjelolt témajahoz,
el6szor kezdjik néhany definicidval és néhany példaval.

Klasszikus Radon transzformacié. R: C°(R™) — C°(G(d,n)), ahol 1 < d <
n—1,

RI(€) = /E fdF,

¢ € G(d,n), dF a kanonikus felszinmérték, és G(d,n) a d-dimenziés affin alterek
Grassmann-sokasaga.
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Gombi Radon transzformacié. R: C*°(S™) — C*°(S(d,n)), ahol 1 <d <n—1,
Ri(e) = [ gar.

¢ € S(d,n), dF a kanonikus felszinmérték, és S(d,n) a d-dimenzids affin alterek
altal az S™ gombfeliilletbdl kimetszett ” fokorok”.

Mindkét integral-transzformaciéval mar 100 éve is foglalkoztak: Elébbivel
1917-ben Radon, utébbival 1916-ban Funk, igaz, mindketten csak a d = n — 1
esetet viszgdlva, melynek soran inverziés formulakat adtak meg. Vizsgdlataik mo-
tivacigja leginkabb csak a probléma érdekessége volt, habar Funk esetében a gombi
harmonikusok kapcsdn mertilt fel a kérdés, hogy egy minden f6kéron eltiing in-
tegralt produkald fliggvény eltérhet-e a nullatdl.

Jé negyven év kellett, hogy a transzforméciét Radonrdl elnevez6 Fritz John
a differencidlegyenletek kapcsan komoly alkalmazésat taldlja a Radon transz-
formaciénak. ”Plane Waves” ciml konyve ma is elkdpraztatja olvasdjat. Aztan
A.M. Cormack orvos az 1960-as évek elején rendkiviil fontos alkalmazéast talalt,
amikor javasolta, kidolgozta, aztdn meg is épitette az els6 tomografot. Ennek
alapja az, hogy az f siriség-fliggvényt anyagba Iy intenzitassal belépé réntgen
sugdar I kilépd intenzitdsa teljesiti a

In(Io/1) = /w f(@)dz = Rf(4)

Osszefiiggést, ahol 1 a sugar athaladdsanak egyenese. Hirtelen fontos lett a Radon
transzformécié numerikus invertalhatésiga és ehhez alaposan meg kellett ismerni
a transzformadaciét magat.

Mara az eredeti probléma olyan kiszélesedésével allunk szembe, hogy
valamikori részei 6nall6 matematikai teriiletté véltak, mas dtfed6 teriiletek pedig
megujultak az 4j kapcsolatok és motivéacidk révén.

Nézziink néhany ilyen teriiletet, mellyel Szegeden is foglalkoznak.

1. Ilyen teriilet az is, amit R. J. Gardner kényvének 1995-6s megjelenése éta
geometriai tomografidnak neveznek, és olyan kérdéseket vizsgal példaul, hogy hany
(1) irdny sziikséges ahhoz, hogy az Rf(£) értékek meghatdrozzik az f fiiggvényt,
ha az egy tartoméany indikalé fiiggvénye.

2. Az éltaldnos differencidlegyenletek megolddsanak még Fritz Jhon altal
talalt modszerének tovabbi jelentGs fejlodése és a Radon transzformacié kozvetlen
kapcsolata a Laplace operatorral els6sorban S. Helgason munkassidga nyoman
vezetett (persze maésfajta kérdéseket is tartalmazd) geometriai analizis olyan
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eredményeihez, mint példaul a mozgasinvarians differencidlegyenletek megold-
hatésaga sokasiagok garmadéjan.

3. A geometriai objektumokon, illetve azok sokasdgain vald integraldsokkal
nyerhetd integraltranszforméciok — amilyen maga a Radon transzformacié is
természetesen — vizsgalatdnak teriilete Gelfand és tarsai munkdssdga és a
klasszikus Santalo-féle integral geometridval valé nyilvanvalé kapcsolata nyoman
lettek (djra) elnevezve (Gelfand-féle) integralgeometridnak. Ilyen transzformécié
az

Rof(z) = / R(GLE

(f € C*(G(d,n)) — R, dm a Haar-mérték), dudlis Radon transzformdcié is,
melynek egyik megjelenését — Szabd Zoltant kovetve — sokan bumerang tran-
szformdcidénak hivjdk (az origénak az integrdlban szerepld &-kre vett vetiileteinek
nyoma ugyanis egy az origébol indulé és oda visszatérd pontpalyat, konkrétan kort
ir le, ha n = 2.)

4. A numerikus vizsgalatok szamitégépes mplementédlasa kapcsdn sziiletett
diszkrét tomogréfia is a Radon transzformacié egyik igen gyorsan fejlodé tertilete,
ahol diszkrét pontokban elhelyezett stlyok megismerése a cél a pontokon atmend
egyeneseken kialakul6 6sszegekbdl. Magam nem foglalkozom ezzel a teriilettel, de
Szegeden komoly kutatdsok folynak. (Kuba Attila csoportja - képfelismerés)

Nézziink néhdny eredményt, melyeket ezeken a teriileteken az elmult években
elértem.

1. Geometriai tomografia.
Kincses Janos gondolata alapjan jutottunk a kovetkez6hoz.

Probléma. Egy kor belsejében 1év6 két konvex alakzat a kor minden pontjaban
ugyanakkora szog alatt latszik. Egybeesik-e a két alakzat?

Kideriilt, hogy Green és Nietsche mar vizsgédltdk ezt a kérdést abban az e-
setben, amikor az egyik alakzat egy koncentrikus kor. Mi kideritettiik, hogy
ha a két konvex alakzat poligon, akkor egybe kell essenek. A poligonoknak ez
a meghatirozottsaga akkor is megmarad, ha a kor helyett analitikus hatarral
rendelkez6 konvex tartomanyban 1évé poligonok latszanak egyforma szog alatt a
hatar minden pontjabdl. A poligonokat nagyobb dltaldnossigu konvex alakzatokra
cserélve sok-sok ellenpélda mutatta, hogy a meghatdrozottsag elvész. A kiutat tobb
lat6sz0g felhaszndlasa jelentette. Bebizonyitottam a kovetkezot.

ACTAFORM©@ FYX Bt 1 /19/9004.



4 Kurusa A.

Tétel. Legyen a sikon C1,Cy és Fy, Fy zdrt, konvex tartomdnyok C? hatdrolégorbé-
vel 1ugy, hogy Fy UFy a C1NCy belsejében van, valamint Fy és Fy ugyanakkora szog
alatt latszanak 0C1UICy minden pontjabol. Ekkor ha 0C1 és OCy metszik egymdst
€s a metszés szoge nem nulla, akkor Fy = F5.

2. Képtér.

A Radon-transzformaécié analizisének egyik lényeges pontja képterének meghataro-
zésa. Nyilvanvald, hogy R(C2°(R™)) nem lehet a teljes C2°(G(d,n)), hiszen G(d, n)
tobb olyan metszettel is rendelkezik, melyek elemei kitoltik az R™ teret. A d =1
és n = 3 esetben mar F. Jhon felfedezte, hogy a képteret egy ultrahiperbolikus
differencidlegyenlet jellemzi. Ezt jelentGsen altalanositottam, és Jhon bonyolult,
egyedi médszerét elkeriilve kvetkezményként kaptam Jhon csodaszép eredményét.

Tétel. Redunddns modon d 4+ 1 ponttal paraméterezve a pontokra illeszkedd d-
dimenzids affin sikot, a g € C°(G(d,n)) figgvény akkor és csak akkor a Radon
transzformdcid melletti képe valamely f € C°(R™) figgvénynek, ha teljesiti a

( 82 82 )g(x()vxla"'azd) =0
3zf8xé 8xé8x§ Vol(x; — x0)i=1,4
differencidl egyenletek rendszerét, ahol x; = (z}, 23, ..., a7).

Ha ebben a tételben a d = 1 esetben attérink a

ik |
;. = det I 1) és ¢ = det L
bk (z2 xé) K (w2 1

Pliicker-koordinatakra, akkor eltlinik az a rejtett feltétel, hogy ¢ az egyeneseken
van értelmezve, a differencidlegyenletbdl pedig eltiinik a térfogattal valé osztés.
Ha d = 3, akkor egy tovabbi egyszeriu dtparaméterezést alkalmazva F. Jhon alabbi
eredménye adodik.

Tétel. Az u € CX(R?Y) akkor, és csak akkor a (0% + 03 — 93 — 93)u = 0 PDE
megolddsa, ha létezik f € C2°(R3), melyre

u(p1+Q27*p2+Q1,p1*Q27*p1*Q1): Rf(&,n)
(Z?:1(Qi/‘k’>)2)

3 q3 q3 q3 127
ahol p;,q; a & és n pontokon dtmend egyenes Plicker-koordindtds.
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3. Konstans gorbiiletii terek.

A Kklasszikus Radon-transzformaciét konnyen altalanosithatjuk, ha az integralokat
az egyenesek helyett geodetikusokon vessziik. Ilyen altaldnossdg mellett a gombi
Radon transzformacié az els6 1épés, a mésodik pedig a negativ konstans gorbiiletii
sokasdgok vizsgdlata. Az eredetivel egyiitt ezt Osszeségében tgy mondhatjuk,
hogy a (totdlisan geodetikus) Radon transzformécié vizsgélata konstans gorbiiletii
tereken.

Ezeken a tereken sokdig mint megannyi kiilonbozo esetet vizsgaltdk a Radon
transzformaciéit. Furcsa médon néhol jelentGsen eltérd eredményekre jutottak ezek
a kutatasok. Felismerve, hogy a konstans gorbiiletii terek geodetikusai a projektiv
modellben egybeesnek, bebizonyitottam, hogy a konstans gorbiiletli tereken vett
Radon-transzformaciok egymasbdl szamolhatéak, amit a kdvetkezd tétel ir le.

Tétel. Legyen f € L2(R™) és g(i— ' (z)) = f(x)(1+r|z?)4D/2, ahol ji a konstans
gorbiileti; terek kozti geodetikus-tarto vetités. Ekkor

Reg(i™'(€)) = V1 + KIEPRF(€),

ahol £ € G(d,n), és k = —1,0,+1 és R, a k konstans gorbiletd téren wvett
totdlgeodetikus Radon transzformdcio.

E kapcsolat révén barmely téren elért eredmény atviheté barmely mésikra, igy
a messze legtobbet vizsgalt Eukliedeszi eset tuddsanyaga a tobbi térre is ismertté
valt. Sajnos Beltrami tétele szerint ilyen geodetikus kapcsolat 6rokiti a konstans
gorbiiletet, igy ez a hatékony fegyver egyszerre elloni latszott teljes municidjat. Sze-
rencsére azonban a terek kozti kapcsolatok masfajtai alapjan jabb Radon transz-
formécidk kozott talalhaté kapcesolat és ez ma maér tudatos része a vizsgalatoknak.

Kurusa A. , SzTE Bolyai Intézet, 6720 Szeged, Aradi Vértanik tere 1.; e-mail:
kurusa@math.u-szeged.hu
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