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1. fejezet

Tartalmi osszefoglalas

A geometria mar korabban is kiemelkedd helyet foglalt el matematikai tanulma-
nyaim soran. Kozépiskolai éveim alatt a stkgeometria Osszefiiggései, a térgeometria
gémbhoz kapcesolodé elméletei fogtak meg leginkabb. Igy szakdolgozatom témajat
is ennek fiiggvényében valasztottam ki.

Szakdolgozatom téméaja az dllando szélességii geometriai alakzatok létezésével és
tulajdonsagainak vizsgalataval foglalkozik. A sikbeli allandé szélességii halmazok
utan konkrét példakon keresztiil, térbeli megfelelGikrsl fogalmazok meg kovetkezte-
téseket.

A dolgozat két {6 részbdl all. A bevezets részben az altalanos tudnivalokat,
jeloléseket, alapfogalmakat foglalom Gssze az irodalomjegyzékben megjelolt mtvek
alapjan, valamint kiemelem a konvexitas fontos tulajdonsagait és jellemzéit. Ezek
tartalmazzak a késébbi vizsgalatokhoz sziikséges informaciokat.

A masodik részben a sikbeli ismeretekre épiilve a térgeometria tulajdonsagait
fogalmazom meg. Mint sok esetben a sikbeli elemeknek, tulajdonsagoknak és jel-
lemz6knek vannak térbeli megfelelGik. Ez azonban nem minden esetben igaz, igy
ebben a dolgozatban Gsszehasonlitasukra is sor keriil.

Dolgozatom célja, hogy a koron és a gombon kiviil més allando szélességti alak-
zatokkal is megismerkedjiink. A kapcsolodd tételek és sejtések megfogalmazasa-
val érdekes kovetkeztetéseket vonhatunk le. Megmutatjuk, hogy az tgynevezett
Reuleaux-tetraéder nem allando szélességti, ezek utan ismertetiink két valodi allandé
szélességt testet. A Blaschke-tételt alkalmazva kiszamoljuk térfogatukat és Gsszeha-
sonlitjuk egy masik egyszert allando szélességl alakzattal, a Reuleaux-haromszog
megforgatasaval kapott forgastesttel.



2. fejezet

Allandé szélességii alakzatok a
sikban

Jelolések

Ebben a fejezetben a hasznalt jeloléseket vezetjiik be. Ezutan definialjuk a sziikséges
fogalmakat, majd a szakirodalom alapjan ismertetiink néhany allitast.

Az euklideszi sik és tér (E? és E?) egy-egy pontjara szokédsos jeldlést kovetve a
magyar ABC nagy nyomtatott bettit hasznaljuk, kezdve a P,Q, R, S, ... betiikkel,
vagy P, Py, Ps, ... indexekkel jelolve. Két tetszGleges pont altal meghatarozott sza-
kaszt a végpontok feltiintetésével szogletes zardjelek segitségével adjuk meg, igy a P
és R végpontu szakasz: [P, R]. Az egyenesekre a magyar ABC kisbettit hasznaljuk,
kezdve az e, f, g, h-val, esetenként indexekkel kiegészitve, mint példaul ey, eg, €3, ... .
A halmazokat az A, B, C, ... betiii jelolik,(megkiilonboztetve a pontoktol, melyeket
az. ABC masodik felébdl valasztjuk, kezdve a P-vel). A kor sugarat a szokast kovetve
r jeloli.A tavolsagot az ABC kis bettivel jeloljiik, altalaban ¢, d, h-val.

Alapfogalmak

Az alapfogalmak definidldsa esetenként egyszertinek és nyilvanvalonak tiinhet, de
a késébbiek folyaman ezekre az alapfogalmakra fogunk hivatkozni. Megemlitésiik
tehat elengedhetetlen.

Az els6 a konvexitas definicidja. Az alakzatot a kovetkezSkben ugyanabban az
értelemben hasznaljuk, mint a halmazt.

1. Definici6. Konvexnek neveziink egy sikbeli vagy térbeli halmazt, ha tetszéleges
két pontjat 6sszekotd szakasz minden pontja egyben pontja a halmaznak is.

Azaz K C E? (vagy E?) halmazt konvexnek nevezziik, ha VP,Q € K esetén
[P,Q] € K.

A legegyszertibb konvex alakzatok kozé tartozik az egy pontot tartalmazé hal-
maz, a teljes sik, a félsik, a féltér, az egyenesek, a sikok. Konvex halmazok a kor és
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a szabélyos sokszogek is, mig a szabélyos 0tszog atloi altal elGallitott csillagotszog,
vagyis a pentagramma mar nem konvex.

2. Definicié. Egy halmaz korlatos, ha teljes egészében elhelyezhets valamely kor
— tér esetében gomb— belsejében.

Ennek értelmében a sav, amely két parhuzamos egyenes altal hatarolt tartomény
a sikban, valamint a félsik, a szogtartomany nem korlatos halmazok. A korlatos,
zart és konvex alakzatokat konvex sikidomoknak nevezziik. Egy sikidom konvexsége
vagy nem konvexsége meghatirozhatd egy egyenes és a sikidom egy belsG pontja
kolesonos helyzetének vizsgalataval.

Miel6tt az allitast megfogalmazzuk, tovabbi ismeretekre van sziikségiink. Meg-
kiilonboztetiink nyilt- és zart gombkornyezetet. Egy tetszéleges P pont gémbkor-
nyezete az adott r tavolsidgon beliil elhelyezked6 pontok halmaza.

Formulékkal kifejezve a nyilt gombkornyezet a térben a kévetkezSképpen irhato
le:

B¥P,r)={Q e E*: [P,Q] < r}.

A zart gbmbkornyezet esetén a fenti definicioban az egyenlGség megengedett.

A sik (tér) egy @ pontja hatarpontja a K halmaznak, ha a @ tetszéleges sugara
géombkornyezetében van K-beli és nem K-beli pont is. Példaul a B?*(P,r) nyilt
korlap hatarpontjai éppen az S'(P,r) P kozépponti r sugari korvonal pontjai,
tovabba a B3(P, ) nyilt gdmb hatarpontjai éppen az S?(P,r) P kozépponti r sugart
gombfeliilet pontjai.

3. Definicié. Egy halmaz bels6é pontjan a halmaz egy olyan pontjat értjiik, amely-
nek létezik olyan (nyilt) gombkornyezete, azaz tetszélegesen kicsi & sugara kor (a
sikban) vagy gémb (a térben), amelynek minden pontja egyben pontja a halmaznak
is.

Azon pontokat, amelyekre nem teljesiil sem a hatarpont-, sem a belsé pont defi-
nicioja, kiils6 pontoknak tekintjiik.

Mindezek utan térjiink vissza a konvex sikidomokhoz. Egy konvex sikidom bels6
pontjan atmend egyenes segitségével a kdvetkezd allitas fogalmazhatoé meg:

1. Allitas. Ha eqy korldtos halmaz tetszdleges belsé pontjdn dthaladd egyenes tar-
talmazza a halmaz pontosan két hatdrpontjdat, akkor a halmaz konvez.

A részletes bizonyitas megtalalhato a [3| konyv 119. oldalédn az 1.4-es bekezdés-
ben.

Mi ebben a dolgozatban olyan konvex halmazokkal foglalkozunk, amelyeknek
van belsé pontja. Kétdimenzioban a konvex sikidomok joval gazdagabb csaladot
alkotnak, mint egydimenziéban.

4. Definicié. A K sikidom tdmaszegyenesének nevezziik azt az e egyenest, amely a
sikidom legalabb egy hatar pontjat tartalmazza, de nem tartalmazza egyetlen belsé
pontjat sem. Ekkor a K sikidom egésze az e egyenes azonos partjara esik.



2.1. d4bra. A K halmaz e tdmaszegyenese

Amennyiben az utébbi partossagi kritérium nem teljesiil, akkor az egyenes az
alakzat bels6 pontjat is tartalmazza. Ezeket az egyeneseket mér egy masik osztaly-
ba soroljuk, az Gn. metsz6 egyenesek osztalyaba. Mindezek utan kimondhato a
kovetkezd allitas:

2. Allitas. A korldtos konvex sikidomnak egy adott irdnyi vektorral pdrhuzamosan
pontosan két tamaszeqyenese létezik.

Az allitashoz tartozé bizonyitast a [3] konyv 7. oldalan talalhatja meg az olvaso.
Az &llandé szélességii alakzatok definicija el6tt be kell vezetniink az atmérd és
a szélesség fogalmat.

5. Definici6. Egy tetsz6leges H halmaz atmérGjén a halmazbeli pontparok tavol-
saganak szuprémumat (korlatos és zart halmaz esetén maximumat) értjiik. Jele:

diam(H)



2.2. 4bra. A K halmaz f metsz6egyenese

Formélisan: H C E? esetén diam(H) = suppgex |[PQ|, ahol [PQ| a P és Q
pontok tavolsagat jeloli.

Erdekes atgondolni, hogy milyen dsszefiiggést tudunk megfogalmazni a fent emli-
tett atmeérs és az alakzathoz hizott tAmaszegyenesek kézott. Tudjuk, hogy a konvex
H sikidom egy hatarpontjan keresztiil pontosan egy olyan tamaszegyenes htuzhato
amely meréleges egy adott vektorra. Tovabba a H sikidomnak pontosan két ta-
maszegyenese van, amely merdleges egy adott vektorra. A tamaszegyenesek kozotti
tavolsag alatt a két egyenes kozotti tavolsdgot értjiik, vagyis a két tamaszegyenes
kozotti d mer6leges hosszat. Az alabbi 4llitas szerint a d tavolsdg maximuma egyenld
az atmérd hosszusagaval, azaz d = diam(H).

3. Allitas. Legyen a H dtmérdjének két végpontja Py és Py. Ekkor a Pi-hez és Ps-
hoz hizotlt ey és ey tamaszegyenespdr merdleges lesz a [Py Py] szakaszra és [Py Ps] C
diam(H)-ra.

A pontos bizonyitas megtalalhato a [3| konyv 75. oldalan a 7.4 feladatdban. A
tamaszegyenesparok kozotti legkisebb tavolsag is nevezetes tavolsag a geometriaban.

6. Definici6. Egy H halmaz szélességén a parhuzamos tamaszegyenesek tavolsaga-
nak infimuméat (korlatos zart halmaz esetén minimumaét) értjiik. Jele: w(H)

Amennyiben egy alakzat atmérGje és szélessége egyenls, vagyis az alakzat szé-
lessége minden irdnyban azonos, akkor allandé szélességili alakzatrol beszéliink.

4. Allitas. Végtelen sok azonos dllandd szélességi konver alakzat létezik sikban.



2.3. abra. Tamaszegyenesparok

Az egyik legegyszertibb példa a kor. Ekkor az allandd szélesség a kor kozép-
ponjan atmend hir, azaz a kor atmeérdje lesz. Allando szélességii alakzatok még a
Reuleaux-féle sokszogek. A kor utan a legegyszertibb ilyen alakzat az in. Reuleaux-
haromszog, melyet a kovetkezSképpen szerkeszthetiink meg: vegyiink egy szabalyos
haromszoget, a csicsokbdl oldalhosszisagi sugarral kérivezziink a szemkozti oldalra.
Ezt a lépést tegyiik meg még kétszer a mésik két csiicspontbol kiindulva a szemkozti
oldalakra korivezve. Az igy kapott haromszog a Reuleaux-féle haromszog, amelynek
szélessége minden iranyba egyenld a haromszog oldalanak hosszaval.

A fenti szerkesztési eljaras kis valtoztatasaval allando szélességl alakzatok egy
végtelen csalddjat kapjuk. Ehhez szintén egy egyenlS oldali hdromszoget kell ven-
niink.5 A haromszog csticsaibol korivezziink azonos hossztsagi, de az oldalaknal
nagyobb r sugara koérivekkel. Majd a koriveket kossiik Gssze olyan csucsokbol indu-
16 korivekkel, amelyeknek hossza egyenld a kordbban kivalasztott r sugara koriv és a
szabalyos haromszog oldalhosszisagénak kiilonbségével. Az igy kapott haromszogre
szintén igaz lesz, hogy szélessége allando és r nagysagu.

A Reuleaux-haromszog szerkesztési eljarasat ismerve tovabbi allandé szélességi
sokszog készithetd el tetszdleges paratlan oldalu szabélyos sokszoghdl. (Paros olda-
It sokszoghdl az allando szélességii alakzat megszerkeszthetdségéhez tovabbi kiilsé
pontokra van sziikség.)



2.4. dbra. Az r szélességli Reuleaux-haromszog

A Reuleaux-sokszogek olyan allando6 szélességii alakzatok, amelyek egy négyzet
belsejében forgatva mindvégig szorosan érintkeznek a négyzet oldalaival. Ez az alli-
tas konnyedén bizonyithat6 az alakzathoz htzott két, egymasra merdleges tamasz-
egyenesparok altal meghatarozott négyzettel (ekkor a négyzet oldalhossza éppen az
allando szélességt alakzat szélességével lesz egyenld).

Tovabbi kovetkeztetések levonasahoz vessiik 0ssze a kort az allando szélességti
alakzatokkal. Vizsgaljuk meg keriiletiiket, illetve teriiletiiket.

Legyen a Reuleaux-haromszog szélessége r. Ekkor keriilete harom 60°-o0s ko-
zépponti szogi r sugara koriv hosszéval egyezik meg, tehat H(r) = 3 (2%“) =rm
nagysagl a hiromszog keriilete.

A szabalyos haromszoggel egyenld szélességil kor, amelynek sugara 7, keriilete a
kor kertileti képletébe behelyettesitve 2—’2”” = rm. Az igy kapott keriilet megegyezik a
Reuleaux-haromszog keriiletével. A két alakzat teriilete viszont kiilonbozé.

A Reuleaux-haromszog teriiletét tgy tudjuk a legegyszertibben kiszamolni, hogy
harom 60°-o0s koézépponti szogl r sugart korcikk teriiletének Osszegébdl kivonjuk
kétszer az r oldalhossziisagt szabélyos haromszog teriiletét. Az 6sszehasonlitas miatt
kiszamoljuk a k('jzelit(’)’érté21<et az r fiiggvényeként 6t tizedesjegy pontossaggal. Mig

T~

az r sugari kor teriilete =% ~ 0,7854 - r?, addig az r allando szélességli Reuleaux-

haromszog teriilete % - (1 — v/3) a2 0, 70477 - 2.

A fenti két példabol ugy tinik, hogy az r allando szélességii alakzatok keriilete
éppen rm. Ezt az allitast Barbier francia csillagisz és matematikus bizonyitotta
be 1860-as években, melyet azéta Barbier-tételként tartanak szamon. A tétel a
kovetkez6képpen hangzik:

1. Tétel (Barbier-tétel). Minden dllando r szélességi konvex sikidom keriilete rm.

A tétel részletes bizonyitasa megtalalhato a [3| konyv 235. oldalan. Mig az allan-
do szélességii konvex alakzatok esetében a keriiletet pontosan meg tudjuk hatarozni,



addig a teriiletiiket altalanos képlettel nem tudjuk definialni.

2. Tétel (Blaschke-Lebesgue-tétel). Az azonos dllandd szélességii konvex alakzatok
kézil a Reuleauz-hdromszog teriilete a legkisebb.

A tétel részletes bizonyitasa megtalalhato a [3] 235. oldalan a 7.12-es feladatban.

A paratlan oldali szabéalyos Reuleaux-sokszogek teriilete szogeik szdmanak no-
velésével alulrol kozeliti meg az azonos szélességii kor teriiletét fiiggetleniil a szogek
paros vagy paratlan voltatol.

Osszegezve a Blaschke-Lebesgue-tételt és az izoperimetrikus tételt, mely kimond-
ja, hogy az adott keriilet konvex sikidomok koziil a kor teriilete a legnagyobb, maga
utan vonja, hogy egy r allando szélességii konvex sikidom tertilete ’"?T” és g(w —3)
kozotti értéket vehet fel.

Az allando szélességli konvex sikidomoknak van még szdmos tovabbi érdekes
tulajdonsaga.

Minden sikidom feldarabolhaté az eredeti sikidom atmérdjénél kisebb atmérdji
sikidomokra. Egy sikidom Borsuk-szama azt a legkisebb értéket adja meg, amely az
emlitett kritériumokat teljesiti.

3. Tétel (Borsuk-tétel). Minden sikidom feldarabolhatd hdrom, az eredeti halmaz
atmérdjénél kisebb datmérdyd halmazra.
Azaz az F konvex és korldtos alakzat Borsuk szdma a(F') < 3.

A Borsuk-tétel a [2]| jegyzetben 2.14 tételeként szerepel, amelynek bizonyitésa
megtaldlhato a 30. oldalon. Az éallandé szélességii alakzatok esetében az alakzat
Borsuk-szama egyértelmiien megadhato.

5. Allitas. Az F dllandd szélességi alakzat Borsuk-szama pontosan a(F) = 3.

Pontos bizonyitas megtalalhaté az [1] konyv 30. oldalan avagy a [2] konyv 34.
oldalan, a 2.17. tétele utdn. Az allando szélességii alakzatot metszd egyenesekrdl a
kovetkez6t allapithatjuk meg:

6. Allitas. Az dllandé w szélességi sikidom bdrmely két dtmérdje metszi eqymdst
vagy eqy belsd pontban vagy egy hatdrpontban.

Az allitas részletes bizonyitasa megtalalhato a [1] konyvben.

Amennyiben a metszéspont a sikidom egy hatarpontja, akkor hatarpontbol, mint
koézéppontbol pontosan az alakzat hatarvonaldt tudjuk megadni adott sugara kor-
ivezéssel. Azaz, tegyiik fel, hogy P pontban metszi egyméast a PQ és a PR atméré.
Ekkor a P kozéppontbol a w sugari koriv a @) és R végpontokkal pontosan az allando
szélességti alakzat () és R pontja kozotti hatdrvonalat adja meg.

Allando szélességti alakzatok nem csak sikban fordulnak els, hanem léteznek
térbeli megfelelsi is. Definiciojuk hasonlo a sikbeliek definiciojahoz. Igy tehat a
tamaszsik definicioja és a szélesség definicidja a kévetkezGképpen hangzik:
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7. Definici6. Az S sik a K (térbeli) konvex test tamaszsikja, ha tartalmazza K egy
hatarpontjat és a K test egésze az S sik egyik partjan (zart félterében) fekszik.

8. Definici6. Allando szélességi testeknek olyan haromdimenzios, konvex testeket
neveziink, amelyeknek tetszélegesen kivalasztott két, egyméssal parhuzamos tamasz-
sikjaik kozotti tavolsag ugyanakkora.

Ahogyan sikban megtapasztalhattuk, a legegyszeriibb példa az allandé szélességii
testekre a gomb, de ezen kiviil szdmos mésik test is létezik, 4&m joval nehezebb
elgallitdsuk a sikbeli megfelelGiknél.
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3. fejezet

Allandé szélességii térbeli alakzatok

Az allando szélességii sikidiomok felfedezése kaput nyitott az allando szélességii tér-
beli alakzatok vizsgdlatara. Nyilvanvald, hogy ha a Reuleaux-hadromszoget az egyik
szimmetriatengelye mentén megforgatjuk, akkor allando szélességii forgéastestet ka-
punk. Alapul véve a tetraédert, az dllando szélességii térbeli testek keresésére tijabb
megoldéasok sziilettek.

Hosszt ideig gy gondoltak, hogy ha az r élhosszusagi szabalyos tetraéder csi-
csaira — a Reuleaux-haromszog szerkesztési lépéseihez hasonloan — mint gémbi ko-
zéppontokra tekintiink, és ekkor vessziik a csiicsok koriili r sugart gombok metsze-
tét, szintén allandé szélességii, de térbeli alakzatot kapunk. Az igy kapott testet
nevezték el Reuleaux-féle tetraédernek, vagy roviden Reuleaux-tetraédernek.

Am ez valojaban nem allando szélességi. Ha a kitérs élek folotti korivek fe-
lez6pontjaiban érinté parhuzamos tamaszsikok tavolsdgat megmérjiik, akkor az r
szélességnél valamivel nagyobb szélességet kapunk.

Ennek bizonyitésara szamoljuk ki a kitérd oldalélek feletti korivek kozéppont-
jait Osszekots szakasz hosszat. A konnyebb szamolas érdekében — az egységoldal,
szabalyos tetraédert helyezziik el ugy a koordinata-rendszerbe, hogy stulypontja a
koordinata-rendszer orig6jaban legyen, P, cstuicsa a z-tengelyen, a Pj-gyel szemkozti
lapja pedig olyan helyzetben, hogy a P, pont az xz-sikban legyen (lasd példaul [6]
honlapon). A csiicspontok koordinatéi a kovetkezGek:

Pl - (07 07 \/Té)a-PQ - (\/73707 _\1/_26)7P3 - (_\/?5’ %7 _\1/_26) és P4 - (_?37 _%7 _\1/_26)

Hatarozzuk meg a P, Py, illetve P, P3 élek felez6pontjainak koordinétait:

Fi(PPy) = (—ﬁ ! “6),

127 4712

V3 1 ¢6>

Falhhby) = (E’Z’_E
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3.1. abra. Adott koordinataja szabélyos tetraéder

Tehat

63
d(F, ,/ =1/ —= = X1 ~0,66144.
Lk v 144 0,66

Most metsziik el a Reuleaux—tetraedert mondjuk a P2P3 élt tartalmazoé és az Fi-re
illeszkedd S sikkal. Az egységnyi oldali szabélyos hiromszog magassaga tartalmazza
a két felezGpont k6zotti d tavolsdgot. Mivel a szabédlyos haromszog egységnyi oldald,
ezért magassaga m = \/73 Ha ebbdl a magassaghol kivonjuk a kozéppontok kdzott
mért d tavolsdgot, akkor megkapjuk a szabalyos tetraéder éle és a Reuleaux-tetraéder
éle kozotti t tavolsagot.

fmm—d= Y3 _ 8 _2V8VT 0o
2 144 1

A Reuleaux-tetraéderben a szabalyos tetraéder a két kitérd éle folotti koriv fe-
lez6pontjainak tavolsiga az F és Fy pontok kozotti d tavolsag plusz a t tavolsag
kétszeresével egyenld, azaz:

T, 2V8=VT 2 VT

2 ——Nl 1>1
d+2t = ETH — 1 07061 >
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3.2. 4bra. Az S sikkal valdé metszet

Jol lathato, hogy ez az érték az egységnyi oldalhosszisagnal valamivel nagyobb.

A téves kovetkeztetésre 1911-ben Ernst Meissner svajci matematikus hivta fel a
figyelmet. Ahhoz, hogy a Reuleaux-tetraéder valoban allando szélességii legyen apro
modositasokat kell rajta végezni.

A Reuleaux-tetraéderbdl az adott élre illeszked6 lapsikok kimetszenek egy da-
rabot. A kimetszett darabot egy orsoszerii feliiletdarabbal potoljuk, amelyet gy
kapunk, hogy az él koriil a lapsikok altal kimetszett korivet megforgatjuk. Ha ezt
a helyettesitést elvégezziik egy csicsra illeszkedd mindharom élen, akkor allando
szélességi testet kapunk.

Meissner azt is bebizonyitotta, hogy ha ezt az eljardst nem az egy csicshoz
tartozo élek mentén végezziik el, hanem az egy "lapjahoz" tartozo élek mentén,
akkor is alland6 szélességii alakzatot fogunk kapni. Az igy kapott két kiillonbo6zs
testet Meissner-féle testeknek nevezziik.

Mindez pontos értékekkel a kévetkezGképpen bizonyithato:

A Meissner-féle test alapja szintén a szabélyos egységnyi oldalu tetraéder. Ami
azt jelenti, hogy a Meissner-test kitérd oldalélei kozotti tavolsag megegyezik az al-
talunk mar kiszamolt egységnyi oldalu tetraéder oldalfelez§ kozéppontjai kozotti
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tavolsaggal, azaz a d-vel.

Masrészt, a Meissner-test szélessége magaba foglalja a mér ismert ¢t tavolsagot,
mely az egységnyi oldalt szabalyos tetraéder éle és a Reuleaux-tetraéder oldalive
kozotti tavolsagot jelentette.

Ehhez még hozza kell adnunk az orsé sugarat, amely éppen r, =1 — \/75

A szélesség-részleteket Osszeadva a kovetkezdt kapjuk:

ditar, = YT 2BV VB,
4 4 2
9. Definicio. A Reuleaux-haromszoghdl (a fenti atalakitassal) képzett allando szé-
lességti testeket Meissner-féle testeknek nevezziik.

A Barbier-tételnek nem létezik térbeli megfelelGje, viszont a Blaschke-tétel kap-
csolatot létesit a felszin és a térfogat kozott.

4. Tétel (Blaschke-tétel). Legyen K C R? olyan r dllandd szélességi konvex test,
amelynek felszine A és térfogata V. Ekkor

2T 4

QVITA—?T’.

A térben nem ismert a Blaschke-Lebesgue-tétel megfelelGje, azonban a kovetkezd
sejtést feltételezik:

Sejtés. Az adott w dllandé szélesséqi alakzatok kozil az dllandd szélességi tetra-
éder(ek)nek, azaz a Meissner-féle testeknek a legkisebb a térfogata.

A fenti sejtés megtalalhato a 3] konyv 84. oldalan.A sejtés alatamasztésaként
hasonlitsuk 6ssze példaul a Reuleaux-haromszog altal elGallitott forgasszimmetrikus
test térfogatat a Meissner-féle testek térfogataval.

Elscként kiszamoljuk a forgastest térfogatat. A Reuleaux-h&romszoget helyez-
ziik el egy derékszogi koordinata-rendszerben és valamely tengely koriil megforgatva
kiszamoljuk térfogatat az elemi integralszamitas segitségével. Helyezziik el a harom-
szoget gy, hogy szimmetriatengelye egybeessen az y tengellyel, valamint a tovabbi
két csicspontja illeszkedjen az = tengelyre. Az xy-sik két forgastestre vagja szét
alakzatunkat. El6szor az xy-sik feletti rész térfogatat szamoljuk ki, azutan az alatta
16vG részeket elemi integralas segitségével. Irjuk fel a (—%, 0) kbzépponti, egységsu-
gart kor egyenletének segitségével a forgastest térfogatat az y tengely koriil, a [0, ‘/73]
intervallumon:

Tudjuk, hogy (z + %)2 + 9% = 1, ekkor
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3.3. dbra. Reuleaux-hdromszog forgésteste

4 8 8
_ (53 V3 V3
N 8 8 8 6
3\/3 T
=22 - 2] ~0,39559
178 6) ’

Ehhez a térfogathoz hozza kell még adnunk az x tengely alatti gbmbsapka tér-

fogatat, mely a kovetkezd:



2
= (§ — %) ~ 0,017157m ~ 0,05388.

Osszesen tehat a forgastest térfogata:

3vV3 o« 2  3V3 2 9w
_ — _ YT = - ——]=014 =~ 0, 4494
V=V+V 7T< 3 6>+7T <3 g ) 7r<3 6) 0,143077 ~ 0, 44946

A kovetkezd lépésben szamoljuk ki a Meissner-test térfogatat. A Blaschke-tétel
miatt elegend§ kiszamolnunk a Meissner-testek felszinét. Megjegyezziik, hogy a két
Meissner-test felszine, és igy térfogata is, egyenld.

Meissner-test felszine tobb teriiletdarabbol all. Egyik ilyen feliiletdarab az orsé
(pontosabban az orsonak egy darabja). Mint forgastest, felszinét konnyen kiszamol-
hatjuk elemi aton is.

Legyen a C(0, —‘/TE) pont az egységsugaru kor kozéppontja, a hozzatartozo kor

2
egyenlete pedig 22 + <y+ ‘?’) = 1. Vegyiik az z-tengely feletti korivét a [0, %]
intervallumon. Jel6ljiik az orsdalaki forgastest felszinét Ap-val. Az intervallumon
vett forgastest felszinét a kovetkezSképpen szamoljuk ki:

x2+<y+£> =1

2

y(x)zﬂ—?
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Ap =27 <2 /0é y(m)mdm)
:2#(2/% \/1—7952—\/73) 1+1f2x2dx)
:27r<2/0% \/1—7x2—\/§> ﬁdm)
o (B )
:27r<2:1}|§)’—\/§/0é (ﬁ)dw)
:27r< —\/garcsinx]é)
= W(l—?ﬂ')
~ 0, 58497

Az orsobol csak a cosa = % -nyi, azaz o = arccos% kézépponti szogi cikket kell

kivagnunk. Ugyanis a szabalyos tetraéder lapszoge éppen « és az élek mentén «
szogi darabot vagtunk ki, amit az orsé megfelel§ darabjaval helyettesitettiink.

Arénypéarral kifejezve az orsobol kivagott felszindarab a kévetkezd, amelyet je-
16ljiink T,-val:

a T 1 T
D=2 <_.<1_ _)>_ _.<1_ _>% , 1146.
| s 5 \/§6 aurccos.3 \/56 0 6

A Meissner-test felszinét alkoté maésik feliiletdarab a szabalyos tetraéder felett
lévs gombharomszogek teriilete, amelyet a tetraéder egy csicsra illeszkedd lapsikjai
metszenek ki abbol a gdmbbdl, amely kozéppontja a csiics és sugara a tetraéder éle.
Tehat ezen gombharomszog oldalai 60° hosszisagtak és belss szogei a-val egyenlGek,
ahol o = arccos %, a tetraéder lapszoge.

A Girard-tétel szerint a gémbharomszdgek teriilete egyenlé a szogtobbletével.
Igy a gombharomszog T teriilete a kovetkezs:

1
T = 3 arccos 3~ m ~ 0,55129.
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A Meissner-test felszinét az orsdédarab -, illetve a gémbharomszogek felszinén
kiviil gombi korszeletek alkotjak. A gombi korszelet Ty, teriilete tulajdonképpen az
azonos a kozépponti szoghoz tartozé gombi korcikk T, teriiletének és egy szabalyos
60°-os oldalu T}, teriiletének a kiilonbsége.

Korcikk teriilete aranyparral szamolhato ki: kozépponti o sz6g esetén a teljes
korcikk teriilete T, = 5-Tk, ahol a T}, a 60°-os sugart géombi kor teriilete, ami éppen
m, mivel ez a gombi kor egy % mélységli gombsapka.

arccos% 1
T, =1T.,—T)T,, = —= -7 — | 3arccos—- — 7
2T 3

5
To=m—=- -
™ B arccos 3

Az egységnyi oldalu szabélyos tetraéderre épitett Meissner-test felszinét a harom
alkotdelem ismeretében mar ki tudjuk szamolni. Négy szabalyos gémbharomszog,
harom orsédarab és hat gémbi korszelet teriiletének dsszege adja meg a Meissner-test
felszinét.

AMeissneT =4 Th +3- To +6- Tsz

1 1 3 5 1
Apjeissner = 4 - (3 arccos 3~ 7T> + 3 - arccos 3 <1 - %7?) +6 - (7? — 3" arccos 5)

3
AMeissner = 2T — gﬂ arccos o A 2,93412

Mindezek utéan a Blaschke-tétel dsszefiiggését (2V = rA — 25r?) alkalmazva a
Meissner-test térfogata egységnyi r sugari test esetében :

3 1 2
2V = (27‘[‘ — gw arccos §) — ?ﬂ

4 3 1
2V = i £7r arccos —

3 2 3

o 2r V3 1

V= 3~ Tﬂ' arccos 3
~ 0,41986.

Ezek alapjan kimondhatjuk, hogy az egységoldalit Reuleaux-hdromszogbdél kép-
zett dllando szélességii forgastest térfogata nagyobb, mint a szintén egységnyi oldal-
hosszisagu allando szélességli Meissner-test térfogata, ami alatamasztja a sejtést.
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