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Diszkrét geometria Thurston terekben
Molnár Emil és Szirmai Jenő

Thurston geometriák projektív modelljei

A nyolc Thurston geometriában (E3,
H3, S3, H2 ×R, S2 ×R, Sol, Nil, S̃L2R)
diszkrét matematikai feladatok felve-
tését és megoldását az tette lehetővé,
hogy az első szerző [2] munkájában
megmutatta az előző geometriák
háromdimenziós PS3 projektív szfé-
rán való modellezhetőségét. A jobb
oldali táblázat a projektív interpre-
tációk alapvető információit foglalja
össze.

A diszkrét geometria problémái, eredményei általában az n-dimenziós
állandó görbületű geometriákra: En, Hn, Sn (n ≥ 2) korlátozódnak
és ezek közül az egyik a klasszikus gömbelhelyezési illetve fedési
problémakör. A kérdéskör klasszikus eredményei többek között Fejes
Tóth L., id. Böröczky K., Florian A, Fejes Tóth G., Rogers C., Hales T.,
Molnár J., Heppes A. munkásságához tartoznak. Azonban sok nyitott
kérdés is megválaszolásra vár a témával kapcsolatban. Ezek közül a
hiperbolikus terek klasszikus gömbjeivel, horoszféráival illetve hiper-
szféráival kapcsolatos kérdéseket vizsgálták a szerzők többek között
az [1], [8] és [3] munkáikban. Ezekben több új jelenségre is fény derült
és ezen kérdések is megoldásra várnak, így az n-dimenziós állandó
görbületű terekben se zárult le a gömbkitöltések és fedések vizsgálata.
Általában a diszkrét geometriai problémák vizsgálhatók a fenti Thur-
ston geometriákban, így a gömbelhelyezések és fedések témaköre is.
Ezekből kapott eredményeinkből mutatunk be a továbbiakban néhá-
nyat.

Nil geometria

A Nil geometria W. Heisenberg hí-
res mátrixcsoportjából származtat-
ható. A geodetikus gömbök su-
gara maximálisan 2π lehet. A tér
adott tércsoport szerinti gömbkitöl-
téseit és fedéseit vizsgáltuk transz-
lációs és geodetikus távolságfügg-
vények esetében. Mind az elhelye-
zéseket mind a fedéseket vizsgálva
az euklideszi esetnél optimálisabb
eredményeket kaptunk [7].
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Most csak a k = 1 paraméterű rácsszerű gömbkitöltések ese-
tét mutatjuk az ábráinkon, amelynél a legsűrűbb elrendezés
≈ 0.78085 sűrűségű és az érintési szám 14. Az ábrák a legsűrűbb
elrendezés gömbjeit és a Dirichlet-Voronoi celláját mutatják. Megje-
gyezzük, hogy kongruens transzlációs gömbökkel is tudtunk nagysű-
rűségű 14-es érintési számú gömbelhelyezést konstruálni.

S2 × R geometria

Az S2 × R geometria a szférikus
sík és a valós számegyenes di-
rekt szorzataként származtatha-
tó és nagy sűrűségű (adott tér-
csoporthoz tartozó) gömbelhe-
lyezések konstruálhatók benne.

A sejtett legsűrűbb gömbelhelyezés Thurston geometriákban
Megjegyezzük, hogy a tércsoportok illetve a rácsok értelmezése eltér a
megszokott euklideszi esettől. Az előző ábrák a tér "pókszerű" geodetiku-
sait mutatják. S2×R-ben - az állandó görbületű geometriákhoz hasonlóan
- a transzlációs és geodetikus görbék egybeesnek. A szférikus geometriá-
hoz hasonlóan itt is a gömb maximális sugara π lehet.

A sejtett legsűrűbb gömbkitöltés a
Thurston geometriákban az S2 ×

R geometria 4q.I.2 tércsoportjának
q = 2 paraméterű esetéhez tartozik,
amelynek orbitját (egy részét) illuszt-
rálja a szomszédos ábra.
Az alábbi ábrák a sejett legsűrűbb gömbkitöltés szomszédos gömbjeinek
részeit és a model "alapgömbjét" mutatják [6].
A sejtett optimális gömbelhelyezés sűrűsége Thurston geometriákban
δ ≈ 0.87757, ez sűrűbb mint a hiperbolikus geometria eddig ismert
legsűrűbb elrendezése, amely horoszférák segítségével realizálható,
tehát nem klasszikus értelemben vett gömbökkel. Megjegyezzük, hogy
a hiperbolikus térben eddig talált legsűrűbb hagyományos gömbökkel
történő gömbkitöltés az ú.n. futballabda sokasághoz kapcsolódik, amely
a szerzők nevéhez fűzűdik [3], sűrűsége ≈ 0.77147.

Sol geometria
J. R. Weeks, Thurston korábbi munkatársa írta a Sol geometriáról "Ez a
geometria borzalmas...nem találok módot, hogy jól megértsem". Azon-
ban modellünk segítségével lehetőség van a geometria feltérképezé-
sére. A tér a klasszikus Minkowski síkra épített geometria. A geometri-
ában a szerzők definiálták és osztályozták a rácsokat. [4] munkánkban
beláttuk, hogy 17 rácsosztály létezik, de ezen belül több végtelen szé-
ria is fellép.

A jobboldali alábbi ábrák az ú.n.
fundamentális rácstípust mutat-
ják. A fundamentális rácshoz tar-
tozó transzlációs gömbökkel tör-
ténő legsűrűbb gömbkitöltést mu-
tatja az alsó baloldali ábra [5]. x
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A gömbkitöltések és fedések vizsgálatánál fontos a megfele-
lő Dirichlet-Voronoi cella vizsgálata. Az alul lévő jobboldali ábrák
az optimális gömbkitöltéshez tartozó rács D − V celláját mutatják.
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