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Eljszd.

A geometria tudomanya EUKUDES kordban s még azutdn is
a klasszikus miiveltség szerves részét alkotta; évszazadokon at
ebbdl ismeriék meg a tudomanyos rendszert, és tanuitdk meg a
s'zigorfian logikus gondolkodast. A geometria tudomdnyos jellege
az6ta sem valtozoit meg, legfeliebb elényére, s napjainkban mégis
tigy tekintik, mint szilkséges rosszat, melyet csak azért kell tanuini
az altalinos mfiveliséget nyujtd kdzépiskoldban, mert érettségi targy.
A geometria hitelét annak jobb oktatasaval adhatjuk vissza ; véle-
ményem szerint kevesebb anyagot kellene tanitani, de azt sokkal
elmélylildbb, a logikai szempontokat jobban kidomborité mddon.
Ennek elsd feltétele pedig az, hogy maga a tandr alaposabban
ismerje azt az anyagot, melyet elSad.

A geometria alapjaird]l frt munkdmmal azt a célf kivanom
szolgdlni, hogy a kdzépiskolai tandr megismerje az ditala a kozép-
iskolaban tanitott tételeknek a geometria tudomanyos rendszerében
valé helyét. A geometria alapjair6! tobb éven at adiam eld a szegedi
Ferencz J6zsef-Tudomanyegyetemen ; altaldnos dsszefoglalast adtam
6 eldadasban, melyet a budapesti Tanarképz6 Intézet altal a kozép-
iskolai tandrok {ovabbképzésére rendezett tanfolyamon tartottam.
Litva azt az érdeklddést, meliyel a kozépiskolai tanarok és tanar-

jeloitek ezt a targyat s az erre vonatkozé elbadasaimat fogadtak,

hatdroztam el magam jelen munkdm megirasara. A jelen kotetben
s a késdbb megjelenendd masodik kotetben a geometria meg-
alapozdsara vonatkoz6 régebbi €s 1ijabb eredményeket foglalom Ossze.

Oszinte mély haldval tartozom a MAGYAR TUDOMANYOS
ARApEMIAnzk értékes tdmogatdsdért, mellyel kdnyvem megjelenését
lehetvé tette, Az anyagi segitségen felfil szamomra magas kitlin-
telést €s erkolesi sikert jelent az, hogy munkdm a Magyar Tudo-
méanyos Akadémia famogatdséval jelenhetik meg.

Oszinte hdldval tarfozom a nagyméliésigu VALLAS- és Koz-
OKTATASOGY! MINISZTERIUMnak azért az értékes tdimogatasaért, hogy
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kdnyvem példanyait a magyar allami kozépiskoldk részére meg-
rendelte s ezzel nem csak anyagilag tdmogatta kdnyvem megjele-
nését, hanem mar eleve gondoskodott arr6l is, hogy kdnyvem
eijusson ahhoz az olvasdkdzonséghez, melyre munkdm megfrasakor
elsdsorban gondoltam. Ezért a megértd szives tdmogatdsért leg-
- mélyebb héldmat fejezem ki Dr. HOMAN BALINT,m. kir. fitkos tanacsos,
vallds- és kozoktatdsiigyi m. kir. Miniszter ir Oexcellentisjanak és
Dr. SziLy KALMAN m. kir. titkos tandcsos, vallas- és kdzoktatsiigyl
Allamtitkar ur Oexcellentidjinak.

Véglil legOszintébh kdszbnetem fejezem ki kedves munka-
tarsaimnak, kik Onzeilen, értékes segitségiikkel szamomra meg-
konnyitették a konyv iétrejdttét : Dr. KALMAR LAszLO és Dr. LiPka
IsTVAN egyetemi magantanar urak és Dr. ZANyi LASZLO kegyesrendi
gimnaziumi tanar (ir a korreklura-olvasas sordn sok értékes tana-
csukkal voltak segitségemre, :

- Szeged, 1937. nidjus hé. '
- : : Kerékjdrto Béla. -
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Bevezetés.

Axtoma est propositio fide digna
quae negari non potest.

A geometria empirikus alapjai. A geometria empirikus alapjat
a merev testek mozgasainak vizsgilata képezi, Miutan absztrakcioval
¢ljutottunk a ,pont“ fogalmahoz, azt latjuk, hogy ha egy merev
testet két pontban rdgzitiink, a fest dsszes még lehetséges moz-
gasainil bizonyos pontok helyitkén maradnak ; ezeknek az Osszes-
sége egy ,egyenest® ajkot. Ha a testet egy egyenes két pontjdban
rogzitjiik, az egyenes pontjai, €s csakis ezek, helytikdn maradnak ;
ezt ugy fejezziik ki, hogy barmely két pont meghatiroz egy egyenest,
s az egyenes barmely két pontja meghaidrozza ezt az egyenest.

A merev testet egy egyenese koOrlll folytonosan forgatva, egy
bizonyos forgasndi a test minden ponija visszatér eredeti helyére;
ezt a forgast az illet6 egyenes koriil vald teljes forgdsnak nevezziik,
Olyan forgdst, melynek kéiszeri alkalmazésa teljes forgast ad,
félforgdsnak neveziink. Egy egyenes koril val6 féiforgasnal bizonyos
egyenesek Onmagukba mennek 4t; ezeket az illeté egyenesre
merdleges egyeneseknek nevezziik.

Egy egyenes koriil valo teljes forgds folyamdn barmely erre
az egyenesre merdleges egyenes egy ,sikot® ir le.

Az egyenesen a pontok elrendezése megfelel annak az idGbeli
sorrendnek, melyben egy az egyenesen halad6 pont rajiuk atmegy.

A merev test fogalmdbdl absztrakci6val jutunk el a geometriai
idom fogalmdhoz, amennyiben eltekintiink a test anyagatdl s csak
az 4ltala a térben elfoglalt helyet tekintjitk. Két idomot egybe-
vigénak neveziink, ha az egyiket atvihetjlik a masikba valamely
mozgdssal (vagyis elmozduldssal). Két egymds utdn alkalmazott
mozgas helyeftesithetd egy mozgéssal; ebbll kbvetkezik, hogy ha
egy idom egy mdsikkal, s a mdsik egy harmadikkal egybevago,
akkor az els§ a harmadikkal egybevagd.
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A geometria rendszere. Fent ismerteltikx a geometria leg-
egyszer(ibb alapfogalmait, melyekhez tapasztalati titon eljuthatunk.
Ezeknek alapjén a geometria felépitése logikai modszerekkel torténik,

Egy geometriai rendszer alapjait bizonyos elemek, ezek kizstt
fennallé alapvets vonatkozdsok és alaptételek, vagy axiomdk képezik,
melyek az elemek és az alapvetd vonatkozdsok bsszefiiggéseit, vagy
kapcsolatait hatdrozzak meg. Minden olyan tétel, melyet az alap-
tételekb0l logikai mddszerekke! levezethetiink, a geometriai rend-
szerhez tartozik; ezt vigy fejezziik ki, hogy a geometria tételeinek
Bsszessége (logikailag) zart rendszert alkot,

EUKkLIDES Elemei. A geomefria cls6 rendszerbe foglalisa
EUKLIDEStS] szdrmazik. EUKLIDES FElemei nemcsak a geometria
fejlodésére hatottak még ma is érezhetd moédon, hanem péidajat
adtdk a szigord tudomdnyos gondolkodadsnak, mintaképét egy
tudomanyos rendszernek. Tagadhatatian, hogy mai szemmel nézve,
felmeriilnek bizonyos kifogasok az euklidesi targyalds ellen. Nem
tekinthet8 hibinak az, hogy EUKLIDES a pontnak, egyenesnek, siknak
meghatirozasat adja; ezek csak aféle magyardzatok olyanok szamara,
kiknek nincs fogalmuk pontrél, egyenesrdl, sikr6l, De a szigoriisag
mai kvetelményeivel nem egyeztethetS Ossze az, hogy bizonyi-
tasaiban felhaszndl olyan fogalmakat (mint példawl két idom egy-
masra helyezését), melyek nem vezethetdk le axiomaibél. Ezért az
euklidesi axiomarendszer bizonyos kiegészitésekre szorul, éppen
igy mint szdmos kovetGje altal adott targyalas.

A geometria HILBERT-féle megalapozdsa, PASCH, VERONESE &s
masok uttdrd vizsgdlatal utdnm HiLBERTnek sikeriilt az euklidesi
targyalast teljessé tenni. HILBERT targyaldsdnak alapjai a kévetkezék :
1. elemek : a pontok, egyenesek és sikok ; 2. alapveté vonatkozasok :
Osszetartozas, rendezés és egybevigosag. Alapiételeit, vagy axiomait
6t csoportba foglalja, melyek sorban az elemek 8sszetartozasara,
a rendezésre, az egybevagbsagra, a parhuzamossagra és a folytonos-
sagra vonatkoznak, ' o

Az axiomarendszer ellenmonddstdl vals mentessége. A geometria
rendszerére vonatkoz$ altaldnos logikai kbvetelmények koziil .a
legfontosabb az, hogy a tételek rendszere ellenmondéstél mentes
legyen, vagyis hogy az alaptételekbdl levezetett tételek kozdtt ne
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forduljon el§ valamely téteilel egylitt annak tagaddsa is. Ha ez a
kovetelmény teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy az axiomarendszer
elienmondastél mentes. A" matematika megalapozésara vonatkozé
ljabb vizsgdiatok kdzvetlen médszereket adnak ugyan annak eldsn-
tésére, vajjon egy axiomarendszer ellenmondasté] mentes-e; de a
kbvetkez6ben egy geometriai axiomarendszer elienmonddstd] valé
mentességst nem kozvetlendi, hanem olyan mddon fogjuk igazolni,
hogy megmutatjuk annak analitikus iétezését, Erre a célra minta-
képiil szolgdl a DESCARTES-féle analitikus geometria.

A DESCARTES-féle analitikus geometria. A térgeometridnak
DESCARTEStd] szarmazd analitikus tirgyaldsiban ponfon értiink
barmely valds (x, v, z) szimbdrmast ; az x, y, z szdmokat az (x, y, 2)
pont koordindtdinak nevezziik. Az (x,y,2) & az (x,y,2’) pontok
akkor és csak akkor azonosak egymdssal, ha x=x",y=)', z2=2"
Sikon értiink minden olyan (u,v,w,{) pontnégyest, melyben az
v, w szdmok kozll legaldbb az egyik zérustél kiilénbsz8 ; az
(4, v, w, 1) és az (u,v,w, 1) sikok akkor és-csak akkor azonosak,
ha létezik egy olyan zérust6l kiilonbdzd 4 valés szdm, melyre
d=2A4u,vV=23v,wW=24w =24~ Az (x,7,2) pont akkor és csak
akkor tartozik az (u, v, w, £) sikhoz, ha fennall az ax + vy+wz+i=0
egyenldség. Ha az (u,v,w, 1) és az (v, v, w, ) sikok kiisnbsz5k.
s ha az (uv' — u'v), (VW' — V'), (We' — w' 1) szdmok kbdziil legaldbb
az egyik zérustdl kiilonbdz8, akkor az (u, v, w, #; ', v, W, ') szdm-
nyolcas egy egyenest 4llit eld; az (x,, z) pont akkor és csak akkor
tartozik ehhez az egyeneshez, ha fenndllanak az ux+-vy+wz-+-i=0
€s 0’ x4V y+wz-1' =0 egyenlségek. Az (U, V, W, T; U, V', W', T
szdmnyolcas ugyanezt az egyenest dllitja eld akkor és csakis akkor,
ha léteznek olyan 4, ., X' g valds szamok, melyekre U=2Au+ uu,
U=2Xu-+u'e’, s hasonléan a tobbi beifikre,

Az (x,p,2) és az (X, y', z') pontok tavolsdgan érijitk a

V&= P+ —yP+E—2F
pozitiv (vagy zérus) szadmértéket.

Ha (x,7,2), (x,y,2), (x",¥",2") egy egyeneshez tartozd
hdrom. pont, s ha fennall az x < x’ < x”, vagy az x > x’ > Xx” vonat-
kozas, akkor azt mondjuk, hogy az (x’,y,z') pont a mésik két
pont kozdit fekszik; hasoniéan, ha x=x'=x", é y <y <y",
vagy y>) >y", végill ha x=x"=x",y=y'=)" és 2z <2’ < 2",
vagy z2>2' > 2", o




Az euklidesi geometria analitikus modelljfe. Az euklidesi
geometrianak analitikus modellje, vagy megvalositisa a DESCARTES-
féle analitikus geometria. A geometriai elemeknek (pontoknak,
egyeneseknek, sikoknak) analitikus kifejezéseket (szdmharmasokat,
négyeseket, nyolcasokat) feleltettiink meg; az elemek kbzdtt fennallé
vonatkozasoknak analitikus feltételek felelnek meg: példaul az, hogy
€gy pont egy sikhoz tartozik, azzal fejezédik ki, hogy koordinatiikra
fenndll egy linearis egyenlfség,

Az euklidesi geometria megalapozasara felveendd axioma-
rendszer ellenmondastél vals mentességet olyan maddon fogjuk
igazolni, hogy az axiomdkro! megmutatjuk, hogy azok teljestilnek
a DESCARTES-féle analitikus geometridban. Ennek a moédszernek -
jogosultsiga azon a feltevésen alapul, hogy az analizisben, illetve
a valos szdmok aritmetikdjiban nincs ellenmondas.

Az a kovetelmény, hogy a felépitends geometria ellen-
mondastél mentes legyen, az ellenmonddsra vonatkozé logikai
alapelvoek (principium contradictionis) - felel ‘meg.

Az axlomarendszer teljessége. Az axiomarendszerre vonatkozé
tovabbi elvi kdvetelmény, hogy az teljes, vagy kategorikus legyen ;
ez azt jelenti, hogy az axiomarendszer a geometriai rendszert egyér-
telmfien meghatarozza ; tehat birmely a geometriai rendszer fogal-
maira vonatkozé allitds vagy maga, vagy ennek tagadasa levezethetd
legyen a rendszer alapjat képezd axiomdkbél, Ez az elv a harmadik
kizardséra vonatkoz6 logikai alapelvnek (principium fertii exclusi)
felel meg, s az analitikus modelleket illetSen a kivetkezd feltételiel
fejezhet6 ki: az axiomarendszer altal meghatirozott geometriai
rendszer bdrmely kéi analitikus modellje kozott Iétesithets egy
izomorf vonatkozds, azaz megfeleltethetjitk a két modell elemeit
egymasnak, s az alapveté vonatkozasokat egymdsnak tigy, hogy ha
bizonyos elemek Kkozdit fenndll valamely vonatkozds, akkor az
ezeknek megfeleld elemek koz6tt fenndll az illetd vonatkozasnak
megfeleld vonatkozds. (Ez alkalommal ismét athdritottuk az ana-
lizisre a megfeleld nehézségeket.) ' '

Az axiomdk fiiggetlensége. Az axiomarendszerre vonatkozd
tovabbi elvi kivetelmény az axiomak fliggetlensége. Logikai szem-
pontbdl ez a legkevésbbé fontos; ha ugyanis a rendszer axiomai
nem fiiggetlenck egymast6l, ez nem hibaja, csak szépséghibija az
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axiomarendszernek ; ebben az esetben kevesebb axioma is elegendS
a rendszer felépitéséhez. Az axiomak fitggetlenségét altalaban nem
is lehet olyan szigoriisiggal eldonieni, mint az ellenmondastdl vald
mentességet, vagy a teljességet. — A rendszer egy axiomajanak a
t6bbitdl valé fiiggetlenségét igy szokds igazolni: kihagyjuk az
illet6 axiomat, s megszerkesztjiik a tobbi axioma dital értelmezett
geometridnak olyan modelijét, melyben a kérdéses axioma nem
teljesitl. Felmerfilhet azonban, tobbek kozott, a kovetkezd nehézség:
az illets axioma elhagydsdval mds axiomak értelmeilenné valnak,
mive! azok éppen az ebben az axiomaban leirt vonatkozasrdl adnak
tovabbi felvildgositast. :

Az elvi megallapitissal ellentétben a tdriéneti fejlédés éppen
az axiomak fiiggetlenségére vonatkozd kérdésnek jutfatia a leg-
fontosabb szerepet, EUKLIDEStS] kezdve a mult szdzad elejéig a
geometria egylk legfontosabb feladatdnak tartottak az euklidesi
parallela-posztuldtumnak a tobbi axiomakbol vaib levezetését,
A magyar tudomany dicsdségére, BoLyal JAnosnak sikerlilt ezt a
kérdést végérvényesen megoldani; megmutatta, hogy az euklidesi
parallela-posztuldtum fiiggetlen a tobbi axiomdaktol ; feiépitelt egy
olyan geometriai rendszert, melyben a parallela- posztuldtumot egy
annak ellentmondé axiomaval helyettesitette, s megmuiatta, hogy
ez a geomeiriai rendszer (BOLYAI szavai szerint: egy uj, mds vilag,
melyet a semmib8l feremtett) éppen olyan jogosult, mint az euklidesi.
BoLval felfedezésével szinte egyidejlileg az orosz LO BACSEFSZKIJ
jutott el ugyanennek a hiperbolikus nem-eukiidesi geometridnak a
fogalméhoz és felépitéséhez. Majd RIEMANN vizsgélatai az elliptikus
nem-euklidesi geomeiria felfedezésével egészitették ki a geometria
alapjaira vonatkozd ismereteinket.

Az axiomarendszer egyszeriisége. A fenti 4italdnos logikai
jellegfi kovetelményeken kiviil felmerill még egy kdvetelmény axi-
omainkat illetBen ; ez az, hogy az alapul veit axiomak egyszeriiek
legyenek. Valamely rendszernek, mely elienmondast6l mentes és zart
rendszer, geometriai jellegét éppen az adja meg, hogy az elemek,
az alapvet vonatkozdsok s az alaptételek szemléletiink targyainak.
s az ezek kozoit fennall szemléletes vonatkozdsoknak kdzvetleniil
felelnek meg. Erre vonatkozik a Bevezetés élén kbzdit latin
idézet. Az alaptételeknek olyan ,igazsigoknak“ kell lenni, melyek
a matematikailag nem miivelt kozbnség szdmdra magukiol érte-
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tddnek. A geometria- elemi felepltesénél ezt -a szempontot ket
mértékaddnak tekintentink,

_ A matematikailag mfivelt olvasé szdmdra ismerefes a kovet-
kez tényallds. Mihelyt egy rendszerr6l megismertlik, hogy az ellen-
mondast6l mentes és zart rendszer, annak axiomatikus felépitésére
sok killtnbdzd mdéd adddhatik. A rendszerben szerepld fogalmak
koziil hizonyos elemeket, alapvetd vonatkozisokat, és a tételek koziil
bizonyos alaptételeket valasztunk olyan mdédon, hogy a rendszerben
szereplé Osszes fogalmakat ezeknek alapjan érlelmezhetjiik, s a
rendszer Osszes tételeit az alaptételekbdl logikai médszerekkel
levezethetjiik. Eszerint az euklidesi geometridnak is nem egy, hanem
sok kiilonbdz8 megalapozasa létezik. — Példdul ahelyett, hogy
elemekként a pontokat, egyeneseket és sikokat vessziik fel, felve-
hetnSk elemekként a pontokat, értelmeznék a mozgdsokat mint a
tér pontjai kozott vald megfelelkezéseket, s a mozgasokra vonatkozod
axiomdk alapjan vezetnék be az egyenes és a sik fogalmat (igy,
mint a geometria empirikus alapjaira vonatkoz6 megiegyzéseinkben
vazoltuk). A geomelria ilyen megalapozidsdval a masodik kdtetben
foglalkozni fogunk; ez a térgyalas azonban lényegesen kiildnbozik
az EUKLIDES 6ta szokdsossd vali targyaldstdl.

A jelen kifetben adoft idrgyalds fobb szemponijai. Térgya-
lasunk alapjanl a HILBERT-féle axiomarendszert vettiik fel csekély
mdédositasokkal. Mevtartottuk az axiomaknak HILBERT(I szérmazé
csoportosifdsat is,

Az elsS fejezetben az elemek Osszefartozdsira vonatkozd
axiomdakat és tételeket vezetjiik be. A masodik fejezetben az egye-
nesen a poniok elrendezésére vonatkozd axiomakat és téleleket;
majd a sik és a tér rendezési téleleit targyaljuk. Ezek olyan jellegii
téteiek (nemcsak az axiomak, hanem-az azokbél levezetett tételek
is), hogy mindenki magatd! értet6dének tartana dket, s mégis a
legnagyobb zavarba keriilne, ha egyiknek, vagy mdsiknak szigord
levezetését kellene adni. Péidaul az a télel, hogy a sikot egy benne
fekvé egyszer(l zart sokszOg két részre osztja fel, nem ,alapvets
igazsag®, hanem a sik rendezésére vonatkozé axioma alapjan bebi-
zonyitandé €s bebizonyithatd tétel. Az ilyen természelii iételeknek
részletes és mégis lehetSleg egyszeri bebizonyitasdval foglalkozunk
a mdsodik fejezetben. Silyt helyezitink -arra itt is, dgy mint a
tovabbiakban is, hogy az egyenes geometridjdra vonatkozd tételeket
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az egyenesre vonatkozd axiomak alapjan bizonyitsuk be; utébb
megjegyezziik, ha valamely a sikra, vagy a térre  vonatkozd
axiomabsl levezethetd egy dtmenetileg az egyenesre vonatkozoan
felvett axioma.

A harmadik fejezet az egybevégdsigra vonatkozd tételekkel
foglalkozik. Az olvas itt sok olyan tételt talal, melyet szokas szerint
a parhuzamossagi - axioma felhasznalasdval bizonyifanak be. Az a
korilmény, hogy az illetd tételt, vagy annak modositisit a par-
huzamossagi axioma felhasznaldsa nélkiil bizonyitjuk be, fetvildgosit
arrél, hogy az illetd tétel, vagy annak modositasa a nem-euklidest
geometridban is érvényes. Ez a fejezet tehdt az abszolut geomet-
ridnak; vagyis a parhuzamossagi axiomaté! fiiggetlen geometrianak
a {argykorébe tartozik.

Az egybevagbsag targyaldsanal PascH, VERONESE, MOLLERUP
targyalasanak, s f6képen POINCARE kritikajanak megfelelden egye-
diifi alapfogalomként szakaszok egyenlBségét vezettem be. Ennek
alapjan értelmeztem a kongruens, azaz a tavolsdgot megtarto le-
képezéseket, s vezettem be a szBgek egyenidségének a fogalmat.
Ezzel lényegesen jobban megkdzelitettem az eredeti EUKLIDES-féle
targyalsst, mely ellen a legfébb - kifogs éppen az volt, hogy ido-
mok egymasra helyezésének modszerét alkalmazza anélkiil, hogy
ez a modszer felvett axiom4i &ltal meg lenne alapozva. A sikido-
mok egybevigosdgéra vonatkozo axiomaink, meiyek egyébként
eleget tesznek a szemléletességre vonatkoz6 kovetelményeinknek
is, lehetdvé teszik az euklidesi médszernek szigord megalapozésat.
— HuBERT targyaldsdban szakaszok egyenlBségén kivil szogek
egyenlésége is alapfogalomként szerepel, s axiomaként a harom-
szogek elsé egybeviglsigi tétele. A mi targyaldsunkban a hérom-
szbgek harmadik egybevigsdgi tétele (szemiéletesen kifejezve: a
haromszdg merevsége) kovetkezik kozvetleniil az axiomakbol. Azt
hiszem, hogy oktatdsi szempontbdl bizoniyos eldnydket nyijt az
altalunk felvett axiomarendszer. L

~ A negyedik fejezetben a parhuzamossagi axiomat s ennek
kbvetkezményeit targyalom HILBERT nyoman. Az Otodik fejezetben
a folytonossagra vonatkozd fogalmakat €s alaptételeket fejtem ki:

HILBERT médszerét kvetve bebizonyitjuk, hogy az axioma=
rendszer ellenmondastél mentes, €s telies. Az axiomék fiiggetien-
ségére nem helyeztiink silyt. Ha sikeriiine egy axiomat egy keve-
sebbet posztuldlé (s esetleg mégis Bonyoluitabb) axiomaval helyet~
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tesiteni, s ezaital nehézkessé tenndk a targyaldst, nem felelhetnénk
meg a jelen kotet feladatdnak, mely abban &all, hogy a geometria
legfontosabb elemi tételeit elemi mddon vezessiik le az axiomikb6l.
' A késGbb megijelenendd mdsodik kotetben fogunk foglalkozni a
teriilet és térfogat fogalmdval, valamelyest a geometriai szerkesz-
tések elméletével, fovabba a projektiv és a nem-euklidesi geomefridk-
kal, azok megalapozdsaval. Ennek sordn az euklidesi geometria
mds, nem elemi megalapozdsat is fogjuk tirgyaini, s'megvizsgaljuk
azt a kérdést is, mely kevesebb alapfogalomra vonatkozd és ke-
vesebb axiomabdl Aall6 rendszer elegendd a geometria felépitésé-
hez; szdmolnunk kell azonban azzal, hogy egy ilyen redukalt
axiomarendszer alapjan a geometria felépitése mas, kevésbbé elemi
médszerekke! torténik,

Megnyugtaid szavak a tiisdgosan szigory olvaséhoz. Eddig
a kevéssé kritikus olvasd figyelmét akarfam felhivni arra a szem-
pontra, hogy egy geomeiriai tételi nem fogadhatunk el igaznak
csupan szemléletlink alapjan, hanem azi logikai médszerekkel kell
az axiomakbdl levezetni. A szigorli logikai mddszer alkalmazédsa
céljab6i elvben leghelyesebb lett volna a szBveg minden mondatat
megszamozni, hogy utalds alkalmival pontosan megjeldlhessem
azokat a mondatokat, melyekre hivatkozom. Némely ailitas igazola-
sandl azonban egész sereg szadmot kellett volna felsorolnom, s
mert nem akartam olvaséim munkajat megneheziteni, csupan a
tételeket szdmoztam meg, s az utalasokndl is csak azokra a téte-
lekre hivatkozom, melyek az ifletd meggondoids szempontjabd! a
legiényegesebbek. Eszerint egy ilyen kifejezés: ,a 13. tételbdl ko-
vetkezik, hogy ...“ nem azt jelenti, hogy az illetd 4llitds kizardlag
a 13. téteib6l kovetkezik, hanem azon Kkiviil t3bb olyan tételbdl
és eredménybdl, melyek az olvasdénak az illetd szakasz olvasasakor
ligyis tudatdban vannak; a 13. téteire valé hivatkozds felhivia az
olvasd figyelmét egy olyan tényre, melyre esetleg magatél nem
gondolna, s amely nélkiil a levezetés olyannak tiinhetnék, mintha
az a naiv szemléleten és nem az axiomdakon alapuina, A {ételek
szdmozdsa is csupdn az utaldsok céljira szolgal, s nem 4all ariny-
ban a tételek fontossigaval, Az eldadéds célja tehdt a j6 megériés
szerzé és olvasé kdzdtt. — Hasonld kbdnnyedséggel siklottam at
nyelvi kérdéseken is. Az elsd fejezetben példaui még megadtam
az Osszes szinonimdif annak a kifejezésnek, hogy egy pont s egy
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egyenes Osszetartoznak; de késGbb melldztem az ilyen csupan
nyelvi értelmezéseket. Példaul ahelyelt, hogy az A és B pontok
. 4ltal meghatarozott szakasz egyenld az A és C pontok- Altal meg-
hatdrozoti szakasszal, roviden azt mondom, hogy az A pontnak a
B & a C ponttél valo tavolsiga egyenld. De ha egy pontnak egy
egyenestdl, vagy egy siktél val6 tavolsagdrol akarok beszélni, ahhoz
mar targyi és mem csak nyelvi értelmezésre van szilkség.
" A fentiek figyelembe vételével, azt hiszem, sikerilt a feidielt
anyag egyszerfi és teljes tdrgyalasat megadni. Mivel konyvem elsé-
sorban oktatdsi célokat szolgal, nem kell kiilon hangsilyoznom,
hogy olvasbimnak targyi megjegyzéseit szivesen fogadom, s kér-
désiikre oromest adok felvilagositast.

A konyv végén adott jrodaimi jegyzékben a legfontosabb
konyveket soroltam fel. A geometria megalapozasdrol irt dolgozatok
telies jegyzéke egész kotetre rigna. -






1. Osszetartozasi tételek.

1. §. Alapfogalmak és axiomak.

Az euklidesi geometrianak HILBERT(S! szdrmazé megalapoza-
séban a pont, az egyenes és a stk szerepelnek mint alapelemek;
ezek kozott fennalld vonatkozdsokat fejeziink ki a kbvetkezd sza-
vakkal ; ,dsszetartoznak®, kizot“ és ,egyenld“. A vonatkozasoknak
pontos és a geometria megalapozdsa szemponijdbdl teljes leirdsat
adjak az alaptételek, vagy axiomdk, melyeknek felsoroldsénal
az eredeti HILBERT-féle csoportositast és sorrendet megtartjuk.
Az axiomdk csoportjai a kbvetkezdk :

I Osszetartozds axiomdi.

11, Rendezés axiomdi,
Ill. Egybevdgdsdg axiomdi.
IV. Pdrhuzamossdg axiomdja.
V. Folytonossdg axiomdi.

A pontok a linedris geometridnak, pontok és egyenesek a
stkgeometridnak, végiil pontok, egyenesek és sikok a térgeometridnak
az elemei. A pontokat latin nagy betfikkel fogjuk jelolni (4, B, C, .. ),
az egyeneseket latin kis betiikkel (q, b, ¢, . . .), a sikokat pedig g0rog
kis betiikkel (&, 8,7,...).

2. §. Az Osszetartozds axiomai.

Az alapelemekre : pontokra, egyenesekre és sikokra ~vonat-
koz6an bizonyos vonatkozasok éllanak fenn, melyeket az ,dssze-
tartozik® szoval fejeziink ki. Bér ez az egy sz6 logikai szempontbol
elegendd lenne a pontok, egyenesek és sikok kodzt fenndlld Ossze-
tartozasi vonatkozasok leirdsdra, mégis, csupan stilisztikai szem-
pontbél, kifejezéseink megkdnnyitése céljabol, alkalmazni fogunk
tobb vele egyértelmii kifejezést. Igy aheiyetf, hogy az A pont és
az a egyenes Osszetartoznak, azt is mondjuk, hogy az A pont az
a egyeneshez fartozik, vagy az a egyenesen fekszik, vagy az a
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egyenes pontja; az a egyenes az A ponthoz tartozik, vagy az A
ponton atmegy. Hasonléan, ha az A pont az « sikkal Bsszetartozik,
azt mondjuk, hogy az A pont az « sikhoz tartozik, vagy az «
sikban fekszik, vagy az « sik pontja; az « sik ekkor az A ponthoz
tartozik, vagy az A ponton atmegy. Ha az A és B pontok az a
egyeneshez tartoznak, azt mondjuk, hogy a az A és B pontokat
ssszekoti. Ha A az a egyeneshez és a b egyeneshez tartozik, azi
mondijuk, hogy Aazaés b egyenesek kozds pontja, vagy hogy az a
és b egyenesek az A pontban metszik egymast, sib. Ha két vagy 16bb
elemr6] beszéliink, mindig feltessziik, hogy azok egymasidl kiilon-
bézd elemek, Kivéve ha az ellenkezd lehetdséget kimondjuk. Az
alapelemek Osszetartozasara vonatkoznak a kovetkezd axiomak:

I 1. Bdrmely egyeneshez legaldbb két pont tartozik.

L. 2. Bdrmely két ponthoz tarlozik egy és csak egy egyenes.
Az A és B pontokhoz tartozd egyenest AB egyenesnek fogjuk
nevezi.

1. 3. Bdrmely sikhoz legaldbb hdrom nem gy egyenesen
fekvd pont tartozik. :

I. 4. Bdrmely hdrom nem egy egyenesen fekvi ponthoz tartozik
egy és csak egy sik. Az A, B, C nem egy egyenesen fekvé pontokhoz
tartoz6 sikot ABC siknak fogjuk nevezni. '

I 5. Ha egy egyenes két pontja egy sthkhoz tartozik, az egyenes
minden pontja ehhez a sikhoz tariozik. _

Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az egyernes a sikhoz, a sik
az egyeneshez tariozik, vagy az egyenes a sikban fekszik, a sik
Atmegy az egyenesen.

L. 6. Ha valamely pont kél sikhoz larfozik, van legaldbb meég
egy olyan pont, mely mindkél sikhoz tariozik.

L 7. Van legaldbb négy olyan pont, mely nem ftartozik egy
sikhoz.

Az L 1 linearis axioma, az . 2—3 sik-axiomak, 1. 4—7 tér-
axiomak.

Az I 6 axiomaban foglaltatik az, hogy a tér legfeljebb harom-
dimenzi6s ; az L 7 axioma folytdn a teér legalabb haromdimenziés.

A fenti axiomarendszernek eleget tesz példaul a kivetkezb
véges sok ponibdl, egyenesbdl és sikbol alloé rendszer:

4 pont: A, B, C, D;

6 egyenes: AB, AC, AD, BC, BD, CD;
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' 4 sik: ABC, ABD, ACD, BCD. . -
Az A pont az AB, AC, AD egyenesekhez és az ABC, ABD,
ACD sikokhoz tartozik, stb.,, az AB egyenes az ABC és ABD

sikokhoz tartozik, stb.

, A fenti 1. 1—7 axiomak alapjan bebizonyithaljuk a kbvetkezd
két téteit: - :

1. tétel. Két egyenesnek vagy egy kozls ponija van, vagy
egy sincs. — Két stknak vagy nincs kbz0s ponija, vagy van egy kbzos
egyenesiik (mely mindkét stkhoz tartozik) s ezenkiviil nincs mds
kozds pontjuk, — Egy stknak és egy nem benne fekvd egyenesnek
vagy egy kozds pontja van, vagy egy sincs.

" Bizonyitas. Ha az egymastol kiiionbdz8 a és b egyenesek-
nek két kozos pontja lenne, A és B, akkor az a ¢s b egyenesek
mindketten hozzatartoznanak az A és B pountokhoz, ellentétben az
1. 2 axiomadval. ' :

Ha o és g két sik, és A ezeknek kiz8s pontja, azaz olyan
pont, mely az « sikhoz és a §sikhoz tartozik, akkor az 1. 6 axioma
szerint van legalibb még egy olyan B pont, mely mindkét sikhoz
tartozik ; az AB pontokon dthaladé egyenes az 1. 5 axioma folytan
az « sfkhoz, s ugyancsak a 8 sikhoz tartozik ; tehdt az AB egyenes
a két siknak kozBs egyenese, Ha az egymdstdl kiildnbdz8 « és 8
sikoknak lenne olyan C kzos pontja, mely nem tartozik az AB
egyeneshez, akkor az A, B, C, pontok az L. 2 axioma folytan nem
fekiidnének egy egyenesen, viszont az .« és g sikok mindketten
hozzatartozndnak az A, B, C ponfokhoz az I. 4 axiomaval ellentétben.

Ha « valamely sik, és g olyan egyenes, melynek két A és B
pontja az « sikhoz tartozik, akkor az 1.5 axioma szerint az AB
egyenes minden pontja az e sikhoz tartozik. Ha tehat az g egyenes
nem fekszik az « sikban, akkor az a egyenesnek legfeljebb egy
pontja tartozhatik az « sikhoz,

2. tétel. Egy egyeneshez és egy nem rajta fekvd ponthoz,
tovdbbd két egymdst melszd egyeneshez tartozik egy és csak egy sik.

Bizonyités, Legyen a egy egyenes és A egy nem az a-n
fekv8 pont. Az I. 1 axioma szerint van a-n legalabb kéi B és C pont;

.4 szerint az A, B, C nem egy egyenesen fekvd pontokhoz tar-

tozik egy és csak egy « sik; mivel az a egyenes B és C pontjai
4z « sikhoz tartoznak, az I. 5 axioma szerint a BC egyenes az «
sikban fekszik. Ha viszont & masik olyan sik volna, melyhez hozzé-
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tartoznak az A pont és az @ egyenes, akkor az ‘A, B, C pontokhoz
két kiildnbdzd « és 8 sik fartoznék, elientétben az L 4 axiomaval.

Ha a és b két egyenes, melyeknek C kbz0s pontja, az L. 1
axioma szerint van @-nak és b-nek legaldbb egy-egy a C-t4l kiildn-
bsz6 A illetve B pontja; a nem egy egyenesen fekvé A, B, C
pontokhoz az I.4 axioma szerint tartozik egy és csak egy « sik;
az L5 axioma szerint az a=AC ¢s a b= BC egyenesek az «
sikhoz tartoznak. Viszont ha 8 masik olyan sik volna, melyekhez
az a és b egyenesek hozzatartoznak, akkor az A, B, C pontokhoz
két killdnbdzé « és £ sik tartoznék, ellentétben az L. 4 axiomaval.

A fenti bizonyitdsokat teljes részietességgel adtuk. A kovet-
kezBkben fokozatosan Osszevontabb alakban fogjuk adni bizonyi-
fasainkat; természetes, hogy ezek az tsszevont bizonyitasok is
teljesek, azaz felbonthatdk elemi meggondolasokra. Példaul nem
fogjuk mindig a fenti I.2 axiomat, vagy az 1. tételt idézni, mikor
kimondjuk, hogy két ponton egy és csak egy egyenes megy at,
vagy hogy két egyenesnek legfeljebb egy kozds pontja van.

A jelen axiomarendszerben az L. csoport axiomai képezik a
tovabbiak alapjat.



Lo Ok B kb

Il. Rendezési tételek.

3. §. A linedris rendezés tételei,

A masodik axiomacsoport axiomai a pontoknak az egyenesen
és a sikon vald elrendezésére vonatkoznak. Az egyenes pontjaira
bizonyos rendezési vonatkozdsok allanak fenn, melyeket a ,kdzot
szoval fejeziink ki. Ha A, B, C egy egyenesen fekvl pontok, s
ezek kozill a B pont az A és C pontok kozoit fekszik, akkor azt
mondjuk, hogy ezekre a pontokra az ABC elrendezés all fenn,
Az egyenes pontjainak rendezési vonatkozasait irjdk le a kovetkezd
axiomak.

IL 1. Ha A, B, C gy egyenes hdrom pontja, és B az A és C
kOz0tt fekszik, akkor B a Cés A kbziitt fekszik ; jelben : ABC ~ CBA,
amit igy olvasunk: az ABC elrendezésbll kovetkezik « CBA el-
rendezés.

IL 2. Ha A, B, C egy egyenes hdrom kiilénbiz6 pontja, ezek
kozil egyik és csak egyik fekszik a mdsik kett§ kbzott; vagyis az
ABC, BCA, CAB clrendezések kbziil egyik és csak egyik dil fenn.
— Viszont, ha egy egyenes A, B, C ponijaira a nevezeit hdrom
elrendezés kozll valamelyik fenndll, akkor az A, B, C pontok egy-
mdstol kilonbdzdk,

Il.a. Ha A, B, C, D egy egyenes pontjai, melyekre fenndila-
nak az ABC és BCD elrendezések, akkor fenndll az ABD elren-
dezés. feiben ABC, BCD+ABD (1. 4bra),

A B C A B C

— D —— D
. et
1. &bra. 2. dbra.

Il. b. Ha A, B, C, D egy egyenes pontjai, melyekre fenndila-
nak az ABC és ABD elrendezések, akkor fenndli vagy a BCD,

vagy a BDC elrendezés (2. abra).
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A fenti 1L 1,2, 8, b axiomakat a linedris rendezés éltalanos
axiomdinak nevezzitk. Ha valamely Osszesség elemeire nézve
fennatianak a 1. 1,2,a, b axiomaknak eleget tevd rendezési vonat-
kozasok, az illetd peszességet linearisan rendezetinek nevezziik,

Az egyenes pontjainak elrendezésére vonatkozban még a kb-
vetkezd két axiomat vezetjitk be.

IL 3. Ha A és B az a egyenes két kiilonbozd ponija, van az
a egyenesnek olyan D pontja, melyre oz ABD elrendezés dil fenn
(3. abra). ' '

A - C B __!2
3. abra.

Il ¢. Ha A és B az a egyenes két kiilonbiizd pontja, van az &
egyenesnek olyan C ponija, melyre az ACB elrendezés dil fenn
(3. abra).

A 1L 1, 2, a, b axiomak alapjan be fogjuk bizonyitani a linea-
tis rendezésre yonatkozd kovetkezd 3., 4. és 5. tételeket.

3. tétel. Ha adva van egy egyenesnek négy kiilonboz6 pontja,
jelbietSk exek A, B, C, D-vel olyan mddon, hogy a kdvetkez0 elren-
dezések dlljanak fenn: ABC, ABD, ACD, BCD. (Ha ez a négy
elrendezés egyidejitleg fenndll, azt fogjuk mondani, hogy az adott
négy pont elrendezése ABCD). .

Bizonyitds. A féteita kdvetkez8 lemmak segitségével bizo-

| téemma. Ha ABC é ACD, akkor BCD. — Eilenkezd
esetben volna CDB, vagy DBC (I 2). Ha CDB, akkor: ACD,
cDB~ACB (1. a), ami ellentmond az ABC feltételnek (1L 2).
_ Ha DBC, akkor a CBD és CBA elrendezésekbdl kivetkeznek
BDA, vagy BAD (1L b); az elsd esetben: ADB, DBC~ADC
(IL, a) elleni¢tben az ACD feltétellel ; a masodik esetben: DAB,
ABC~DAC (Il @), szintén ellentétben az ACD feltételiel. (Ebben
a meggondolasban s a tovabbiakban is killdn hivatkozas nélkiil
alkalmazzuk a I 1 axiomat, mely szerint ABC-~CBA)
2 lemma. Ha ABC és ACD, akkor ABD. — Az 1. lemma
értelmében ABC, ACD ~ BCD; 11, a folytan ABC,BCD~+ABD.
: Ha adva van egy egyenesnek négy pontja, jeldtjiink koziiliik
harmat A, B, C-vel 1igy, hogy B az A és C kozbit legyen (1L 2).
Jetdljik D-vel a negyedik pontot; ennek az A, B pontokkal vald
elrendezése vagy DAB, vagy ADB, vagy ABD (1L, 2). — Ha DAB,
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akkor II, a-bél DAB, ABC+DAC, és CBA BAD-CBD;
tehdt DABRC. — Ha ADB, akkor az 1. és 2. lemma szerint ADB,
ABC~DBC, ADC;teh&t ADBC. — Végiil ha ABD, akkor IL b
szerint vagy BCD, vagy BDC; elsS esetben DCB, CBA~DCA
(IL a), tehat ABCD ; a mésodik esetben CDB, DBA+~CDA (Il. a),

tehdt ABDC. : _
A 3. téte] fent adott bebizonyitdsa VEBLENtS] szarmazik.

A 3. tétel Altaldnositdsa n pont esetére a kovetkezd:

4, tétel, Ha adva van egy egyenesnek n pontja, jelolhetok
ezek A, A, ..., A-nel olyan modon, hogy bdrmely hdrom i< j<k
indexnek megfelels pontok elrendezése A; A; A, legyen; az n poninak
ezl az elrendezését A, A, ... A-nel jelbljiik.

Bizonyitds. A tételt teljes indukcibval bizonyitjuk be,

 Feltesszitk azt, hogy a tétel az n egész szam  valamely értékénél

érvényes s levezetjitk ebbdl azt, hogy a tétel n 4 1-re is érvényes;
mivel pedig n—=1-rc a tétel érvényes, tehat minden n-re is. (Mivel
n=1,2,3 esetekben -a tétel trividlis, n =4 esetében pedig a 3.
tétellel megegyezik, feltehetjtik, hogy n>4.) Legyen adva az egye-
nesen n+41 pont; ezek kozill n-et A, 4,, ..., A -nel jeldliink olyan
médon, hogy elrendezésik A, A,...A,legyen. Jeldljik A,-sal az
n+1-edik pontot. Az Ay, A,, A, pontok elrendezése vagy A, 4, 4,,
vagy A, A, A, vagy A, A, A, (I1.'2). .
Az elsb esetben az A, A4, A, és A 4,... A, feltételekbbl :
ha 1 <j<n: Ay A A, A A A~ A A AL AA A, (1. és 2.

" lemma) ;

ha | <j<k:A A ALAAA~AAA AL a);
tehat: A, 4, A,... A,.
Az A, A, A, esetet az elSbbire 1igy vezetjilk vissza, hogy az
(1,2, ..., n) indexek helyett rendre (n, n — 1, .. ., 2, 1)-et tesziink.
- Vegiil ha A, A A,, jeldliik p-vel a legkisebb olyan indexet,
melyre az A, A, A, elrendezés 4ll fenn. Ha I <i<p, akkor az
Ay, A;, A, pontok elrendezése A A,4,; p megvalasztasa folytan nem
allhat fenn ugyanis az A,A4,A, elrendezés, mivel [ < p; tovabba
nem lehet A.A,4,, mivel az AA4, és A A A, elrendezésekbdl
IL a szerint kovetkeznék A,A,A,. feltevésiinkkel elientétben. Ha
[<j<p, akkor az A, AA; és A A A, elrendezésekbdi az 1. lemma
szerint kovetkezik A;A4;4,. Hasoni6an, ha p <k, akkor az 4,44,
és A A A, elrendezésekbdl az 1. és 2. lemma szerint kdveikezik
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A A4, s A AA,; tovdbbd, ha p <k <l az AA 4, és A, A4
elrendezésekbdl 11, a szetint kbvetkezik A,A4.4;. Veégillha i< p<k,
akkor eldbbi eredményeink szerint fennéllanak az A 44, A A4,
elrendezések s ezekb®l az 1. lemma szerint kdvetkezik az A, 4,A;
eirendezés. Az adott n41 pontelrendezése tehat 4, 4,... A, 1 A,A,... A,.

Ertelmezés. Legyenek A és B az a egyenes pontjai; AB
szakaszon, vagy BA szakaszon értjitk az a egyenes olyan C pont-
jainak Osszességét, melyek az A és B kozolt fekiisznek. Ezek a C
pontok az AB szakasz ponijai, vagy belsé pontjai; A és Baz AB

szakasz végpontjai. Az AB szakasz pontjainak és végpontjainak
Osszességét AB vonaldarabnak nevezziik; A és B a vonaidarab
végponijai.

Ertelmezés. Ha A és B az a egyenes pontjai, akkor azt
mondjuk, hogy az AB szakasz az a egyeneshez tartozik, vagy az
a egyenesen fekszik, tovdbbd, hogy az a egyenes az AB szakaszon
athalad, vagy a az AB szakaszon atiektetett egyenes.

5. tétel. Ha A, A, ..., A, egy egyenesen fekvd ponfok,
melyeknek elrendezése A, 4, ... A,, akkor az A,A, szakasznak
bdrmely az A-kill kiilonbdz8 X pontja az A, Ay, As A, .. ., Ay A,
szakaszok koziil poniosan egyhez tartozik, Viszont minden olyan X
pont, mely az A, Ay, Ay A, ..., A,_; A, szakaszok koziil vala-
melyikhez tartozik, az A, A, szakasznak is ponija.

A fenti értelmezések alapjdn ez a téiel a 4. tételnek kozvetlen
kovetkezménye. Légyén ugyanis X olyan pont, melyre az A XA,
elrendezés &lt fenn; az A, A,, ..., A, X poniok elrendezése

- legyen A, A, ... AL XA, ... A,; ekkor

"}1 Az A X Ay A, az X pont az A, A,,, szakaszhoz tar-

tozik, de nem tartozik bdarmely mas

A A, ., (k & r) szakaszhoz. — Ha viszont

X olyan pont, melyre az A, X A, elrendezés all fenn, akkor az

Ay, As, ... ., A, X pontok elrendezése A, A, . . A XA .. A,
tehat A, X A, (4. 4bra).

Ertelmezés Ha A, 4, ..., A,_, véges sok az AA, sza-
kaszhoz tartozé pont, melyeknek elrendezése AA, 4, ... A,, azt
fogjiuk mondani, hogy az A,, A,, ..., A, ponfok k820l A, fekszik
legkdzelebb az A-hoz.

A H. 1, 2, a, b, ¢ axiomikbol levezetjiik a kovelkez$ tételt:

6. tétel. Minden AB szakaszon végtelen sok pont van.

4, abra,
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Bizonyitds. A tétel értelme az, hogy ba n tetszGleges
természetes szdm, van n egymdstol kiildnbozd olyan pont, mely az
AB szakaszhoz tartozik. A tétel érvényes n=1 esetén (1L, ¢);
teiszbleges n-re teljes indukcioval a kvetkezOképen bizonyitjuk be.
Legyenek Aj;, Ag, ... Apa 82 AB szakaszon fekvd, egymastol
kilionbdzé pontok; a 4. tétel érteimében a jeldléseket dgy valaszt-
hatjuk meg, hogy elrendezésiik AA, A, . .. A, B legyen. All ¢
axioma Szerint van az A,., B szakaszon legalabb egy A, pont;
az 5. tétel folytan A, az AB szakaszhoz tartozik és kiilonbdz9 az
Ay, Ay, .., A, pontoktol.

' Ertelmezés Ha az a egyenesen fekvdé X, A, B pontok
elrendezése AXB, akkor azt mondjuk, hogy X az A és B pontokat
az a egyenesen elvdiasztia egymastdl, vagy az A és B pontok az a
egyenesen X kiionbszo oldaldn vannak. — Ha az a egyenesen -
fekvd A, A’, X pontok elrendezése AA'X, vagy A'AX, akkor X nem
vélaszija el az a egyenesen az A és A’ pontokat ; az A, A’ pontok
. az a egyenesen az X pontnak ugyanazon az oldaldn vannak (5. bra).

A 3. tételbsl kdvetkezik, hogy ha
A A’ A” és X az a egyenesnek olyan _A A A X B
pontjai, melyek koziil A és A" az X-nek 5. abra.
ugyanazon az oldalan, A’ és A” az
X-nek ugyanazon az oldalan vannak, akkor A és A" is az X-nek
ugyanazon az otdaldn vannak (5. abra).

A kbvetkezd értelmezéseknél feltesszikall. 1, 2, 3, a, b, ¢
axiomakat.

Ertelmezés. Az egyenesnek azok a pontjai, melyek az
egyenes X ponfjanak ugyanazon az oldalan fekiisznek, féisugarat
alkotnak ; X a félsugdr kezddpontja. — Az egyenest bdrmely pontja
két félsugdrra osztja fel (3.tétel). Az AB egyenesnek aztaz A pont dltal
meghatarozott félsugarét, mely a B pontot tartalmazza, AB Sfélsugdr-
nak nevezziik.

Ertelmezés. Az AB egyenesnek azokrdl a pontjairdl, melyek
nem pontjai, s nem is végpontjai az AB szakasznak, azt mondjuk,
hogy az AB szakaszon kivill, vagy az AB szakasz meghosszab-
bitdsdn fekiisznek ; az AB szakasznak a B feldl vald meghosszab-
bitdsdn érijiikk a B dltal az AB egyenesen meghatarozott félsugarat,
melyhez nem tartozik az A pont. Példaul az, hogy a C pont az
AB szakasznak B fel8! valé meghosszabbitisan fekszik, azt jelenti,
hogy C az A B egyenesen fekszik saz A, B, C pontok elrendezése ABC.
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4. §. A sik rendezési tételei.

A sikra vonatkozoan a kbvetkezd rendezési axiomat vezetjiik be:
I 4. Legyenek A, B, C nem egy egyenesen fekvé pontok, és
legven a olyan egyenes, mely az ABC sikban fekszik s nem halad
dt az A, B, C ponlok kozill egyiken sem. Ha az a egyenesnek van
az AB szakasszal kizos pontja, akkor van vagy @ BC, vagy a CA
szakasszal is kDzds pontja (6. abra).
' _ Ertelmezés. Ha A, B, C nem egy egye-
A nesen fekvé poniok, az A, B, C pontok és az
AB, BC, CA szakaszok dsszességét ABC hdrom-
szignek nevezzik; az AB, BC, CA szakaszok
a hdromszog oldalai, az A, B, C pontok a hdrom-
s28g csidesai. Az A, B, C csicsok altal megha-
tarozott sik az ABC hdroms20g sikja. A harom-

B \ C sidgnek A csficsaval szemben fekv oldala 2
a\ BC oldal, stb. '
6. abra. ‘A fenti II, 4 axioma rdviden igy fogal-
mazhaté .

Ha egy hdromszig sikjdban fekvd egyenes, mely a csticsokon
nem halod dt, meiszi a hdromszog egyik -oldaldt, akkor metszi
valamelyik mdsik oldaldt is. : -

MooORE E. H. megjegyezte, hogy az L 1-8ésall 1,2,3; 4
axioméakbol kdvetkeznek a linedris rendezésre vonatkozo fenti 3. és
4.-tételek. VEBLEN modszeré! alkaimazva meg fogjuk mutatni, hogy
a nevezett axiomakbol levezethetok a IL a, b és ¢ axiomak.

7. {étel. Legyenck A, B, C nem egy egyenesen fekvs pontok.:
Ha E az ABC hdromszog AC oldaldnak ponija, és D a BC egye-
nesnek olyan ponija, melyrek elrendezése BCD, vagy DBC, akkor
a DE egyenesnek van 4 hdromsz0g AB oldaldval kozos F pontja,
s. erre fenndll a- DEF, vagy DFE elrendezés, aszerint, hogy a
B, C, D pontok elrendezése BCD, vagy DBC.

- Bizounylitds. A DE egyenes nem haladdtaz 4, B, C pontok
koziil egyiken sem ; ha példaul A a DE egyenesen fekiidnék, akkor
a DE és AC egyeneseknek két kozos pontja lenne: A és E, tehat
ezek az egyenesek az 1. tétel szerint azonosak lennének. De ebbdl
tovibb4 az .is kovetkeznék, hogy az AC é BC egyeneseknek
C és D két egymasté! kiilnbozé kozos pontja lenne, s igy az
AC és BC egyenesek is azonosak lennének, ellentéiben azzal a
feltételiinkkel, hogy az A, B, C pontok nem fekiisznek egy egyenesen.
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A DE egyenes metszi feltevésiink szerint az ABC hdromszdgnek
AC oldalat, s mint lattuk, nem halad at az A BC haromszbg egyik
csticsdn sem: a Il. 4 axioma szerint a DE egyenes metszi ennek
a haromszognek AB és BC oldalai koztil legaldbb egyiket. De a
DE egyenes nem metszheti a BC oldalt, mivel a DE és a BC
egyeneseknek kozds D pontja feltevésiink szerint nem tartozik a BC
szakaszhoz. Adédik tehat, hogy a DE egyenesnek van az AB
oldallal ktzbs F pontja; erre fenndll az AFB elrendezés.

Ha a B, C, D pontok elrendezése BCD (7. abra), alkalmazzuk
eldbbi eredményiinket a BFD haromszogre és az AC egyenesre;
adédik, hogy az AC egyenes metszi a hiromszdg DF oldalat,

B c b b B . . ¢
7. dbra. o 8. 4bra, o '

vagyis az AC és DF egyenesek E metszéspontja a DF szakaszon
fekszik s igy elrendezése DEF. — Ha pedig a B, C, D poniok
elrendezése DBC (8. abra), akkor a DCE hdromszbgre és az AB
egyenesre vonatkozéan adédik, hogy az AB egyenes olyan F pont-
ban metszi a DE egyenest, melyre a DFE elrendezés all fenn. .

Megijegyzés A 7. tétel bebizonyitisa soran nem hasz-
naliuk fel a IL. a, b, ¢ axiomdkat, sem az azok segitségével leve-
Zetett 3—6 tételeket, A 1L ¢ axiomat az L 1-3 és 1L 1, 2, 3, 4
axiomak, illelve az ezekbdi levezeteft 7. tétel alapjin a kovetkezd-
képen bizoayitjuk be (lisd a 7. abrat). Lo : o

Legyen A és B az a egyenes két kiilonboz8 pontja; az L 3
axioma értelmében van olyan E pont, mely nem fekszik az AB
egyenesen. A Il 3 axioma szerint van az AE egyenesnek olyan C
pontja, melynek elrendezése AEC. A C pont nem fekszik az AB
egyenesen, kiilonben az 1. tétel szerint az AB és AC egyenesek
azonosak lerinének, s igy az AC egyenes E pontja az AB egye-
neshez tartoznék, feltevésitnkkel eilentétben. A BC egyenesnek van
a II. 3 axioma szerint olyan D pontja, melynek elrendezése BCD.
Az A, B, C, D, E pontokra nézve teljesiilnek a 7. tétel feliételei



12 I, 48 8 tétel

ennélfogva van az AB egyenesnek olyan F pontja, melynek elren-

dezése AFB; ez épen a IL c axioma dllitasa.

8. tétel. Egy egyenesnek nem lehet egy hdromszbg mind-
hdrom oldaldval kdz0s ponija.

Bizonyitas. Tegyilk fel az ellenkezdt s jeldljiik az a egye-
nesnek az AB, BC, CA oldalakkal valé metszéspontjait rendre
D, E, F-fel ; fenndilanak tehat az ADB,
BEC, CFA elrendezések. A Il 2 axioma
szerint az a egyenes D, E, F pontjai
kozitl egyik és csak egyik fekszik a
masik kettd kozodlt; tegyiik fel példaul,
hogy elrendezésiik DEF. Alkalmazzuk a
7. tételt az ADF héaromszogre és a BE
egyenesre (9. abra); fennéllanak ugyanis
az ADB és DEF elrendezések. A 7. tétel
szerint a BE egyenesnek van az AF ol-
dailal kdz8s pontja, s ez szilkségképen az
AF és BE egyenesek metszéspontja C;
a 7. tétel szerint erre fenndll az ACF elrendezés, ellentétben
a feltételezett AFC elrendezéssel.

Bebizonyitjuk a kbvetkezd tételt (mely a H. a axiomaval azonos):

Ha A. B,.C, D az a egyenesen fekvé pontok, melyekre fenndlia-
nak az ABC és BCD eirendezések, akkor fenndllaz ABD elrentdezés.

Bizonyitas. Legyen O az a egyeneshez nem fartozd pont;
a BO szakaszon felvesziink o '
valamely P pontot. Az OBC
haromszogre és az AP egye-
nesre aikalmazzuk a 7. tételt
(10. abra). Adodik, hogy az Q
AP egyenes metszi a harom- P
szog OC oldalat egy Q pont-
ban, melyre az OQCés APQ A B c D
eirendezések allanak fenn. Al- 10. abra.
kalmazzuk ismét a 7. tételt az OBC hiromszogre és a DQ egye-
nesre ; ebbd! adédik, hogy a DQ egyenesnek van a hiromszog
OB oldalaval kozos R pontja, melyre az ORB és DQR elrende- .
zések Allanak fenn. — Alkalmazzuk a 7. tételt véghil az AQD
hiromszogre és az RP egyenesre ; az RP egyenesnek az AD oldallal
kéz6s pontjara, mely a B pont, adédik ebbdl az ABD elrendezés.

9. abra,
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Bebizonyitjuk a kdvetkezd téteit (mely a H.b axioméaval
azonos) :

Ha az a egyenesen fekvé A, B, C, D pontokra fenndlianak
az ABC és ABD elrendezések, akkor fenndil vagy a BCD, vagy
a BDC eirendezés. '

Bizonyitas. Tegyitk fel, hogy allitdsunkkal eilenkezden a
CBD elrendezés 4ll fenn, Az a egyeneshez nem tartozé O pontot
osszekdtjitk C-vel s az OC egyenesen felvesziink olyan P pontot,
melyre az OCP elrendezés all fenn (I 3) (If. abra). Az
OCD hiromszigre s a PB egyenesre nézve teljesiilnek a 7.
iétel feltételei; kovelkezik tehat, hogy a PB egyenesnek van a

G A
Q R
B B
O C P O C [nd
11, &bra, 12, 4bra,

haromszdg OD oldalaval kdzés Q pontja s erre fenndllanak az

0QD és PBQ elrendezések. Az AOC hdromszigre és a PB

egyenesre alkalmazva a 7. tételt (12. &bra) kiadodik, hogy a PB
egyenes metszi az AQ oldalt olyan R pontban, melyre az ORA,

PBR elrendezések -dllanak fenn. — A feltételeink kozdtt szerepld

ABD, s a levezetett ORA és OQD elrendezések szerint a PB

egyenesnek B,R,Q pontjai rendre az AD, QA és OD szakaszokhoz

tartoznak; az A, D, O pontok nem fekiisznek egy egyenesen ;
az ADQO hiromszbgnek mindhdrom oldalat metszené a PB
egyenes; ez ellentmond a 8. tételnek.

_ Megjegyzés. Fenti eredményeinknek megfelelden a linedris
geometridban a II. 1,2, 3, a, b, ¢ axiomak, a sik- és térgeometridban
alLl, 2,3, 4 axiomak szoigidlnak a rendezési tételek alapjaul.
Ez magyardzza meg jeldléseink mddjat; végleges axiomarendsze-
riilnk axiomdit 1, 2, 3, 4 szdmokkal, azokat az axiomdkat pedig,
melyek dtmenetileg: a linedris geometria 6nali6 felépitéséhez szilk-
ségesek, de a sik- és iérgeometria axiomaibol levezethellk, a, b, ¢
betfikkel jelbltlik. — Tovabbi targyaldsaink alapjat az 1 (vagyis az

L 17, illetve a. sikgeometridra vonaikozéan a I 1—3) és a
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1L 1, 2, 3, 4 axiomék képezik; alL 1, 2, 3,4 axiomak 6ssze$ségét
II-vel jeldljiik.

9. tétel. Az ABC hdromszdg BC oldaldnak D pontjdt kbssilk
gssze A-val, és az AC oldal E pontjdt kbssiik 3ssze B-vel. Az AD
és BE szakaszoknak van kizds pontja: G (13. abra).

Bizonyitds. A feltételek szerint fennailanak a BDCés AEC
elrendezések. Alkalmazzuk a 7. téfeit a BEC haromszigre €s az AD

13. 4bra, 14, ibra.

egyenesre; adodik, hogy az AD egyenes metszi a BE oldalt
olyan G pontban, melyre fennall az AGD elrendezés.

10. tétel. Az ABC hdromszdg BC, CA, AB oldalain vegyiink
fel rendre D, E, F pontokat., Az AD és EF szakaszoknak van kiz0s
pontja (14. abra). '

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 7. tételt a BEC hdromszogre
és az AD egyenesre; adédik, hogy van olyan G pont, melyre-
fenndllanak a BGE és DGA elrendezések. Alkalmazzuk ismét a 7.
- tételt 2 BEF haromszogre és az A G egyenesre ; az A G egyenesnek
van az FE oldallal kéz8s H pontja, melyre fennallanak az FHE
és GHA elrendezések. A 3. (étel szerint a DGA és GHA elren-
dezésekbdl kovetkezik a DHA elrendezés.

. 11, tétel. Ha D és E az ABC hdromszignek &ét olyan ponrtja,
melyek nem tartoznak a hdromszignek ugyanahhoz az oldaldhoz,
és P tefszbleges a DE szakaszon fekvé pont, minden a P ponton
dthaladd a egyenesnek van a hdromszoggel két kozbs pontja, s
ezeket a P pont az a egyenesen egymdstol elvdlaszija.

Bizonyitas. Ha az E pont azonos az A csiccsal és D a
szembenfekvé BC oldal valamely pontja, legyen P az AD szakaszon
fekvl pont, és a tetszlleges a P ponton &athaladsé egyenes (15,
abra). Alkalmazzuk a IL 4 axiomat az a egyeneste és sorban az
ABD és ADC hiromszogre; igy kapjuk, hogy az a egyenesnek
van olyan F pontja, mely vagy B-vel azonos, vagy az AB és BD
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szakaszok koziil'az egyikhez tartozik ; tovibba
van ‘e-nak olyan G pontja; mely vagy C-vel
azonos, vagy az AC és CD szakaszok kdzill
az: egyikhez tartozik. Ha az F és G pontok
koziil- az egyik a BC egyenesen fekszik,
példdul ha F a BD szakasznak pontja, vagy | -
végpontja, akkor G az AC oldalon fekszik, B O =
s a 7. tétel értelmében fennall az FPG 15. abra.
elrendezés. Ha pedig F és G rendre az AB és AC oldalakon
vannak, akkor a 10. téteib6l koveikezik az FPG elrendezés.

Ha D a BC szakaszon és E az AC szakaszon fekszik, a DE
szakaszon felvett tetsz8leges P pontot a C ¢sics-
csal bsszekold CP egyenesre és sorban a DEB
és BEA haromszogekre alkalmazzuk a 7. téielt
(16. 4bra); adodik, hogy a BE oldalnak van
a CP egyenessel kozbs Q pontja s erre a CPQ
elrendezés all fenn; tovabba, hogy a CQ egye-
nesnek van az AB oldallal kéz6s F pontja, s
C erre a CQF eirendezés &ll fenn. A CPQ és

CQF elrendezésekb8l a 3. tétel szerint kdvet-
kezik a CPF elrendezés.

A bebizonyitott két 4llitds Osszefoglaldsabdl kiadédik a 11. tétel.

12, tétel. Az o siko! bdrmely benne fekvé a egyenes kél
félsikra osztia. Az a egyeneshez nem farfozd A és A’ pontok ugyan-

16. abra.

- ahhoz a félsikhoz tartoznak, ha az AA’ szakasznak nincs az a

egvenessel kbzis pontja. Az a egyeneshez nem lartozd A és B ponfok

kiilénbdz0  félsikokhoz tartoznak, ha ax AB szakasznak van az a

ggyenessel kizis pontja. — Ha az A;, A, ..., A, pontok  koziil

az A, és A, nem tartoznak ugyanahhoz a félsikhoz, akkor vala-

melyik A;A.. vonaldarabnak van az a egyenessel kozds ponija.
Bizonyitads. Legyen A az a egye-

neshez nem tarioz6, az « sikban fekvd A
pont, és ilegyen X az & egyenes valamely
pontja. Az AX egyenesen van legalabb egy x

kiildnbozs félsikokhoz tartoznak (17. dbra).
— Legyen C a sfknak tetszGleges, az B C
a egyeneshez nem fariozé pontja; meg- 17,-dbra.

olyan B pont, melyre az AXB elrendezés 3
4l fenn (IL 3); az A, B poniok fehat / \
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mutatjuk, hogy vagy A és C tartoznak ugyanahhoz a félsikhoz,
s ekkor B és C kiilonbozd félsikokhoz tartoznak, vagy megforditva.
Tegyitk fel elfszbr, hogy A, B, C nem fekiisznek egy egyenesen;
az @ egyenes nem halad 4t az ABC haromszdg egyik cslicsén sem,
s metszi annak AB oldalt, tehat a II. 4 axioma szerint metszi az
AC és BC oldalak koziil az egyiket, de a 8. tétel szerint nem
metszheti mindkettét. — Ha az A, B. C pontok - egy egyenesen
fekiisznek, akkor mivel a metszi az AB szakaszt, metszi az ACés
BC szakaszok kozill is az egyiket, de a mdsikat nem, barmilyen
is az A, B, C pontok elrendezése ; ez az 5. tételbdl kdzvetleniil
kovetkezik. — Ha A,, A,, A; 1iem az a egyenesen fekvd olyan pontok,
hogy az A,A, szakasznak van az d@ egyenessel kiz0s pontja, akkor
a 1L 4 axioma illetve az 5. tétel szerint vagy az A A, vagy az AsAs
szakasznak van a-val kbzds pontia, akar egy egyenesen fekiisznek az
A,, A, A, pontok, akar nem. Teljes indukciéval kisvetkezik ebbdl,
hogy ha az Ay, Ass - A, pontok koziil A, és A, nem tartoznak
ugyanahhoz a félsikhoz, akkor valamely AAn vonaldarabnak van
a-val kdzés pontja.

Ertelmezés. Ha egy siknak A és A’ pontjai ugyanahihoz
az a egyenes altal meghatarozott félsikhoz fartoznak, akkor azt
mondjuk, hogy A és A" 3z a egyenesnek ugyanazon az oldaldn
fektisznek, s hogy az a egyenes az A és A’ pontokat nem valasztja
¢l egymastol. — Ha A és B az a 4ital meghatarozott kalsnbyzd
félsikokhoz tartoznak, azt mondjuk, hogy A és B az a egyenesnek
Ciilnbizd oldaidn fekiisznek, s hogy az a egyenes az A és B pon-
fokat egymdstol elvdlaszija.

5. § Konvex sokszdgek.

 Erteimezés. Az Ay, AA, . . ., A, 1A, vonaldarabok idri-
vonalat alkotnak, mely az A, €s A, pontokat Ssszekoti. Ezt a tort-
vonalat 4,4, ... A-nel jeldljiik. Az Ay, Ay, ..., A, pontok a iorivonal
csiicsai, az A, és A, pontok a torivonal végpontjai, az AyAs, A A,
... A_,A, szakaszok a tortvonal oldalai. Az A, és A, cstcsokat
szomszédosnak nevezzilk, hasonléan az A, A; és AA,, oldalakat.

A tortvonal pontjai az AgA;, AA,, ...y A,aA, oldalak ponijai
és végpontjai. A torivonalat egyszerfinek (vagy kettdspont nélkiilinek)
nevezziik, ha két-két nem szomszédos A A, €S A;A;,, vonal-
darabnak nincs kozbs pontja (vagyis ha az AA,., oldat egyik
pontja sem belsd, sem végpontja A;A;.-nek).



JB6783 Ferenioe AL oG

Konvex sokszogek. . . Sasged 17

Ertelmezés. Az AA,... A, egyszerii tortvonalat a vég-
pontjaitdl kiilsnbdzé P pontja, mely az Ag4,,, oldalhoz iartozik,
az AAs... AP 65 a PAyAus.. . A, torivonalakra osztja fel ; ezek-
nek P-n kiviil nincs kozds pontjuk. Ha Q az A44,... AP és Ra
PA,s1Aies. .. A, torivonalnak egy-egy a P-t6] kitlonbdz pontja, akkor
azt mondjuk, hogy az A, 4,...A, tortvonalon P a Q és R pontokat
egymastél elvalaszija, s hogy ezeknek a pontoknak a tértvonalon
val6 elrendezése QPR. Az egyszerii tortvonal pontjaira nézve ilyen
médon értelmezett linedris rendezés, mint kdnnyen belathats, eleget
tesz a 1L 1, 2, a, b axiomaknak.

A tdrivonaiat zdrinak nevezziik, ha A, = 4, ; ebben az esetben
A, és A, is szomszédos csicsok, s hasonldan szomszédosak az
A, A, és az A, A, oldalak. (Zart tSrivonal valamely oldalat altalanosan
A A -gyel jeldlilik, s ha i=n, A,,-en értjitk az A, csticsof).

rtelmezés. Ha egy zért tortvonal csicsai egy sikban
fekiisznek, a tdrtvonalat sokszégnek, s nevezetesen n =3, 4 esetén
hdromszignek, négyszbgnek, s dltalaban n-szdgnek nevezzilk. Olyan
egyszerfi zart tortvonalat, melynek cslicsai egy sikban fekiisznek,
egyszerit sokszignek neveziink, Az értelmezésbél a 4. tételre vald
tekintettel nyilvanvalé, hogy egy egyszer(i sokszog Osszes csiicsai
nem tartozhainak egy egyeneshez.

Erteimezés. Az A A,... A, egyszerl sokszdget konvexnek
nevezziik, ha barmely két szomszédos csiicsan athaladd egyenesnek
egyik oldaldn fekiisznek a soks26g Osszes t3bbi csiicsai. Az A A,
egyeneseket a sokszdg oldalvonalainak nevezzik; az AA;,, oldal- |
vonal altal meghatdrozott két félsik koziil azt, mely a sokszdg t0bbi

" csticsat tartalmazza, az A A, egyenes po-

zitiv oldalinak, a masikat negafiv oldalanak
nevezziik. — Az értelmezés alapjan kbvet-
kezik a 12. tételbd], hogy a konvex sok-
szognek barmely az A A, vonaldarabhoz
nem tartozé pontja az A, A,,; oldaivonal-
nak pozitiv oldalan fekszik.

Nyilvan minden haromszdg konvex.
A 18. bra nem konvex négyszdget abrazol.

13, tétel. Bdrmely egyenesnek, mely nem halad df egy konvex
Sokszig két szomszédos csdcsdn, legfeljebb két kbzBs pontja van a
-Soksziiggel. :

Bizonyitéas, Tegylikfel, hogy az a egyenesnek az A, 4,... A,
konvex sokszbggel hdrom kdzds pontja van: A, B, C, melyek nem

2

18, abra.

Eas

tas o Ny

A
e, -
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tartoznak a sokszdgnek ugyanahhoz az oldaldhoz; ezeknek az a
egyenesen valo elrendezése legyen ABC. Jelbijiik A, A,-vel a sok-
szbgnek olyan oldalat, melynek pontja, vagy végpontja a B pont;
a sokszognek A;A, oldalvonala feltevésiink szerint nem halad at
_az A, vagy a C ponton, Mivel az AC szakasznak van az AAs
egyenessel Kkbz0s pontja: B, a 12. tétel értelmeében a sokszdg A
és C pontjai az A, A, oldalvonalnak kiilonb8z6 oldalan fekiisznek,
elientétben a konvex sokszdg értelmezésével.
14. tétel. Konvex sokszdg a sikot két részre osztja, melyeket
a sokszdg belsejének és kiilsejének neveziink. Bdrmely két a soksz0g
belsejében fekvg pontot Gsszekdts szakasz pontjai a sokszig belse-
jéhez tartoznak. Bdrmely két a soksz0g kiilsejében fekvd pont dssze-
kthets a soksz0g killsejéhez tartozd {ortvonailal. Minden torivonainak,
mely a sokszig belsejében fekvd pontot, a soksz0g killsejében fekvé
ponttal a soksz0g sikjdban dsszekot, van a sokszdggel kozds pontja.
' Bizonyitas.(Lasda

Q.i ' 19. 4brat) A sikmak vala-
S, mely a sokszbghtz nem tar-
A, A‘z“‘n 0, {oz6 pontjarél azt mondjuk,

hogy a sokszdg belsejéhez
tartozik, ha a soksz6g mind-
egyik oldalvonaldnak pozitiv
oldalan fekszik, 5 hogy a
sokszog kilisejéhez tartozik,
ha legalabb egyik oldaivona-
lanak negativ oldaldn fekszik.
Ha D és E a soksz0g

két kiilinbdzd oldaldnak egy-
egy pontja, a DE szakasz
pontjai a sokszig belsejéhez,
a DE szakasz meghosszab-
bildsdn fekvé pontok a sok-
19, dbra. sz0g kiilsejéhez lartoznak. —

_ : Ha ugyanis A; A @ sok-

sz6g barmely két szomszédos cstlicsa, akkor a konvex sokszdg
‘értelmezése folytdn a D és E pontok vagy mindkeiten az A
oldalvonalnak pozitiv oldalan, vagy koziilok egyik az Aiduy oidai-
vonalon s a masik annak pozitiv oldalan fekszik 3 a 12. tétel értel-
mében a DE szakasz pontjai mindkét esetben az AAn oldalvonal
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pozitiv oldalén vannak, s mivel ez i-nek minden értékére vonat-
kozik, tehat értelmezés szerint a DE szakasz a sokszog belsejéhez
tartozik. — Ha pedig Q a DE szakasz meghosszabbitisan fekvé
pont, melynek elrendezése QDE, akkor a 12, tétel szerint Q a D
pontot farlalmaz6 oldalvonalnak negativ oldaldn, tehat a sokszbg
kiilsejében fekszik.

Ha P és P’ két tetsz8leges a sokszdg belsejében fekvd pont,
a 12. tétel folytin a PP’ szakasz a sokszog minden- oldalvonalanak
a pozitiv oldalan, tehat a sokszdg belsejében van.

Ha a @ pont a sokszdg A4, oldaldnak A, fel6li meghosz-
szabbitasahoz tartozik, akkor az 4,4, oldalvonalnak negativ oldalan,
tehdt a sokszdg killsejében fekszik. Ha Q és (' két tetszbleges a
sokszOg kiilsejében fekvs pont, tegyiik fel, hogy Q az A, A, oldal-
vonalnak, és ' az A,4,,; oldalvonalnak a negativ oldaldn fekszik.
Jelentse Q; az A A, oldalvonalnak olyan pontjat, melynek elren- -
dezése A A Q;(i=1,2,...,k—1); a QQQ;...Q,_,Q tortvonal
a sokszdg Kkiilsejében 0sszekdti a megadott Q és Q° pontokat.

Legyen P a sokszog belseiében, @ annak kiilsejében fekvd
pont; az érielmezés szerint van a sokszégnek legaldbb egy olyan
oldalvonala, mely a P és Q pontokat elvdlasztja. A PQ szakasznak a
sokszBg oldalvonalaival kdzds pontjai kozitl jeldljiik R-rel azt, mely
P-hez legkdzelebb fekszik; R nem fekhetik valamely oldalvonal
negativ oldalan, s mint fent lattuk, ebbdl kdvetkezik, hogy R az
adott sokszfignek pontja.

. Ha P...P'Q...Q olyan tff»rtvonal mely a P és @ pontokat

a sokszdg sikjaban 6sszek6tl jeloljiik €’-vel ennek P-tfl szamitoti
elsd olyan cstlicsdt, mely nem tartozik a sokszbg belsejéhez, és
P'-vel az ezt megelozd csticsdt. A Q' pont vagy a sokszoghiz,
vagy annak kiilsejéhez, P" pedig a sokszog beisejéhez tartozik;
fenti eredményiink szerint tehdt van a P'Q’ szakasznak a sokszdghoz
tartozd pontja, vagy végpontja, s igy a P... P Q... Q tortvonalnak
van a sokszdggel kdzds pontja. — Ezzel a 14. tétel dsszes allitdsat
bebizonyitottuk. :

15. tétel. Ha P az ABC hdromsz8g belsejében fekvd pont,
bdrmely a P ponton dthaladd egyenesnek van a hdromsziggel
két kdzds pontja, E és F, s ezeknek celrendezése EPF. Az EF
egyenesnek mindegyik oldaldn fekszik o hdromszbgnek legaldbb
egy-egy cstcsa.
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, Bizonyitds. (Lasd a 20, 4brat) A BC oldal valamely D
pontjat az A csticcsal osszekotd AD szakasz barmely P’ pontja az
ABC haromszbg belsejéhez tartozik, s igy
a 14. tétel szerint a PP szakasz is. A 11,
tétel szerint a PP’ egyenesnek van az ABC
haromszbggel két kozos pontja E és F,
s ezeknek elrendezése E'P'F. Mivel az
E'F  szakasz meghosszabbitasan fekvo
pontok a haromszog kiilsejéhez tartoznak,
a P pont az E'F’ szakasz pontja. A 1L
o— — tétel szerint tehat barmely a P pontoi
B r;o ab?a. C sthaladé egyenes meiszi a haromszdget
két olyan E és F pontban, melyeknek
elrendezése EPF. — Az E ¢s F pontok kozill nem lehet mind-
ketts az ABC haromszognek a csticsa ; ha E az AB oldalhoz
tartozik, akkor a héromszog A és B csticsai az EF egyenesnek
ktilgnbdzd oldalan vannak.

" 16. tétel. Ha P a = konvex sokszog belsejében fekvé pont,
akkor bdrmely a P ponton. dthaladd a egyenesnek mindegyik oldaldn
fekszik a sokszbgnek legaldbl egy-egy csiesa. Az a egyenesnek a
sokszbggel k&t E és F kozBs pontja van, S ezeknek elrendezése EPF.

Bizonyitds A sokszdg legyen A A;... A, Az AP sza-
kasz pontjai a 7 sokszdg belsejében, s nevezetesen az A A, és az
--AQ-AS---oldalvonalak_.._poziti\r oldalan vannak. Az AP szakasznak
vagy van az A, A, szakasszal kozds pontja, vagy ha nincs, akkor P
az A4, egyenesnek ugyanazon az oldaldn fekszik mint az A, pont,
s ebbdl kovetkezik, hogy P az A, A, A, haromszg belsejéhez tartozik
(21. 4bra). A 15. tétel szerint tehat az A, P egyenes ebben az eset=
ben is metszi a hdromszdg AiA, oldalat, s igy az A, és az Ay pontok
az A,P egyenesnek kiilonbozd oldalan vannak. Ebb6l a 12. tétel
szerint kovetkezik, hogy az A, P egyenesnek van az AA,. . AA
irtvonallal egy, és a 13. tétel folytdn csak egy koz0s pontja: D.

Legyen a valamely a P ponton athaladé egyenes; az APD
elrendezés kovetkeziében a-nak kiildnbozé oldalan vannak a =
sokszbg A, és D pontjai (22. 4bra). Ha D a sokszdg valamely
oldalanak pontja, ennek az oldalnak legalabb egyik végponija, tehat
a sokszognek valamelyik A; cslicsa a@-nak ugyanazon az oldaldn
fekszik mint a D pont. — Az A A, . A, &5 az AAier o AAsy
torivonalak kozill mindegyiknek van az & egyenessel egy €s csak

A
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- D : 3
21. &bra. . _ 22. dbra.
egy kozds pontja: F és E. Mivel P a 7 soksz0g belsejéhez tar-
tozik, tehat P az EF szakasz pontja.

Megjegyzés. Ha P a = konvex sokszdg A,A, oldaldnak
pontja, és ¢ a P ponton. dthaladd s az A, A;-t8l kiilbnbozb egyenes,
akkor az A; és A, pontok a@-nak kiilonbozd oldalan fekiisznek, s igy
a 12. tétel szerint van g-nak az A,A,...A,A4; tortvonallal egy, és
a 13. tétel szerint csak egy kozds pontja.

Erteimezés. Konvex sokszog belsejét sikbeli konvex far-
fomdnynak, a sokszOget, melyet a tartomany egyértelmiien meg-
hatdroz (l. a 14, tétel bizonyitdsat), a farfomdny hatdrdnak nevezziik.

17, tétel. Legyenek D és E a m konvex sokszignek olyan

pontjai, melyek nem tarfoznak a sckszdgnek ugyanahhoz az oldaldhoz.

A konvex soksz0g belsejéf a DE szakasz két konvex tarfomdnyra oszija
" fel; a w sokszdg belsejének minden a DE szakaszhoz nem fartozd
pontja a két tartomdny koziil egyhez és csak egyhez lartozik.
Bizonyitas. (Lasd a 23. A, D A,
abrét,) Jeldljiik A, 4, és A A,,,-gyel
a 7 soksziignek olyan két oldalat,
melynek pontja, vagy végpontjaa
D illetve az E pont. A 13. tétel
szerint a DE egyenesnek D és E-n
kivil nincs a s sokszdggel,
tehdt a DA A,...AE és az
EA ,A.....A.D torivonalakkal
kOzds pontja. A DE egyenesnek
killdsnboz8 oldaldn fekiisznek az
A, és A, (illetve, ha D= A,, akkor 23, ébra.
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az A, és A pontok, tehdta nevezett két tortvonal is. A D E szakasz
aDA,A,... A E tortvonallal 7t,, ésaz EA 1 A - AD tsrtvonallal 71,
konvex sokszoget alkot. Birmely a 7, vagy a 7% belsejében fekvd
p pentota DE szakasz tetszGleges pontjaval Bsszekotd szakasznak
nincs a 7 sokszoggel kozds pontja, tehat P a 7 sokszdg belsejében
fekszik., Viszont barmely a 7 belsejében, s nem a DE szakaszon
fekvd pont s-nek, vagy n,-nek a belsejéhez tartozik, aszerint hogy a
DE egyenesnek az A-et, vagy az A,-et tartalmazd oldalan fekszik.

18. téiel. A 7 konvex sokszig belsejét a Ky, Koy - oo k, sza-
kaszok, melyeknek végpontjai a sokszOghiz tartoznak, konvex tarto-
mdnyokra osztjdk fel; ezeket a Kk, szakaszok dltal a 7 belsejében
meghatdrozott tariomdnyoknak nevezziik. A 7 sokszbg belsejének
bdrmely a k; szakaszokhoz nem tartoz6 pontja a k; szakaszok dital
meghatdrozolt tarfomdnyok kozil egyhez és csak egyhez tartozik.

Ez a téfel teljes indukcioval kovetkezik a 17. tételbdl.

Ertelmezés. Konvex soksz0g dtlgjdn olyan szakaszt értiink,
melynek végpontjai a sokszbgnek két nem szomszédos csucsa.

A 18. tétel specialis esete a kbvetkezd

19. tétel. Konvex sokszig belsejét egyik csicsdbol hizott (tloi
hdromszdgekre (azaz hdromszbg-tartomdnyokra) oszijdk fel{24.8bra).

24, 4bra.

0. tétel. Ha Q a = konvex sokszig kiilsejében fekvd pont,
van olyan a Q ponton dthaladé egyenes, melynek minden ponija
a sokszbg killsejében fekszik.

Bizonyitds. Az értelmezés szerint van a 7 sokszognek lega-
labb egy olyan oldalvonala, jeloljik ezt A, Ay vel, melynek negativ
oldalan fekszik a Q pont, S pozitiv oldaldn a sokszéguek
Ay Ay oy A, csticsa (25, dbra). A QA,, QA ..., Q4 szakaszok-
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nak az A, A, oldalvonallal val6.
metszésponijai, {ovébbd az
A,, A, pontok kyztil jeldljitk B-
vel és C-vel azt a kettSt, melyek
dltal meghatarozott szakasz az
Usszes tobbit tartalmazza (4.
tétel). A QB .egyenesnek (s
ugyancsak a QC egyenesnek)
egyik oidaldn. fekiisznek a =
sokszdgnek az ©Osszes ehhez
az egyeneshez nem tartozo
pontjai; a QB (illetve a QC)-
egyenesnek ezt az oldalét po-
zitivnak nevezziik. HaD a BC
egyenesnek olyanpontja, mely-
nek elrendezése BCD, akkor
a QD egyenesnek nincs a «
sokszbggel kdzbs pontja, mi-

vel a D+Q félsugdr pontjai az
A, 4, oldalvonalnak, a Q_b fél-
sugdr pontjai pedig a QC
egyenesnek a negativ oldalan
fektisznek.

21, tétel. Ha A, A,, ..., A, egy sikban, de nem egj} egye=

- Kt

25, 4bra,

" nesen fekvé pontok, van egy és csak egy olyan konvex sokszig,

hogy az A, ponfok koziil mindegyik a sokszbgon, vagy annak bel-
sejében fekszik, s a sokszdg minden csicsa valamely A; pont. Ezt
a konvex soksziiget az adoft pontok konvex burkoldjdnak nevezziik.

Bizonyitds. A tétel nyilvanvalé n =23 pont esetén ; tegyiik
fel hogy n-re is érvényes s bizonyitsuk be n-1-re. Legyenek
AL Ay, .. A, és Qaz adott n4-1 pont; az A, A, ..., A, pontok
konvex burkoldjat jeldljik s-vel. Ha a Q pont m-hez, vagy =
belsejéhez fartozik, akkor 7 az adoit 741 pont konvex burkoléja.
Ha Q a = sokszdg kiilsejében, akkor valamely 4,4, oldalvonaldnak
negativ oldalan fekszik (25. abra). A QA;, QA,, ..., QA, szaka-
szoknak az A; A, oldalvonalon fekv6 pontjai és végpontjai kozill
jeidljiik B és C-vel azt a kettSt, melyek 4ltal meghatarozott szakasz
az Osszes tobbit fartalmazza, A QC, illetve a QB egyenesen fekvs



24 ' L, 56, §

A, pontok kdziil jelsljiik A-val illetve A~lel azokat, melyekre nézve a _

QA;, és 3 Q4 szakaszok meghosszabbitisan nem fekszik egy A;
pont sem. _ ' : -

Ha a = sokszdg valamelyik csilicsa az A, A, egyenesnek ugyan-
azon az oldalan fekszik, mint a @ pont, akkor a QA, A, hdrom-
sz0ghbz, vagy annak belsejéhez tartozik. Ha az A A, egyenesnek
masik oldalan nem fekszik a 7 sokszognek egy csiicsa sem, akkor
tehat a QA A; haromszdg az adott 11+ 1 pont konvex burkoldja. —
Fllenkezd esetben legyenek Apey, Apigy re s A1 8 7 sokszognek
azok a csticsai, melyeket az A,A, egyenes a Q pontt6l elvalaszt.
Az A A AA sokszdg nyilvin konvex. A 11, iételt a QAA
haromszogre és a BC szakaszra alkalmazva, ad6dik, hogy a QA
QApasy -+ o QA szakaszoknak az A,A; egyenessel vald metszés-
ponfjai az A A szakaszhoz tartoznak. Ebbdl kbvetkezik, hogy a Q
pont a 7z sokszdg A A, Ava A - oo A,_,A, oldalvonalainak po-
sitiv oldalan fekszik. Mint fent (a 20. tétel bebizonyitisdnal) meg-
jegyeztilk, a QA egyenesnek (s ugyancsak a QA; egyenesnek) egyik
oldalan fekiisznek az Jsszes A; pontok. Eszerint a QA A - AiA
sokszég konvex; €z az adott n+4+ 1 pont konvex burkolbja.

Ha az A, A v A ponioknak két kiilénbdzd konvex bur-
kol6ja lenne 7 €s 7, akkor koziiliik egyiknek, peidanl ~'-nek vala=
melyik A; csicsa a miasik belsejében fekfidnék ; 7 barmelyik az
A~-n 4tmend oldalvonalanak mindegyik oldaldn lenne n-nek leg-
alabb egy-egy csicsa (16. tétel), azaz legaldbb ~egy-egy A pont;
ezék kbzil egyik 7 Killsejében fekudnek, elientétben a konvex
burkold értelmezésével. ' -

6. §. A sik kettéosztisa egyézerii sokszoggel.

Legyen 7* konvex sokszog, legyenek ky kyy oo K@ sokszog
belsejében . fekvs -szakaszok, melyeknek végpontjai a sokszdghodz
tartoznak. A 18. tétel szerint a 7 sokszog belsejét a k; szakaszok
konvex tartomanyokra osztjak fel ; jeloljilk ezeket Buy By o oy Bmrel,
s a §, tariomany hatédrat &-vel.

A 7 sokszbg minden oldalat a k; szakaszok végpontjai, s a k;
szakaszok kozill mindegyiket a tobbi £; szakaszokkal kozds pontok
részszakaszokra osztjak fel; jeldljiik ezeket ¢, Gy, - . o C-S€l. A b,
soksz6g minden oldala valamely ¢; szakasz; jelOliiiK €, Cops e v os ¢;-vel

a by oldalait; a b sokszoget a i, iy - - oy Civ szakaszok dsszegének
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nevezzﬁk By=ci+Cit... 0. (Lasd példdul a 26. brén:

=+ 6+ 6+ ¢) Ha &; lelentl az eredeti %, szakaszok Kozl
barmelylket melynek van
b-vel kbzbds pontja, akkor
b-nek és k-nek kozds része
vagy egy ¢; vonaldarab, vagy.
b-nek egy csticsa.

Erteimezés., A K,
oy ooy ke (@< m) szaka-
szok 4ltal a 7' konvex sok-
szbg belsejében  meghataro-
zott barmely & konvex tar-
tomanyt a Kuey Kusgeso o Ky
szakaszok egy vagy tbbb
konvex tartomdnyra oszijak 26, dbra.
fel (18. tétel); jelvljiik ezeket
Bis Bas - -5 Fr-val, A # tavtomanyt a 8y, Ba, - . ., 8, tartomdnyok
gsszegének nevezzik: f =gy + 8+ ...+ 5. Ertelmezés szerint
ehhez az Osszeghez tartozik a B, Bu, ..., B4 tartomanyo-
kon kivill minden olyan szakasz is, mely a g, tartomanyok
kbzill kettdnek a hatdrahoz tartozik, tovdbba minden olyan a =’
beisejében fekvs csiicspont, amelyhez tartozd 8sszes ﬂ;v tartomanyok
az Osszeg tagjai.

A & tartomdny hatdra azoknak a¢; szakaszoknak az 6sszege
melyek a , tartomdnyok koziil valamelylknek de csak egynek a
" hatarihoz tartoznak; ezeknek a ¢, szakaszoknak a végpontjal is
a @& hatdrdhoz tarioznak A ﬁ’_.m?;,,—}«ﬂ,z,—l— . $, haiarat tehat
Gigy allithatjuk el5, hogy a bz, bz,, .. ., ba, hatarok koziil mindegyik
ba,-t kifejezziik mint a ‘hozzatartozé ca-knek az Osszegét, s az 0sszes
bi,-knek megfeleld ¢k dsszegében a c-k egyiitthatoit mod 2
{olvasd : 2 modulus szerint) redukdljuk, azaz helyettesitjiik O-val,
vagy 1-gyel aszerint, hogy az illetd egyiitthaté paros, vagy paratlan
szam. Az ilyen moédon képezett Osszeget az illetd b,-k (mod 2)
dsszegének nevezzilk és by, -+ bz, +:..+ by-val jeldljik. Tartoményok
dsszeaddsanak, s hatiraik mod 2 dsszeaddsdnak fenti értelmezését
arra az esetre is Kiterjesztjiik, mid6n az Osszeg nem konvex (tar-'
tomany illetve sokszbg). .

Lemma. Minden olyan 7 egyszertt sokszog, mery a fennek-
kdziil bizonyos ¢, szakaszok Osszege, elbdllithatd egy és csak egy-
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féleképen mint egymdstdl killonbdzé b-k (mod 2) Osszege.
m=by+by+...+bs,. Az eredeti 7' konvex sokszig az Osszes
b-k Bsszege: @ =b+by+ ...+ b,

Bizonyitas Ha a k szakaszok szdma m=1, akkor az
allitas nyilvanvalé. Tegyiik fel, hogy m—1-re is érvényes s bizo-
nyitsuk be m-re, Legyen ¢, a A==, +C+ ...+, egyszeril sok-
szognek olyan oldala, mely a k, szakaszhoz tartozik ; a b, hatarok
. kGzOtt van pontosan két olyan, melyeknek része ¢,, ezek egyikét
jeloljitk b-gyel s képezzitk a m-{- b, Bsszeget. Mivel = és b, egy-
szerll sokszogek, 7w+ b, barmely csiicsa pdros szdmi oldainak vég-
pontja, igy m--b, vagy egyszeri sokszdg, vagy tobb egyszerli
sokszdg Osszege, mint konnyen belathatd. Alkaimazzuk ezekre
a sokszOgekre ismét a fenti eljarast, vagyis adjunk hozzd =+ b-hez
egy olyan b,-t, melynek 7 b-gyel a k,-hez tartozd kozds ¢,
szakasza van. Véges sok 1épés utén eljutunk olyan w+6,+b, +. .. +b,
dsszeghez, melynek nincsen a k,-mel kozds ¢, szakasza; ez az
bsszeg vagy sokszog, vagy sokszogek Osszege. Ezek a sokszdgek
az indukcits feltevés szerint Kkifejezheték olyan Osszegekként,
melyeknek tagiai a k,, ks, . .., k., Szakaszok altal meghatdrozott
konvex tariomanyok hatarai; ezek kozill a tartomanyhatarok koziil
mindegyik egy vagy két b-nek az dsszege (lasd a 17, tétel bizonyi-
tasat). Végeredményben tehat a4-b,+by+...+b, elbillithato
bypatbyet... b, alakban, vagyis
: atb+b+.. Fby=bp .+ b,,

s ebbél ' '

V) m=by+by+. ..+ b,
hol feltehetjiik, hogy a jobboldalon mod 2 egyszeriisitett Osszeg all,
azaz olyan, melynek barmely két tagja kiilonbdzd.

m-nek fenti (*) el6dllitdsa egyértelmii ; legyen ugyanis

(**) a=by+bz+...+ by _
masik (egyszerfisitett) elGallitisa; a (¥) és (*¥) egyenletek Ossze-
adasabdl adodik

- by By oo by =0;

ez az egyenlet azt jelenti, hogy barmely b, tagjahoz tartozo ¢,
szakasz az osszegnek pontosan két b, és b, tagjahoz tartozik;
vy, Vs ..., i jelentik az 1,2, ..., p, Ay, Ay, . . . 4, szdmok kB2iil azokat,
melyek ebben a sorozatban nem fordulnak eié keétszer. Ha a &
szakaszok szdma m= 1, nyilvan nem &l fenn (4-) alaku égyenlet;
tegyiik fel, hogy m—1 szamii szakasz eseién sem. Jeldljik S -vel
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ak,ky. .. k_, szakaszok 4ltal g » belsejében meghatirozott
konvex tartomanyokat, s b/-vel ezek hatirait. Tegyiik fel, hogy a
Bk, ..., k_s, k,, szakaszok altal meghatarozott B tartomdnyok &,
hatdraira fennsliana a (+) egyenlet. Ha valamelyik by~nek nincsen
a k,~hez tartozs ¢, szakasza, akkor a megfelel§ g, egyben egy &,
tartomany is. Ha pedig b,-nek van a k,-hez tartozé szakasza,
akkor vap még egy Py, tag, melyhez hozzatartozik ¢ ; a megfeleld
By, €s 8,; tartomanyok Osszege valamely B, tartomdny ; eszerint’
byt b, = bu; a (+) egyenletben hasonlé modon ssszeadva barmely
két olyan 5, &s by; tagot, melyeknek van a k.-hez tartozs kozss
szakaszuk, kapunk egy
| b;,l+b;,s+...+b;;=:0

alaki €gyenietet, hol a baioldalon alté tagok egymastol kiilénbbzdk ;
€z elientmond annak a felfevésiinknek, hogy m—1 esetén nem 4|
fenn (4) alaky vonatkozas, Bebizonyitottuk ilyen médon, hogy
adott = sokszognek (*} alakd eldanitasa egyértelmii,

A fenti lemma alapjan bebizonyitjuk a kbvetkez6 tételt ;

22, tétel, Egyszeri Soksz8g a sikot két részre oszija, me-
Iyeket aq SokszBg  belsejének és kiilsgjének  neveziink. Bdrmely két

- Osszekiit, van q Sokszdggel kiizgs ponija. _

Bizonyitas, Jelsljiik m-vel az adott sokszbget &s sr'-vel a
7 cslicsait burkolé konvex sokszoget (2]. tétel). 7« minden csitcsa
$ ezért minden oldala 1s a 7’ konvex sokszdgin, vagy =’ belsejében
fekszik. 7-nek a = belsejébern. . fekvs oldalain &t fektessiink olyan
LY szakaszokat, melyeknek végpontjai a = konvex S0k«
§20g0n vannak ; feldljitk 8, 4,, . ... B-rel a ky, k,, .. -» K, szakaszok
altal a »’ konvex soksz8g belsejében meghatdrozott konvex tarfo-
méanyokat, s b, by, ..., b,rel ezek hatirajt, A fenti lemma jelbiéseit

is bizonyos ¢-k Osszege: a lemma szerint tehdt a » sokszdg ki-
fejezhets egy és csak egyféleképen mint kitlsnbszs b-k sszege:
: * _ n=b1+b,+...+bp.

A megfelels By Boy v, 8, tartomédnyok Osszegét a 50kszdg
beisejének nevezziik ; a g,,,, b2y o e 0y S tartomanyoknak s a konvex
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sokszbg killsejének Osszegét a s Soksz0g killsejének nevezziik.
A siknak minden olyan pontja, mely nem fekszik 7-n, az adoit
érteimezés szerint vagy st beisejéhez, vagy 7 kilisejéhez tartozik;
de nem fartozhatik mindkettohdz, (A 27. dbrdn a 7 sokszOget

- burkolé n" konvex sokszdget a = oldalain atfektetett szakaszok az

1—12-vel jelzett konvex tartomanyokra
osztjak fel; ezek koziiia3—10 és 12
Jr tartomanyok osszege a 7 soksz0g bel-
seje; az 1, 2, 11 konvex tartomanyok-
nak és =’ kiilsejének az Osszege a =«
sokszog kiilseje.)
" Béarmely két 7 belsejében fekvd
pontot Gsszekothetiink = belsejében
_haladé tortvonallal. A 5, konvex tar-
toméany két tetszOleges ponijat Osszekdté szakasz 8,-hez tartozik.
Ha a fenti (*) egyenletben p> 1, akkor van 8, hatarénak olyan ¢
oldala, mely nem tartozik 7-hez, mert ellenkezd esetben m=2,
lenne, ellentétben a 7 egyértelmfi ¢l84llitasara vonatkozd ered-
ményiinkkel. Ugyanez a ¢, a £z, 8.5 5, tartomanyok kozil egyik-
nek és csak egynek a hatdrdhoz tartozik;. jeloljitk gS-vel ezt a
tartomanyt. Ha Py a ¢ szakasznak s P, illetve P, a 8 és &
tartomanynak egy-egy tetszéleges pontja, akkor a P,PiF, torvo-
nalnak minden pontja 8 - f-hez tartozik. Ha a (*) eldallitasban

27. abra.

~ p>2; akkor van a S+ hatdrdn olyan ¢ szakasz mely a

8, Bu, + + -5 B, tartomanyok kozill egyiknek és csak egynek a hata-
rahoz tartozik; jeldljiik ezt a tartoményt S-mal. Legyen P, a ¢
szakasznak s P,.a S tartomanynak fetszOleges pontja; a ¢, s2akasz
vagy #-nek, vagy g-nek a hatardhoz fartozik; az elsd esetben
a P, P,P,, a masodik esetben a PP P,P,P, tortvonal a £+ 8+
-+ f-ban a P, és P, pontokat ssszekoti. Ezt az eljarast folytatva,
szerkesztiink olyan tortvonalat, mely a P, pontot a Bt Bt By
barmely pontjaval dsszekoti s melynek nincs a 7 soksz8gdn pontja.
Hasonléan (amennyiben. a 7' kiilsejét is a B; tartomanyokéval meg-
egyezb szerephez juttatjuk) szerkeszilink olyan tbrtvonalat, mely
barmely két a = kiilsejében fekvd pontot a 7 kiilsejében dsszekdt,

Legyen P a 7 sokszbg belsejében, @ a 7 Killsejében fekvd
pont. Jeldljiik- By, Bs, . . -, B,-val a PQ egyenesen fekvd ¢, szaka-
szoknak a PQ szakaszhoz tartozd végpontjait, és a tobbi ¢,
szakaszoknak a PQ szakasszal valo metszéspontjait ; legyen ezeknek
elrendezése PB, B;...B,Q.. A PB, szakasz a ‘P pontot tartalmazé
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8. konvex tartomdnyhoz, vagy egy ilyennek a hatardhoz tarfozik,
s ezért B, vagy a « sokszdgdn, vagy-a n belsejében fekvs pont,
Ha B, a = belsejében fekszik, hasonléan adddik, hogy B, vagy
a 7t sokszdgbn, vagy = belsejében fekszik, és igy tovdbb, Igy tehat
a By, B, ..., B, pontok kdziil legalabb egyik a « sokszoghoz tartozik,
kiilsnben @ is n belsejében fektidnék, feltevésiinkkel elientétben, —

. Ha a nt sokszdg sikjdban fekvd P...P' Q... Q tortvonal a 7 sokszdg

belsejében fekvé P pontot a = kiilsejében fekvé € ponttal koti
pssze, jelentse Q' a tdrivonalnak P-t6l szdmitott elsG olyan csiicsat,
mely nem f{artozik = belsejéhez €s P’ az ezt megel6z3 csicsat;
vagy n-hez tartozik a Q' pont, vagy 7t kiilsejéhez, s ebben az esetben,
elébbi eredményiink szerint, van a P’Q’ szakasznak 7z-vel kdz8s pontja.

A 22, tétel beblzonyntasanal alka]mazoit modszer VEBLENIOL
szarmazik.

A fenti bizonyitdsbol kbzvetlenul adodik a kbvetkezd tétel :

23. tétel. Egyszerid sokszlg bdrmely A pontjdl a sokszdg
belsejében, vagy killsejében fekvé bdrmely P pontial sszekdthetjilk
olyan ibrtvonallal, melynek a soks:dggel nincs mds kzbs pontja.

Bizonyitds. Legyen P a sokszdg belsejében fekvé pont.
A sokszog belsejét véges sok konvex tartomdny Usszegekéni 4lli-
tottuk 15 ; ezek kozdtt van legalabb egy olyan # konvex tartoméany,
melynek hatarahoz tartozik az A pont. A @ tartomény P’ pontjat
A-val Bsszekdtd szakasznak nincs a sokszdggel kdzds pontja. A 22.
tétel értelmében Osszekdtjiik a. P és a P’ pontokat a sokszég bel-
sejében tortvonallal: ez és a P'A szakasz egyiitt olyan tdrtvonalat:
alkotnak, mely 2 P pontot a sokszég belsejében az A ponital
Osszekoti, amint azt a fenti tétel allitja. — Hasonloan jarunk el &
sokszdg kiilsejében fekvé pont esetében.

Megjegyzés, A 22. tétel bebizonyitisa sordn a = egyszerii
sokszdg belsejét konvex tartomdnyok
bsszegeként allitottuk elS. Ezt az elb-
allitdst sokiéleképen mddosithatjuk,
példdui azéltal, hogy a konvex tario-
ményok kdzill egyeseket szakaszokkal
konvex résztartoményokra osztunk fel
(17. tétel), vagy hogy kozilldk idbbet,
melyeknek sszege konvex tartomdny,
egyesitiink (28.4bra). Ilyen médositéssal
nevezetesen elérhetjilk azt, hogy vala=
mely a = belsejében fekvd pont a konvex résztartomanyok koziil egyik-

28, 4bra.
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nek (mégpedig egy hdrom-, Vagy egy négys2igil tartomanynak) belsd
pontja legyen, vagy hogy n egyik oldaldnak valamely pontja a
konvex résztartomanyok kozill csak egynek a hatdrahoz tartozzék.
A moédositas utdn is fennall az a tulajdonsdg, hogy barmely rész-
tarfoméany hataranak-a 7 sokszogon fekvo szakasza €gy, a 7t sokszig
belsejében fekvd szakasza pedig Két résziartomany hatérahoz tartozik.

24. tétel. Ha a 7 egyszerd sokszbg sikjdban fekve PQ
szakasznak a 7 sokszoggel pontosan egy E kozbs pontja van, s €z
nem csticsa a sokszognek, akkor = a P és Q pontokat elvdlaszija
egymdsiol, vagyis a P, Q pontok kozill egyik a sokszog belsejéhez,
a mdsik annak a kiilsejéhez tartozik.

Bizonyitds. (29. abra) Ha 7 konvex sokszog, és A A
n-nek az az oidala, melyhez az E pont tartozik, akkor a PQ egye-
nesnek kiilonbozé oldalan fe-
kiisznek az A, és A, pontok, s
ezért a2 PQ egyenesnek a 7t sok-
szbggel E-n Kiviil egy és csak
egy F kbz0s pontia van (12.
és 13. tétel), Erre feltevésiink
folytan az FPQ, vagy az FQP
elrendezés all fenn ; tegylik fel
az eldbbit, Az FPQ és PEQ
elrendezésekb6l kovetkezik a
3. tétel szerint az EPFé FE Q
elrendezés ; tehat P a 7 sok-
sz8g belsejében, Q annak kill-
sejében fekszik (lasd a 14. tétel bizonyitasat).

Ha = nem konvex sokszdg, 7 belsejét eldallitjuk By, &, . - - 8,
konvex tartomanyok psszegeként olyan médon, hogy E csak egy
konvex résztartomény hatdrahoz tartozzék (1. a fenti Megjegyzést) ;
jeloljik ezt §-gyel. Legyen P’ a PE szakasznak, és Q' a QE szakasz-
nak olyan pontja hogy a P'E és a ' E szakaszoknak E-n kiviil egyik
pontja vagy végpontja sem tartozik a g, tartomanyok kozil valamelyik-
nek a hatdrdhoz. A konvex tartoméanyokra mar pebizonyitott tételink
szerint a P’ és Q' pontok koziil egyik és csak egyik tartozik a f,
tartomanyhoz, mondjuk F’. A ¢’ pont nem tartozhatik valamely
mésik g, tartomanyhoz sem, kiilonben a Q E szakasz is B-hez, s
igy az-E peat ket LillBpbszs 8, 65 f tartominynak- a ‘hatérdhoz
tartoznék, feltevésiinkke! ellentétben. Eszerint P’ a n sokszog bel-
sejéhez, Q annak kiilsejéhez tartozik. Mivel pedig a PP és QY

29, bra.
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yonaldaraboknak nincs a -t sokszdggel kozds pontjuk, kdvetkezik,
hogy P a 7 sokszbg belsejéhez, Q annak killsejéhez tartozik,

25. tétel. Legyen m egyszeril sokszdg, és ! a m sokszlg sik-
jdban fekvé egyszerd torivonal. Tegyilk fel, hogy m bdrmely olda-
ldnak 1 bdrmely oldaldval legfeljebb egy kUz0s pontja van, s hogy
nvagy | egyik csdcsa sem fartozik l-hez, illetve -hez. A n sokszig az
1 torivonal végponijait elvdlaszija egymdstol, vagy nem, aszerint, hogy
lnek a sokszlggel pdratlan, vagy pdros szdmd kozds ponija van.

A tétei az ! tdrtvonal oldaldinak szamdra vonatkozd teljes
indukcioval kdvetkezik a 24. tételbsl,

7. §. Egyszerii sokszdg belsejének felosztasa.

A 22. tétel bebizonyitdsdndl hasznalt lemma alkalmazasaval
adédik a kovetkezd

26, tétel. A n egyszerii sokszdg belsejét olyan [ egyszerii
i0rivonal, melynek végpontjai a n sokszighSz, 16bbi ponijai a =
belsejéhez tarfoznak, két részre osztfa fel.

Bizonyitds (30. dbra). Az tort-
vonal két végponija, melyekrl feltessziik,
hogy egymastél kiildnbdzdk, a -r sokszbget
két 4 és I’ tortvonalra osztja fel; ezek 4
koziil mindegyik /-lel egyszeri sokszd-
get alkot; jeldljilk ezeket m==i+41, és
ny==1+4l-vel. — Bérmely olyan pont,
mely sr; konvex burkoldjanak belsejében
fekszik, s konvex burkoldjdnak is a bel-
sejében van; ha tehat Q olyan pont,
mely 7 konvex burkoléjanak kiilsejéhez tartozik, akkor Q a m;-nek
és m-nek is a kiilsejéhez tartozik. Kossiik dssze Q-t az ! tortvo-
nalnak a végpontjaitél kiilénbdzé valamely P pontjaval olyan tort-
vonallal, melynek P-n kivill minden pontja sz; kiilsejében van (23.
tétel). Mivel P a r sokszbg belsejében fekszik, a 22. tétel szerint
a P és Q pontokat 0sszekdt6 tdrtvonalnak van m-vel, tehat /-vel
k6z9s pontja. EbbSl kévetkezik, hogy az [, tortvonal, melynek vég-
pontjain kiviil nincs m-gyel méas kdzds pontja, -, ktilsejében s
hasonl6an /, a 7, sokszbg kiilsejében fekszik. A 23. tétel szerint
7, belsejének barmely pontjat dsszekdthetjiik -, belsejében az és
az i tortvonalak barmely ponfjaval; ebbdl kdvetkezik, hogy =
beisejének minden pontja = beisejéhez és n, kiilsejéhez tartozik ;

30. ibra.
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hasoniéan =, belsejének minden pontja 7= belsejéhez és m, kiilse-
jéhez. tartozik. — Mésrészt minden a 7 belsejéhez tartoz¢ pont,
mely nem fekszik az ! tSrivonalon, vagy 7-nek, vagy mi-nek
beisejéhez tartozik. Allitsuk elé ugyanis =, és 7, belsejét konvex
tartomanyok Osszegeként ; evégb6l a z-t burkolé 7" konvex sokszdg
belsejét osszuk fel konvex résztartomanyokra a 7 sokszdg és az 1 tort-
vonal oldalain atfekietett szakaszokkal, melyeknek végpontjai «'-hdz
tartoznak ; jeldljiik a résztartomanyokat hatarolo konvex sokszdgek
koziil by, ba, .. ., b,-rel, illetve b3, b5, .. ., b -vel azokat, melyeknek
dsszege rendre m,, illetve 7t m=b+b+...+ b, és my="b{+
4+ by ..+ .. leloljiik a b, illetve a & altal hatdrolt konvex tar-
tomanyt 8-vel, illetve 8;-vel. EIGbbi eredményiink szerint a £, 8, ...,
8. B, B+ .., 8 tartomanyok valamennyien egyméastél kiilsnbdzok.
Ezeknek Osszege a n sokszdg belseje, mivel

b+ bt bbb b=
: —=mtm=I+L+I+h=hLthL=m (mod 2),

Eszerint 7, 3 7, belsejének Osszege a v sokszdg belseje,

27. tétel. Ha az e sikban fekvd m=hL-+1 és my=l+1
egyszeri sokszbgeknek kizbs része az l 16rtvonal, s ha az |, é
tortvonalak végpontjaikidl eltekinive a m, illelve a m sokszignek
kiilsejében fekiisznek, akkor az adot két sokszbg kdzbs I tértvonala
az I, +1, egyszerli sokszbgnek a belsejében fekszik, végponijait
kivéve (30. abra).

... Bizonyitds. A m=1-+1 sokszbg belsejének tetszbleges

A pontjat s /-nek végpontjaitol kiilonb®z6 B .pontjat kossiik dssze
a m, belsejében haladé ¢ tortvonallal (23. tétel). Mivel feitevés
szerint 1, a 7, sokszbg kiilsejében fekszik, t-nek nincs a ny=1I,-+!
sokszoggel kozds pontja; mivel pedig B, tehit A is a 7, sokszbg
kiilsejében fekszik. Eszerint 7 €s n belsejének nincs kdzds pontja ;
mint a 26. téiel bebizonyitasdnal, kiaddédik ebbdl, hogy =, és 7T,
belsejének Osszege az I.+1, egyszerli sokszdg belseje, mivel
mym=h+it+thti=4+h (mod 2);

ebhdl kovetkezik, hogy az I tortvonal végpontjaitél eltekintve az
I+ 1, sokszdg belsejében fekszik.

A 27. tétel mas megfogalmazésa a kovetkez§:

Ha b, I, é 1 az e« sikban fekvd egyszerfi tortvonalak,
melyek a sik két adott ponijdt bsszekdtik, de ezeken kivill bdrmely
kettének nincs koz0s pontja, akkor a hdrom tortvonal kozill vala-
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melyik @ mdsik kettdidltal alkotott egyszerd sokszognek a belse;ehezj
tartozik. -

A 22. tétel bebizonyitdsa sordn egyszer(i K sokszBg belse]ét

véges sok konvex tartomdny oOsszegekent allitottuk el ; ezek koziil

mindegyiket felosztjuk haromszogekre. (azaz héromszﬁg-tartorna-
nyokra) a hatdrét alkot6 konvex sokszbg egyik csiicsabol kiinduld
atiival (19. téiel) ilyen médon az adott (nem konvex) sokszdg
belsejének haromszogekre vald feloszidsdhoz jutunk. Meg fogjuk
muiatni, hogy egyszerli sokszdg belsejét olyan moédon is feloszt-
hatjuk hdromszdgekre, hogy rnmdegylk haromszdg csicsai az adott
sokszognek csiicsai legyenek,

Ertelmezés. Egyszerlf sokszdg dfigjdn olyan szakaszt
értiink, melynek pontjai a sokszdg belsejéhez tartoznak, végpontjai
pedig a sokszognek csicsai. -

28, tétel. Ha a = egyszerli sokszdg oldalainak szdma hdrom-
ndl nagyobb, van a sokszdgnek dtldja.

Bizonyitas. Legyen A a sokszdg valamely csiicsa, és P a
sokszbg belsejének olyan pontja, hogy az AP szakasz mmden
pontja 7 belsejéhez tarfozik (1. a 23. tétel bizonyitdsat). Az AP
félsugarnak van 2 soksz8g konvex burkoléjalioz tartozé pontja
(16. tétel), 'van tehét a 7 sokszoggel kdzbs pontja is (22. iétel);

a sokszOgnek az AP félsugaron fekvé csiicsai, tovdbba a sokszdg

oldalainak az AP félsugarral valé meiszéspontjai koziil jelentse Q
azt, mely P-hez legkozelebb fekszik. Az AQ szakasz a 7 sokszdg-
belsejéhez tartozik; ha Q a sokszdgnek csiicsa, akkor AQ annak
atléja. — Ha Q nem csiicsa a sokszbgnek, legyen 5C a sokszdg-
nek az az oldala, melyhez a Q pont tartozik; mivel a B és C
pontok az AP egyenesnek kiilonbozé oldalan vannak kff»vetkezxk _
hogy az A, B, C pontok nem fekiisznek egy egyenesen.

Ha a mt sokszbg vaiamely ¢ oldaldnak R ponija az ABQ.
(vegy az ACQ) hdromszbgnek belsejében fekszik, akkor c-nek
legaidbb egyik végponija Is ennek a hdromszignek a belsejéhez
tarfozik, A 15. tétel szerint ugyanis a c-n Aatfektetett egyenesnek
van az ABQ haromszoggel két kbzos pontja E és F, s ezek elren-
dezése ERF. Az E és F pontok koziil legaldbb egyik, mondjuk
F, vagy az AQ, vagy a BC szakaszhoz tartozik, s mivel AQ a7z
sokszdg belsejében fekszik, BC pedig a sokszdg oldala, az F pont
nem lehet a sokszdg ¢ oldalanak pontja, vagy végpontja. Ebbdl
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kovetkezik, hogy ¢ egyik végpontja az RF szakaszon, tehdtaz ABQ
haromszdg belsejében fekszik.

A 7 sokszbgnek azokat a csficsait, melyek az ABC hérom-
szbghdz, vagy annak belsejéhez tartoznak, (kivéve az A csiicsof)
vetitsitk az A pontbdl a- BC egyenesre ; vagyis minden ilyen D
csticsra nézve hatarozzuk meg az AD félsugarnak a BC egyenessel
valé¢ D metszespont;s’d melyet a D vefitletének neveziink (31, abra).

A BQ), ilietve’a QC vonaldarabokra esd

A vetilleiek kozill jeldljlik D’-vel és E’-

M vel azokat, melyek Q-hoz legkozelebb

fekiisznek ; az el6zG bekezdés szerint
az ADYE haromszdg belsejében nin-
csen sr-nek pontja. Jelentse D, illetve
E, m-nek az ALY, illetve az A E vonal-
darabon fekvd és A-t61 kiildnbdz6 csi-
6' 3 csai koziil azokat, melyek legktzelebb
fekiisznek A-hoz. Az ADE haromszog

31, 4bra. valamely pontjat a P-vel Osszekdts
szakasznak nincs a n-vel kdzbs pontja,

s igy az ADE hiromszdg barmely pontja vagy z-hez, vagy =
belsejéhez tartozik. Az A, D, E pontok a s sokszdgnek csiicsai,
viszont az AD, AE, DE szakaszok egyikéhez sem tartozik m-nek
valamelyik csiicsa; ezért a hdrom szakasz koziil mindegyik a -
_ sokszOgnek o]dala vagy atléja. Mindhidrom szakasz nem lehet
n-nek oldala, kiilSnben -t az ADE hdromszdggel azonos lenne,
ellentétben azzal a feltételitnkkel, hogy n oldalainak szidma haromnaél
nagyobb. Kovetkezik tehat, hogy az AD, AE, ED szakaszok koziil
legalabb egyik a = sokszdgnek atldja. Ezzel a 28. tételt bebizo-
nyitotluk. :

Jeloljilk a s sokszdg csticsait 4,, 4,, . .., A,-nel s tegyiik fel,
hogy A,A, a sokszdgnek atloja. Az A, A, . .. A, tortvonal és az A A,
szakasz egyszerfi sokszoget alkotnak, hasonléan az A, A......4,.4,
tortvonal és az A, A, szakasz; jeldljitk ezeket a sokszbgeket 71;-gyel
és m,~vel ; ezek koziil mindegyiknek a belseje a 7 sokszdg belsejéhez
tartozik ; masrészr6l = belsejének bédrmely pontja vagy az A4,
szakaszhoz, vagy a =, €s'n, sokszdgek koziil egyiknek és csak
egyiknek a belsejéhez tartozik (26. tétel). Ha =, (vagy =) oldal-
szama nagyobb mint harom, megszerkesztjiik ennek a sokszﬁgnek
egy atléjat (ez egyben az eredeti sr sokszognek is AtlSja), és igy
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tovabb, mig végiil az eredeti sokszdg belsejének atlokkal hérom-
szbgekre val6 felosztasdhoz jutunk. Jeldljitk r-rel ezeknek a harom-
szbgeknek, s ennek megfelelden r—1-gyel az alkalmazoit atléknak a
szamat. Mivel az adott n-sz8g mindegyik oldala egy hdromszdghbz,
s mindegyik atl6 két haromszdghdz tartozik, a hdromszdgek olda-
lainak szdma: 3r=n+42(r—1); ebbdl kdvetkezik, hogy a hirom-
sz0gek szama r—n—2, és az 4tlék szdma n—3. — Bebizonyitottuk
a kovetkezd téfelt :

29. tétel. Egyszerd soksz0g belsejét dtlokkal hdromszogekre
oszthatjuk fel, (Lasd a 32. abrét.)

Ertelmezés. Sokszdgd tartomdnyon
egyszerii sokszdg belsejét €rtjiik ; a sokszoget
a tarfomdny hatdrdnak nevezziik. — Legyenek
7, 9y, T, . . ., 7T, egyszeril sokszogek, és jeldl-
jilk rendre 8, 8, &, ..., S-let ezeknek a bel-
sejét. Ha a £ tartomdnyok valamennyien 7
belsejéhez tartoznak, s mdsrészt 7t belsejének
barmely ponifa vagy valamely st; sokszighoz,
vagy pedig egy és csak egy g tarfoméanyhoz tartozik, akkor azt
mondjuk, hogy a § tartomany a 8, &, ..., & tartomdnyok 8sszege,
s hogy utdbbiak a 2 tarfomdny feloszidsdt alkotjak. A felosztds
estiespontidnak neveziink minden olyan pontot, mely legaldbb egyik
7, vagy 7t; sokszbgnek csucsa. Emek neveziink minden olyan a =,
vagy w, sokszbg oldalahoz tartozd szakaszt, melynek belsd pontjai
killonboz8k a felosztds csiicspontjaitél, s végpontjai a felosztasnak
csticspontjai, A 8 tartomanyokat a felosztds lapjainak nevezziik, —
A lapok, élek és csicsok szamaf jeldljik rendre / €, e-vel

32, dbra,

30. tétel. Sokszigll tfarfomdny felosztdsdt alkold lapok és
estcsok szdmdnak Osszege eggyel nagyobb- az élek szdmdndl :
1+c¢=¢+41. (Ez a sokszdgi siktartomdnyokra vonatkozé EULER-.
féle tétel) .

Bizonyitéas. Valamely (sokszbgil) fartomdny keresztmetszetén
olyan egyszerft tdrtvonalat értiink, melynek végpontjai a tartomény
hatdranak két kiilonbdzs ponija, s tobbi pontjai a tartomany belsejebeir
fekiisznek. A g tartomanynak a §, tartomanyokra valo felosztasat olyan
mé6don fogjuk szérmaztatni, hogy a ¢ tartomdanyi keresztmeiszettel
két tartomanyra osztjuk fel (26. tétel), ezeket a tartomanyokat ismét
keresztmetszetekkel feloszijuk, és igy tovdbb. Meg fogjuk mutatni,’
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hogy az egymds utan nyert: felosztasok koziil barmelyikre nézve
fenndit az H—c.-_e+1 vonatkozés — Tekintsiik el6szdr a g tarto-
manynak azi a. felosztésat melynek egyetlen lapja maga B, s melynek
g o cstcsai és élei a m sokszdg.
csticsai és oldalai; ebben az
esetben c==¢, [=1, tehat
I+c=¢+ 1. Mddositsuk ezt
a felosztdst . azdltal, hogy 8.
~ hatéran felvessziik a végleges
- felosztds csiicsait s az ezek
ltal. ‘meghatdrozott éleket ;
ebben az esetben is ¢=#¢
és I=1. — Legyen most
8, az adott g, tartomanyok
koziil egyik olyan, hogy az
azt hatdrold =, sokszdgdn
fekvd egyik éle a felosztasnak
a n sokszdghdz tartozik. A 7T sokszﬁg véges sok olyan tdrtvonal dsz-
szege, melyek vagy a « sokszdgh®z tartoznak, vagy a # tarto-
minynak keresztmetszetei. Legyen 4 a #, sokszdghdz fariozé olyan
tortvonal, mely g-nak keresztmetszete; a A keresztmetszet a 8 tarto-
ményt két tartomdnyra osztja fel (26. tétel), tehat az elébbi felosz-
tdshoz képest a lapok szdma eggyel ndvekszik. A A-hoz tartozé
élek szdmat jeldljiik m-mel, akkor a 4-hoz tartozd csticsok szdma
T 1 ézek Kozidl a7t ‘a Kettdf, melyek A-nak a végpontjai, mar-
dz elobbi felosztdsndl szémitottuk, tgyhogy 2 alkalmazisakor a
lapok szama 1-gyel, ‘az élek szdma m-mel; a csticsok szama m—1-
gyel novekszik, vagyis {4-¢— ¢ értéke véltozatlan marad. Ezt az
eljarast a g, elhagydsa utin megmaradé egy, vagy t6bb tartomanyra
alkalmazzuk, s. i. t, mig végre eljutunk a @ tartomanynak a
Bis By« -, B tartomanyokra valé felosztasdhoz, s ‘mivel minden
keresztmetszet alkalmazdsakor [--c¢ — ¢ értéke véltozatlan marad,
kovetkezik, hogy a végleges felosztdsra vonatkozdan {4 ¢ — € értéke '
ugyanaz, mint az eredefi feloszidsra vonatkozéan, vagyis egyenld
1-gyel.
Fenti eredményeink alapjin konvex soksz0gek néhany jellemzé
tulajdonsagat Allapitijuk meg a kovetkezd tételekben.
31. tétel. Legyen m= A\A;... A, egyszerl sokszlg, és le-
gyen ' ennek a konvex burkoldja (21 tétel). Jelljiik iy, fay ...yl
mel azokat az indexeket nagysdg szerint rendezve (i <i,<.. < 1,,,)
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meiyeknek megfele!d A; I csucsok '-hoz tartoznak. Az A; pontoknak
a @' konvex soksz0gdn vald ciklikus elrendezése (A, A,,. . . Ai).

Bizonyitas, Allitisunk igazoldsira meg kell mutatnunk
azt, hogy a & konvex sokszdgnek az A, és A, pontok dltal meg-
" hatdrozott két része koziil az egyikhéz nem tartozik mds A;, pont.
Ellenkezd esetben ugyanis a & sokszdgnek A; Aq4q... A;, ibrtvonala
(illetve oldala) végpontjaitdl eltekinive a ¢’ konvex sokszdg belsejében
fektidnék, s a 26. tétel szerint =" belsejét két olyan részre osztand
fel, melyek koziil mindegyiknek a hatdrdn volna m=-nek legalidbb egy-
egy Ai, € Ay csicsa (2<p<v). A m sokszdg A yAiet o Ay
tortvonalanak mely csiicsaitol eltekintve n” belsejében fekszu& volna
kozbs pontja m-nek Ay A;4:... A torivonalaval, ellentétben azzal
a feitételiinkkel, hogy = egyszerii sokszdg.

Ertelmezes A kovetkezOkben egyszerfi sokszdgekrdl fel .
fogjuk tenni, hogy a sokszig két-két szomszédos oldala nem fekszik
gy egyenesen. Ha az AA,... A, egyszeri sokszbg A4, &s A A,
oldalai egy egyenesen fekiisznek, ezeket az A, A, oldallal, s az
adoft sokszdget az A A;A,... A, sokszbggel helyettesitjiik. Véges
sok ilyen redukciot alkalmazva olyan egyszeri sokszdghdz jutunk,
melynek pontjai az adott sokszog pom]alval megegyeznek, s amely
eleget tesz -a fenti feitételnek.

_ Ertelmezés_ A n=AA4A...4A, egyszeru sokszdg A, csdesdt
konvexnek, vagy konkdvnak nevezziik aszerint, hogy az A, ,A; oldal
meghosszabbitisan fekvé olyan A,B vonaldarab, melynek nincs
a sokszdggel kozbs pontja — A,-n kivill — a = sokszfﬁg kﬁlse-
jehez, vagy belsejéhez tartozik. _
' A fenti értelmezés 1gazolasara, legyen példaul i=2, s ve-
gyitnk fel 2z A A, és az A,A; oldalak A4, fel6li meghosszabbitasain
olyan B és C pontokat, hogy az A,B, A,C vonaldaraboknak
As-n kivill nincs m-vel kozds pontjuk, s hogy s egyik csiicsa sem
tartozik a BC szakaszhoz, sem az A,BC haromszég belsejé-
hez. A BC szakasznak nincs m-vel kbdzds pontja, tehat az 4,8
és az A,C vonaldarabok A;-t8l eltekintve mindketten a = sok-
sz0g belsejéhez, vagy mindketten w kiilsejéhez tartoznak.

Az értelmezésbll kdvetkezik, “hogy egy egyszerfl sokszig
minden olyan csticsa konvex, meiy a sokszdg konvex burkoldjanak
is csticsa. Ezért minden egyszeril sokszognek legaldbb hdrom kon-
vex csdcsa van. '

32. tétel. Ha egy egyszerﬁ sokszdg ininden cstcsa konvex,
akkor a soksz0g konvex.
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Bizonyitds. Ha a #=AA,... A, egyszerll sokszdg nem
konvex, legyen A; és A, 2 7t konvex burkoldjanak két olyan szom-
szédos csiicsa, melyek #-n nem szomszédosak, vagyis f=+=§+1.
Az A, és A, pontok iltal a & sokszdgbn meghatdrozott két tori-
vonal kdzill mindegyik az A;A; szakasszal egy-egy =, illetve m,
egyszeri sokszdget alkot; ezek kozill egyiknek, mondjuk sm-nek
belseje egyenié a mdsik belsejének és m belsejének az dsszegével
(27. tétel). A fentiek szerint m,-nek van A;-en és A;-n kiviil legaldbb
még egy A; konvex csicsa; az értelmezés szerint az A, A; oidal-
nak A, felol vald meghosszabb:tasan alkalmasan felvett vonaldarab
EA kﬁlse}éhez s mivel m-nek ezéri m-nek is belsejéhez tartozik;
az értelmezés szerint tehdt a = sokszig A, cstcsa konkdv. Ezzel
a 32. tételt bebizonyitotiuk.

Tegylik fel, hogy a =~ egyszerfi sokszdg A, csucsa konkdv;
az A A, és az A, A, oldalakon vegyiink fel egy-egy olyan R és R
pontot, hogy = egyik oldala se fekiidjék az RR’ egyenesen. Az
RR' egyenes egyik oldaldn fekszik A, és A,, a masikon A, és m-
nek legaldbb még egy A, cstcsa (alkalmazzuk a 16. téteit = kon-
vex burkoidjara); az A;A,... A; és az A;A.....A,A tbrivona-
laknak legaldbb egy-egy, s ezért a » sokszdgnek legaldbb négy
kozds pontja van az RR’ egyenessel. — Legyenek P és P’ az RR’
egyenes olyan pontjai, melyeknek elrendezése PRR'P’, s az RP
és az R'P’ vonaldaraboknak R-en, illetve R’-n kivill nincs m-vél
kozbs pontjuk; P és P’ a = belsejében fekiisznek, mint a konkav
*- cslics - értelmezése  alapjdn ~konnyen beldthaté, Meggondoldsunk
eredménye a kovetkez6
' 33. tétel, Ha egy egyszerit sokszignek minden olyan egye-
nessel, amelyen nem fekszik rajta a soksz6g valamely oldala, leg-
feljebb kéf kdz0s pontja van, s ugyancsak ha a soksz0g belsejének
bdrmely kéf pontjdt Osszekdto szakasz a sokszlg belsejében fekszik,
akkor a soksz0g konvex.

8. §. Sugdarsor ciklikus rendezése.
Ertelmezés. Szdgdn . é&rtiink valamely O

5" pontbol kiindulé két o’ és b’ félsugarat, melyek
. nem tartoznak egy egyeneshez, hozzdszamitva az
o . ) 5 O pontot is. O a szdg csdesa, az &, b f€lsugarak

34, dbra. a sz0g szdrai. A szbget <1 (¢, 8), vagy J (¥, )

. jellel fogjuk jeldlni (34. abra).
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34. tétel. Az (', V) s28g a sikof, melyben aza',b félsu-

garak fekiisznek, kél részre oszija.

Bizonyitds. Jeldljiik a és b-vel az ¢’ és b’ félsugarakon
_atfektetett egyeneseket, a” és b”-vel ezeknek az O pont altal meg-
“hatdrozott mdsik félsugarait. Az a és b egyenesek 4ltal meghaté-

rozott sikot jeldljiik e-val. Az a (illetve a &) egyenes pozitiv oldalin
értjiik azt az altala az « sikban meghatdrozott félsikot, mely a &
(illetve az &’) félsugarat tartalmazza. A siknak azok a pontjai, melyek
mindkét egyenesnek a pozitiv oldaldn fekiisznek, alkotjak az <Y (@', &)
sz8g belsejét; a siknak azok a pontjai, melyek az a és b egyenesek
kozlil legalabb egyiknek a negativ oldaldn fekiisznek, alkotjak az
< (&, b) szbg kiilsejét. Barmely két a sz0g belsejében fekv8 pontot
osszekdtd szakasz Osszes ponijai a szdg belsejéhez tartoznak a 12.
tétel folytan. Barmely a szog kiilsejében fekvé pontot az a” (vagy
a b”) félsugar valamely pontjival dsszekdté szakasz pontjai a szdg
kiilsejéhez tartoznak ; ezért két tetszbleges a szog Kkiilsejében fekvd
pontot Bsszekbthetiink egyméssal a szbg killsejében fekvs tortvo-
nallal. — Ha a P pont a szbg belsejében, a Q pont a sz6g kiil-
sejében fekszik, akkor az értelmezés szerint P az a és b egyenesek
koztil mindegyiknek a pozitiv oldaldn, Q pedig legaldbb az egyiknek,
példdul a-nak a negativ oldaldn fekszik; a PQ szakasznak van
tehat az a egyenessel kdzds pontja: A. Ha a P(Q szakasznak nincs
a b egyenessel kozds pontja, akkor A a & egyenesnek a pozitiv
oldalan, s ezért az o’ félsugdron fekszik. Ha pedig a PQ szakasznak
van g-val és b-vel is kbz0s pontja: A és B, ezek vagy egybeesnek
O-val, vagy egymndstél killonbdzdk ; ebben az esetben elrendezésiik
legyen példaul PABQ, ekkor A az o’ félsugdron, B pedig a b” iél-
sugdron fekszik, Eszerint barmely olyan szakasznak, melynek egyik
végponija a szbg belsejében, masik végpontja a szdg kiilsejében fek-
szik, van a szbggel egy €s csak egy kdzts pontja. Ebb6l mar ismételten
alkalmazott meggondolds szerint ad6dik, hogy bdrmely tortvonal-
nak, mely a szog sikjdban a szog belsejénez tartozé pontot a szog
kitlsejéhez tartozé ponttal k&t ssze, van a szoggel kdzds pontja.
A fenti bizonyitds sordn adédott a kdvetkezd
35. tétel. Ha a Ppont az <) (2, V') s28g belsejéhez, a Q pont
annak kiisejénez tartozik, akkor a PQ szakasznak van a szbggel
€gy és csak egy kozbs pontja; ez vagy a sxdg csdesdval azonos,
vagy a szig valamelyik szdrdhoz fartozik.

Az értelmezésekbdl kozvetlentil adddik a kbvetkezé
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36. tétel. Ha A és B az < (o' ') szbg o és b’ sudrain fekvs
pontok, akkor oz AB szakasz ponijai az < (@', &) sz0g belsejéhez
tartoznak.

37. tétel, Ha AésBaz<y (a ) sztfg a’ és b szdrain fekvo
poniok, bdrmely a sz26g O csicsdbdl kiinduld s a sz8g belsejében
halads ¢ félsugdrnak van az AB szakasszal kz0s pontja.

Bizonyitds. Legyen P ac félsugirnak tetszbleges ponija; ha
az OP szakasznak egyik pontja, vagy végpontja sem tartozik az AB
egyeneshez, akkora P pont az_ O AB haromszbg belsejében fekszik,

s igy a 15. tétel szerint az oP félsugarnak van a haromsztig AB
oldalaval kozds pontja.

Ertelmezés. Két olyan szoget, me!yeknek egyik széruk
kdzos, masik sziruk pedig egy egyenesnek két kiiidnbdzd félsugara,
egymas mellékszogének neveziink. — Két olyan szdget, melyeknek
szarai két egymadst metszd egyenesnek két-két kiilonbozd féisugara,
egymas csicsszdgének neveziink.

A fenti jelblések megtartasaval
b" (o, ¥) és I (a', &) -mellékszogek,

<) (', b') és <L (a”, b)) csticsszogek
(35. abra),
. Az <(d',07)s2bg belsejéhez tartoz-
. - nak a siknak azok a pontjai, melyek a
b 9" pegyenes pozitiv oldalin és az a egye-
oBedba - nes negaliv oldaldn fekiisznek, stb.
.. Az o, b egyenesek egyilit a sikot négy részre osztjik, ezek
rendre az <[ (@', ), <1 (a', 5), <[ (@7, &), <1 (a”, B’) szbgek belseje.

Ha ¢ tetszBleges az O ponton athalad6 egyenes, mely kiildn-
boz6..a-t01 és b-t6l, s ha ¢-nek az O pont altal meghatirozott két
félsugara koziil egyik az < (¢, &) szbg belsejében fekszik, akkor
c-nek mdasik félsugara. az <Y (a’, &) csilicsszdgének, vagyis az
<J {a”,b”’) szbgnek a belsejében fekszik. Ha ugyanis P és P’ a ¢
egyenesnek két olyan pontja, melyeket az O pont a ¢ egyenmesen
elvalaszt, akkor P és P’ az a egyenesnek is, a b egyenesnek is
ktiltnbbzd oldalan feklisznek.,

Ertelmezés. Az « sikhoz és az O ponthoz tartozd sugdr-
soron értjilk az « sikban fekvd s az O pontbdl kiinduld félsugarak
bsszességét, — Ugyancsak sugdrsornak nevezziik az e sikban fekvd
és az O ponton athaladé egyenesek bsszességét is.
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Ertelmezés. Legyenek a, b, ¢, d az « sikban fekvd ésaz O
pontbdl kiindulé féisugarak. Az a, b félsugardk az « sikot két részre
osztidk (12. és 34. tétel); ha ezek kozil a c félsugdr az egyikhez,
a d a mdsikhoz tartozik, akkor azt
mondjuk, hogy az a, b félsugarak a ¢, d
félsugarakat egymdsiol elvdlaszijdk. Ez
az eset all fenn 1. ha a és b ugyan-
“annak . az egyenesnek az O pont altal
meghatarozott két félsugara, a ¢ és d
félsugarak -pedig ennek az egyenesnek
kiilonbdzé oldalan fekiisznek, 2. ha‘a 36. dbra.
és b nem fekiisznek egy egyenesen, és
a ¢, d félsugarak kozill egyik az <[ (g, b) sz0g belsejében, a masik
annak kilsejében fekszik (36. abra).

38. tétel. Ha a, bc,d az « sikban fekvd és az O pontbol
kiindulo félsugarak, melyek k6zili az a,b félsugarak elvdlasztjdk
egymdstsl a ¢, d félsugarakat, akkor viszont a ¢, d félsugarak fis
elvdlaszijék egymdstdl az a, b félsugerakat,

Bizonyitds. Ha eidszor ¢ és d nem fekiisznek egy egye-
nesen, akkor a ¢ és d félsugarak egy-egy tetszdleges C és D pontjat
Bsszekdtd CD szakasznak van a 12. vagy a 35. tétel szerint az a, & fél-
sugarak kozill egyikkel,-mondjuk a-val, kbzbs pontja; a 36. és 37. tétel
értelmében tehat a a (c, d) sz0g belsejéhez, b annak kiilsejéhez
‘tartozik. — Ha mésodszor ¢ és d egy egyenesnek az O pont éltal
meghatdrozott két félsugara, akkor a és b emmek az egyenesnek’
kiilonb®z6 oldalan fekszik; ellenkezd esetben ugyanis a ¢ és d
félsugarak mindketten az (a, b) szdg kiilsejéhez tartozninak (37.
tétel), feltevésiinkkel ellentétben ;- tehat ebben az esetben is elva-
lasztjak egymastdl a ¢ és d féisugarak az a és b félsugarakat. —
Hasonlé meggondoldssal adodik, hogy az a, ¢ félsugarak nem
valasztjdk el egymistl a b és d félsugarakat.

Ertelmezés. Ha a, b, ¢, d az « sikban fekvd és az O pontbél
kiindul§ félsugarak, melyek koziil az a és b félsugarak elvalaszijak
egymastdl a ¢ és d félsugarakat, akkor azt mondjuk, hogy a sugarsor
a, b, ¢, d elemeire az (acbd) ciklikus elrendezés ail fenn. Az érielmezés
. szerint, s a 38, tételre valod tekintettel, az (achd), (cbda), (dbca)
ciklikus elrendezések megegyeznek egymaéssal ; ezek kbziil az elsGbil
a.masodikat az elemek ciklikus- felcserélésével, az elsdbdl a har-
madikat az elemek sorrendjének megforditasaval kapjuk. Eszerint
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tehdt ugyanazt a ciklikus elrendezést fejezik ki a kdvetkez6 jelek :

(acbd), (cbda), (bdac), (dach), (adbe), (dbea), (bead), (cadb).
Miat a 38. tétel bebizonyitasdnak végén megjegyeztlik, kdlestndsen
kizarjak egymast a kdvetkezd ciklikus elrendezések : (abed), (achd),
{abdc).

39. tétel Ha a, b,¢,d az « stkhoz és az O ponthoz tartozo
sugdrsor négy fetszdleges félsugara, fenndll kozoitiik egyik és csak
egyik a kijvetkezd ciklikus elrendezések kozil : (a bed), vagy (achbd),
vagy (abdc).

Ez a tétel, mely a linedris rendezésre vonatkozé I 2 axi-
oménak felel meg, a lenti 40. tételnek specidlis esete.

Erteimezés. Legyenek py, 7, ..., p, az « sikban fekvd és
az O pontbdl kiindulé félsugarak; ha barmely négy i<j<k <l
indexnek megfeleldé p,, p;, p., p, félsugarak ciklikus elrendezése
(p.p;p.p)), akkor azt mondjuk, hogy az adott n félsugar ciklikus
elrendezése (p, p,...p.). _

40. tétel. Legyen adva n az « sikban fekvé és az O ponibol
kiinduld félsugdr; jeldihetdk ezek p,, p,, .. ., D,-nel olyan médon,
hogy cikiikus elrendezésitk (p,p,. .. p.) legyen. (Ez a tétel a line-
aris rendezésre vonatkozé 4. tételnek felel meg.)

Bizonyitds. Felvesziink

B az « sikban hirom olyan A, B,C

pontot, melyek nem fekfisznek égy
egyenesen, egyikilk sem tartozik
4. .valamelyik p, félsugarhoz, s az O
pont az ABC haromszdgnek a bel-
sejehez tartozik (37. dbra). (llyen

: K ABC haromszbg meghatarozasira

C P A valamely az O ponton 4t nem
/ haladé egyenesen  felvesziink két
) olyan A, B pontot, melyek nem
37, dbra, tartoznak a p; félsugarakhoz (6.

tétel); az AB szakasznak van
olyan D pontja, mely nem tartozik egyik p; félsugdron atfekteteft
egyeneshez sem: legyen C a DO egyenes olyan pontja, melynek
elrendezése DOC; O az ABC héromszdg belsejéhez tartozik.) A
p; félsugarak kdzill mindegyiknek van a haromsztggel egy és csak
egy kozos pontja (15. tétel); jeloljitk ezeket Prvel (i=1,2,..., n),
olyan médon, hogy az AB szakaszhoz tartozé pontok elrendezése
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APP,...P,B, a BC és CA szakaszokhoz tartozék -elrendezése

BPost Povzer  PuCy € CPup1Pusz...P,A legyenAz OP; fél-
sugarat p-vel jeldlve, a py,ps, ..., p, félsugarak ciklikus elrende-
zése (P1ps. .. p,), mint a 36. és 37, tételbdl kovetkezik.

A 39. tétei alapjin bebizonyitjuk a kdvetkez6t:

41, tétel. Ha a,b,c az « sikban fekvd, az O pontbdl kiin-
duié féisugarak, melyek kdzill b és ¢ az a-nak (vagyis az a-n
dtfekietett egyenesnek) ugyanazon az oldaldn fekilsznek, akkor vagy
a b félsugdr fekszik az <\ (a,c) sz0g belsejében, vagy a c félsugdr
fekszik az < (a, b) sz0g belsejében.

Bizonyitas. (Lasd a 38. abrat) Jeldljik d-vel az a-n &t-
fektetett egyenesnek az O pont altal meghatdrozott masik félsugarat,
Mivel & és ¢ az a, d egyenesnek ugyan-
azon az oldaldn fekiisznek, nem allhat
fenn az (abdc) ciklikus elrendezés, s
ezért a négy sugdr ciklikus elrendezése
(abed), vagy (achd). Mivel a d félsugér :
az <1 {a, b) és < (a,¢) szogek killse- ¢ O a
1ehez tartozik, az elsG esetben a b fél- 3. dbra.
sugér fekszik az < (a, ¢) szbg belsejében, a masodik esetben pedig
a ¢ félsugdr fekszik az < (a, b) szbg belsejében,

Ertelmezés. Az « sikban fekvd, és az O ponton 4thaladd
egyenesek Osszességére a kovetkezd eldirdssal adbatunk meg ciklikus
rendezést. Legyenek a, b, ¢, d az & sikban fekv6, az O ponton at-
haladé egyenesek ; ezeknek ciklikus elrendezése (abcd), haaz a és¢
egyenesek dltal meghatérozott egyik csticsszdg-parhoz tartozik a b,
a masikhoz a d egyenes. Az « sikban fekvé és az O ponton
4thaladé egyenesek, illetve az O pontbél kiindulé felsugarak &sz-
szességére megadott ciklikus elrendezések kozott a kovetkezd az
osszefliggés. Legyenek g, b, ¢,d az O ponton athaladé egyenesek,
a, b, c, d ezeknek egy-egy olyan félsugara, hogy ¥, ¢, d az a
egyenesnek ugyanazon az oldalan fekiisznek. Ha az a, b, ¢, d egye-
nesek ciklikus elrendezése (abcd), akkor az o', &, ¢, d’ félsugarakeé
(@b'cd’) € megforditva.

Ertelmezés. Elemek adott dsszességének cikiikus elren--
dezésén altaldban olyan eldirdst értiink, mely barmely négy kiildn-
b6z8 a,b,¢,d elemhez az (abed), (acbd), (abdc) vonatkozasok
koztil egyiket és csak egyiket rendeli hozzd olyan mdédon, hogy
a kovetkezd feltételek teljesiilnek:

(
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1. Ha (abcd), akkor (bcda) és (dcba):

‘2. Ha (abcd) és (abde), akkor (bcde). - : -

Ez a két feltétel félsugarak. soranak ciklikus elrendezésénél
a 38. és 40. tétel folytan teljestl.

42. tétel. Ha a,b,¢,d, e egy ciklikusan rendezetf Jsszesség
0t tetszileges eleme, melyekre fenndllanck az' (a bed) és (abde)
elrendezések, akkor fenndlianak a (bcde), (abee), (acde} elren-
dezések is ; ebben az esetben azt mondjuk, hogy az 6t elemre fenndll
az (abede) ciklikus elrendezés.

Bizonyitas. (abcd), (abde) ~(bede) (2. feltétel folytan).

{abde) - (deab), és (bede) + (debce) (1

(deabd), (debe) ~ (eabc) (2)
{eabe) ~ (abce) -~ (bcea) ()]
(bedc), (becea) - (cdea) _ : @
(cdea) + (acde) (1).

43. tétel. Ciklikusan rendezett §sszesség 0t tetszbleges egy-
mdstol killonboz6 eleme jeldlhets a, b, ¢, d, e-vel olyan mddon, hogy
Ciklikus elrendezésiik (abcde) legyen. ' -

Bizonyitas. Az adott 6t elem kéziil egyiket jeldljiik e-vel ;
a 10bbi négyet aq, b, ¢, d-vel, jeldlésiiket olyan médon vélasziva,
hogy elrendezésiik (abcd) legyen. Az a,b,c,e elemek ciklikus
elrendezése vagy (abce), vagy (acbe), vagy (abec). Ha (abed)Es
(acbe), akkor (chea) és (chad); s ebbdl a 42, tétel szerint kovet-
-—Kezik (cbead)..—Ha (abec), (abed), akkor ugyanigy (abecd). —
Végiil ha (abce) és (abed), akkor a b,c,d, e elemek elrendezése
nem. lehet (becd), mivel (dceb), (dcba) > (ceba), ami ellentmond
az (abce) feltételnek; tehdt vagy . (bede), vagy (bced). Az els6
esetben (bcde), (bcea) ~ (bedea); a mésodik  esetben (beed),
(beda) + (beeda). A jeldlések megviltoztatasdval mindegyik esetben
elérhetS tetidt, hogy az adott 6t elem ciklikus elrendezése (abcde.
legyen. - _

Ertetmezés. Egyszert zart tortvonalat annak két kilonboz6
P és R pontja két egyszerfi tortvonalra oszt fel, melyeknek nincs
P és R-en kiviil kdz0s pontjuk. Ha Q és S a két kiilonbozs résznek
egy-egy a P és R-161 killonbdzé pontja, akkor azt mondjuk, hogy az
adott egyszerit zart tértvonalon a P, R pontok elvalasztjk egymasts]
a Q, § pontokat, s ezeknek a pontoknak ciklikus elrendezése (PQRS).
Ez az elrendezés eleget tesz a ciklikus rendezés 4ltaldnos feltételeinek.
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Megijegyzés. A ciklikus és a linedris rendezés kbzott vald
kapesolatra -vonatkozban a kbvetkez6t jegyezziik meg, Valamely
ciklikusan rendezett dsszesség tetszBleges u .elemét kihagyva, bar-.
mely mas hdrom q, b, ¢ elemre vonatkozéan az abc linedris rendezést
frjuk ei6, ha ezeknek az eIemeknek u-val valé ciklikus elrendezése.
(abcu). Az adott ciklikusan rendezeit Osszesség u-t6l killonbozo
elemeire vonatkozéan ilyen médon értelmezett linearis rendezés
eleget tesz a 1L 1, 2, a, b axiomaknak. o

9. §. A tér rendezési tételei,

A térre vonatkozoéan mincs szitkségiink tjabb rendezési axi-.
oméra; a linedris és a sikbeli rendezésre vonatkozé 1L 1,2,3,4
axiomak alapjan levezethetjiik a térbeli rendezésre vonatkozo teteleket.

44. tétel. Rdrmely « sik a feret két részre -oszija fel Két
az e sikhoz nem tarfozd A és A' pont ugyanahhoz a . térrészhez
tarfozik, ha az AA’ szakasznak nincs az e sikkal kozbs pontja;
ebben az esetben azt mondjuk, hogy A és A" az « siknak ugyan-
qzon az oldaldn fekiisznek. Kéf az e sikhoz nem larfozé A és B
pont az « stk dital meghatdrozott kiilonbozg térrészekhez tarfozik,
vagy az « sik kiildnbdz6 oldaldn fekszik, ha ax AB szakasznak
van az « sikkal kbzbs pontja. — Ha az A, As...A, trivenainak
A, és A, végpontjai az « siknak kilonbbzé oldaldn fekiisznek, a
tirtvonalnak van az e stkkal kizbs pontia.

Bizonyitas. (39.4bra) Legyen A ietszbleges az « sikhoz nem

tartozé pont (I. 7), és X az « sfk valamely pontja. Az A és X poniokat

osszekoté egyenesnek (I 2) van olyan B pontja, melynek -elren-
- dezése AXB (Il. 3); A és B az « sik kiildnboz6 oldalan fekiisznek.
Legyen A’ olyan pont, hogy az AA’ vonaldarabnak nincs az «
sikkal kdzds pontja; meg- B

mutaijuk, hogy A" és B az «

siknak kiilénbdzé oldatan

vannak., Ha. eldszor A’ az —‘L_l_—_

AB egyenesen fekszik, akkor /< 3 /

. az A, A", X, B pontok elren- S— L7

.dezése vagy AA’XB, vagy L’J T
A’AXB; mindkét esetben az — '

A’B szakaszhoz tartozik az - 3. 4
@ sik X pontja. Ha médsod- - - abra.
szor A’ nem fekszik az AB egyenesen, az A AB pontokhoz
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tartozik egy és csak egy sik (I. 2, L. 4), jeldljiik ezt s-val. Az AB
egyenes s ennek X pontja is a 8 sikban fekszik (L. 5); X az e és &
sikoknak kbzos pontja; L. 6 folytan van ennek a két siknak legalabb
még egy kbzds pontja ¥, s igy az XV =1>0 egyenes az « €s @ sikokhoz
tartozik (I. B5). A p sikban az A, A, B pontokon A&t nem
haladé b egyenesnek van az AA’B haromszdg AB oldalaval k9z0s
pontja: X, a 1.4 axioma szerint tehit van a b egyenesnek az
AA, A’B oldalak koziil is egyikkel kozds pontja; feltevésiink
szerint az AA’ szakasznak nincs az e sikkal, iehdta b egyenessel
sem kozos pontja. Kovetkezik tehat, hogy az A'B szakasznak
van a b egyenessel, tehdt az « sikkal is kbzbs pontja,
vagyis hogy az A" és B pontok az ¢ siknak kiilonbdzé oldaldn
fekiisznek. — Az 5. és a 8. téielbdl kovetkezik, hogy ha A és B,
s ugyancsak A’ és B az « siknak kiillonbozd oldalan, akkor A
és A’ az « sfknak ugyanazon az oldalin fekiisznek.

Ha A, A4,... 4, olyan tortvonal, melynek A4, és A, végpontjai
az « siknak kiilbnbbzd oldaldn vannak, legyen » a legkisebb olyan
index, melyre A4, és A,+1 nem fekiisznek a siknak ugyanazon az
oldalan ; vagy az « sikhoz tartozik az A,: pont, vagy pedig az
Ay és A, 41 pontok az e sik killonbdz3 oldatan vannak, s igy az AvAvis
szakasznak, s ezéri az adott térivonalnak is van az « sikkal kézos pontja.

Erteimezés. Legyen

a tetszbleges egyenes, legye-
_nek « és p az g-n athaladé
sikok, ¢, ezeknek az a
egyenes altal meghatarozott
egy-egy félsikja. Az ¢« és @
féisikok és az a egyenes
egyltt lapszoget alkotnak,
ezek a félsikok a lapszig
40. abra, lapjai; az a egyenes a lap-

szdg éle (40. abra).

45. tétel. Lapsz0g a feret két részre oszija.

Bizonyitas. Jeldljiik, mint a fenti értelmezésben, g-val a -
lapszdg élét, «, &-vel lapjait és «, §-val az ezeken athaladé sikokat.
Az ¢, illetve a & sik pozitiv oldaldn érjitk azt az dltala meghata--
rozott térrészt, mely a #&, illetve az « félsikot tartalmazza. A tér
valamely P pontja a lapszig belsejéhez tartozik, ha « és S-nak
pozitiv oldaldn fekszik; a Q pont a lapszdg killsejéhez tartozik,
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ha az « és @ sikok kozill legalabb egyiknek a negativ oldaldn
fekszik. Ebbdl az értelmezésbdl a 44, tétel szerint kdvetkezik, hogy
barmely két a lapszdg belsejében fekvl P és P’ poniot Bsszekits
PP’ szakasz pontjai is a lapsz8g belsejéhez tartoznak; ugyancsak,
ha A és B az ¢ és ¢ féisik egy-egy tetszBleges pontja, akkor az
AB szakasz ponfjai a lapszdg belsejéhez - tartoznak, — Ha P a
lapszdg belsejében, és C az a €len fekvS pont, a PC szakasznak
a C felél valé meghosszabbitasan fekvé barmely Q pont az e és 8
sikoknak a negativ oldalan, tehat a lapszog killsejében fekszik ;
ha Q tetszéleges mdsik a lapszdg kiilsejében fekvé pont, akkor
@ az « és § sikok koziil legalabb egyiknek a negativ oldalan
fekszik, s igy a Q) szakasz pontjai a lapszog kiilsejéhez tartoznak.
Ebbdl kovetkezik, hogy kéi tetszbleges a lapszdg kiilsejéhez tartozd
pontot Osszekodthetiink a lapszdg kiilsejében fekvé tdrtvonalial —
Ha P a lapszdg belsejében, Q amnak Kkiilsejében fekszik, a PQ
szakasznak van az « és § sikok kozill legalabb egyikkel kozos
pontja; jeloljik A-val a PQ szakasznak az «, 8 sikokkal valé met-
széspontjai kdziil azt, mely P-hez legkdzelebb fekszik ; tegylik fel
példaul, hogy A az « sik pontja. Mivel a PA szakasznak nincs az
o, § sikokkal kdzds pontja, tehat A vagy az a élhez tarfozik, vagy
pedig a # siknak pozitiv oldaldn s igy az o félsikban fekszik.
Eszerint a lapszdg belsejében és kiilsejében felvett P és Q pontokat
bsszekdtd P szakasznak van a lapszdggel kdzds pontja. Ha a P
és Q pontokat tdrtvonallal kotjiik ®ssze, ennek van olyan P'Q’.
szakasza, hogy a P... P tortvonal a lapszdg belsejéhez, a Q' pont
pedig a lapszoghdz, vagy annak killsejéhez tartozik; a P’ Q' vonal-
darabnak, tehat a tortvonalnak is van a lapszoggel kbzbs pontja, -
A bebizonyitott tételbsi kovetkezik, hogy az o, 8 sikok egyiitt
a feret négy részre oszijdk; ha a sikoknak az a egyenes altal
meghatarozott félsikjait «, «”, &, #"-vel jeldlilik, ezek a térrészek
rendre az («, 8), («, 8), (r:z”, &), («”, 8") lapszigek belseje.
Ertelmezés. Az aegyenes difal hatdrolt Jélsikon értjtik az
a-n athaladé valamely o siknak az g egyenes Aaltal meghatdrozott
egyik félsikjit, Az a egyeneshez tartozé félsik-sornak nevezziik az a
egyenes altal hatirolt félsikok Osszességét. — Siksoron értjiik az g
egyenesen 4thaladd sikok dsszességét, :
- Ertelmezés. Aza egyenes difal hatdrolt félstkok Usszessé-
gének ciklikus rendezését a kivetkezd médon értelmezziik. Legyenek
#,7,0, ¢ az a egyenes dltal hatdrolt félsikok, és legyen « olyan
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sik, melynek az a egyenessel egy és csak egy kozds pontja- van. (Az-
« sik meghatirozasara felvesziink az ¢ egyenesen valamely A pontot.
tovabbéd az a-hoz nem tartozé B pontot, végill a B pont és az «a
egyenes Aaltal meghatdrozott sikhoz nem tartozd6 C pontoi ;-
«=ABC siknak az a egyenessel A-n kiviil nincs kdzbs pontja). Az
a siknak a &, 7/, &, &' féisikokkal valé metszésvonalai legyenek a b, ¢;
d, e félsugarak; ha ezeknek ciklikus elrendezése (bcde), akkor az illetd
. félsikokraa(8'y’ ¢"¢")
San, cikiikus rendezést ir-
juk el (41.4bra). A
44. és 45. téteibol.
kvetkezik, hogy a

| 'A“ """ =7 (#y &) ciklikus
/ & g /‘9 elrendezés esetében
_ 4 = vagy £ és & egy

sikban, ¢’ és ¢ en-

N o nek asiknak killén-
: el ¢ bozd oldatan fekiisz-
BN nek, vagy pedig ¥

és ¢ kozill egyik a
41, &bra. (%, ¢) lapszdg bel-

sejében, a masik annak a kiilsejében fekszik. )
Erteimezés. Legyenek (ay, G, ...,a,) az O ponibd
kiinduld féisugarak, meiyek kodziii barmely két egymdasra Kko-
yetkezd@; €8 d;,; fem ftartozik egy egyenéshez, (m+1, illetve n+-2
az 1, illetve 2 indexet jelenti))
Az @, és a,,, félsugarakon - it-
hafad6 - sikban az <{ (a;, a,.1)
szbg s ennek belseje altal alko-
tott idomot (a;, a.,) Ilapnak
nevezzitk. Fellessziik, hogy az Q
(@, 641) és (a;, ;) lapoknak
O-n kivill nincs k6z6s pontjuk,
ha ifjt+1. Az (a4, @),
(?2» 03)! vty (an'—ls an)! (Qn’ al) ) 03
lapok fesfszdget (vagy sziiglefet) \ 42, bra.
alkotnak (42, 4bra); a nevezett : g
lapok a festszog lapjai, az ay,a,,...,a, félsugarak a festszdg élei,
és az O pont .a festsz8g csdcsa. A testszig efszbgem értjiik az
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(@, @:e:) s20geket; lapsziigein az (g, @i,) €5 (@i, Giva) lapok
ltal bezart lapszogeket (i=1,2,...,n). (Ennek a lapszbgnek rész-
letesebb értelmezése a kbvetkezd : az a4, és a,,, félsugarakon, vala-
mint az a;,, €s g, félsugarakon d4thaladé sikoknak azok az a,.,
egvenes dltal hatdrolt félsikjai, melyek rendre az q; illetve az g,
félsugarat tartalmazzak, lapszdget alkotnak; ezt nevezzitk az (¢;, a,,)
5 (@41, Qi40) tapok dltal bezért lapszognek, s jeldljiik (a;, 0i4q, Qren)-vel)

Megjegyzés. A testszdgnek tobb lapja ugyanahhoz a sikhoz
tartozhatik; ha az (a;, a;.,) s az (a;,1, @i,) lapok egy sikhoz
tarioznak, akkor ezek az értelmezésben foglalt feltételeink szerint
az 0,,-en 4lthaladé egyenesnek kiilonbdzd oldalan fekiisznek (41.
tétel). Ha a testsz0g osszes lapjai egy sikhoz fartoznak, akkor
ennek a siknak minden pontja a testszdg valamelyik lapjanak pontja.

Ertelmezés. Egy festsziiget konvexnek neveziink, ha
barmely lapjan aifektetett siknak egyik oldaldn fekiisznek a testszdg
osszes tObbi lapjai.

46. tétel. Konvex fesiszig a feret két részre osztja. Ezek
kéziill az egyiket a konvex festsz8g belsejének, mdsikat kiilsejének
nevezzitk, Bdrmely két a konvex lestsz0g belsejében fekvd pontot
dsszekUi6 szakasz a testsz8g belsejéhez tartfozik. .

" Bizonyitas. Jeidljik a testszdg cstcsit O-val, éleit
ay, @, . ..,a,-nel olyanképen, hogy a testszbg lapjai (ay, ),
{a, a3), . . .. {(a._1, @), (a@,, @). Az (a, a..,) lapon atfektetett sik pozitiv
oldalan értjlik azt a sik aital meghatarozott térrészt, mely a festszog ..
tobbi lapjait tartalmazza. Az értelmezéshdl nyilvanvals, hogy ha az
(@, a,4,) lap sikjiban fekvd pont a testszog barmely mas lapjin
atfektetett siknak nem a negativ oldaldn fekszik, akkor ez a pont
az (a;, a,,,) laphoz tartozik, '

A tér valamely ponija az adoft konvex testszdg belsejéhez,
illetve kitlsejéhez tartozik, aszerint, hogy a testszdg barmely lapjan
atfektetelt siknak pozitiv, vagy legalabb egyik lapon atfektetett
siknak a negativ oldaldn fekszik, Ha P és P’ két tetszfleges a
testszdg belsejéhez tartozé pont, a PP’ szakasz is a testszdg bel-’
sejéhez tartozik, mint ez a 44, tételbdl kdzvetleniil kovetkezik, —
Ha A és B az q; és az a,,, élek pontjai, az A B vonaldarab minden
pontja az (a,, a,,,) laphoz tartozik (36. tétel), de ezem kiviil nincs-
az AB egyenesnek a testsziggel (azaz a testszdg lapjaival) mas
kdzds pontja. L

4
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+' Ha A és-Bu konvex testszognek kéf olyari pontja, melyek nem
tartoznak a festszognek ugyanahhoz a lapjdhoz, akkor az AB
szakasznak nincs a lestszoggel, sem a {testsedg lapjain dthalads
sikokkal kdzds pontja. Ha ugyanis az AB szakasz C pontja a testsztg:
valamelyik lapjan atfektetett sikhoz tartoznék, akkor ez a sik elva-
lasztand egyméstél a testszdgnek azokat a lapjait, melyekhez az A
és B poniok tartoznak, ellentétben a konvex testszbg értelmezésével.
Ebbdl kovetkezik tehat, hogy az AB szakasz pontjai a konvex
testszog beisejéhez tartoznak.” Az AB szakasz meghosszabbitdsain
fekvé pontok a testszbgnek A-t, illetve B-t tartalmazé lapjanak
- (vagyis az iliet. lapon atfektetett siknak) negativ oldalan, tehat a
testsz8g kiilsejében vannak. :

Ha P a testszog belsejében fekvd pont, és Q az OP egyenes
olyan pontja, melynek elrendezése POQ, akkor Q és vele egyiitt
az 5@ félsugar minden pontja a testszog kiilsejéhez tartozik, mivel
Q a testszdg barmely lapjan atfektetett siknak negativ oldaldn
fekszik. — Ha (' tetszdleges masik a testszog kiilsejében fekvs pont,
az értelmezés szerint ) a testsz8g valamelyik lapidnak a negativ
oidaldn fekszik ; ugyanennek a siknak a negativ oldaldn, fehat a
testszog kitlsejében fekszik a QQ’ szakasz minden pontja., Ebbdl
kovetkezik, hogy badrmely két a testszdg kiilsejében fekvd pont
Osszekdtheté egymdssal a testszdg killsejében haladé tortvonaltal.

Végill ha P a testszdg belsejében, és Q annak ku]selében
fekvé pont, akkor a P szakasznak van a testszdg lapjain atfek-

" feteft sikok koziil legalabb egyikkel kdzbs pontja; ezek kdziil a
metszéspontok koziil jeloljiik A-val azt, mely P-hez legkdzelebb
fekszik ; az A pont vagy egybeesik az O ponttal, vagy a testszdg
valamely élének, vagy lapjdnak pontja, mivel a testszdg barmely
lapjdn atfektetett siknak a pozitiv oldaldn, vagy a sikban fekszik, —
Ebbdl kdvetkezik, hogy a P és Q pontokat Osszekdté barmely
tortvonalnak Iegaldbb egy pontja a testszoghdz tartozik.

47, tétel. Ha egy konvex festszig O csdesdn dthalodd o
stknak van a testsz6g belsejéberi ponija, akkor a ftestszlignek az wo
sikkal vald metszefe (azaz a testsziig és a sik kozds pontjainak
Osszessége) kéf az O pom‘bol kiindulo, nem egy egyeneshez tarfozo
félsagdr
' 'Bizonyitds {(43. dbra).. Legyen A az ¢ siknak az adott
konvex testszdg belsejében fekvd pontja, és legyen A" az OA egye-
nesnek olyan pontja, melynek elrendezése AQA’; a 46, tétel
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szerint A’ a testszog kiilsejéhez fartozik. Az e siknak az AA"
egyenes altal meghatdrozott mindkét félsikjaban kossiik Ossze
tortvonallal az A és A’ pontokat; a 46, tétel 'szerint mindkét
ibrtvonainak van ]egalébb egy-egy a testszoghdz fartozd B, illetve

C pontja; az 0B ¢ OC félsugarak szintén a testszoghdz és az-
« sikhoz tartoznak. A B és C pontok nem tartoznak a testszbgnek
. ugyanahhoz a lapjihoz ;
kiildbnben az «=BOC
sik minden pontja, tehat
A is, vagy a testszOghoz,
vagy annak kiilsejéhez
tartoznék, A-ra vonatkozd
feltételiinkkel ellentétben.
Mint a 46. tétel bebizo-
nyitasa sordn megijegyez-
tik, a BC szakasz pontjai
a festszdg belsejéhez tar-
toznak; ebbél kivetkezik,
hogy a <{ BOC szdg bel-
43, 4bra. seje a testszdg belsejéhez,

a {BOC szbg kiilseje

pedlg a testszdyg kﬁlse;éhez tartomk Eszerint a testszdgnek az o

sikkal valé metszete az OB és OC félsugarakbdi 4ll, melyekhez
az O pontot is hozzészamitjuk.

48. tétel. Ha egy konvex festsz0g minden élének van a
testszfg csticsdn df nem halado « stkkal kbzos pontja, akkor a
lests28gnek az o« sikkal valo
metszete konvex sokszig.

Bizonyitds (44. abra).
Jeldljiik a testszog csticsat O-
val, éleit @, a,,...,a,-nel, az
; €lnek az « sikkal kbdzos pont-
jat A-vel, A testszognek a stk- el
kal vald metszete az A, 4,...4, '
sokszOg. Barmely két 4,A,,, és
A;A;,, vonaldarabnak nincs ki-
z8s pontja, ha i £ j + 1, kiilon-
ben a testszbg (4, ais,) €S
(a;, a;4;) lapjainak is volna k-
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z8s pontia, ellentétben a testszbg értelmezésével ; eszerint A, 4,... 4
egyszeril soksz8g, Feltevésiink szerint az adott testszdg konvex, s ezért
minden { indexre az OA:A,., siknak egyik oldalin fekiisznek az
Gsszes t0bbi A; pontok; ebbdl kdvetkezik, hogy az « sikban az
A;A;., egyenesnek egyik oldalan fekiisznek a sokszdgnek Osszes
t8bbi A; csiicsai, vagyis az A4,4,... A, sokszdg konvex.

49. tétel Bdrmely festsz0g a feret kéf részre oszija.

Bizonyitds. Az az eljards, mellyel ezt a tételt a konvex
testszdgekre vonatkoz6 46. tételbdl levezetjiik, ugyanaz, mint amellyel
a siknak tetszfleges egyszerii sokszdg 4ltal val6 felosztasat levezettiik
a konvex sokszdgekre vonatkoz6 téielbdl (lasd a 14. és 22, tétele-
ket). A kbvetkezSben csak vdzoljuk a bizonyitdst, a részleteket illetden
utalunk a 22. tétel bebizonyitasdra, melynek jeldiéseit is atvessziik.

Az adott T testszdg Osszes lapjain atfektetiink sfkokat ; ezek
egylitt a teret olyan részekre oszijdk fel, melyek kozill mindegyik
egy-egy konvex testszbg belseje; ez az allitdsunk feljes indukcioval
adédik a 47. tételbsl. Jeldljiik ezeket a konvex testsziigeket
by, by, ..., b-rel, belseiket 3., 8, . .., 8-rel. Az adott testszdg barmely
lapjat s az ezen 4tfekietett sikot a testszbg tobbi lapjain atfektetett
sikok olyan lapokra osztjak fel, melyek kdziil mindegyik egy-egy
szBg s annak belseje ; jeldljitk mindezeket a lapokat ¢, ¢, . . ., ¢,-sel.
A b testszbg lapjai bizonyos ¢, ¢, ..., lapok; ezt ligy fe;ez-
ziikk ki, hogy a b, festszdg ezeknek a lapoknak az Jsszege:

g«—Cﬁ—!—Cg‘s—]—...-l—Cq,,. _ _ _
A b, b;, ... konvex festsz0gek mod 2 dsszegét figy képezziik, hogy
ezek koziil mindegyiket mint lapjainak 8sszegét kifejezziik, § az adott
testszdgek lapjainak Osszegében a c,~k egytitthatdit mod 2 helyet-
iesitjiik G-val, vagy I-gyel.

Bebizonyitjuk most a T testszig O csiicsan atfektetett sikok
szdmdra vonatkozé teljes indukciéval, hogy barmely olyan testszog, =
melynek lapjai bizonyos ¢, lapok, s igy mnevezetesen az adott T
testszdg is kifejezhetd két és csak kétféleképen mint b-k mod 2
egyszeriisitett dsszege:

(1 T=b+b+.. .+ b,

) T=bp14bpust...+5,;
az (1) €s (2) kifejezések jobboldalin a &, &,,.. ., b, konvex test-
szogek kbziil, melyeket a T lapjain atfektetett sikok meghatdroznak,
mindegyik egyszer és csak egyszer fordul el§.
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Képezzilk az (1) jobboldaldn 4116 b, testszbgek 4, belseinek

gsszegét :

R1=ﬂl+f?2+--«ﬁg; .
ha ¢ olyan jap, hogy a hozzitartozé b, és b, testszbgek az (1)
vsszeg tagjai, akkor ¢, belsé pontjait, s ugyancsak ha a ¢ lapnak
! €léhez tartozé dsszes b, b, b,, ... konvex testszogek az (1) bsszeg
tagjai, akkor I pontjait is az R, Osszeghez tartoz6nak tekintjiik. —
Hasonldan képezziik a (2)-nek megfelels

Rﬂzﬂg+1+ﬁg+2+°“+ﬂr

osszeget. — R, és R, két olyan térrész, hogy a térnek bérmely
nem a T testszghtz tartoz6 pontja kozillok egyikhez és csak
egyikhez tartozik. Barmely kél az R-hez (vagy az R,-hbz) tartozéd
pontot Gsszekdthetiink olyan tortvonallal, melynek mincs a testszdiggel
kozbs pontja. Barmely tdrivonalnak, mely R valamely pontjat R,
pontjdval koti Ossze, van a T testszoggel kdzos pontja.

10; §. Konvex poliéderek, -

Erteimezés. Egy egyszerft sokszdg s ennek belseje
egyfitt lapot alkotnak; a sokszoget 2 lap hatdrdnak, a sokszbg
oldalait és csucsait a lap dleinek és csdesainak nevezziik ; a sokszdg
belsejében fekvl pontokat a lap bels6 pontiainak nevezziik. A lapot
hdromszdgiinek, illetve n-sz8gifinek nevezziik, ha hatira hdromszog, -
illetve n-szig.

Ertelmezés. Legyenek A, B, C, D A
olyan pontok, melyek nem tartoznak egy
sikhoz (. 7 axioma). Az ABC, ABD,

ACD, BCD hdromszig-lapok egyfitt fefra-

édert alkotnak ; a nevezeit lapok a fefraéder

lapjai, ezeknek élei, vagyis az AB, AC,AD, B C
BC, BD, CD szakaszok a fetraéder élei ;

az A, B,C,D pontok a fefraéder csicsai )
(43. 4bra).

Ertelmezés. A, 4, ..., 4 lapok
egyszerii poliédert alkotnak, ezeket a lapokat, s éleiket és csiicsaikat
a poliéder lapjainak, éleinek és csicsainak nevezziik, ha a kovetkezd
feltételek teljesiilnek:

1. Két-két lapnak vagy nincs kozds pontja; vagy van egy

45. dbra.
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£s csak egy kbzos pontjuk, mely mindkefiGnek csiicsa; vagy van
egy €s csak egy kizos élik s ezenkivill nincs mas kdzds pontjuk.

2. A poliéder minden éle pontosan két laphoz tartozik,

. 3. A poliéder barmely cslicsat tartalmazd lapok olyan ciklusban
rendezhetok el hogy barmely két egymasra kdvetkezd lapnak van
kdzds éle, (Ez egyben az illetd csucsbol kiindulé éleknek egy
ciklikus elrendezését is adja.)

4. Ha a poliéder lapjai kotziil egyef, vagy tobbet elhagyunk,
a megmaradé lapokra nézve nem teljesiiinek a fenti 1.—3. feltételek.

A 4. feltéteibSl Kkovetkezik, hogy a polidder bsszefiiggd,
vagyis a poliéder két tetszleges pontjat Ossze lehet kdtni olyan
tértvonallal, melynek pontjai a poliéderhez tartoznak; ilyen tori-
'vonalrdl azt mondjuk, hogy a polidderen fekszik. Ha ugyanis 4, és
X a poliédernek két szomszédos lapja, azaz két olyan lapja, melyeknek
wan kozds éle, akkor az egyik és masik lap egy-egy tetszdleges
pontjat kdzds €liik valamely pontjival dsszekdtd szakaszok egyiitt
a poliéderen fekvd tértvonalat alkotnak, mely 1, és 4, adoft pontjait
Osszekdti, Ha a 4y, 4, ..., 4, lapok koziil barmely két egymdsra
kovetkeznek van kozds éle, ugyanigy megadhatunk a poliéderen
fekvg tbrivonalat, mely A, és 4, egy-egy tetszéleges pontjat dssze-
koti, — Tekintsiik a poliédernek 4, lapjaval szomszédos lapjait,
majd az utdbbiakkal szomszédos lapjait, és fgy tovdbb; az-ilyen
moédon meghatirozott lapok dsszessége a fentiek szerint dsszefiliggo,
5 eleget tesz az 1,—3. feltételeknek. A 4, feltételbSl kdvetkezik
tehdt, hogy ez az Osszesség a polleder 6sszes lapjait tartalmazza,
s igy a poliéder dsszefliggd.

Ertelmezés. Hiromszigelt pohéderen olyan poliédert ériiink,
melynek minden lapja haromszogi.

Bdrmely polidderhez megadhafé olyan kdromszﬁgelf poliéder,
melynek ponljai az eredeti poligder pontjaival megegyeznek, s amelynek
csticsai az eredefi poliéder csiicsai; ehhez 1igy jutunk, hogy az adott
poliéder minden lapjat 4tlokkal hiromszdgekre osztjuk fei (29. tétel).

Ertelmezés. Konvex poliéderen olyan poliédert ériiink,
melynek barmely lapjan atfektetett siknak egyik oldaldn fekiisznek
a poliédernek az sszes ehhez a laphoz nem tartozé csiicsai.

50. téiel. Konvex poliéder minden lapjdnak hatdra konvex
sSokszig. '

Bizonyitds. Legyen J. és ,1 a pohéder két szomszeclos
lapja; az ezeknek kozds élén atfektetett egyenest jeldljik g-val
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A konvex poliéder értelmezése szerint A, sikjdnak egyik oldalan
fekiisznek a poliéder 8sszes a 4,-hdz nem tartozd csiicsai; 1, sikjarrak
ezen az oldaldn , sikjanak az a egyenes 4ltal meghatdrozott egyik
félstkja fekszik. fgy 2,-nek dsszes csticsai — kivéve az a egye-
neshez tartozokat — g-nak egyik oldaian fekitsznek. Minthogy pedig
a a4, lap tetsz8leges €ién dtfektetett egyenes lehet, kovetkezik ebbéi,
‘hogy 4 hatdra konvex sokszig. _ L :
Megjegyzés. Egy konvex polidder bdrmely lapjdn difek-
tefett siknak egyik oldaldn fekiisznek a polidder Gsszes t5bbi lapjai.
Az értelmezés szerint ugyanis a poliéder 1 lapjan atfektefett stknak
egyik oldalan fekilsznek a poliédernek az &sszes a A-hoz nem
tartozd- csicsai, s ezért 2 44. tétel folytan az dsszes- ehhez a lap-
hoz nem ftartozé élei; a 14. és 16. tétel alkalmazasaval adodik
tovabbd, hogy 4 sikjnak ugyanezen az oldaldn fekiisznek a poliéder
‘barmely més lapjanak a A-t6] kulénboz8 Bsszes pontjai. — Ugyan-
ezzel a meggondolassal adodik, hogy ha egy konvex policder osz-
szes csuesal valamely e siknak egyik oldaldn Jekilsznek, akkor a
poliéder dsszes lapjai is az « siknak ugyanezen az oldaldn fekiisznek.
- BL. tétel. Egy egyenesnek egy konvex poliéderrel vagy egy
vonaldarabja, vagy legfeljebb két pontia kizbs.
. Bizonyitds. Ha az a egyenesnek Kkét pontja a konvex
poliédernek ugyanahhoz a 4, lapjahoz tartozik, akkor a-nak A,-gyel

van- egy kOzds vonaldarabja, mely vagy 2,-nek éle, vagy pedig

végpontjaitdl eltekintve a 4, lap belsejében fekszik (14. és 16. tétel). -

‘Az q egyenesnek “ezen a vonaldarabjn kivill nincs a poliéderrel
kbzbs pontja, mivel az a egyenes A, sikjiban fekszik, s ebben a

stkban nincs a poliédernek 4,-en kiviil pontja. — Ha az a egye-
nesnek volna a poliéderrel harom A, B, C kbzos potttja, melyek nem

 fartoznak ugyanahhoz a laphoz, jeldljitk 2, 4, A,-mal a poliédernek
olyan lapjait, melyekhez rendre az A, B, C pontok tartoznak ; eldbbi

eredményiink szerint ez a hdrom lap egymastdl kiildnbdzs. Ha az
A, B, C pontok elrendezése ABC, akkor, mivel az g egyenes felte-
véstink folytan nem fekszik a 4, lap sikjdban, az A és C poniok
4, sikjanak killdnboz6 oldalan fektisznek, ellentétbén az 50, tételt
kovetd Megjegyzéssel. -

52. tétel. Konvex polidder a teret két részre oszifa, melyeket
a poliéder belsejének és kitlsejének : neveziink. Bdrmely két a poliéder
Dbelsejében, vagy nem ugyanazon a lapjdn fekvd ponfot sszekbts
Szakasz a poliéder belsejéhez tartozik, Bdrmely kéf a poliéder kiilse-
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jében fekvé pontot sszekbthetiink a policder klilsejében haladd tort-
vonallal, Minden olyan fortvonainak, mely a poliéder belsejében
fekvd pontot a poliéder Kkillsejében fekvé pontial kit Ossze, van a
poliéderrel kizds pontja.

. Bizonyitas. A térnek valamely P pontja értelmezés szerint
a poliéder belsejéhez lartozik, ha a poliéder barmely lapjan tfektetett
siknak pozitiv oldalan, vagyis azon az oldalan fekszik, mint a poliéder
tobbi lapjai. Két a poliéder belsejében, vagy nem ugyanazon a
lapjan fekv8 pontot 8sszekdtd szakasz minden ponija is a poliéder
belsejéhez tartozik a 44. tétei folytan.

A tér Q pontja értelmezés szerint a poliéder kiilsejében fekszik,
ha a poliéder valamelyik lapjan atfektetett sik a Q pontot a poliéder
tobbi lapjaitol elvilasztja. Legyenek Q és € a poliéder kilisejében
fekv® pontok, és jeldljiik A-val és A’-vel a poliédernek olyan lapjait,

hogy €, illetve Q" a 4, illetve a
Q X lapon atfektetett siknak a ne-
gativ oldaldn fekszik. Mivel a
poliéder dsszeftiggd, mégadhat-
' /B'l juk a poliéder lapjainak olyan
A==2y, Ay,..., {,=4" sorozatat,
hogy barmely két egymasra
g koveikez 1,_; €s 4, lap hatérai-
| A nak van legaldbb egy kdzbs A,
' e . pontia (i=1,2,...,k). {46.
i " ibra) Felvesziink a poliéder
' AN ' * belsejében tetszdleges P pontot,
5 S— B AV s jeldljitk B-vel a PA, féisugar-
~ _ +  nak olyan pontjat, melynek el-
: - rendezése PAB,. A B; pont a
B, Z_; és a X, lapokon atfektetett
" sikoknak, s ezért a BB, sza-
kasz a 4, lapon atfektetett siknak
o' a negativ oldalan fekszik. Mint-
46. 4bra. hogy tovabbd a QB, szakasz
. ad a B,Q a ¥ sikjinak a
negativ oldaldn fekszik, a QB, B,... B, Q' (drtvonal az adott Q és Q'

. pontokat a poliéder kiilsejében dsszekdti.
~ Ha P a poliéder belsejében, Q annak kiilsejében fekvd pont,
a PQ szakasznak a poliéder lapjain Atfektetett sikokkal valé metszés-
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pontjai kbzill jeldljiik A-val azt, mely P-hez legkizelebb fekszik.
Az A pont a poliéder valamely 2, lapjdn &tfekteteit sikhoz tartozik;
ha nem ftartozik még egy mdsik lap sikjahoz, akkor a poiiéder
barmely a A-t61 killonbdz8 lapjan 4tfektetett siknak ugyanazon
az oldalan fekdsznek az A és P pontok; ebben az esetben
tehdt A a %, lap barmely oldalvonalinak ugyanazon az oldalin
fekszik, mint 1,-nek tobbi csicsai, vagyis A4 a 4, lap belsejéhez
tartozik. Ha pedig A a poliéder két vagy tébb lapjan atfektetett
sikoknak kozds pontja, hasonldéan adédik, hogy 4 a poliédernek
valamely éléhez tartozik, vagy a poliédernek csticsa. Mindegyik

. esetben A a PQ szakasznak a poliéderrel kozds pontja. — Ha a

P é&s Q pontokat tortvonailal ktjiik dssze, ennek van olyan sza-
kasza, melynek egyik végpontja a poliéder belsejéhez tartozik, a
masik végpontja pedig a poliéderen, vagy annak a killsejében
fekszik ; a PQ tortvonalnak az elbbiek szerint van tehat a poli-
éderrel kbzds pontja.

53. tétel. Ha az e stknak mindkét oldaldn van egy konmvex
policdernek legaldbb egy-egy ponija, akkor a poliédernek az « sikkal
valé metszete konvex sokszdg.

Bizonyitas. Mivel a poliéder bsszefiiggd, ennek két az «
sik kiilsnbdzd oldaldn fekvd pontjat ©sszekdthetjik a poliéderen
fekvd tdrivonallal ; a 44. tétel szerint ennek a tdrtvonalnak, fehéat
a poliédernek is van az « sikkal kdzds pontja,

A konvex poliéder egyik lapja sem fartozhatik az « sikhoz,
mivel az e sik mindkét oldaldn van feltevésiink szerint a poliéder-
nek legalibb egy-egy pontja, Ha tehit az « sik valamely pontja
a poliéder 4, lapjanak belsd pontja, akkor 2, sikjanak az « sikkal
valé metszete egy egyenes; erre az egyenesre és a A, hatdrat alkotd
konvex sokszbgre alkalmazva a 14, és 16, tételt adédik, hogy a
4, lapnak a-val valé metszete oiyan vonaldarab, melynek vég-
pontjai 4, hatardhoz tartoznak. '

Ha a poliéder valamely élének van az « sikkal kdzds ponija,
ez az él vagy az « sikban fekszik, vagy pedig a poliédernek azta
két lapjat, melyekhez ez az él tartozik, 4, és A;-vel jelolve, adodik,
hogy 4, és A,-nek egy-egy vonaldarabja tartozik az « sikhoz, s
ezeknek egyik végpontja kbzBs. (Lasd a 16. tételt kbvetd Meg-
Jegyzést)

Véglil, ha a poliéder valamely O csticsa tartozik az « sikhoz,
akkor van a poliéderen pontosan két az O pontb6l kiindulé és az
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e sikhoz tartozd vonaldarab. Legyenek ugyanis OA4,, OA4,,..., OA,
-a poliédernek az O ponthoz tartozé élei, olyan ciklikus elrendezés-
ben, hogy minden i-re az QA és OA,., €lek a poliédernek ugyan-
ahhoz a lapjdhoz tartoznak. Az (O+A1, O_:42,.'. i OfAk) félsugarak
altal meghatdrozott testszdg, melyet a poliédernek az O ponthoz
larfozd festszOgének neveziink, konvex, s barmely a poliéder belse-
jében fekv8 pont nyilvan ennek a testszdgnek beisejéhez tartozik.
Igy nevezetesen a poliédernek az « sik kildnboz8 oldalan fekvd
két pontjat osszekdiS szakasz a testszdg belsejéhez tartozik s ezért
a 47. tétel szerint a poliéder O-hoz tartozé testszogének az o sik-
kal ‘val6 metszete két az O pontbol kiindulé félsugar; ezeknek a
poliéderhez tartozé részei két vonaldarab, melyeknek O kozds vég-
pontja. .
A fentiek szerint a poliédernek az e sikkal valé metszete
olyan vonaldarabokbél tevGdik ossze, melyek koziil mindegyiknek
barmely végpontja pontosan két vonaldarabhoz fartozik; a metszet
tehat egy vagy tobb egyszerli sokszogb6l 4ll. Ha legalabb két
sokszdgbdl allana, ezek belsejének egy-egy pontjat dsszekot egye-
nesnek a 16. tétel folytin mindkét sokszoggel legalabb két-két,
s ezért 'a poliéderrel legaldbb négy nem ugyanahhoz a laphoz
tartozd kdzls pontja lenne, ellentétben az 51. étellel. Tehat a met-
szet egy egyszer{i sokszogbll 4ll, s ez konvex a 33. tétel szerint.

A konvex poliédernek 2z « sikkal valé metszetét alkoté konvex
-s0kszlg belseje a poliéder belsejéhez tartozik (16, és 52, tétel).
A soksz0g killsejének barmely pontja a sokszég valamely oldal-
vonaldnak s igy a poliéder valamely lapjin Aatfektetett siknak a
negativ oldalan, tehat.a poliéder kitlsejében fekszik,

‘54, tétel. Ha oz a egyenesnek van olyan A ponija, mely egy
konvex polidder belsejéhez tartozik, akkor a-nak van a polidderrel
két koz0s pontja: E és F, s ezeknek elrendezése EAF.

Bizonyitéds. Legyenek P és Q a poliédernek olyan ponijai,
hogy P nem tartozik az a egyeneshez, és Q nem tartozik a P-n és
a-n athaladé sikhoz. A PQ szakasz .valamely R pontjdn és az a
egyenesen daifektetett siknak kilonbdzé oldalén fektisznek a poliéder
P és Q pontjai; s gy az 53. tétel szerint a poliédernek ezzel a sikkal
valo metszete w konvex sokszdg. Az o egyenesnek feltevés szerint
van a poliéder belsejéhez tartozé A pontja; minthogy ez a ponta
konvex sokszdg belsejéhez tartozik, a 16. tétel szerint van a-nak két
.olyan E és F pontja, melyek n-hez, s ezért az adott poliéderhez tarfoz-
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nak, s melyeknek elrendezése EAF. Az 51. tétel folytan az a egyenes-
nek nincs a poliéderrel E és F-en kiviil mas kdzds ponija.

55, tétel. Ha az o siknak van olyan pontia, mely egy
konvex poliéder belsejéhez tartozik, akkor a poliédernek az « sikkal
vald metszete konvex sokszdg. Az e stk mindkét oldaldn van a
poliédernek legaldbb egy-egy csticsa.

o Bizonyitas (47 ab-
ra). A siknak a poliéder bel-
. sejéhez fartoz6 A pontjan
atfektetiink olyan g egyenest,
mely nem tartozik az « sikhoz.
. Az g egyenesnek az 54. tétel
szerint van. a poliéderrel két
kozos pontja E és F, s ezek
eirendezése EAF. A poliéder
E és F pontjai az e sik kii-
lonbdzé oldalan fekiisznek,
az 33. tétel érteimében tehat
47, 4bra. a poliédernek az « sikkal vald

metszete konvex sokszdg,
_ Ha a poliéder tsszes csticsal az « sik egyik oldaldn fekitsznek,
akkor az e siknak ugyanezen az oldalan fekiisznek a poliéder dsszes
lapjai (ldsd az 50. tételt kdvetd Megjegyzést), s ezért az 54. tétel
szerint a poliéder belsejének dsszes pontjai. Ha tehdt az « siknak
van a poliéder belsejében pontja, akkor ¢ mindkét oldalin fekszik
a poliédernek legaldbb egy-egy csticsa. '

Ertelmezés. Térbeli konvex tartomdnyon értjiik valamely
konvex poliéder belsejél; a poliéderi, melyet a tartomany egyértel-
miten meghatdroz (lasd az 52. tétel bizonyitasat), a {farfomdny
hatdrdnak nevezziik.

56, tétel. Ha az o« siknak van a II konvex poliéder belse-
jében pontja, akkor o a polidder belsejét két konvex {larfomdnyra
osztja fel. II belsejének bdrmely az e sikhoz nem larfozd pontja
a két tartomdny kiziil egyhez és csak egyhez tartozik.

Bizonyitds. Az 55. tétel értelmében a II poliédernek az
.« sikkal valé metszete konvex sokszdg; az dltala hatarolt lapot
jeldljiikk A-val. Ha a poliéder valamely lapjinak van az « sik mindket
oldalan legaldbb egy-egy pontja, akkor « ezt a lapot két konvex
lapra osztja fel (lasd a 16. és 17. tételeket). Tekintsiik a poliédernek
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azokat a lapjait, melyeket nem oszt fel az « sik, tovdbba a t5bbi
lapoknak az « sik dltal meghatérozott részeit, s jeloljtik ezeket
A Ay AL A AL A -sel olyan médon, hogy A1, 74;,..., 4.
8z « sik egyik oldalan, 47,47, ...,4" az « sik masik oldaldn fekvs
lapokat jelentsék. Mint az értelmezésekbsl kbdzvetlentil kiadddik,
Ay Ay,. ., 4 és A egytitt I, konvex poliédert, s ~ugyancsak
A A, . A7 és A egyiitt IT, konvex poliédert alkotnak. I, és II,
belseje IT belsejéhez tartozik (lisd az 52. és 54. tételt), s viszont
I belsejének bérmely nem az e sikhoz tartozé pontia II,, vagy
I, belsejéhez tartozik.

Az 56. tételbd] teljes indukciéval adédik a kdvetkez

57. tétel. A IT konvex policder belsejét az @y, e, ..., e,
stkok véges sok konvex tarfomdnyra oszijdk fel.

48, abra,

58. tétel. A I konvex polidderen fekvé = egyszerii zirt
Wrivonal @ poliddert két részre osztja fel. Bdrmely két ponlot,
melyek ugyanahhoz a részhez tartoznak, sszekdthetiink olyan a poli-
éderen fekvd fortvonallal, melynek nincs m-vel kozos pontja. Ha pedig
egy a poliéderen fekvd tortvonainak végponsjai a = dital meghatd-
rozott kilbnbozg részekhez tartoznak, akkor ennek a tSrivonainak
van n-vel kd20s pontja.

Bizonyitas (48. 4bra). Felveszlink a If poliéder belse-
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jében tetszbleges O pontot; jeldliik a II-n megadott egyszeril zdrt
tortvonalat P, P, ... P-rel. Mivel a II poliéder konvex, az 51.

és 54, tétel folytan az (O_;Dl, 07-"2, cees O_;D,) félsugarak egy test-
szbget hataroznak meg, melynek a II poliéderrel valé metszete a
PP, ... P, zart tortvonal. Ez a testszog a teret két részre osztja
(49. tétel) ; a II poliédernek arra a két részére, melyek a nevezett
testszdg Aaltal meghatarozott egyik, illetve masik térrészhez tartoz-
nak, fenndilanak a tételben kimondott tulajdonsdgok; ezt kdnnyen
belathatjuk, ha a tér pontjait O-b6l a poliéderre vetitjiik.

59, tétel. Ha A, A, ..., A, nem egy sikban fekvd pontok,
van egy és csak egy olyan konvex policder, hogy az A; pontok
koziil mindegyik a poliéderen, vagy amnnak belsejében fekszik, s a
poliéder minden cstcsa valamely A, pont. Ezt a konvex poliédert
az adoft ponfok konvex burkoldjdnak nevezziik.

Bizonyitads. A tétel nyilvinvalé n =4 pont esetén; tegyiik
fel, hogy n-re is érvényes s bizonyitsuk be n-+ i-re. Legyenek -
A, Ag oo A, 68 Q az adoft n+1 pont; az 4, A,,.... A, pontok
konvex burkoldjit jeldljitk II-vel. Ha @ a II poliéderhez, vagy
annak belsejéhez tartozik, akkor II az adott n41 pont konvex
burkoldja. Ha Q a II kiiisejében fekszik, van a poliédernek legalabb
egy olyan 4 lapja, hogy a rajta atfektetelt sfknak negativ oldaldn
fekszik a Q pont. Jeldljik a QA4;, QA,. ..., Q4, vonaldaraboknak a
A sikjédhoz tartozé pontjait B, B,, .. ., B,-nel, a B; pontokat burkol6
konvex sokszdget m-vel (21. tétel); a jeldléseket valasszuk olyan
moédon, hogy 7 csticsai a 7 sokszogbn vald ciklikus elrendezésben
(B.B,...B) legyenek. A I policdernek a QB, (i=1,2,...,7
félsugaron fekvé csticsai koziil jeldljiik Ai-vel azt, melyre nézve a
QA; szakasz meghosszabbitdsan nem fekszik egy A, pont sem.’
A kovetkezdkben [ jelenti az 1, 2,.. ., r indexek koziil barmelyiket
és r-1-en 1-et értjiik. A QB,, QB,, ..., OB, félsngarak egy T
konvex testszbget hatdroznak meg, melynek ezek a félsugarak az
élei; a II poliéder pontjai 7T-hez, vagy T belsejéhez, I belsejének
ponjai T belsejéhez tartoznak. A T testszdg (Q-R,' Q_:'Bm) lapjan
fekvd A, pontokat és a Q pontot burkolé konvex sokszdg s ennek
belseje egy ¢; lapot alkotnak ; ennek hatdra a QA! és QAL vonal-
darabokboél, s egy az A! és Al., pontokat 8sszekdt6 I tdrtvonalbél all,
melynek minden oldaia a II poliédernek éle. A ' =14 +-L+...41,
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egyszerli zart  tortvonal a II poliédert két részre osztja fel (58.
tétel); a két rész kdzill az, melyhez nem tartozik a 4 lap, a T
testszdgbn fekv8 ¢y, 0,..., ¢, lapokkal egyiitt egy I’ poliédert
alkot ; kbvetkezSképen latjuk be, hogy I’ konvex. Ha a II poli-
eder ' lapjéan Atfektetett sik dtmegy a Q ponton, akkor ¥’ a T
testszbg egyik lapjahoz, s igy valamely ¢; laphoz tartozik, Ha a IT
poliéder A’ lapjén A4tfekietett siknak negativ oldalan fekszik a Q
pont, akkor a 4 és a ' lapok egy-egy C és C’ belsé pontjan és
a Q ponton atfektetett siknak a II poliéderrel valé metszete egy
konvex sokszog (55. tétel); ennek a C és C’ pontok Aaltal meg-
hatdrozott egyik torivonala a QCC’ haromszognek, s ezért a T
testszOgnek is a belsejéhez tartozik ; eszerint a 4 és a A’ lapok
egy-egy pontjat Osszekothetjilk a II poliéderen olyan torivonallal,
melynek nines a 7 zért torivonallal kozés pontja. EbbGl kovet-
kezik, hogy ha A" a II poliédernek olyan lapja, melyet a = zért
tortvonal a II poliéderen a 4 laptdl elvalaszi, akkor 1’ sikjanak
pozitiv oldalan fekszik a Q pont. A fentiek szerint tehat a I’
poliéder konvex; ez az adott n+1 pont konvex burkoléja. Ugyan-
gy, mint a 21. tétel bizonyitdsaban, lithatjuk be, hogy az adott
n+1 pont II'-t egyértelmfien meghatdrozza.

60. tétel. Ha Q tefszbleges a II konvex poliéder kiilsejében
Jekvs pont, van olyan a Q ponfon dthalads stk, melynek minden .,
pontja a II poliéder kiilsejében fekszik.

Bizonyitds. Jeloljik II'-vel a Q pontot és a IT poliéder
csticsait burkolé konvex poliédert (59. tétel); legyen 4 a If poli-
édernek olyan  lapia, melynek negativ oldaldn fekszik a Q pont,
4 sikjdnak a II" poliéderrel vaié metszete konvex sokszdg (53. tétel) ;
felvesziink ebben a sikban olyan a egyenest, mely a II” metszetét
alkoté konvex sokszognek a killsejében fekszik (20. tétel). A Q
ponton €s az g egyenesen atfektetett « siknak minden pontja a IT
poliéder kiilsejében fekszik., Ugyanis az « siknak az a egyenes
aital meghatdrozott ama félsikja, melyhez a Q pont tartozik, a IT
poliéder 1 lapjan atfektetett siknak a negativ oldaldn, s ezért I7 kiil-
sejcben fekszik. Ha « masik félsikjaban volna olyan P pont, mely
I-hez, vagy II beisejéhez tartoznék, akkor a QP szakasz II'-hiz,
vagy II’ belsejéhez tartoznék; viszont a QP szakasznak g-val
kbz6s pontja II” kiilsejében fekszik ; ez ellenmondas.

61. tétel. Konvex poliéder belsejét feloszthatiuk letraéderekre,
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azaz olyan konvex fan‘bmdnyokrd, melyek kioziil mindegyiknek egy-

egy tetradder a hatdra.

Bizonyitis (49. 4bra). Felvesziink a poliéder belsejében
egy O pontot; a poliéder mindegyik lapjdt atiGkkal haromszogekre’

A

49, dbra,

osztjuk fel (ldsd 54. ol-
dalty; legyen ABC ezek
kiziil valamelyik. Az O, A,
B, C pontok nem fartoz-
nak egy sikhoz s igy meg-
hataroznak olyan GABC
tetraédert, melynek belseje
az adolt poliéder belsejé-
nek része. Mindezek a

- tetraéderek az adott kon-

vex poliéder belsejének
olyan felosztdsat adjak,
hogy a poliéder belsejének
barmely pontja vagy vala-

melyik tetraéder hatarahoz, vagy pedig egy ¢s csak egy fetraéder-

nek a belsejéhez tartozik.

62. tétel. Konvex poliédert alkoto lapok és csicsok szdmdnak
dsszege keftdvel nagyobb az élek szdmdndl (EULER-féle poliéder- téfel).

Bizonyit4s (50. abra).
A poliéder valamely 4 lapja-
nak egyik belsé pontjin at-
fektetlink a 4 sikjahoz nem
tarioz6 egyenest s ezen fel-
veszitnk olyan @ pontot,
mely 4 sikjdnak negativ olda-
lin, de a poliéder barmely
mds lapjan atfekietett siknak
a pozitiv oldalan fekszik. Ha
A a poliédernek tetszbleges
a i laphoz nem tartozd
pontja, a QA szakasznak a
4 sikjaval valo A" metszés~

pontja, melyet az A pont
vefiiletének neveziink, a 1

laphoz tartozik. A poliéder

Q

- v o (e

50, abra.



64. I, 10. §. 63. tétel,

csticsainak és éleinek vetilletei a 4 lapnak (konvex) tartomanyokra
valé feloszidsat adjak; a poliéder -t61 kiilonbdz6 lapjainak a
vetiiletei 4 felosztdsdnak a lapjai, a poliéder éleinek és csicsainak
vetiiletei 4 felosztdsdnak élei és csicsai. Ha a poliéder lapjainak,
éleinek és csicsainak szdmat rendre [ € és c-vel jeldljiik, akkor
a % felosztdsanak megfeleld szamok I—1, & és c;a 30. tétel szerint
ezek kozott fenndll az (i—1)4c=¢é-+1 vonatkozds, vagyis:
Ite=é+2 _ "

Ertelmezés. Szabdlyos hdlszati konvex poliéderen olyat
értiink, melynek egyrészt minden lapjdhoz ugyanannyi csicsa, mas-
részt minden csicsahoz ugyanannyi lapja tartozik.

63. tétel. Szabdlyos hdlozatd konvex polidder lapjainak,
éleinek és csticsainak szdmdt I, é, c-vel, fovdbbd az egy laphoz tartozs
cstcsok szdmdf n-nel, s az egy csdcshoz farfozd lapok szdmdf
m-mel jelblve, ezekre nézve csak a kivetkezd tdbldzatban feltiintfefett
Jsszetarfozo értékek lehetségesek:

{ é c n m
6 41 3 3
8| 12 3 4
12| 8| 4| 3 h
20 3012 3 5.
12 3| 20 5 | 3

Bizonyitas. Mivel a poliéder minden csiicsdbol m él indul
ki, s minden él két csticshoz tartozik, tehai

. m
€= a5 c,
minden lapnak n csiicsa van, s egy csicshoz m lap tartozik, innen :
m _
I=—c¢.
n

Az EULer-féle poliéder-tétel szerint tehat

st e—cl PP 1]=2.
l——e—l-c—c(n 5 +1)_2,

mivel ¢, teht a zardjelben all6 kifeiezéé is pozitiv, innen egyszerfi
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étalakités_sal 3 L
-(m—2) (n—2) < 4.

Ebbol kbveikezik, hogy m<5 és n<5, s igy m és n lehetséges
Bsszetartozé értékei a kﬁvetkeaék

m=3, n=3,4,5,
m=4, n=3,
m=35, n==3.
Ezekbll ¢, [ € ériékeit a kovetkezd kifejezésekkel szamitjuk ki:-
2 m ., om
C="n'z——, [:?C, £’=7C,
e

1

s igy megkap]uk a tételben foglalt tablazatot.

Ertelmezés. Valamely poliédect egyszeresen dsszefiigginek
neveziink, ha barmely a poliéderen fekvé egyszerii zart tdrtvonal
a poliedert két részre osztja fel. — Az 58, tétel értelmében minden
konvex poliéder egyszeresen Usszefiiggt.

Ertelmezés. A 4,%,..., 4 lapok hatdrolt poliéderfeliletet
alkotnak, ezeket a lapokat, s éleiket &s csiicsaikat a feltilet lap-
jainak, éleinek és csiicsainak nevezzitk, ha a kivetkez$ feltételek
teljesfilnek :

1. Két-két lapnak vagy nincs kozBs pontja; vagy van egy
€s csak -egy kozbs pontjuk, mely mindkettdnek csticsa; vagy van
egy és csak egy kbzbds. éliik s ezenkiviil nincs mas kézos pontjuk,

2. A felillet minden ¢le vagy egy, vagy két laphoz tartozik.

3. A feltilet bdrmely csiicsat tartalmazé lapok linedrisan, vagy
ciklikusan olyanképen rendezhetSk el, hogy barmely két egymdsra
kovetkezd lapnak van kdzds éle.

4. A feliilet Ssszefiiggd, vagyis a feliilet két tetszbleges pont-
jahoz megadhaté ezeket a pontokat a feliileten 8sszekdtd tdrtvonal.

Azok az élek, melyek csak egy laphoz tartoznak, s ezeknek
az é€leknek a végpontjai alkotjak a feliilet hatdrdt. A felillet hatéra
egyszerfi zart tOrtvonalakbél all, melyek kdziil kettd- keitonek nincs
kBzds pontja.

Megjegyzés. Az 53—54. oldalon értelmezett poliédereket
2drfnak nevezzitk, hogy megkiilonbdztessiik a most értelmezett
hatdrolt poliéderfeltiletektGl.

Ertelmezés. Hatarolt poliéderfeliilet kereszfmetszete’n olyan
a felitleten fekv0 egyszerii tortvonalat értlink, melynek végpontjai

3

¥
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a feliilet hataranak két Kkiildnbdzé pontja, s mas pontja nem tar-
tozik a felfilet hatirdhoz. Valamely hatdrolt poliéderfeifiletet egy-
szeresen Osszefiiggbnek neveziink, ha barmely keresztmetszete két
részre oszija fel; a két rész kozfil mindegyik egyszeresen 8ssze-
fliggd hatarolt poliéderfeliilet. llyen felilletnek a hatdra egy egyszeril
zart tortvonalbol all.

Egyszeresen Osszefliggd zart poliédert barmely a poliéderen
fekvd egyszeril zart tortvonal két egyszeresen Osszefiiggd hatdrolt
poliéderfelitletre oszt fel. Eszerint ha egy egyszeresen 0Ossze-
fliggd zart poliéder egy lapjat elbagyjuk, a megmaradd lapok egy-
szeresen Osszefliggd hatdrolt poliéderfeliiletet alkotnak.

A 30. tételre adott bizonyitds alkalmazdsaval addédik, hogy
egyszere&en osszefiiggd hatdrolt poliéderfelilet lapjainak, €leinek
és csticsainak szama kozbtt az
{+¢c¢=4¢é-1 vonatkozas all fenn,
Ebbél kovetkezik, hogy minden egy-
szeresen Osszefiiggé zdrt poliéder lap-
jainak, *éleinek és csdesainak szdma
koz0tt fenndll az 1+c=é€é+2 vo-
natkozds.

Az 51, abra nem egyszeresen
Osszefiiggd zart poliédert abrazol;
: a japok, élek és csficsok szama

51. dbra. kozott az [+c=4£ vsszefiiggés All
: - fenn.

Fenti megjegyzéseink meghatdrozzdk az EULER-féle poliéder-

{étel érvényességének a korét.

11. §. A tér kettéosztasa poli€éderrel.

Kovetkezd targyalasunk célja annak bebizonyitisa, hogy egy
poliéder a feret két részre osztja fel. Az alkalmazandd bizonyitas
modszere VEBLENtS| szarmazik s megegyezik a sikra vonatkozo
22. tétel bizonyitdsdnal alkalmazott médszerrel. Evégbdl célszeri
a (zart) poliéder fogaimanak Kkiterjesztése a kovetkezd értelmezés
szerint.

Erielmezés. A A, Ry,...,4, lapok difaldnos poliédert al-
kotnak, ezeket a lapokat s éleiket és csiicsaikat a poliéder lapjainak,
éleinek és csiicsainak nevezziik, ha a kdvetkez§ feitételek teljestilnek:
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1. Két-két lapnak vagy nincs kdz8s pontja; vagy van egy és
csak egy kozds pontjuk, mely mindkettének csicsa; vagy van
egy és csak egy kOzds élitk s ezenkiviil nincs més kozds pontjuk.

2. A poliéder minden éle pdros szdmii laphoz tartozik.

3. Ha a poliéder lapjai kozill egyet, vagy tobbet elhagyunk,
a megmaradé lapokra nézve nem feljestilnek a fenti 1., 2, feltételek.

A jelen paragrafusban polidderen mindig ditaldnos poliddert
értitnk. '

Megjiegyzés. Ha dltaldnos poliéderrsl feltessziik, hogy
konvex, vagyis hogy a poliéder barmely lapjan &tfektetett siknak
egyik oldalan fekiisznek a poliéder dsszes tobbi lapjai, akkor fei-
jesiilnek az egyszerli poliéder értelmezésében foglalt 1-—4, feltételek
(53-—54.0.) s igy a konvex poliédernek az 54. oldalon ériclmezett
fogalmahoz julunk. (Erre a megjegyzésre tovabbi targyaldsainkban
nem fogunk hivatkozni, s ezért bebizonyitisit az olvaséra bizzuk.)

A poliéder tobb lapja, 6t t6bb egymdssal szomszédos lapja
ugyanahhoz a sikhoz tartozhatik. A 27. tételbdl kozvetleniil, illetve
teljes indukcidval ad6dik a kdvetkezd két aliitas :

A) Ha a poliédernek az [ élhez tartozd lapjai az o« sikban
fektisznek, akkor a poliédemek pontosan két 2, és 2, lapja tartozik

" 52, dbra. - 53, 4bra

az [ élhez; a 2, és 2; lapoknak az [-t8] kiilonboz6 élei egyiiit olyan
m egyszeril sokszoget alkoinak, melynek beisejében fekszik / vég-
pontjaitdl eltekinive; = belsejének minden pontja a A,, 4, lapek
kozill valamelyikhez tartozik (52. &bra).

B) Ha a poliédernek az O csiicshoz tartozé lapjai az « sik-
ban fekiisznek, akkor ezek a lapok olyan (A, 2,,...,4,) ciklusban
rendezhetdk el, hogy barmely két szomszédos lapnak van egy az
O-bdl kiindulé kbzds éle, s kéi-két nem szomszédos lapnak O-n
kivitl nincs kdz0s pontja. A 4, 4,,..., 4, lapoknak az O-hoz nem
tartozb éiei egyiitt egy m egyszerfi sokszbget alkotnak, melynek
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belsejében fekszik az O pont s minden az O-bdl kiindulé €I, masik
végpontjatol - eltekintve, @ belseiének minden pontja a 4,45, ..., 4,
lapok kozill valamelyikhez tartozik (53. abra).

A poliéder Osszes lapjai nem tartozhatnak egy stkhoz. Tegyik
fel az ellenkezdt, s jeidljilk s'-vel a poliéder csicsait burkolo
konvex sokszbget (21. téiel) ; a poliéder barmely éle vagy a'-hoz,
vagy & belsejéhez tartozik, s ezért a poliéder éleibdl alkoiott
barmely egyszeri sokszog belseje is #” belsejéhez tartozik : eszerint
a poiiédernek valamely a n° soksztigdn iekvf cslicsa nem tartoz-
hatik a poliéder  éleib8l alkotoit barmely egyszerit sokszdgnek a
belsejéhez, ellentétben fenti.B) megallapitisunkkal.

Legyen II” konvex poliéder, és legyenek oy, @, ..., @, olyan
sikok, melyek koziil mindegyiknek van II’ belsejében pontja. Az
57. tétel szerint a II' konvex poliéder belsejét ezek a sikok véges
sok konvex tfartomanyra osztjak fel ; jeldljiik ezeket a tartomanyo-
kat B,, B,,..., B,-rel, s a B; hatarat alkot6 konvex poliédert 8-
vel. — Az «; siknak a II’ konvex poliéderrel valé metszete konvex
sokszbg (55. tétel) . az altala hatarolt lapot jeldljik x-vel
(i=12,...,m). A II' konvex poliéder lapjait jeldljitk zx,.,,
%aazs o o o» %Al A rajiuk- atfektetett sikokat «,.., %40, ..., -val. —
A x, lapokat (i=1,2,..., @) az &, &,..., &, sikok olyan yy, y5, ..., 7,
lapokra osztjak fel, melyek koziti mindegyiknek egy-egy konvex
sokszdg a hatdra (18. tétei) ; y, barmely belsd pontja (k=1,2,..., )
az ay, &, ..., «, sikok kdziil csak egyhez tartozik. ,

1. lemma. Ha II olyan poliéder, melynek minden pontia a
%1, %, . . .y %, lapok kizill valamelyikhez tartozik, és ha a y, lapnak
valamely belsé pontja a II poliéderen fekszik, akkor y, dsszes
pontiai a II poliéderen fekiisznek.

Bizonyitds. Legyen P ay, lapnak olyan belsé pontja,
mely a II poliéderen fekszik; tegyiik fel, hogy allitasunkkal ellen-
tétben a y, lapnak @ belsd pontja nem tar-lozik a I poliéderhez.-
Mivel a y, lap hatdra konvex sokszdg, a 14. tétel szerint a PQ
vonaldarab ©sszes pontjai a y, laphoz tarfoznak. A P pont a II
poliéder -valamely lapjanak pontja; arra a sokszdgre, mely ennek
a lapnak a hatdrdt alkotja, alkalmazzuk -a 22. tételt, igy adédik,
hogy a PQ vonaldarabnak iegalabb egyik pontja.a I poliéder
valamelyik élének pontja, vagy végpontia. A II poliédernek a PQ
vonaldarabon fekvd csicsai é€s. a -poliéder éleinek a PQ vonal-
darabbal valé metszéspontjai kozill jeldljiik R-rel azt, mely Q-hoz
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legkozelebb fekszik. Mivel az R pont a y, lap belsé pontja, a IT
poliédernek az R pontot tartalmazé lapjai valamennyien a y, lap
sikjaban fekilsznek, s igy a fenti 4} és B) Allitdsokbél kovetkezik,
hogy R valamely a poliéder éleibél alkotott = egyszerii. sokszdgnek
a beisejében fekszik, €s = belseje a IT poliéderhez tartozik. A 22.
tétel szerint tehat az RQ szakasznak van kdzbs pontja a 7 sok-
szoggel, s igy a II poliéder valamely élével, eflentétben az R pont
megvalasztisaval.
Ertelmezés. A g konvex poliéder minden lapja valamely
y; lap; jeldljiik yi, 75, ..., yi-vel 2 8 lapjait; a 5 poliédest a
i Yar - -+, Vip lapok Osszegének neverzik: B —y; +y, ...+,
A 8,8, ... konvex poliéderek mod 2 dsszegét Gigy képezziik, hogy
ezek koziil mindegyiket mint lapjainak Osszegét kifejezziik, s az
adott poliéderek lapjainak Osszegében a y,-k egyiitthatsit mod 2
helyettesitjiik O-val, vagy 1-gyel. A megfelel6 B, B;, ... tarlomdnyok
dsszegéhez szamitjuk ezeknek a tartomanyoknak (belsd) pontjait,
tovdbbé hatdraiknak minden olyan pontjit, amelyhez tartozé Ssszes
B, tartomdnyok az osszeg fagjai. A B, B;,... fartomanyok 8sz-
szegének a hatdra az Gket hatdrolé- 8, 8;,... konvex poliéderek
mod 2 dsszege, ’ o
2. lemma. Minden olyan II poliéder, mely bizonyos y, lapok
Usszege, el0dllithatd egy és csak egyféleképen mint egymdstél kii-
Wnbbzd G-k mod 2 Osszege. Az eredeti II' “konvex polidder az
dsszes -k dsszege. ' '
Bizonyitds. Ha a II" konvex poliéder belsején atfekietett
«; sikok szama m=1, akkor az Allitds nyilvanvalé. Tegyiik fel,
hogy m —1-re is €rvényes s bizonyitsuk be m-re. Legyen 7, a
O=y,+7+...+y, poliddernek olyan lapja, mely a =, laphoz
fartozik. A 5 konvex poliéderek koz0it van pontosan két olyan,
melyekhez d y, lap tartozik, ezek kozill az egyiket jeloljiik @-gyel
s képezzitk a II 4 g3, dsszeget. Az altalinos poliéder értelmezésében
- szerepld 1. €s 2. feltételek teljestilnek a IT4-8 dsszegre, s igy
€z az dsszeg vagy maga is egy poliéder, vagy t8bb poliéder dsszege,
Ezekre a poliéderekre alkalmazzuk ismét a fenti eljarast, vagyis
adjunk hozza II+ $-hez egy olyan 8-t melynek II4- 2 -gyel a
x, laphoz tartoz6 kozds y. lapja van. Véges sok lépés utdn elju-
tunk olyan -8 +...+ 8, Ossteghez, melynek nincsen a x,
laphoz tartoz6 7, lapja; ez az dsszeg vagy egy poliéder, vagy poli-
¢derek dsszege. Ezek a poliéderek az indukcids feitevés szerint
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3 m=1

lapok 4ltal a II” konvex poliéder belsejében meghatérozott tar-
tomdnyok hatdrai; ezek kozill a tartomanyhatarok kdziil mindegyik
egy vagy két §; konvex poliédernek az dsszege (50. tétel). Eszerint
a I+ +...+p, dsszeg elballithatd B,y +8pent . . -+ 4, alak-
ban, vagyis

O4gtm+.. =8t ... +8,
s ebbdl

™ =g+ 8+...+8,
hol felteheijiik, hogy a jobboldalon mod 2 egyszerfisitett Osszeg
all, azaz olyan, melynek barmely két tagja killonbdzd.

H-nek fenti (*) elddllitdsa egyértelmi ; legyen ugyanis

**) =8 +8,+...+8,
masik egyszeriisitett elfallitasa; a (*) és (**) egyenletek bssze-
addsabgl adédik
(+) . 1801+1892+---+‘8vh=0s

ami azt jelenti, hogy az egyenlet barmely g, tagjahoztartozé y, lap
az dsszegnek pontosan két f,, és 8, tagjdhoz tartozik ; vz.ws,...;v;,_
jelentik az 1,2,...,p, 4, 4, ..., 4, szdmok kbzill azokat, melyek
ebben a sorozatban csak egyszer fordulnak el6. — Ha a x, lapok
szama m—1, akkor nyilvan nem dllhat fenn (J4-) alakd egyenlet;
tegyiik fel, hogy m—1 szami lap esetén sem. Jeldljik Bi-vel .a
Xy, ®g, . e ey %m_y Japok Altal a II’ konvex poliéder belsejében meg-
hatarozott konvex tartomanyokat, s g/-vel ezek hatarait, Tegylk
fel, hogy a =, 2, ...,%,,, %, lapok alial meghatirozeit B, tarfo-
manyok @, hatdraira fennallana a (4) egyenlet. Ha valamelyik
B,-nek nincsen a x, laphoz tartozd y, lapja, akkor az itletd B,
egyben egy B tartomdny is. Ha pedig 8.-nek van a x,-hez tar-
toz6 y, lapja, akkor van még egy &, tag, melyhez y, tartozik; a
B, és By, tartomanyok Osszege valamely Bj tartomany, s igy
Bo+Bo;=Fu. A (+) egyenletben hasonlé moddon dsszeadva bar-
mely két olyan §,, és §,, tagot, melyeknek van a =x,-hez fartozé
kozds y, lapjuk, kapunk

Bt Bt .. +By==0
alaki egyenletet, hol a baloldalon &il6 tagok egymastdl killonbd-
z8k; ez ellentmond annak a feltevésiinknek, hogy m—~ 1 esetén

nem all fenn (4) alakd vonatkozds, Ezzel bebizonyitottuk, hogy
adott II poliédernek (*) alakii elGallitisa egyértelmfi.

kifejezhetdk olyan Osszegekként, melyeknek fagjai a »,x,,..., %
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64. tétel. Minden poliéder a feret két részre oszija, melyeket
a poliéder belsejének és kiilsejének neveziink. Bdrmely két a poli-
éder belsejében (vagy killsejében) fekvs pont 0Osszekbthetd olyan
torivonallal, melynek nincs a poliéderrel kdzos pontja hanem
egészen a polidder belsejében (illetve kitlsejében) halad, Minden
olyan tértvonalnak, mely a poliéder belsejében fekvd poniof annak
kiilsejében fekve ponttal dsszekdt, van a poliéderrel kizis pontja.

Ezt a tételt a fenti 2. lemmabél ugyamigy vezetjiik le, mint
a sikra vonatkozd 22. tételt az azt eldkészitd lemmabol. — Ennek

sordn az adott poliéder belsejét mint konvex tartomdnyok dsszegét

allitjuk  el6, A konvex résztartomanyok kozil mindegyiket mint
tetraéderek Osszegét dllithatjuk elé (61. téte); ebbdl adédik a
ktvetkezd

65. tétel. Minden polidder belsejét elddilithatiuk fefraéderek
Fsszegeként. o '
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. Eigybe\}égés_ég.

12. §. Szakaszok egyenlGsége.

Ertelmezés. Szakaszok kdzdtt bizonyos vonatkozasok aila-
nak fenn, melyeket az ,egyenié“ (vagy az ,egybevdgd®) széval
fejezlink ki. Erre vonatkoznak a kovetkezd axiomak,

IIL 1. Minden AB szakasz 6nmagdval egyenlé: AB=—=AB és
AB=BA. — Ha az AB szakasz az A’'B’ szakasszal egyenid,
akkor az A'B’ szakasz az AB szokasszal egyenié: AB=A'B -
A'B = AB. — Ha az AB szakasz egyenid A’ B'-vel és A" B''-vel, akkor
A'B egyenld A"B"-vel: AB=A'B', AB=A"B"~A'B'=A"B".

IIL2. Ha AB az a egyenes tetszoleges szakasza, és A az o
egyenes valamely pontja, akkor az @' egyenesen az A’ pont bdrmelyik
oldaldn van egy és csak egy olyan B’ pontf, melyre AB=A'F"..

IIL. 3. Ha az a egyenesen fekvé AB és BC szakaszoknok
nincs kbzis pontjuk, s az a' egyenesen fekvé A'B’ és B'C’ szaka-
szoknak nincs kozds pontjuk, akkor az AB—=A'R’, és BC=B(C’
egyenldségekbdl kivetkezik, hogy AC=A'C".

A NL 1 axioma azt fejezi ki, hogy szakaszok egyenldsége
reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv vonatkozds. A 1II. 2 axiomanak
az a jelentése, hogy egy szakaszt valamely egyenesre bdrmely poni-
jdiol a pontnak bdrmelyik oldaldn egyérlelmilen rdmérhetlink,

Ertelmezés. Az a egyenesen fekvd A, A,, ..., A4, pon-
toknak és az a” egyenesen fekvé Al, A;, ..., A, pontoknak elren-
dezését megegyezének mondjuk, ha barmely hdrom i, j. £ indexre,
melyre fennall az A,A; A4, elrendezés, fenndll az A; 4} A; elrendezés is.

66. tétel. Ha az a egyenesen fekvé A, B, C pontoknak, és
az « egyenesen fekvé A, B', C' pontoknak eirendezése megegyezd,
akkor az AB=A'B' és BC=B'C’ egyenlfségekbll kivetkezik
AC=AC.
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Bizonyitas. Haaz A, B, C pontok elrendezése ABC, akkor
tételiink a IIl. 3 axiomdval megegyezik. Ha elrendezéstik ACB, s
ennek megleleiden A'C’'B’, jelentse A” az a’ egyenesnek azt a
-pontjat, meiyre az A" C’'B’ eirendezés és az A”C’ = AC egyenlfség
all fenn; az A” pontot ezek a feltételek egyértelmilen meghats-
rozzdk a Iil. 2 axioma értelmében. A Il 3 axioma folytan az
ACB, A”C'B’ elrendezésekbd), és az AC=A"C’, CB=_CF
egyenloségekbdl kovetkezik, hogy AB = A"B’"; feltéieliink szerint
AB=A'F;alll. 1 axioma folytan tehdt A’ B—=A"B. Az A" és A"
pontok az o’ egyenesen B’-nek ugyanazon az oldalan fekiisznek ;
a Ill. 2 axioma alapjan az A'B'= A”B’ egyenldségbdl kovetkezik,
hogy A’ azonos A”-vel, s igy A'C’'=AC. — Végiil, haaz A, B, C
pontok elrendezése- BAC, felcseréljitk A és C-t s ezaltal ezt az
esetet az el8bbire vezetjiik vissza.

67. tétel. Ha A, B, C az a egyenesen, é A,B,C oz a
egyenesen fekvd olyan ponfok, melyekre fenndllanak az AB=A'F',
BC=BC, AC=A'C’ egyenifségek, akkor az A, B C pom‘ok
eirendezése megegyezik az A, B', C' pontok elrendezésével.

Bizonyitéds. Tegyiik fel, hogy az 4, B, C pontok elren-
dezése ABC. Ha az A', B', C’ pontok elrendezése A’C’'B’ lenne,
jelentse C” az a' egyenesnek azt a pontjat, melyre az A’B'C”
elrendezés és a BC=B'C" egyenléség all fenn (HI, 2). C’' és C”
egymastdl kildnbozé pontok, mivel a B’ pont kiilénbdzé oldalin
vannak. A ll. 3 axioma folytdn AC==A'C"”; feltevésiink szerint
ugyancsak AC=A'C’; mivel C’ és C” az & egyenesen A’-nek..
ugyanazon az oidalan fekiisznek, az A'C’ = A’C” egyenldség, mely
az ¢l6bbiekbdl kovetkezik, ellentmond a Iil. 2 axiomdnak. - A
C’A'B’ elrendezést az elGbbire C” és A’ felcserélésével vezetjiik
vissza,

- 68. tétel. Ha A, B, C az a egyenes ponijai, és A, B' az @’
egyenes pontiai, melyekre AB=A'B', akkor van oz o egyenesen
egy s csak egy olyan C' pont, melyre AC=A'C’ és BC=B(".

Bizonyitads. Ha az 4, B, C pontok eirendezése ARC,
jelentse C’ az o’ egyenesnek azt a pontjat, melyre az A’B’ C’ elren-
dezés és a BC==B'C’ egyenlidség 4ll fenn; a I 3 axioma szerint
AC=AC". — A CAB eirendezést az elSbbire A és B felcseré-
Iésével vezetjiik vissza. — Végﬁ! ha az 4, B, C pontok elrendezése

ACB, akkor legyen C’ az AB félsugarnak az a pontja, melyre
AC=A'C’; jelentse tovabbi B” az a’ egyenesnek azt a pontjat.
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melyre az A'C’B” elrendezés és a CB= C’B"” egyenldség 4ll fenn.
A Il 3 axioma folytin AB=A'B" s feltevés szerint AB=A'FR’,
tehat A'B’ = A’B”. Mivel B’ és B” az @’ egyenesen A’-nek ugyan-
azon az oldalan vannak, a IIl. 2 axioma szerint B’ és B” azonosak ;
ezért AC=A'C’, CB=('B,

Ha C” az a’ egyenes mdasik olyan pontja lenne, melyre
AC=A'C" és BC=PBC”, akkor HL 1 szerint A’C' =AC",
BC=B(C" AB =AB, sezért a 67. tétel értelmében az A", B, C’
és az A, B, C" pontok elrendezése megegyezé ; eszerint C’ és
az A’ pontnak ugyanazon az oidaldn fekiisznek, sigyaz A’C’' = A4’ C”
egyenlOség kbvetkeztében, III. 2 szerint, a C’ és C”” pontok azonosak,

Ertelmezés, Ha A, A,,..., A, és A}, A;,..., A, olyan pontok,
hogy az i, j indexek barmely értékeiné! fennail az A; A, = Al A} egyen-
16ség, akkoraz AjA,...A,ésaz AJA;.. . A, pontrendszereket (vagy
idomokal) egybevdgéknak nevezziik, s eztaz 4, 4,... A, =AA:.. . A,
jellel fejezztik ki.

69, tétel. Ha az a egyenesen fekvé Ay, A, ..., A, €5 az
a’ egyenesen fekvé A, Ai, ..., A, pontokra nézve fenndll az
Ay A =AlAs. . A, egybevdgdsdg, akkor az Ay, A, ..., A,
poniok - elrendezése megegyezik az Aj, A;, ..., A, pontok elren-
dezésével.

Bizonyitds. A 67. tétel értelmében barmely harom i, j, k
indexre nézve az A, A,, A, pontok elrendezése megegyezik az
A;, A;,A; pontok elrendezésével, tekintettel az A, A, A, = A[ A] A} vonat-
kozdsra. A 4. tétel szerint kovetkezik ebbél, hogy az 4,, 4, . . ., A4,
és az Aj, Aj, ..., A, pontok elrendezése megegyezd. '

T0. tétel Ha A, Ay, . . ., A, az a egyenesen, és A, As, ..., AL
az a’egyenesen fekvé olyan pontok, hogy A A,... A,=Al A A, (n=2),
akkor az a egyenes minden P ponijdnak megfelel az o’ egyenesnek egy
é€s csak egy olyan P’ pontjo, melyre AA,... A P=AjA;...A.P".

Bizonyitas. Az A, pontok jel8lését vilasszuk olyan médon, hogy
elrendezésitk A A,. .. A, legyen; a 69. tétel szerint az A pontok elren-
dezése AjA;. .. A;. Tegyiik fel, hogy a P pont az 4, A, ., szakaszon fek-
szik; a 68. tétel értelmében van az o’ egyenesen egy és csak egy olyan
P’ pont, melyre A A P=AA,,. P, s a 67. tétel szerint a P’
pont az A/A],, szakasz pontja. Ha pedig P az A, A, szakaszon kiviil
fekszik, s elrendezése példaul A,A4,P, akkor a nevezett tételek
szerint van az o’ egyenesen egy és csak egy olyan P’ pont, melyre
az A A P=AA P egybevagisdg és ennek foiytdn az AJALP
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elrendezés all fenn. A 4. {ételbdl kovetkezik, hogy mindkét esetben,
barmely { és j indexre, az A;, A,, P pontok elrendezése megegyezik
az Aj, A;, P’ pontok elrendezésével, s igy a 66. tétel szerint az
AA =AA és A P=A P (illetve az A,A,— A{ A és A,.P= A P)
egyenldségekbdl kovetkezik, hogy AP=A[P' (i=1,2,..., n).

A 70. tételbdl kozvetlentil kdvetkezik a

71. tétel. Ha oz a egyenesen fekvé A, B,C, D és az o
egyenesen fekvé A’ B', C’, LY poniokra fenndilanak a2z ABC=A B’
és ABD=A'B'D egybevdgdsdgok, akkor CD=C'D, s igy
ABCD=ABC'D. .

72. tétel. Egy AB szakasz nem egyenid barmely valodi részével.
Vagyis ha C és D az AB szakasz pontjai, akkor AB nem egyenld
CD-vel. (A IIL 2 axioma szerint pedig AB nem egyenié AC-vel))

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az A, B, C, D pontok elren-
dezése ACDB; legyen D' az AB egyenesnek az a pontja, melyre
az ABD’ elrendezés és a BD'=CA egyeni8ség all feon (IIL. 2).
Az ABLY, DCA elrendezésekbél és az AB=DC, BD'—=CA egyen-
16ségekbsl TN 3 szerint kovetkezik, hogy AD = DA; minthogy
pedig, tekintettel a DBJD) elrendezésre, a D és D pontok egymaéstol
kilonbdzdk, és az A pontnak ugyanazon az cldatan vannak {mivel
elrendezésiik ADLY), ezért az AD=AD’ egyenibség ellentmond

a III. 2 axiomanak.

Ertelmezés. Ha az aegyenesen fekvd A, B, C poniok elren-
dezése ABC, akkor azt mondjuk, hogy 0z AB szakasz kisebb mint az
AC szakasz, és az AC szakasz nagyobb mint oz AB szakasz. —
Legyenek dltalanosabban AB és CD ugyanazon, vagy két kiilonbdzd
egyenesen fekv8 szakaszok; ha van a CD szakasznak olyan E
pontja, melyre nézve az AR szakasz a CE szakasszal egyenld,
akkor azt mondjuk, hogy AB kisebb mint CD és CD nagyobb
mint AB. Ezt a vonatkozdst a kovetkezd jelekkel fejezziik ki:
AB>CD és CD< AB.

A fenti értelmezés igazoldsara szolga]nak a kovetkezd alhtasok
Ha AB=A'B" és CD=C'D’, akkor AB nagyobb, vagy egyenl,

"vagy kisebb mint a CD szakasz, aszerint, hogy A’B’ nagyobb,
vagy egyenlS, vagy kisebb mint a C’'D’ szakasz (67. és 68, tétel),
— Barmely két AB és CD szakaszra fenndll az AB<CD,
AB=CD, AB> CD vonatkozasok kozill egy és csakis egy (Il 2
s 1I. 2. axioma folytin). Ha AB<CD és CD<EF, akkor
AB < EF (az el6bbi allitasok és a 3. tétel folytdn). — Ha A és B
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a CD szakasz ponijai, akkor AB < CD; ugyanis. ha elrendezéstik
CABD, akkor az értelmezés szerint AB < 4D és AD < CD s ebbdi
AB<CD.

Ertelmezés. Ha az a egyenesen fekvd A, B, C pontok elren-
dezése ABC, akkor az AC szakaszt az AB és BC szakaszok Osszegé-
nek nevezziik, jeiben AC= AB+ BC. Ha altalanosabban AB és CD
ugyanazon, vagy Két kiilénboz$ egyenesen fekvé szakaszok az AB
és CD szakaszok Osszegét kivetkezBképen értelmezzilk: legyenek
valamely o’ egyenesen A’, B, C’ olyan pontok, melyeknek elren-
dezése A" B’C’, s amelyekre fennéllanak az AB = A’B és CD=B'C’
egyenlGségek ; az A'C’ szakaszi az AB és CD szakaszok 6ssze-
gének nevezzik: A'C'=AB+CD. _

' Az Bsszeadas értelmezésének igazoldsdra jegyezziik meg, hogy
az Osszeg figgetlen att6l, melyik o’ egyenesen végeztitk az 8ssze-
adast, vagyis ha A”, B”, C" valamely a” egyenesnek olyan ponfjai,
melyeknek elrendezése A”B”C”, s amelyekre szintén AB=A"B",
CD=B"(", akkor A’C'=A"C”. A HL 1 axioma szerint ugyanis
AB =A"B” és B'C'=B"C”, ezekb8l tekintettel az A’'B’'C’ és
A”B”C" elrendezésekre a IIl. 3 axioma szerint kbvetkezik, hogy
ACT=A"C",

73. tétel. A szakaszokra vonatkozdan értelmezett Gsszeadds

kommutotiv és asszociativ miivelet; vogyis AB+CD=-CD+ AB,

és (AB+CD)-+ EF=AB+(CD+EF).

Bizonyitds. Legyenek A, B, C’ az o’ egyenesen fekvd
pontok A’B’C’ elrendezésben, melyekre AB— A'B’ és CD=R'C";
érielmezés szerint AB+CD=A'C’. A CD=C'B és AB=RA’
egyenl6ségekbd! CD + AB=C’A’= A'C’. — Legyenek A", B, C', [V
az a’ egyenesen fekvé pontok, melyeknek elrendezése A'B'C’D,
s melyekre AB=A'B, CD=B'C’, EF=C'D’; az értelmezés
szerint AB4+CD=A'C’ és CD+EF=B'D’; igy (AB+CD)+
+EF=AC'}CD=AD, esAB—i—(CD—]—EF)——A B+BD=
=AY,

A fentiekb8l a 72. tétel alapjan kozvetlenill kovetkezik, hogy
ha AB<CD és AB < C'D, akkor AB+A'B' < CD+C'D,

Ertelmezés. A CD szakaszt az AR szakasz n-szeresének
nevezzilk, jelben CD=n.AB, ha van a CD szakaszon n—1
olyan (4, .Cs. - . ., C,_, pont, melyeknek eirendezése CC,C,...Co_, D,
s melyekre AB=CC,=C,C,=...=C_,D. . o
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Ha AB < A'B, akkor az AB szakasz n-szerese is kisebb

mint az A’'B’ szakasz n-szerese.

Ertelmezés, Az AB szakasz kdzéppontidn az AB egyenes
olyan P pontjaf értjlik, melyre nézve AP=BP.

Az értelmezésbdl kovetkezik a III, 2 axioma alapjdn, hogy
barmely AB szakasz kozéppontja az AB szakaszon (nem pedig a
szakasz meghosszabbitisdn) fekszik. — Az AB szakasznak nem
lefet két egymdstol killonbdzd P és Q kbzépponija; tegylk fel
példdul, hogy Q az AP szakaszon fekszik; a fenfi értelmezések
szerint AQ<AP=PB < QB, tehit AQ < BQ s ez a vonatkozas
kizarja azt, hogy AQ=25Q.

A Il 1—3 axiomadk alapjin. nem bizonyithaté be, hogy
minden szakasznak van kdzéppontja.

13. §. Az egyenes eltolasai és tiikrozései,

A szakaszok egyenlOségére vonatkozd 1lI. 1—3 axiomaék alapjan
értelmezziik az egyenesnek dnmagdban vald eltoldsait és titkrdzéseit.

Ertelmezés. Az a egyenesnek az o' egyenesre valé kol-
csonisen egyérielmi leképezésén olyan eldirdst értitnk, mely az a
egyenes minden A pontjdhoz hozzarendel egy és csak egy az a
egyenesen fekvé A’ pontot, olyan mddon, hogy az a’ egyenes
barmely A’ pontja az @ egyenes egy és csak egy A pontjanak felel
meg. Az A ponihoz rendeit A’ pontot az A képének nevezzitk. —
Az adott leképezés inverzén, vagy megforditdsan értjitk az o’ egyenes-
nek az a egyenesre valé ama leképezését, melynél minden A" pontnak
olyan A pontot felelietiink meg, hogy annak az eredeti leképezésnél
szdrmazd képe az A’ pont. — Ha az a és az a’ ‘egyenesek azo-
nosak, a leképezést az a egyenes Onmagdra vald leképezésének
nevezziik. Azonossdgnak, vagy az a egyenes azonos leképezésének
nevezziik azt a leképezést, mely az a egyenes minden pontjat dnma-
ganak felelteii meg.

Erielmezés. Az a egyenesnek az o’ egyenesre valé leké-
pezését kongruens leképezésnek nevezziik, ha az a egyenes béarmely
két A és B pontjdnak az o egyenes -olyan A’, B’ pontjai felelnek
meg, melyekre az AB és A’'B’ szakaszok egyenldk.

T4, tétel. Ha A és B az a egyenes két tetszlleges ponija és
A, B az o egyenesnek két olyan ponija, melyekre AB=A'B’, van
a-nak az a’-re egy és csak egy olyan kongruens leképezése, melynél
az A, B poniok képei rendre az A', B’ poniok.
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Bizonyitds. A 68. tétel értelmében az a egyenes barmely
P pontjanak megfelel az a’ egyenesnek egy és csak egy olyan P’
pontja, melyre ABP=A'B'P’. Ha P és Q az a egyenes két
tetszéleges pontja, és P’, Q' az o’ egyenesnek azok a pontjai,
melyekre ABP=A'B'P’ és ABQ=A'B'Q, akkor a T7l. tétel
folytan PQ = P’'Q".

15. tétel. Az a egyenesnek az o egyenesre vaid kongruens
leképezése megtarija az egyenes pontjainak linedris elrendezését ;
vagyis az a egyenesen fekv tetszfleges A, A,, . . ., A, pontok elren-
dezése megegyezik a nekik megfelels Al A;, .. ., Al képpontoknak
az &' egyenesen vald elrendezésével.

Tekintettel az 4,4, = A/ A; (7, j=1, 2,.. ., n) egyenlBségekre,
dllitasunk a 69. tétel kozvetlen kﬁvetkezmenve

Ertelmezés. Jeloljiik S-sel az a egyenesnek az o' egye-
nesre, és T-vel az a’-nek az a” egyenesre valé kdlcsondsen egy-
értelm{i leképezését. Az § és T leképezések ST szorzata az a
egyenesnek az a” egyenesre vald leképezése, mely azdltal szarmazik,
hogy ei6bb az S s azutdn a T leképezést alkalmazzuk. Legyen A
az a egyenes valamely ponija; ennek az S leképezésnél szarmazod
képét A'= S(A)-val, s az A’ pontnak a 7 leképezésnél szarmazéd
képét A”==T(A")-vel jeldljiik. Ertelmezés szerint az A poninak az
ST leképezésnél szarmaz6 képe az A" pont, melyet 7°(S (a))—
ST (A)-val jeldltink.

76. tétel. Ha S oz a eoyenesnek az o egyeneste vals
- kongruens leképezése, akkor S inverze, melyet S7'-gyel jelsliink, az
& égyenesnek az a-ra vald kongruens leképezése. — Ha S az a
egyenesnek az o egyenesre, és T az o'-nek az a” egyenesre vald
kongruens leképezése, akkor ST az a-nak az a” egyenesre vala
kongruens leképezése.

A tételben foglalt két allitds kdzvetleniil kbvetkezik a kongruens
leképezés érielmezésébsl a 1II. 1 axioma alapjdn.

Erteimezés, Elemek valamely 8sszessége csoporfot alkot,
ha barmely két S €s T elemhez hozza van rendelve az &sszességnek
egy meghatarozott ST eleme, melyet S és T szorzafdnak neveziink,
otyan moédon, hogy a kdvetkez§ feltéielek teljestilnek :

1. Van egy é&s csak egy olyan E elem (eoysegeiem), bogy az
Osszesség minden S elemére ES=SE=S.

2. Minden S elemnek megfelel egy és csak egy oipan S™"elem,
melyre SS=E,
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3. Bdrmely hdrom S, T, U elemre nézve (ST)U=S8(TU).

A fenti feltételekb8l kovetkezik, hog}r ST'S=E; ugyanis az
SU==TU vonatkozasbél jobbrol U™'-gyel val6 szorzassal kovet-
kezik a 2. és 3. feltételek szerint (SUY U =S(UU)=8 =
=(TO U =TUU =T, tehst S=T7. Mivel (ST "'=

=S HSS)=8TE=ES™, el6bbi eredményiink értelmében
§7'S==F. Az 8 elemet S inverzének nevezziik ; kovetkezik, hogy
az S~ elem inverze az S elem. Ezzel igazoltuk azt is, hogy az
US=UT vonatkozdsbol kovetkezik: S=T.

A fenti -értelmezés alapjan a 76. téteibll kozvetleniil adodik
a kbvetkezb :

77. tétel. FEgy egyenesnek Onmagdra valo kongruens leké-
pezései csoportot alkotnak. .

A csoport elemei az a egyenes Onmagdra vald kongruens
leképezései; az egységelem az a egyenes azonos leképezése; a
leképezések inverzeit és szorzatait fenti érieimezéseink adjak. _

Ertelmezés. Az a egyenes irdnylidsdn olyan elGirdst értiink,
mely az a egyenes barmely két egymastdl kiilldnbdzé A és B pont-
jahoz az A c B és B c A vonatkozésok kozfil az egyiket és csak
egyiket rendeli hozzd olyan médon, hogy barmely harom A, B, C
pontra az A c B és Bc C vonatkozasokbdl az A € C vonatkozas
kovetkezik. (Az A c B vonatkozast igy olvassuk: A megeldzi B-1,
B kbveti A-t) Az iranyitasrol azonkiviil feltessziik, hogy a linearis
rendezéssel a kdvetkezd Osszefiliggésben van: )

Ha A, B, C az a egyenes hdrom teiszéleges pontja melyeknek
elrendezése ABC, akkor vagy AcB, BcC, vagy CCB, BCA.

Az a egyenes irdnyitdsidt egyértelmlien meghatérozza két
tetszleges A és B ponijanak A CB, vagy BCA vonatkozdsa.
Az egyenesnek azt a két irdnyitdsat, mely az A CB, illetvea Bc A
vonaikozasnak megfelel, egymassal ellenkezd irdnyifdsoknak nevezziik.

Ertelmezés. Egy szakasz iranyitdsat végpontjainak vala-
mely sorrendje meghatarozza. Az AB irdnyitolt szakasz kezddpontja
az A és végpontja a B pont. BA és AB ellenkezd irdnyitdsd
szakaszok. — Legyen adva az AB egyenes egyik irdnyitasa; az
AB szakaszt erre az irdnyitisra vonatkozéan pezitivnak, vagy
negativnak nevezziik, aszerint, hogy az a egyenesen megadott
irnyitds értelmében A megeldzi, vagy kdveti B-t. Ha AB pozitiv
szakasz, BA negativ,

Ertelmezés. Az a egyenesen fekv AB és CD irdnyttott
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szakaszokat egyeniGknek nevezzitk, ha az AB és CD szakaszok
egyenidk a nem irdnyitott szakaszokra vonatkozé egyenlOség értel-
meében, s azonkiviil az AB és CD szakaszok iranya megegyezd,
vagyis ha az g egyenes megadott iranyitasara vonatkozéan eidjeleik
megegyezdk. :

Ertelmezés. Aza egyenesen fekvl irdnyffot! szakaszok dsszegét
kivetkezképen értelmezzitk. Az AB és BC szakaszok #sszegén
értjitk az AC irdnyitott szakaszt, barmilyen is az A, B,C pontok elren-
dezése. — Ha altaldnosabban AB és CD tetszdleges az @ egyenesen
fekv szakaszok, legyen BE az a egyenesnek az az irdnyitott
szakasza, mely CD-vel egyenld; értelmezés szerint az AB és CD
szakaszok Osszege az AE szakasz, — Haaz A és E pontok egybe-
esnek, az AF szakaszt nuila-szakasznak nevezziik, s azt mondjuk,
hogy az AB és CD szakaszok 8sszege 0. Példaul AB+BA—0.

Irdnyiiott szakaszok Osszeaddsa asszociativ és kommutativ
mijvelet. — Ha az a egyenes 4, B, C,D és A, B, C", D’ ponijaira
fenndllanak az AB=A'R’, és CD=C'D egyenldségek, akkor
AB+CD=AB+C'D.

Ertelmezés. Legyenek A, B az a egyenesen fekvd pontok.
Az a egyenesnek AB irdnyitott szakasszal valé elfoldsdt kovet-
kezékeépen értelmezziik. Az o egyenes minden P pontjdnak
megfeleltetjitk a-nak azt a P’ pontjat, melyre a PP’ iri-
nyitott szakasz AB-vel egyenld. Az egyenes elloldsa annok~
onmagdra valo kongruens leképezése; ha ugyamis P és Q az
egyenes ket tetsz8leges pontja, és P, ' ezeknek képei, az értel-
mezés szerint PP '=AB és QQ = AB, innen PP =QQ; az
Gsszeadds kommutativitdsira valé tekintettel adodik ebbdl, hogy
PQ=PP'+P' Q=P Q+QQ=PQ; a PQ=P'Q egyen-
1s€g épen azt fejezi ki, hogy az adott leképezés az egyenesnek
dnmagéara valo kongruens leképezése,

Az egyenesnek dnmagdban vald eltoldsai csoportot alkotnak.
Az AB és a CD szakasszal vald eltolisok sszetétele, vagy szor-
zata az AB-CD szakasszal val6 eltolds.. A csoport egységeleme
a nulla-szakasszal valé eltolds, vagyis az azonos leképezés. Az AB
szakasszal valé eltolds inverze a BA szakasszal valé eltolds.

Az egyenes elfoldsainak csoportfa kommutativ csoport: ezen
azt értjiik, hogy barmely két elemének szorzata fiiggetlen a tényez8k
sorrendjétél. Allitasunk igazoldsara azt kell belatnunk, hogy az AB
és a CD szakaszokkal vald veltoldsok szorzata megegyezik a CD
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és ‘4z AB szakaszokkal val6 eltoldsok szorzatdval ; ez pedig kbvet-
kezik az AB+ CD= CD + AB vonatkozishd!, vagyis az 1rar1yitoft
szakaszok Osszeaddsdnak kommulativitdsabol. :

Az egyenes dnmagdban vald elfoldsainak csoportja az egye-
nesen egyszeresen {Iramzitiv: ezen azt érijiik, hogy az egyenes
barmely két A és B ponijahoz tartozik a csoportnak egy és csak
egy olyan leképezése, mely A-t B-be viszi at; ez a leképezés
ugyanis az egyenesnek AB szakasszal vaié eltolasa.

Eredményeinket a kdvetkez6 tételben foglaljuk dssze:

78. tétel, Az egyenes Onmagdban wvalo eltoldsai az egye-
nesnek kongruens leképezései. Ezeknek Osszessége csoportot 'aikor
mely kommutativ és az egyenesen egyszeresen tranzitiv.

Ertelmezés. Legyen A és B az a egyenesnek két fetsz6-
leges pontja; az a egyenes {tikrozéséf, mely az A és B pontokat
felcseréli, kovetkezOképen értelmezziik. Az a egyenes minden P
pontjdhoz hozzdrendeljiik az @ egyenesnek azt a P’ pontjit, melyre
az AP és P’B irdnyitott szakaszok egyenldk. Az a egyenesnek ez
a leképezése kdlcsbndsen egyérielmil; barmely PQ szakasznak
vele egyenld, de ellenkezd elSjelll FP'Q szakasz felel meg;
ugvanis az AP=F'B és a QA=DBQ egyenldségekbdl yssze-
adassal adédik QP ==P’'(Q. Eszerint az egyenes rﬁkrézése az
egyenesnek Snmagdra vald kongruens leképezése.

Az egyenes tiikrbzésének négyzefe (azaz Onmagaval valb
szorzata) az azonossdg ; olyan leképézést, melynek négyzete az azo-
nossag, involutoriusnak neveziink.

Ha van az AB szakasznak kozéppontia, C ezaz Aés B
“pontokat felcseréld tiikrozésné! dnmagéanak felel meg, mivel az AC
és C8 irdnyitott szakaszok egyenl6k. Ebben az esteben a leké-

-pezést a C pontra vonatkozo tikrozésnék neverzzik, és kovetkez8-
képen értelmezhetjiik : az a egyenes barmely P pontjdnak azta P’
pontjat feleltetjiik meg mint képet, melyre PC= CP".

Ertelmezés. Ha az a egyenes Onmagdra valé kongruens’
leképezésénél az AB szakasznak vele megegyezd iranyitasu A'B’
szakasz felel meg, akkor barmely méas CD szakasz ésennek C'D
képe is megegyezd irdnytak, a 75. tétel értelmében, Ebben az
‘esetben aztmondjuk, hogy a leképezés meglarija az egyenes irdnyiidsdi.
— Ha pedig az AB szakasz és ennek A’B’ képe eilenkezd iranydak,
-azt mondjuk, hogy a leképezés megforditja az egyenes irdnyitdsdt,

79. tétel. Az egyenes bdrmely 8nmagdra valé kongruens

s
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leképezése az egyenes elfoldsa, vagy titkrdzése, aszerini, hogy meg-
tartja, vagy megfordifia az egyenes irdnyitdsdt.

Bizonyitds. Ha A és B az egyenes két tetsz6leges pontja,
és A’, B’ képpontjaik, akkor feltételiink szerint az AB és A'R’ sza-

kaszok egyenlSk, legfeliebb eldjeliikt6l eltekintve. Ha irdnyuk is

- megegyez8, akkor az egymdéssal egyenld AB és A’B’ szakaszokhoz
hozzdadva a BA’ irdnyitott szakaszt, az 8sszeadds kommutativitisara
valé tekintettel adédik, hogy az AA’ és BB iranyitott szakaszok
egyenlék ; ebben az esetben tehat a leképezés az egyenesnek
Onmagaban A A’ szakasszal vald eltolisa, — Ha pedig a leképezés
megforditja az egyenes: irdnyitisat, jelsljiik A-vel Ainak és A”-vel
A'’-nek a leképezésnél szdrmazé képét; a feltevés szerint AA=A"A’;
ebbdl kovetkezik, hogy A=A". A leképezés tehit az egyenesnek
az A és A’ pontokat felcseréis tlikrizése.

Az egyenes kél killinbozd titkrozésének szorzata az egyenes
valamely elloldsa, mivel megtartja az egyenes irdnyitasat,

Mutassunk rd a kovetkezd negativ tényekre: Az egyenes
likrbzései nem alkotnak csoportot. Az egyenes kiildnbdzé tikrdzésel
nem felcserélhetd leképezések; két kiitonbozd tikrozés szorzata,
barmelyik sorrendben szorozzuk 8ket, az egyenesnek egy-egy eltoldsat
adja, de mas-mds eltoldst aszerint, hogy milyen sorrendben szo-
roztuk 8ket.

A 79. tétei korolldriuma a kﬁvetkezﬁ

80. tétel, Ha egy egyénes dnmagdra valé kongruens leké-
pezésénél annak valamely A pontjia Snmagdnak felel meg, akkor a
leképezés vagy az azonossdg, vagy az egyenesnek az A pontra
vonatkoz6 tiikrizése, aszerint, hogy az egyenesnek az A pont dlial

meghatdrozott két félsugara dnmagdnak, vagy egymdsnak felel meg.

14. §. Sikidomok egybevagésiga.

Ertelmezés. Sikidomon egy sikban fekvs véges sok pont
Osszességét értjiik, Az A,A,... A, és az AJA]... A sikidomokat,
melyek ugyanabban a sikban, vagy két killonboz6 sikban fekiisznek,
egybevdgiknak nevezziik, ha az AA; és az A/A] (nem irdnyitoit)
szakaszok egyenidk az J, j indexek minden értékére (i, j=1, 2,

.. 7); a két idom egybevagésagat az AjA, . A =AlALL AL
jellel fejezziik ki.

A sikidomokra vonatkozdan értelmezeti egybevagosag reflexiv,
szimmetrikus €3 tranzitiv vonatkozas a IIl. 1 axioma folytin.
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Sikidomok egybevagbsigdra vonatkoznak a kivetkez6 axiomak:

lIL 4. Ha A, B, C nem egy egyenesen fekvd poniok, és A', B’
egy o sikban fekvé pontok, melyekre AB = A'R’, akkor van oz o
sikban az A'B’ egyenes bdrmelyik oldaldn egy és csak egy olyan
C’ pont, melyre ABC egybevdgé A’B C'-vel,

L. 5. Ha A, B, C nem egy egyenesen fekvg pontok és P az
AB egyenes ponija, tovdbbd A, B, C', P’, olyan pontok, melyekre
ABC=ABC és ABP=A'BP’, akkor CP= C'P’ (54. 4bra).

Ezek az axiomak a merev. sikiap mozgdsdra, vagy divitelére
vonatkozé alapveis tulajdonsagokat foglaljak magukban,

54. é4bra. 55, abra.

81. tétel Ha A, B, C egy egyenesen fekvs ponfok és A', B, C’
olyan pontok, melyekre ABC=A'B'C’, akkor A B, is egy
egyenesen fekilsznek,

Bizonyitds (35 abra). Tegyiik fel, hogy az A, B, C pontok
elrendezése ABC. Ha A, B, C’ nem fekiisznek egy egyenesen, az
AB = A'B egyenléség folytin van az AB egyenesen atfektetett vala-
mely « sikban az AB egyenes egyik oldaldn egy és csak egy olyan C,
pont, melyre ABC,=A'B'C" (Ill. 4). A C.B egyenesen van egy
€s csak egy olyan A, pont, melynek eirendezése A,BC,, s melyre
AB=AB (IlI.2). Az ABC, és ABC elrendezéshsl és az
AB=A,B és BC=2BC(, egyenldségekbdl kovetkezik, hogy AC— A, C,
(IIL. 3) ; tehdt ABC=A,BC,; ebbdl és az ABA, = A,BA egybe-
vagdsagbd! kovetkezik a IIl. 5 axioma alapjan, hogy A,C = AC,.
A C, pont meghatdrozdsa szerint AC,= A'C’, s feltevésiink értel-
mében AC=A'C’; a IIL. 1 axioma ismételt alkalmazisaval adodik,
hogy AC, =AC=A,C=A,C,. Eszerint az ACC, é A,CC,
idomok egybevagék; az A és A, pontok az « sfkban a CC, egye-
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nesnek - ugyanazon az oidalan fekiisznek, mivel az AC és A,C,
szakaszoknak van kdzds pontja: B. A HIL 4 axioma szerint az
A és A, poniok egybeesnek, s-igy az L. 1 axioma értelmében az
AC és A,C, egyenesek is azonosak, feltevésiinkkel elientétben.
A 81. tételb8l kovetkezik, hogy egy haromszbg valamely oldala
nem- lehet egyenld a mdsik két oldal dsszegével.
82. tétel. Minden szakasznak van kdzépponija, :
Bizonyitds. Legyen AB tefszbleges szakasz, és C nem az
AB egyenesen fekvd pont, A IIL 1 axioma értelmében az AB és BA
szakaszok egyenidk, s igy a IIl. 4 axioma szerint van az ABC sikban
a BA egyenesnek a C poniot nem fartal-
mazé oldalan egy és csak egy olyan C’ pont,
melyre ABC=BA(’ (56. 4bra). Legyen
P a CC’ szakasznak az AB egyenessel
valo metszéspontja (12, tétel). A 68. tétel
szerint van az AB egyenesen egy €s csak
egy olyan P’ pont, melyre ABP=BAP’;
ebbél és az ABC = BAC’ vonatkozasbdl
kovetkezik a IIL B axioma szerint CP=
=(C'P;azABC=BAC é¢s ABP'=BAPFP
vonatkozasokbdl hasoniéan adédik CP' =

C’'P; tehdt CPC'=C'P'C. Mivel pedig..

C, P, C’ egy egyenesen fekiisznek, tehat a C, P, C’ pontok is egy egye-
nesen fekiisznek (81. tétel), s igy P’a CC’ egyenesnek az A B egyenessel
valo P metszéspontjaval egybeesik; a fenti AB P = BA P’ vonatkozas-
b6l adédik tehdt A P= B P, vagyis P az adott A B szakasz kdzéppontja.
83. tétel. Ha A, B, C nem egy egyenesen fekvd pontok, és
A, B, C fetszbleges olyan pontok, melyekre ABC=A'B'(’, akker
az ABC sik bdrmely P pontjdnak megfelei az A'B'C’ stknak egy
és csak egy olyan P ponija, melyre ABCP=AB (P
Bizonyitéds. Tegytik fel eloszor, hogy P a BCegyenesen
fekvd pont; a 68. tétel szerint van a B'C’ egyenesen egy és csak
egy olyan P’ pont, melyre BCP=B'C’'P’;ebbblésa BCA=BC' A
vonatkozdsbol adddik- a III, 5 axioma alkalmazasdvai AP=A'F,
tehdt ABCP=A'"B'C’P’. Viszont, ha P” az A’B’C’ siknak olyan
‘pontja, meiyre ABCP=A'B'C'P”, akkor — mivel B, C, P egy
egyenesen fekiisznek ~— a BCP=B'C’'P” vonatkozasbhd! a 8I.
tétel érteimében kdvetkezik, hogy a B/, C’, P” pontok is egy egye-
nesen fekiisznek ; a 68. tétel szerint a B'C'P'=B'C’'P” vonat-

o pam
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kozasbdl kovetkezik tehdt, hogy P'— P”. .Ezzel igazoltuk a fentl
tételt arra az esetre, midén P a BC egyenes. pontja:
_ Legyen most P az ABC sik tetsz8leges. pontja; van az ABC
haromszdgnek legalabb egy olyan csicsa, — nevezziik azt A-nak —
hogy az AP és B egyenesek metszik egymast valamely D pontban
(1. 14. és 15. tételf). (57. abra). Jeldljiik ..
D'-vel a B'C’ egyenesnek azt a pontfjat,
meiyre BCD=PRC'IY A tételnek az
el6z6 bekezdésben elintézett speciilis
esete szerint tehdt ABCD=A'B'C'D".
Az ALY egyenesenvan egy és csak egy
olyan P’ pont, melyre ADP=A'D'P’
(68. tétel). Az ADP=A'DP, ADB= A B8
__"A!D’B! éS ADC A’D’C’ vonatkoza- I 57. Abra.
sokbol a ML 5 sxioma alkalmazasaval :
kovetkezik, hogy BP=B'P’ és CP=C'P’, tehat ABCP=A'B'C'P".
— Ha P” az A’B'C’ sik olyan pontja, melyre ABCP=A'B'C'P”,
akkor P” a fent meghatdrozott P’ ponttal egybeesik, Az
ABCP=A'B'C'P'=A'B C’'P" vonatkozdsokbél kovetkezik ugyanis
B C'P'=BC'P”; ebbdl és az egy egyenesen fekvé B, C’, D’
pontok B'C’'DY =B'C’D’ vonatkozdsabasl kévetkezik a III, 5 axioma
szerint, hogy D'P' =D/ P”; tehat A’ DY P’ = A'D’'P”. Mivel &', D', P’
egy egyenesen fekiisznek, az utdbbi vonatkozasbél kovetkezik a
81. tétel szerint, hogy A’, IV, P” egy egyenesen fekiisznek, és a
68. tétel szerint, hogy a P’ és a P” pontok egybeesnek.
84. tétel. Ha A, B, C nem egy egyencsen fekvs pontok, és
P, Q az ABC sik tetszoleges pontjai, tovabbd A, B, C', P, Q egy
sikban  fekvd olyan pontok, melyekre ABCP=A'BC'P és
ABCQ=ABC'Q, akkor PQ=P’'Q.
Bizonyitads (58. abra). Tegyiik
fel, hogy az AP egyenesnek van a BC
- egyenessel koz0s pontja: D; a 83. tétel
bizonyitdsa szerint van az A'P’ és B'C’
egyeneseknek kdzds pontja: IV, s erre
fenndil az ABCDP=ABC' D' P’ egy-
bevagosag. Mivel B, C, D egy egyenesen
fekvd pontok és BCD=RB'C’D’, tovabba
: . BCQ=B'C’'Q kbvetkezik a IIL 5 axi-
58. dbra. omabol, hogy DQ=1D'Q". Az A, D, P
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pontok egy egyenesen fekiisznek és ADP=A'D'F’, iovébba
ADQ=ADQ’, igy a HL. B axioma folytin PQ=FP'Q.

85. tétel Ha Ay, A, ..., A, az « slkban nem egy egyenesen
fekvé poniok (n=3), és P az « sik telszbleges pontja, tovdbbd
AL AL .. LA, az o sikban fekvd olyan poniok, melyekre
Ay . A, =AlAL. .. A, akkor van az o sikban egy és csak egy
olyan P’ pont, melyre AA,... . AL P=AA;... AP

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az A, A4;, A, pontok_ nem
feklisznek egy egyenesen; a 81. tétel szerint az Aj, A;, A; pontok
sem fekiisznek egy egyenesen. A 83. tétel szerint tehdt van az «
sikban egy €s csak egy olyan P’ pont, melyre A, A, A, P=A{A:A;P".
Feltevés szerint minden i indexre A, A:A, A, = A A AJAl; ebbdl és
az A A A P= Al A AP’ egybevagdosaghol kovetkezik a 84. tétel
szerint: A, P=A;FP’, s igy 4,4,... A, P=AlA;... AP

Ertelmezés. Az « siknak az « sikra vald kblcsdndsen egy-
érielmii leképezésén olyan elbirast értiink, mely az « sik minden P
pontjanak megfelelteti az « siknak egy és csak egy P’ pontjat,
ugy hogy az « sik minden P’ pontja az « sik egy és csak egy P
“pontjdnak felel meg. A P’ pontot a P pont képének nevezziik.
Ha az « sik az « sikkal megegyezik, a leképezést az « stk dnma-
gdra vald leképezésének nevezzitk,

"Ertelmezés. Az « siknak az « sikra valo kolestnosen egy-

értelmil leképezését kongruens leképezésnek nevezziik, ha barmely

két P és Q poninak olyan P’, ' ponick felelnek meg, hogy a

PQ é P’'Q szakaszok egyenldk.

Jeloljiik S-sel az « siknak az « sikra, és S’-vel az « siknak
az o’ sikra valé kolcsdndsen egyértelmit leképezését, Az S és &'
leképezések szorzata, melyet SS’-vel jeldliink, az e siknak az «”
sikra val$ leképezése, melyet kdvetkez8képen értelmeziink: az e sik
tetsz8leges P pontjanak az § leképezésnél megfelel az « sik P’
pontja, melyet mint a P pontnak S-nél szarmazé képét S(P)-vel
jeloliink ; a P’ pont képe S-nél az «” siknak P”=S'(P’) pontja;
az SS’ leképezésnél a P pontnak a P” = 8§’ (P}= S'(S(P)) pontot
feleltetjitk meg. Az e siknak az ¢” sikra vald SS’ ieképezése ugyan-
csak kolcsdndsen egyértelmﬁ — Az § leképezés inverzén értjiik, és
§” -gyei jeldljiik, az ¢ siknak az o sikra vald ama leképezését, melynéi
az o sik tetszbleges P’ pontjdnak az « siknak azt a P’ pontjat
feleltetjiik meg, amelyre S(P)=P’; eszerint P=S7(P").

3
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86. tétel Ha S az « siknak az o stkra vald kongruens
leképezése, akkor S ar « siknak az « sikra valé kongruens
leképezése. — Ha tovdbbd S’ az « siknak az o sikra valdé kongruens
leképezése, akkor az S8 szorzat az « stknak az o sikra vald
kongruens leképezése, .

87. tétel, Egy siknak bnmagara valé kongruens leképezései
esoportot alkoetnak,

A fenti két . tétel az érteimezésekbol kdzvetlentil kovetkezik
(csoport érteimezését 1. a 78—79. oldalon).

88. tétel. Az « siknak az & sikra vald kongruens leképe-
2ésénél minden az « sikban . fekvs a egyenesnek egy az o sikban
fekvé & egyenes, s az « sikban oz a egyenes dltal meghatdrozott
egyik félsiknak az « sikban az & egyenes dltal meghatdrozolt egyik
féisik felel meg.

Bizonyitds. Ha A, B, C az a egyenes harom tetszdleges
ponija, akkor ezeknek a megadott kongruens leképezésnél szarmazé
A, B, C’ képei a 81, tétel szerint egy o’ egyenesen fekiisznek.
Legyen P és Q az « siknak két olyan pontja, melyek az .a egye-
nesnek kiildnb8z0 oldaldn fekiisznek, s legyen R a PQ) szakasznak
az a egyenessel valé metszéspontja ; képpontjaikat jeldljiik P, @, K-
vel. A 81, tétel szerint P, Q, R* egy egyenesen fekiisznek, s a
75. tétel szerint elrendezésik P'R’(Q; tehit a P’Q egyenesen
ennek az o’ egyenessel kozds R’ pontja elvdlasztia egymastol a
F’, @ pontokat, s igy a P’ és  pontok az « sikban az egye-
nesnek killdnbdzdé oldaidn fekiisznek.

A fenti értelmezés alapjdn a 85. tételbdl adédik a kdveikezd

89. tétel. Ha A, B, C nem egy egyenesen fekvd poniok, és
A, B, C' olyan pontok, melyekre ABC=A'B'C’, akkor van az
ABC siknak az A'B'C’ sikra egy és csak egy olyan kongruens
leképezése, mely az A, B, C pontoknak rendreaz A', B', C' pontokat
felelteli meg,

15. §. A sik ftiikrzései,

Ertelmezés, Legyen a az « sikban fekvs egyenes, és P
az « sikban nem az a egyenesen fekvé pont. Jelentse 4 és B az
a egyenes keét tetszéleges ponijat. A Il 4 axioma szerint van az
« sikban az a egyenesnek a P pontot nem tartalmazé oldalan egy
és csak egy olyan olyan P’ pont, melyre ABP=ABP. A P’
pontot a P pont és az a egyenes meghatirozza; ha ugyanis
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A, és B, az a egyénes két tetsz8leges mis pontja, akkor A,B.P=A;B.P’
(a IIL. 5 axioma kéiszeri alkalmazasdval). A P pontot a P pontnak
az a egyenesre vonatkozd titkdrképének nevezziik; a P’ pont tiikdr-
képe az a egyenesre vonatkozéan a P pont. Az ¢ egyenes barmely
A pontjanak az a egyenesre vonatkozé titkdrképén az A4 pontot értjiik.

- Ertelmezés. Az « siknak egy benne fekvb a egyenesre
vonatkozo titkrdzésén értjiikk az « siknak dnmagdara valo leképezését,
mely a sik minden pontjdnak az a egyenesre vonatkozo tiikdrképet
© felelieti meg.

Asiknakaza egyenesre vonatkoz tikrbzése a siknak dnmagdra
vald kongruens leképezése, mint a IIl. 4 axiomébol és a 89. tétei-
b6l kovetkezik.

90. tétel. Ha az « sik onmagdra valo kongruens Iekepezesenéi
a sik A és B pontja dnmagdnak felel meg, akkor a leképezés vagy
az azonos leképezés (mely a sik minden pontjdt onmagdnak felelieti
meg), vagy a stknak az AB egyenesre vonatkozd tiikrozése.

. Ez az dilitds a fenti értelmezések alapjan a HI. 4 axiomabdl
és a 89. tételbdl kdvetkezik,

91, tétel. Ha P és P’ az « sik két telszbleges pontja, van
az « sikban egy és csak egy olyan a egyenes, melyre vonatkozoan
P és P’ egymdsnak a titktrképei; ezt az egyenest a P és P’ pontok
kbzépvonaldnak nevezzitk. — Az a egyenes bdrmely B pontjdnak a
PP’ egyenesre vonatkozo tiikdrképe az a egyenesen fekszik.

Bizonyitas. Jeloljik A-val a PP’ szakasz kOzépponijat
(82. tétel). Ha a olyan egyenes, melyre vonatkozéan P és P’ egy-
masnak a tilkorképei, akkor az A pont az a egyenesen fekszik.
Ugyanis a P és a P’ pontok az a egyenes Kkiilinbdzd oldalan
fekitsznek, s ezért a PP’ szakasznak van az a egyenessel kozis
pontja, jeitljiikk ezt A’-vel. Minthogy az A’ pont a siknak az a egye-
nesre vonatkozd fitkrdzésénél ®©nmaginak felel meg, s mivel ez a
tilkrozés egy kongruens leképezés, tehat fenndll az AP=AF’
egyenldség, ami épen azt jelenti, hogy A" a PP’ szakasz A kdzép-
pontjdval egybeesik.

Legyen Q a siknak olyan pontja, mely nem fekszik a PP’
egyenesen, és jelentse ' a siknak azt a pontjat, mely a PP’ egye-
nesnek ugyanazon az oldaldn fekszik mint a2 Q pont, s ameiyre
PP Q=P PQ (lIL4) (59. dbra). Ha Q és Q egybeesnek,
akkor P és P’ egymds titkbrképei az AQ egyenesre vonatkozdan ;
ugyanis PQ=~F'Qés PA=PF'A,tchdt A QP=AQP . —HaQé
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kiilbnbbzdk, jelentse B a Q Q' szakasz kdzéppontjat; a QQ'B= QQB
€s QQ P= Q' QP’ vonatkozasokbdi (mely utébbi a PP Q=PPQ
kovetkezménye) adddik a Il B axioma szerint BP = BP’; ebbbl
és az AP= AP’ egyenlGséghdl ktvetkezik

ABP=ABP’; t¢hdt P és P’ egymds fikor- o
képei az AB egyenesre vonatkozéan. 2

Ha C a siknak olyan pontja, hogy
P és P’ egymas ttikorképei az AC egyenesre
vonatkozéan, akkor az ACP=ACP és a ~-- -
fenti ABP=ABP’ vonatkozasbdl adédik
BCP=RBCPF’, tehat P és P’ egymas tiikor- _
képei a BC egyenesre vonatkozdan; mint o
fent megjegyeztitk, a BC egyenesen fekszik o
a PP’ szakasz A kdzéppontja; tehdt C az 59, abra.

AR egyenes pontja. Ezzel bebizonyitottuk '

azt, hogy az « sikban egy ¢és csak egy olyan a egyenes vanm,
melyre vonatkozdan P és P’ egymas titkbrképei.

: Legyen B az a egyenes tetszGleges pontja, és B" a B poninak
a PP’ egyenesre vonaikoz6 tiikdrképe; mivel A a PP’ egyenesen
fekszik, az értelmezés szerint ABP=AB'P és ABP'=AB'P’;
mivel pedig P és P’ egymas tikorképei az AB egyenesre vonat-
kozdan, tendt ABP=ABP’. Az egybevagbsdg tranzitiv tulajdon-
sagat tekintve (I 1), adédik a fentiekbdl: AB'P= AB'P’, vagyis
‘P és P’ egymas tiikbrképei az AB’ egyenesre vonatkozéan. ElSbbi
eredményiink szerint tehat B’ az AB egyenesen fekszik,

Ertelmezés. Ha a és b egymdst metszé egyenesek, s ha
a rajtuk Atfektetett siknak az a egyenesre vonatkozé titkrozésénél
a b egyenes dnmagaba megy at, akkor a b egyenest az a egyenesre
merdlegesnek nevezzilk. — A 91. téte! szerint ekkor g is merdleges
b-re, s.ezért a két egyenest egymdsra merdlegesnek nevezziik,

Ertelmezés. Ha a és b egymisra merbleges egyenesek,
minden az a egyenesen fekvd szakaszrol és félsugdrrdl azt mondjuk,
hogy merGleges b-re és a b-n fekvd barmely Szakaszra vagy
félsugdrra.

92. tétel. Ha a az « sikban fekvé egyenes, és P az « Sik
valamely ponija, van az « sikban egy és csak egy a P ponton
dthaladd és az a-ra merdleges egyenes. .

Bizonyitds Ha P nem az a egyenesen fekszik, jelenise
P’ a P pont tiikdrképét a-ra vonatkozban; a 9. tétel szerint a
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PP’ egyenes merfleges a-ra. Ha a & egyenes atmegy a P ponton
és merSleges az a egyenesre, akkor b Atmegy a P pontnak az
a egyenesre vonatkozé P’ tlikOrképén is, s igy b a PP’ egyenessel
azonos. — Ha P az a egyenes pontja, felvesziink a-n két olyan

Q és  pontot, melyek P kiilsnbdz4 oldalin fekitsznek, s melyekre

QP=QP; a 91. tétel szerint a Q, ¢ pontok kdzépvonala merg-
leges a-ra és atmegy a P ponton; ez az egyeditli olyan egyenes,
mely merdleges a-ra és atmegy a P ponton.

93. tétel. Az @ siknak az o sikra vald kongruens leképe-
zésénél az « sikban fekvé bdrmely két egymdsra merfleges egyenesnek
az o sikban két egymisra merdleges egyenes felel meg. '

"Bizonyitas. Legyenek aés b az « sikban fekvs, egymasra
merSleges egyenesek ; legyen A és B az a egyenes két tetszdleges
ponttia, P a b-nek valamely az a-hoz nem tartoz6 pontja és Q a P
pont titkdrképe g-ra vonatkozéan ; feltevéstink szerint Q a b egyenes
pontja és ABP=ABQ. Jelsljik ezeknek a pontoknak az adott
kongruens leképezésnél szarmazéd képeit A", B', P, Y-vel, az a, b
egyenesek képeit o, b'-vel; o az A’'B’ egyenessel és & a P
egyenessel azonos. Az ABPQ=A'B'P'@,s afenti ABP=ABQ
egybevdgosighél kiveikezik : AR P'==A'B'(, tehat a b egyenes
P’ és (' pontjai egymis titkdrképei az o’ egyenesre vonatkozéan,
S igy az o és ¥ egyenesek egymdsra merdlegesek.’

94. tétel. Ha a és b az o sikban fekvd egymdsra meréleges.

egyenesek, tovdbbd o és ¥ az o sikban fekvé egymdsra merdleges
egyenesek, akkor van az « stknak az o sikra olyun kongruens
leképezése, mely a-t o'-be és b-f b-be viszi dt.

Bizonyitas. Jelsljik A-val az a és b egyenesek kozos
pontjat, B-vel az a egyenesnek egy masik pontjat, és C-vel az «
siknak egy az a egyeneshez nem tartozé pontjat. Legyen A" az o
€s O egyenesek kdzds pontja, B’ az o’ egyenesnek egy olyan pontja,
melyre AB=A'B" (lIL. 2), és C’ az «’ siknak olyan pontja, melyre
ABC=AB'C (I 4). A 89. tétel szerint van az « siknak az o
sikra egy €s csak egy olyan kongruens leképezése, melynél az
A, B, C pontoknak rendre az 4’, B, C’ pontok felelnek meg. Ennél
a leképezésnél az a egyenes képe az o' egyenes, s igy a 93. tétel
szerint az g-ra merbleges b egyenes képe egy az a’-re meréleges,
€s az A’ ponton athalad6é egyenes; ez a_92, téiel szerint a &’ egye-
nessel azonos, |
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16. §. Szbgek egyenldsége,

Ertelmezés, A <X(h, k) és a (¥, k') szogeket egymissal
egyenldnek nevezzitk, ha létezik a < (A, k) sikjanak a < (¥, k)
sikjara olyan kongruens leképezése, mely a &, k félsugarakat rendre
a I, k' félsugarakba viszi 4t

95. tétel. Minden <x(h k) sz8g Onmagdval egyenid:
S Ry=<(h k). — Ha a (k) sz0g egyenld a < (¥, K)
sz0ggel, akkor <x (W, k') egyenld a <y (h, k) sziggel. — Ha < (1, k)
egyenld a <t{(W, k) é a <t (I", k") szbggel, akkor < (W, k")
egyenié a < (h", k") szdggel. _

A téteiben foglalt Aallitasok kozvetleniil kdvetkeznek a fenti
értelmezésbdl, tekintetfel arra, hogy a sik azonos leképezése, tovabba
minden kongruens leképezésnek az inverze, s két kongruens leké-
pezés szorzata kongruens leképezések (86. tétel).

A 95. tételben foglalt elsd 4llitds fontos kiegészitése a kﬁvetkezo

96. tétel. A <t(h, k) sz0g egyenis a <t{k, h) sziggel.

Bizonyitas. Jeldljitk a szbg csucsdt C-vel, s legyenek
A és B rendre a 7 és k félsugaron fekvé pontok, melyekre CA=CB.
Az AB szakasz kbzéppontjat jeldljiik D-vel (82. tétel); az ABC
sikmak a CD egyenesre vonatkozo tilkrozésénél az A és B pontok

egymasba mennek at, mivel CDA=CDRB, s ezért a szbg & és &
szdrai is egymdsba mennek at; mivel a sik tilkrozése kongruens
leképezés ebbGl kbvetkezik, hogy L Ry=<x(k h).

Jelsljiik a CD féisugarat I-lel; mivel a CD egyenesre vonat-
koz6 tiikrozésnél az [ félsugdr 6nmagéba, a h és k félsugarak
egymasba mennek at, az értelmezés szerint <X(h, H=<1 (%, ).
Az I féisugarat a <x(h, k) szdgfelezbiének nevezziik. '

O7. tétel. Ha h k k' az e sikban fekvé és a C pontbil
kiindulo olyan félsugarak, hogy X (h, k) =< (h k), akkora k ésk’
féisugarak vagy egybeesnek, vagy a h félsugdron difekteielt egye-
nesnek kiilonbdzo oldaldn fekiisznek és egymds tfzkbrképe: erre az
egyenesre vonatkozoan.

Bizonyitas. Feltevésiink szerint létezik az @ stknak dnma-
gdra olyan kongruens leképezése, melynél a h félsugdr dnmagdba
és a k félsugir K’-be megy 4t. Ennél a leképezésnél a C pont
Snmaganak felel meg s igy a 80. tétel szerint a / félsugdr minden
pontja dnmaganak felel meg. A 90. tételbSl kovetkezik, hogy ez a
leképezés vagy az azonossdg, vagy a sfknak a A félsugdron difek-
letett egyenesre vonatkozd tiikrdzése,
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Ebbdl kdvetkezik, hogy bdrmely < (h, k) sz0gnek egy és csak
egy szogfelezdje van, Ha ugyanis 1 a.<x (A, k) szbg C csicsabél kiin-
dulé és sz0g belsejében halad6 olyan félsugdr, hogy <x(h=<(k,I),
akkor a 97. tétel szerint a siknak az l-en atfektetett /, egyenesre
vonatkozd tiikrdzésénél 4 és k egymdsba mennek 4t. Legyen A és B
a h és a k félsugarnak egy-egy olyan pontja, melyre CA= CB;
az I, egyenesre vonatkozd tiikr8zésnél A és B egymédsba mennek
at, s igy az AB szakasznak az [, egyenessel valé D metszéspontjara

fennall az AD = BD egyenldség ; eszerint D az AB szakasz kbzép-

pontia és /a CD féisugdrral azonos.

98. tétel. Legyen <t (h, k) valamely szig, és I az o sikban
Jekvi félsugdr; van az & sikban a ¥ félsugdr bdrmelyik oldaidn egy
és csak egy olyan a W kezddpontjdbdl kiinduls ¥ félsugdr, hogy
a <x(h, k) és a (I, k') szbgek egymdssal egyenlik.

Bizonyitas. Jeloljiik C-vel a <t (&, k) szbg csiicsit, A-val
és B-vel a h és k félsugar egy-egy pontjat, C'-vel a A’ félsugér
kezdGpontjat. A IIL. 2 axioma szerint van a #° félsugdron egy és
csak egy olyan 4’ pont, melyre CA=C'A"; a Ill. 4 axioma szerint
az o sikban a C’A’ egyenes illetd oldalin van egy és csak egy
olyan B pont, melyre CAB=C'A’'B. A 89. téiel értelmében van
az « siknak az « sikra olyan kongruens leképezése, mely az A, B, C

pontokat rendre az A’, B', C’ pontokba viszi at; ennél a leképe- -
zésnél a h, k félsugaraknak rendre a ¥, k' féisugarak felelnek meg, .

s ezért az érteimezés szerint <X (B, k) =< (8, k). — Ha k" a ¥
kezddpontjabét kiinduld féisugdr, mely az o sikban "K-nek
ugyanazon az oldaldn fekszik, mint a & félsugdr, s amelyre
X (A, k) =<1 (7, k"), akkor a 95. tétel folytan <X (¥, k) = < (7, k"),
tehat a 97. tétel szerint a 4" és &” félsugarak egybeesnek,

99. tétel. Ha két s20g egyenid, meliékszigeik is egyenick,

Bizonyiftés. Jeloljiik az egyik sz0g szdrait &, &-vel, a masik
$z0g szdrait ¢, d'-vel, s legyenek o” és ¢” rendre az @’ és a ¢
félsugdrnak a kezdGpontjan til valé meghosszabbitasa (60. 4bra).
Tegyiik fel, hogy <x(a, ¥)==<x (¢, &); meg keil mutatnunk, hogy
L, &)=< (", &). Feltevésiink szerint van az <1 (@, b") sikjanak
a < (¢, d') sikjara olyan kongruens leképezése, melynél az o, &
félsugarak rendre ¢, d’-be mennek at; ennél a leképezésnél az a”
félsugar a ¢” félsugarba megy at (88. tétel), s ezért az < (a”, b")
szdg egyenid a <X (¢”, d) szvggel.

100. tétel. Csdcsszdgek egymdssal egyenik.
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Bizonyitds. Legyenek a és & az O ponton Aathalad6
egvenesek ; ezeknek az (O pont dltal meghatirozoti félsugarait
jeldljitk a’, a” és &, b”-vel. Meg kell mutainunk, hogy az < (a/, &)
szog egyenld az <x(a”,b”) szbggel. Az értelmezés szerint ezek a
sz&gék a < (¥, a”) =< (a”, b') szbg meliékszdgei, s ezért a 99. tétel
szerint egymassal egyenldk. .

A (¥, a”)  szogfelezdjére, s ugyancsak a <r(b”,a’) szdg-
felezbjére vonatkozd titkrozésnél az o, & félsugarak atmennek 5"
illetve a”-be; ebbdl kovetkezik, mivel minden szbgnek egy
és csak egy szdgfelezGje wvan, hogy a <X (¥,2") és a <(b",0)
szogfelez6i egy egyenesnek az O pont &ltal meghatérozott két
félsugara ; ezt az egyenest a csticsszog-par szbgielezfjének nevezziik.

& a

60, 4bra. 61, abra.

Az < (2, ), <x(a”, b”) cstcsszg-par szogfelezdjére vonatkozd
tiikrdzésnél az < (", &) és X (b”, @) szbgek egymasba s igy szdg-
felezéik is egymdsba mennek 4t (a 95. és 97. téiel folytan); ebbd}
ad6dik, hogy az- < {a”, &), < (d”, a') cstcsszbg-par szogfelezdje
merdleges az < (), &), <x(a”, b”) csticsszOg-pr szbgfelezdjére
(61. 4bra), Ezt az eredményt mondjuk ki a kovetkez$ tételben :

101. tétel. Mellékszigek szigfelezii egymdsra merdlegesek.

Legyenek a és b az « sikban fekvd és az O ponton 4dthaladé
egyenesek ; az « siknak az « sikra valé kongruens leképezésenél
szarmazé képeiket jeloijiik c-vel és d-vel, az O pont képét O'-vel.
Az a és b egyeneseknek az O pont altal meghatdrozott félsugarait
a, a”, ¥, b’-vel, ¢ és d-nek az O altal meghatirozott félsugarait
¢, ¢, d’; d”-vel jelvljiikk, olyan médon, hogy az adott kongruens
leképezésnél @’ képe ¢, és b képe d’ legyen. A 88. ftétel szerint
az « sikban az a egyenes Aaltal meghatdrozott és a & félsugarat
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fartalmazé félsiknak az o sikban az a ¢ egyenes altal meghatdrozott
félsik felel meg, mely a 4’ félsugarat tartalmazza, stb. Ebbsl kdvet-
kezik, hogy az adoft kongruens leképezésnél az <x{(a, &) szdg
belsejének a (¢, d') sz0g belseje felel meg. A 41. oldalon adott
értelmezés szerint adodik ebbfl, hogy barmely négy az « sikban
fekvS és az O pontbél kiindulé félsugir ciklikus elrendezése meg-
egyezik annak a négy félsugarnak a ciklikus elrendezésével, melyek
az « siknak az « sikra val6 kongruens leképezésénél nekik meg-
felelnek. A 40. tétel alapjan kovetkezik ebbdl a megfeleld Allitis .
n(=4) félsugirra vonatkozéan, melyet a kovetkezd fételben
mondunk ki: _

102. tétel. Legyenck hy, by, .. ., B, az « stkban fekvd és az
O pontbél kiinduld félsugarak, melyeknek cikiikus elrendezése
(hhy. . k), (n=4); az e stknak az o sikra vaid kongruens leké-
Pezésénél szdrmazo képeik legyenek i, R, ..., h); akkor ezeknek
a féisugaraknak cikiikas elrendezése (hh;... R}

Erre a téielre rdviden igy fogunk hivatkozni: a sik kongruens
leképezése a sugdrsor ciklikus rendezését megtarija.

Ertelmezés. Ha a <(h k) szbg csticsabol kiinduls ! fél-
sugér a <¢(h, k) belsejében fekszik, akkor azt mondjuk, hogy a
<% (h, 1) s28g kisebb a <x (h, k) szdgnél, és <x(h k) nagyobb a
<X (A, 1) szognél; jeldlése: < (b, D<M KB, (L k) > (). —
Ha éltalanosabban a < (', k') szbg egyenid olyan < (k, ) szoggel,
melynek ! szdra a <t (#, k) szbg belsejében fekszik, akkor azt mond-
juk, hogy <x (&, &) kisebb mint < (&, k), és < (h, k) nagyobb mint
X (7, K).

Ha<g(h k) =<x (I, &) és < (i, m) =< (', m'), akkor < (', k)
nagyobd, vagy egyenid, vagy kisebd mint < (!, m'), aszerint, hogy
<X (h, k) nagyobb, vagy egyenld, vagy kisebb mint <L(l, m).
Ha ugyanis <(f, A)=<x(, m), akkor a 95 tétel szerint
<X, K)y=<(I,m’). Ha pedig <x(# &) <<x(l, m), akkor az
értelmezés szerint van egy olyan az <t (/, m) szbg csticsdbol kiin-
duld és a szog belsejében fekvé n félsugdr, melyre < (&, k)=< (4, n).
Mivel (L, m)=<(f,m"), van az < (I, m) sikjanak az < (¥, m)
sikjara olyan kongruens leképezése, melynél az I, m félsugarak képe
rendre I', m"; ennél a leképezésnél az n félsugdrnak egy az
<X (I, m') szdg belsejében fekvé =’ félsugar felel meg; eszerint
S =g, n) és g,y <A, m). A 95 téiel szerint a
LK) =Wk, < =< n), < n)=<({, n) egyen-
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16ségekbdl kovetkezik <X (W, k) =< (¥, n), s igy az értelmezés
szerint L (7, k) < < (I, m').

. Bdrmely két < (h, k) és < (I, m) szdgre fenndll egyik és csak
egyik a kdvetkezé hdrom vonatkozds kbzill: <t (b, k) << (I, m),
L, Ky=< (!, m), <L (h, k) ><x (I, m). A 98. tétel szerint ugyanis
van a < (h k) sikjaban a # félsugarnak azon az oldalan, melyen
a k félsugdr fekszik, egy és csak egy olyan a k kezdSpontjabol
kiindulé A félsugér, melyre <x (h, k) =< (i, m). A 41. tétel szerint
fennidll egyik és csak egyik a kovetkez6 vonatkozdsok Kkoziil:
S B <A, K), < (h =< (h, k), St K) > (1, &). Mivel
< (h, Ky=<x(I, m), az el6bb bebizonyitott allitds szerint a < (4, k)
és az < (I, m) szdgek kozdit ugyanaz a vonatkozas all fenn, mint
<x{h, k) €s I (h, k) kozdtt.

Ha <(h Ry<<x(W, k) é W, Ky<a®", k"), akkor
I (h, k)<< (8", k”). Ez a fentebbi allitdsok kbvetkezménye a 39,
tétel alapjan. EbbS] kbvetkezik tovibba4 :

Ha I és & a < (h, k) sz20g csdcsdbél kiindulo és o s20g
belsejében fekvd félsugarak, akkor < (W, k') < < (h, k).

Ertelmezés Ha a < (& k) sz0g csiicsabdl kiinduld 7 fél-
sugdr a <¢(h, k) szbg belsejében fekszik, akkor a < (h, k) szbget
a (1) és az < (I, k) szbgek Usszegének nevezziik,

103. téiel. Ha a <(h k) szbg a < (b 1) é < (I, k) s20gek
Jsszege s hasonldan a <{{(H', k) a <(F, 1) és <x(I, k) szigek
dsszege, -akkor a (B, D=< (K, ) és < (, ) =< (!, k') egyen-
16ségekbil kovetkezik, hogy < (1, ky =< (#, k). (Ez a tétel a sza-
kaszok egyenlGségére vonatkozé III. 3 axiomdanak felel meg.)

Bizonyitas. Jeloljiik a <x(h, k) és a < (¥, k') szdg sikjat
rendre e-val és o-vel. A < (h, =< (R, I') feltétel folytdn van
a-nak o-re olyan kongruens leképezése, mely & és I-nek rendre
a i és az I félsugarat felelteti meg. Ennél a [eképezésnél a k
félsugdrnak olyan &” félsugar felel meg, mely I-nek ugyanazon az
oldalan fekszik mint &', s melyre < (f, k} = < (¥, k") ; mivel ugyan-
csak <x (I, k) = < (', k), tehdt a 95. tétel szerint < (¥, K)= < (¥, k"),
sigy a 98. tétel szerint k" egybeesik &'-vel, tehdt <t (h, k) =< (%, X).

Ertelmezés. A <(h k) szoget a < (&, k) és a <L (A, k)
szbgek Osszegének nevezzlik, ha van olyan a < (& k) szdg csi-
csdbél kiinduld és a szdg belsejében fekvd { féisugdr, melyre nézve
Ak, D=<x(h, k) €5 <L K=<y, k) ; jeldlése: <k, b=
=<E_(k1s kl) +<I(h29 kQ)‘
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A 103, tételbsl kdzvetlenill adédik a kbvetkezb aliftas :

Ha (b, k) a <(h. k) és <X (hy, k) sz0gek Gsszege, és ha
AWKy a s, k) és < (, ki) szigek Osszege, akkor a
G (R, kY=< (B, k) €5 < (hy, k) =< (s, kg) egyen!ésegekbé’i kf:i-
vetkezik, hogy < (h, k) =< (I, k).

Hasoniéan, mint szakaszok ssszeaddsara nézve, megmutat-
hatjuk, hogy a szdgekre vonatkozéan értelmezett sszeadds kommu-
lativ és asszocialiv mivelel. Tovdbba: ha <x(h, k) a x(h, k) és
(B, k) S20gek Osszege, és <X (', K) a <{h, k1) és < (A3, k)
szOgek Osszege, akkor a <X (hl, k) < <(hy, k) és< (i, k) << (}?2, ks)
vonatkozdsokbol kdvetkezik, hogy < (h, k) < < (7, k).

Ertelmezés. Qlyan szbget, melynek szdrai egymasra merd-
legesek, derékszignek nevezlink.

' A 89. oldalon adott értelmezésbdi kovetkezik, hogy minden
deréksz0g a mellékszigével egyenls, s meglorditva, minden olyan sz0g
derékszdg, mely a mellékszBgével egyenld.

A 93. és a 94. tételbll koveikezik, hogy minden olyan szog,
mely derékszbggel ‘egyents, a’erekszﬁg, s hogy bdrmely két derékszig
egymdssal egyenld.

Ertelmezés. A deréksztgnél kisebb szogeket hegyes-
szbgeknek, a derékszdgnél nagyobb szbgeket fompaszigeknek
nevezziik, ‘

A szbgek nagysigi vonatkozdsanak érielmezésébdl a 39. tétel”
szerint kdvetkezik, hogy fa a < (k; k) sz0g kisebb a < (I, k') szdgnél,
akkor <x (h, kY meilékszige nagyobb < (X', k') mellékszdgénél. Eszerint
bdrmely hegyesszognek a mellékszige tompaszdg, és megforditva.

Ertelmezés Ha < (#, &) derékszog, és ! a szdg csicsdbol
kiindulé és a sz0g belsejében fekvd félsugar, akkor a <((#, 1) és
az < (I, k) hegyesszbgeket egymds pitsz8gének (vagy k:egeszito
‘sz8gének) nevezziik.

Megijegyzés. Szogek egyenldségének fent adott érteimezése
megfelel annak az eljardsnak, mellyel a gyakorlatban szdgek egyen-
16ségét a két szog sikjanak mint merev lapnak egymdsra helyezése
altal allapitjuk meg (szbgmérd). A gyakorlatban s a geometriai
szerkesztésekben szogek egyenléségét szakaszok egyenlfsége alapjan
allapitjuk meg a koveikezd médon : legyenek < (A, k) és (¥, k)
tetszdleges szogek; a A és a k félsugdrra a X (#, k) szog C csi-
csatél egymassal egyenl6 CA és CB szakaszokat, tovabba a ' és
a k' félsugarra a <x (', k') szbg C’ cslicsatol az elbbbiekkel egyenld
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C’'A” és C'B’ szakaszokat mériink fel; a két szdget egymissal
egyenlnek mondjuk, ha az AB és az A’B szakaszok egymassal
egyenldk, A 89, tétel folytan szogek egyenlségének ez az
értelmezése aequivalens a 91. oldalon adott értelmezéssel. —
A Ill. 4 és 5 axioméakra alapozott targyaldsunkban sikidomok
negymdsra helyezése*, ez az FEUKLIDES 4ltal is alkalmazott
eljdrds, mint geometriai médszer jogosultsigot nyert; ennek alkal-
mazasaval a hdromszégek egybevigésigara vonatkozé tételek szinte
kbzvetleniil kbvetkeznek az axiomakbél a szbgek egyenlSségére

vonatkozé érielmezés alapjan, mint a kévetkezd paragrafusban latni
fogjuk, - : -

17. & Hé.roniszﬁgek egybevagésaga, .

Ertelmezés. Az ABC hiromszdg A-nal fekvé szbgén ért-
jitk és*SBAC jellel jelotjik az AB és AC félsugarak altal bezart
szget. — A haromszdg AB és AC oldalairdl azt mondjuk, hogy
a Y BAC sz8g mellett, a BC oldalrél pedig, hogy a tBAC szbggel
szemben fekszik. ' -

Ertelmezés. Az ABC és az AB'C’ hiromszogeket egybe-
vagoknak nevezziik, ha fennillanak a k8vetkezs egyenlfségek ;

_ AB=AB, AC=AC", BC=RC(C’;
SACB=9ACB, 4ABC=<ABC(C, <BAC=<JBAC.
Az értelmezésekbdl a 89. tétel szerint kovetkezik hogy az
ABC és az A’B haromszogek akkor és csak akkor egybevi-
gok, ha van az ABC siknak az A’B'C’ sikra olyan kongruens
leképezése, mely az A,B,C pontoknak rendre az A B,C" ponto-
kat felelteti meg. ’ :

104. tétel. (Hdromszogek elsd egybevdgdsdgi télele ) Ha az
ABC és az A'B'C’ hdromszigekben AB=A'F, AC=A'C’ és
ABAC=< BAC, akkor a két hdromsz6¢ egybevdgo.

Bizonyitds. Sztgek egyenldségének értelmezése szerint
létezik az ABRC sﬂ_cbnak az AB'C" sikra olyan kongruen_s; leképe-
ze’_s;e, melynél az AB és az AC félsugdrnak rendre az A'B és az
A'C’ félsugdr felel meg. Ennél a leképezésnél a B pont képe az AB
féisugdrnak olyan B” pontja, melyre AB=A'B"; feltételiink sze-
szerint AB=A'B, s igy a IIL 1 és 2 axioma szerint B a B
ponttal azonos. Hasonloan adddik, hogy a leképezésnél.a C ponta C”
pontba megy &t. EbbSl kbvetkezik, hogy a két haromszdg egybevago.

T



58 HL, 17. & 105108, tétel.

105. tétel. - (Hdromszdgek mdsodik egybevdgdsdgi tétele)
Ha az ABC és az ABC’ hdromszigekben AB=A'B,
X CAB=<C'A'B és SCBA=gC'BA), akkor a két hdrom-
szig egybevdgd.

Bizonyités. Az AB=A'B" feltételbd] kovetkezik a IIL 4
axioma szerint, hogy az A’'B'C’ sikban az A'B’ egyenesnek azon
az 'oldalan, melyen a C’ pont fekszik, van egy és csak egy olyan
C” pont, melyre ABC=A'B'C”. A 89. tétel szerint van az ABC
siknak az A'B’'C’ sikra olyan kongruens leképezése, melynél az
A,B,C pontok rendre az A',B,C” pontokba mennek at: eszerint
L CAB=< C'A'R s feltételeink szerint SCAB=<C'A'B’; a
95, tételbdl adédlk tehat S C AR = @EC”A’B’ Mivel ezeknek a
szbgeknek AC’ és A'C” szarai a kozos A’ B’ szarnak ugyanazon
az oldaldn fekiisznek, a 98, tétel szerint az A’C’ és az A’ C” félsu-

garak egybeesnek. Ugyanigy adédik, hogy a B ¢’ és a B'C” félsu-
garak egybeesnek, s ebbdl az 1. tétel szerint kOvetkezik, hogy a
C” pont azonos a C’ ponital. Tehat az ABC hiromszog egybe-
vigd az A'B’C’ hiromsziggel.

~ 106. tétel. (Hdromszigek harmadtk egybevdgosdgi téfele.)
Ha az ABC és az A'B'C’ hdromszigekben AB=A'B', BC=85C,
CA=C4A, akkor a két hdromszig egybevdgd.

Mint fent megjegyeztitk, ez a tétel a haromszdgek egybeva-
gbsdgéra vonatkozé értelmezésbdl kozvetleniil kdvetkezik a 89,
tétel alapjén. :

Ertelmezés. Olyan hdaromszoget, melynek két oldala
egyenld, egyenidszdrd  hdromsz8gnek neveziink; az egymassal
egyenld két oldalt a hdromszdg szdrainak, a harmadik oldalt a
hdromszdg alapjdnak nevezziik.

Egyenl3szari hdromszog létezését a kivetkez$ szerkesztéssel
mutatjuk meg. Valamely <x(h,k) szdg szdraira a sz0g C csiicsatdl
egymassal egyenld8 CA és CB szakaszokat mériink fel; ABC
egyenldsziri haromszog. '

107, tétel. Egyenldszdri hdromszégnek az alap mellett
fekvd sz8gei egymdssal egyenik. Az alap kdzéppontjdt a szem-
kiszt fekvd csiccsal OsszekBté egyenes felezi a csdcsndl fekvé szo-
gel és merdleges az alapra. _

" Bizonyitds. Tegylik fe!, hogy az ABC hiromszdgben
AC=BC; fennali tehit az ABC ¢s BAC ponthirmasokra
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az ABC=BAC -egybeviagbsig, s ebbdl .
a 106, tétel szerint kovetkezik LABC=
=FBAC. — Jeldljik az AB alap ki-
zéppontjdt D-vel; az AD=BD és az
AC=BC egyenldségekbdl adddik: ACD =
=BCD; eszerint az A é B pontok
tikorképek a CD egyenesre vonatkozdan;
ebbdl az érfelmezések szerint kovetkezik,
hogy X ACD =< BCD, tehit a CD félsugdr
az <LACB szogfelezbje; tovabbd, hogy
AB merdieges a CD egyenesre (62. abra).

A 107. tételnek kovetkezd- megforditasdt kapjuk a 105. és a
104, tételbd!: '

108. tétel. Az ABC hdromszdg egyenlfszdri, mégpedig
AC=BC, ha az S ABC és a <xBAC szigek egyenldk s ugyan-

O e o i kY e e, 0

A B

62. Abra.

csak, ha oz AB oldal kdzéppontjdi a C csicesal Osszekditd egyenes .

mergleges az AB egyenesre.

Ertelmezés. Legyen q, b, ¢ egy sikban fekvé harom egyenes,
melyek kozitl & és c metszi g-t rendre a B és a C pontban. Az a, b
egyenesek altal meghatdrozott négy szog koziil (c-re nézve) belsének
nevezziik azt a kettdt, melynek egyik
széra a BC félsugér; a mésik kett6t
kiiisének nevezziik. Hasonloan nevez-
ziik (b-re nézve) belsdnek és kiilsGnek
az a és ¢ altal meghatdrozoit szoge-
kett Ha a B-mél &és a C-nél fekvd

N

3\ egy-egy szdg az a egyenesnek ugyan-
c

a

_ )
/

—X azon az oldalan fekszik, s koziiliik
egyik belsd, a masik kiilsd szbg, akkor
ezeket megfeleld szBgeknek nevezziik
63. 4bra. (63. abra). Ha pedig az a egyenesnek
kifldnbszd oldaldn fekiisznek s mind-
kett6 belsd, vagy mindketd killsdé szdg, akkor ezeket belsd, illetve
killsd vdltoszdgeknek nevezzik.
' 109, tétel. Ha a, b, c egy sikban fekvi egyenesek, melyek
kdzill az a egyenest a b és ¢ egyenes rendre a B és a C pont-
ban egyenld megfelels szbgek alaft metszi, akkor a b és a ¢ egye-
nesnek nincs kdz0s ponija.
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Bizonyf{tas. Tegyiik fel, hogy allitdsunkkal ellenkezden
abésac egyenesnek D kozds pontja lenne. A b egyenesen
legyen D’ olyan pont, melynek
elrendezése DBID’, s melyre
CD=BD (64 A&bra). A 104.

',é tétel szerint a BCD és a CBL'

D N haromszogek egybevagdk, mivel

o TN BC=CB, CD=BD é&s feltevé-
B

p Sink szerint <X BCD =< CBD"
(L. 99. és 100. tételt). Ebbdt kovet-

'64. 4bra, kezik, hogya<tCBD ésa <  BCD"

szogek egyenldk; a 99, tétel szerint

< BCIY egyenld a < BCD mellékszdgével ; a 98. tételbsl kivet-

kezik, hogy a chr félsugar s ezért a D’ pont is a CD egyenesen
fekszik, A D &€ a D’ pontok egymdstél killonbdz8k, mivel az a
egyenes Kiildnbdz6 oldalan fekiisznek; a & €s a ¢ egyenesnek eszerint
két kiilnbdzd kdzds pontja volna, D és I, ellentétben az 1. téteilel.

Ertelmezés. Az ABCha-
romszég AB oldaldnak meghosz-
szabbiidsdn felvesziink egy olyan 4’
pontot, melynek elrendezése ABA”;

a X CBA’ szbget a hdromsz0g kiiisé
sz0gének nevezzilk A X CAB és az
< ACB szbgek a haromszognek a 4 TR
X CBA’ killsG szbggel szemben 5. dbra, )
fekvi belsS sz8gei (65, dbra).

110, tétel, Egy hdroms20g killsé sz0ge nagyobb bdrmelyik
szemben fekvi belsd szigénél.

Bizonyitas. A 109. tétel szerint az ABC haromszdgnek
B-nél fekvd kilisd szdge nem lehet egyenld az A-nal fekvd belsd
szogével, mivel az AC és a BC egyenesek metszik egymast a C
pontban, Ha a haromszbgnek B-nél fekvl kiilsé szdge kisebb
volna mint az A-ndl fekvé bels szdge, akkor volna egy clyan
az A pontbdl kiinduld, és a <x CAB belsejében fekvd [ félsugdr,
hogy az AB és 1 féisugarak altal bezart sz0g egyeni a2 < CBA’
kiiisd - szbggel. A 37. tétel szerint I metszi a BC szakaszt; ez
elientmond a 109. téielnek, mivel ! és BC az AB egyenessel
egyenid megfeleld szogeket zirnak be.

C
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A 110. téiel alapjdn bebizonyithaté a haromsztgek maisodik
egybevagbsagi tételének (105. tétel) kivetkez6 kiegészitése :

111. tétel. Ha az ABC és az A'B'C’ hdromszdgekben
AB=A'B, SCAB=<CAB é SACB=<ACE, akkor
a két hdromszdg egybevdgd.

Bizonyitas, Tegyiik fel, hogy élhtésunkkal el[entétben AC

nem egyenld -A’C’-vel; legyen C" az AC féisugdrnak az a pontja,
melyre AC”=A'C". A C"A félsugarnak azon az oldaldn, melyen
a B pont fekszik, van egy és csak egy olyan a C” pontbél kiin-
duld & félsugar, melyre < (k, C”:Z)=@:A’C’B' (98. tétel). A k
félsugaron van egy olyan B” pont, melyre C"B"=C’B’ (Il 2).
Az AC'B és az AC”B” hdromszdgekre alkalmazzuk a hérom-
szdgek elsé egybevigbsagi tételét (104. tétel); ebbSl adédik
hogy a {C’'A'B’ és a 5 C”AB” szdgek egyenldk ; mivel feltevés
szerint SCAB=<xC'A'B, a 95. tételbsl kﬁvetkezak hogy
<X C”"AB” =< CAB. Ennek 2 két sz6gnek kozos szara azAC AC”
félsugér, s ennek ugyanazon az oldaiidn fekiisznek az ABésaz AB”
szarak; a 98. tételbsl adodik, hogy 3z AB_és az AB” szérak
egybeesnek, vagyis hogy a B” pont az AB félsugdron fekszik.
Feltevés szerint AB=A'B'; az AC"B" és A'C’B héromszdgek
egybevagdsdgdbdl pedig kévetkemk AB"=A'F', tehit AB—AB"
s ezért a B” pont azonos B-vel. — A BCC” haromszdgnek C-nél
fekvd bels szoge és C”-nél fekvd kiilsS szdge szerkesztés szerint
(illetve a 99 tétel folytan) egymassal egyenld ; ez ellentmond a 110.
tételnek. Kovetkezik tehat, hogy a C” pont egybeesik C-vel, s igy
AC=A'C’". Ebbdl kovetkezik, hogy ABC és az A’'B'(C’ harom-
szbgek egvbevagdk.
112. tétel. Ha az ABC hdromszbg AC oldala nagyobb az
AB oldaindl, akkor <xtABC nagyobb az
X ACB szignél, és megforditva. (Tehdl a C
hdromszBg nagyobb oldaldval szemben fekvd
szdge nagyobb.) D
Bizonyitds. Legyen D az AC oldal-
nak az a pontja, melyre AD=AB (66-
abra). BDA egyeniBszaru haromszidg; a 107.
tétel szerint ennek a BD alap meliett fekvd
szogei egyenldk : YABD =< ADB. Utéb- A B
bi a BDC haromszbgnek D-nél fekvl . 66. 4bra.
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kiilsG szoge, ez a 110, tétel szerini nagyobb a (-nél fekvd
X BCD=<(BCA belsd szogénél. Mivel a D pont az AC szaka-
szon, tehdt az <x ABC szdg belsejében fekszik, a BD félsugér is
ennek a szbgnek a belsejéhez tartozik, s igy sz értelmezés szerint
JABC><xABD, Ebbll s a fenti SABD=< ADB><ACB
vonatkozdsbol adédik : XABC><xACB. A tétel magaban fogialja
megforditasat.

113. tétel. Bdrmely hdromszdg ker oldaldnak dsszege nagyobb
a harmadik oldairdl.

Bizonyitas. Az ABChdrom-
szbg AB oldaldnak meghosszab-
bitasan felvesziink olyan D pon-
tot, melynek eirendezése BAD, s
melyre AD=—=AC (67. ibra). Mivel
BD=BA+AC, meg kell mutat-
nunk, hogy BD>B(C. A CDA

B C egyenldszarit haromszég <t ACD és

67. abra. X ADC szbgei egyenlSk (107. téfel).

- Az értelmezés szerint: <XBCD>

> ACD; mivel SACD=<ADC=<BDC, tehdt < BCD >

> < BDC. A 112, tételt a BCD hiromszdgre alkalmazva adédik
tehat, hogy BD > BC.

_ Erteimezés. Az AA, .. A, torivonal kerilletén az

A Ay, AA,, ..., A, A, szakaszok Bsszegével egyenl§ szakaszt éritink.

Megjegyzés. A 113. tétel ismételt alkalmazisdval kovet-
kezik, hogy az A;A, ... A, firtvonal keriilele nagyobb az A A,
szakaszndl, vagy azzal egyenid; utdbbi esetben az Ay A,,..., 4,1
pontok az A, A, szakaszon fekiisznek s elrendezésiik A, 4,4;... A,_A,.
Ugyanis az A, A, szakasz kisebb mint az A, A, és A, A, szakaszok
vsszege, vagy azzal egvenld; utébbi esetben az A, pont az AA,
szakaszon fekszik. Az A, A, szakasz kisebb mint az 4,A; és A A,
szakaszok Osszege, vagy azzal egyenld, és igy tovabb. Tehat
AIA L AA ;A S AN AATAA = . AAFAAT
+...+A4LA,.

114, tétel, Ha = egy egyszerﬁ soksz28g és w olyan konvex.
sokszdg, melynek minden pontja m belsejéhez, vagy m-hez tarfozik,
akkor ' keriilete kisebb mint = keritlete, vagy azzal .egyenld;
utébbi esetben m és »' azonosak.
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Bizonyitds, Az el6bbi
megjegyzésbdl kizvetleniil adddik, -
hogy egy egyszerii sokszdg kerii-
lete nagyobb mint konvex burko-
l16janak a keriilete, vagy azzal
egyenld ; feltehetjiik tehat, hogy =
is konvex, Legyen 7’ = AjA;... A,
olyan konvex soksztig, melynek
cstcsai @  konvex sokszig bel-
se]éhez, vagy m-hez tartoznak.
]elbl]hk Ay -gyel az AA (AL, fél-
sugarnak a = sokszdggel vald
metszéspontjat (68, 4bra)., A 113,
tételbdl adédnak a kovetkezd vonatkozasok:

AA + A AA+ A A,
A A AjAy < A2 As+ Aoy,

AA+AA=<AA, +A Al,

a k-adik sorban akkor és csak akkor dll az egyenidség jele, ha
A, az A, ponital egybeesik. A fenti vonatkozdsokbdl bsszeadassal
kapjuk, ha mindkét oldalon elhagyjuk az AjA, tagokat:

Ad+AA+.  FAAZAA AL FAA.

Eszerint a o' = AjAj... A, konvex sokszdg keriilete ~ kisebb
mint az A, A,... A, konvex sokszbg Kkeritlete, ha a két sokszog
nem azonos. Az utébbinak csiicsai a 7 sokszdgon fekiisznek, s ezért
a 113. tétel folytan keriilete kisebb = keriileténél, ha ez a sokszdg
nem azonos #-vel, Ebbdl kovetkezik a fenti tétel allitdsa.

115. tétel. Ha A és B az a egyenes pontjai, és a PA
egyenes merfleges a-ra, akkor ¢ PB e
szakasz nagyobb mint a PA szakasz.

Ha C az a egyenesnek olyan ponija,
melynek elrendezése ABC, akkor a PC
szakasz nagyobb mint a PB szakasz.

Bizonyitas (69. abra). Legyen B’
az a egyenesnek olyan pontja, melynek A B C
elrendezese B’A B A PAB haromszbgnek 6. abra.

EESCRE PR
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A-nal fekvd < PAB' killsd szoge nagyobb a szemben fekv8 <x PBA
belsd sz6gnél (110. tétel). Mivel PA merSleges a-ra, < PAR' =< PAB.
Ebbdl kovetkezik, hogy a PAB hiromszdgben a < PAB szbg
nagyobb a <t PBA sz6gnél, s ezért a 112. tétel szerint PB > PA.

A tétel mésodik Aliitasat kovetkez6képen bizonyitjuk be. Ha C
az AB egyenesen fekszik, s elrendezése A BC, akkor < PBC> < PCB;
ugyanis a 110, tétel szerint X PBC > < PAC > <A PCA=< PCB.
A 112, tétei szerint tehat PC> PB.

Megijegyzés. A 115, tételbs] kozvetlenil .adédik a ko-
vetkezd ;

fla D az ABC hdromszig BC oldaldnak valamely ponija,
akkor az AB és AC oldalak koziil legaldbb az egyik nagyobb az
AD szakaszndl. — Ebbol kovetkezik tovabba, hogy ha D és E két
olyan pont, melyek az ABC hdromszighiz, vagy annak belseféhez
tartoznak, akkor a hdromsz0g valamelyik oldaia nagyobb a DE
- szakaszndl,

Ertelmezés. Az « sikban legyen a egy egyenes és Pegy
az a-hoz nem tartozé pont; jeldljiik A-val a P ponton athalado és
a-ra merbleges egyenesnek a-val kbzos pontjat; az A pontot a
P-b0l az a-ra bocsdtott merbleges talppontjdnak nevezziik. A P
pontnak az a egyenestd! vald tdvolsdgdn értitk a PA szakasat, ;

116. tétel. (Hdromszigek negyedik egybevigdsdgi tétele.)
Ha két hdromsz6gben két-két oldal és a nagyobbikkal szemben
fekvé sz6gek .egyenidk, akkor a ket hdromszbg egybevigo.

Bizonyitds. Legyenek ABC és A’B'C’ az adott harom-
szbgek ; tegyiik fel, hogy '

AB=AB, BC=BC(, SACB=<AC'P.

B8 Tegyiik fel, hogy AC nem egyenld A'C’-
vel, példaul, hogy AC < A’C" Jelsljiik A”-vel
a CA félsugdrnak azt a pontjit, melyre
CA”=C"A’ (70. abra); feltevésiink szerint
a C, A, A” pontok elrendezése CAA”. A 104,
. teteiszerint az A’B'C’ és az A”BC hérom-
¢ A A szOgek egybevagék, s ezért A'B' = A"H;
70. dbra. feltételiink szerint ugyancsak A’B'=AB;
ebbfl A"B=AB. A 107. tételt az AA”B egyenl8szird harom-
szbgre alkaimazva adodik X AA”"B=< A”AB; a 110. tétel szerint
ebbll kivetkezik <t CA”B > <xA”CB, tehat a 112, tétel - szerint
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BC > A"B=AB. Ebbél kbvetkezik, hogy, ha AB>BC, akkor
AC=AC, s igy ABC=4'B'C".

117. tetel. Tegyiik fel, hogy az ABC és az A’'B'C’ hdrom-
szigekben AB=A'R’ és AC=A'C’. Ha < BAC nagyobb mint
IB'AC’, akkor a BC oldal nagyobb mint a B C’ oldal, és
megforditva, _

Bizonyitas. Legyen D olyan pont, mely az AB egyenesnek
ugyanazon az oldalan fekszik minta C pont, s melyre ABD = A'B’'C’
(L. 4). Mivel <BAD=<LBRA'C’ és feliélellink szerint
IBAC <ABAC, tehdt az A-b félsugar a < BAC szdg belse-
jeben fekszik (71. dbra); a 37. tétel szerint az AD félsugér metszi

A

71, abra,

a BC oldalt valamely E pontban. A <CDAC szbgfelezbje metszi
az EC szakaszt egy F pontban. Feltevésiink szerint AD = A'C’ és
AC=A'C’, ebbdl AC==AD. Az AFD és az AFC haromszigekre
alkalmazva a hdromszdgek elsd egybevagdsdgi tételét (104, tétel),
adodik, hogy FD=FC. Mivei F nem fekszik a BD szakaszon,
tehat a 113. tétel értelmében BD < BF+ FD=BF+F(C=RC(,
ezért BD < BC, s a BD=DB'C’ egyenlfségbii: B'C' < BC.

118. tétel. Ha az « sikban fekvé B és B’ pontok egymds
thikdriépei az a egyenesre vonatkozdan, s ha C az e« siknak olyan
pontja, mely az a egyenesnek wgyanazon az oldaldn fekszik mint
a B pont, akkor BC<BC.

Bizonyitas. Jeldljik a B'C szakasznak az a egyenessel
kdzbs pontjst D-vel; a B'D=BD egyeni8ségbol kovetkezik, hogy
B C=RD+DC=BD+DC. Mivel D nem fekszik a BC sza-
kaszon, tehat a 113. tétel szerint BC < BD+ DC; a fentiekbo!
kdvelkezik: BC< B'C.
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Ertelmezés. Az ABC haromszégnek a C csticshoz tartozo
(belsd) szOgfelezbién értjtik az X ACB szogfelezdiét.

119. tétel. Az ABC hdromszignek a C csicsahoz tartozd
szogfelezije metszi az AB oldalt valamely D pontban (37. tétel).
Ha a hdromsz8g AC oldala nagyobb a BC oldalndl, akkor az AD
szakasz nagyobh a BD szakasznil,

Bizonyitds. Legyen A" a CB félsugarnak az a pontja,
melyre CA=CA’; feltevésiink folytan a C, B, A’ pontok elren-

dezése CBA’(72. dbra). A 104. tétel szerint az

c ADC és az A’DC haromszigek egybevagok,

tehat AD=A'D és <t CAD=<CA’D. A110.

tétel szerint az A BC hdromszégnek B-nél fekvé

B <X DBA’ kiils6 sz8ge nagyobb a szemben fekv3

D < CAD belsé szognél ; ebbdl az elébbiek sze-

, rint kovetkezik, hogy <t DBA > < CA' D=

A A — & BA'D. A 112. tétel folytan tehat az A’BD
72. &bra. hiromszég A’D oldala nagyobb a BD oidal-

ndl, s mivel A’ D=AD, tehat AD>BD.

Erteimezés. Ha valamely hdromszognek egyik szbge derek-
szdg, vagy tompaszdg, akkor azt derékszdgd, illetve fompaszdgii
hdromszdgnek nevezzitk. A 110. tétel folytdn derékszodgli, vagy
tompaszdgli hdromszbgnek masik két szdge hegyesszdg. — Ha egy
haromsztgnek mindharom szdge hegyesszdg, akkor azt hegyesszigli
hdromszOgnek nevezziik. '

Ertelmezés. Egy derékszogh haromszdg oldalai kdziil azt,
mely a derékszoggel szemben fekszik, a haromszbg dtfogdjanak,
a masik kett6t a hdromszdg befogdinak nevezziik.

120. tétel. Egy deréksz0gll hdromszbg difogdja nagyobb
mint bdrmelyik -befogdja.

121. tétel. Ha az ABC és az A’B' derékszogu hdrom-
szdgek AB és A'B’ befogoi egyenidk, és a BC befogd nagyobb a
B'C’ befogondl, akkor az els¢ hdromszig dtfogdja nagyobb a mas;k
hdromszdg difogdjdndl; AC> A'C’.

A fenti két tétel kdzvetleniil kdvetkezik a 112, 1ll. a 115. tefelbol.

A héromszogek egybevagdsigara vonatkozé 104., 105, 111,,
116. tételekbdl kozvetlentil kdvetkezik a derékszogll harorrszbgek
egybevagosagara vonatkozd

122, tétel. Két derékszdgidl hdromszig egybevdgo, ha a ki-
vetkezd feltételek kozill valamelyik teljesil :
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1. az egyik hdromszdg befogoi egyenlék a mdsik baromszbg
befogoival ;

2. egy-egy befogijuk s a meliettitk fekvé hegyesszigek egyenick;
3. egy-egy befogdjuk s a szemben fekvd hegyesszdgek egyenidk ;
4. dtfogoik egyenik s egy-egy befogdfuk egyenld ;
5. difogoik egyeniok s egy-egy hegyesszigiik egyenid.
A 119. és a 120. tételb8l adédik a kovetkezb
' 123. tétel. Ha az ABC hdromszignek B-nél fekvé szoge
derékszbg, akkor a hdromsziignek C csdcsdhoz tariozd szdgfelezdje
az AB befogot két olyan AD és BD szakaszra osztfa fel, melyek
koziil a derékszignél fekvd kisebb a mdsikndi: BD < AD.

18, §. Szdgek egyeniGségére vonatkozé axiomdk.

A sikidomok egybevigdsigara vonatkozd tdrgyalasunkban
egyediili alapfogalomként szakaszok egyenlGségét vezettiik be, s
ennek alapjan érteimezifik a szogek egyenldségét. A jelen parag-
rafusban HILBERT eredeti targyaldsdnak megfelelden szakaszok
egyenl8ségén kiviil szdgek egyenlségét is mint alapfogalmat fogjuk
bevezetni s erre vonatkozdan a IIl. 1—3 linedris axiomdkon kiviil
felvessziik a Ill. a, b, c-vel jeldlends kovetkezd axiomdkat.

Ertelmezés. Szdgek kozdtt bizonyos vonatkozasok allanak
fenn, melyeket az ,egyenid® (vagy ,egybevdgd®) széval fejeziink ki.
Erre vonatkoznak a kdvetkezd axiomak.

L, a. Minden < (h,k) sz20p dnmagdval egyeniG: < (h, k)y==<1(h, k)
és < (h, Ky=-<(k, h). — Ha a <(h, k) sz0g egyenié a < (7, k)
szbggel, akkor a <X (W, k') szdg egyenld a <X (h, k) sziggel. — Ha
a <x(h, k) sz0g egyenid a < (I, Ik} sziggel és a X (", k) szdggel,
akkor a <L (f', k") szdg egyenld a < (i", k") szbggel.

II. b. Ha < (h, k) valamely szig, az « sikban egy K fe[-
sugdrnak bdrmelyik oldaldn van egy és csak egy olyan a b kexdd-
pontjdbol kiindulé & félsugdr, melyre < {h, k)=< (1, k).

A IIL a axioma sz8gek egyenl@ségének reflexiv, szimmetrikus
és tranzifiv tulajdonsdgat fejezi ki. A IIL b axiomdra igy fogunk
hivatkozni: egy szdget valamely félsugir barmelyik oldaian egy és
csak egyféleképen mérhetiink le.

Ml c. Ha az ABC és A'B'C’ hdroms20gekre fenndllanak a
kbvetkezd egyenidségek :
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AB=A'B, AC=A4'C, SBAC=<BAC,
akkor : -
IABC=<ABC.
Ebbdl B és C, illeive B’ és C’ felcserélésével kﬁvetkenk hogy
SACB=<A'C'B.
Ha tehdt egy hdromsz0gnek két oldala s az ezek dltal bexdrt
s20g rendre egyvenls egy mdsik hdromszig két oldaldval s az ezek

dltal bezdrt szbggel, akkor az egyik hdromszdg tovdbbi két szdge
is rendre egyenld a mdsik hdromszbg illetd szdgeivel.

Ezt az axiomdt ugy kell tekinteniink, hogy ez létesit kapeso- -

latot a szakaszokra és a szdgekre vonatkozéan bevezeteil egyenldség
Jogalmak kbzott Ezt a szempontot emeli ki a L ¢ axioma kdvet-
kezd megfogalmazasa :

Legyenek <((h, k) és <1 (I, k') egyenié szigek ; ezeknek A és A’
csdesaitol mérjiink rd a h és i szdrakra egyenid AB és A'B sza-
kaszokat, és a k, k' szdrakra egyenls AC és A'C’ szakaszokat.
Akkor a k és CB Jélsugarak dltal bezdrt s28g egyenis a k' és C’B
félsugarak dital bezdrt szggel (73. abra).

Megjegyzés. A IIL a axioméa-
nak azt a részét, mely szogek egyenls-
ségének szimmetrikus és tranzitiv voltara
vonatkozik, fevezetheinbk a tobbi axi-
omabdl; ebben a fevezetésben lényeges
szerepe van a IIl, 1 axiomanak, mely
szakaszok egyenifségének szimmetrikus

h €és tranziliv tulajdonsagat biztositja, és a

73. abra. IIL. ¢ axioménak, mely szakaszok egyen-
10ségének és szdgek egyenl8ségének
az Osszefiggésére vonatkozik. — De ha meg is tarfjuk a Il a

axiomat fent adott alakjiban, s6t a Ill. a és b axiomakhoz hozza-
vennénk még egy a Il 3 axiominak megfeleld axiomat (,egyenld
s2z0gekhez egyenlSket adva az tsszegek is egyenldk“), akkor sem
mellézhetnék a L ¢ axiomat. -

A fenti lIL. a, b, ¢ axiomédkat mint tételeket bebizonyitottuk
a Il 1—5 axiomak alapjan; a Il a axioma megegyezik a 95. és
96. tételekkel; L b a 98. tétellel; M. c a 104, tétel része. A ko-
vetkez8 targyaidsban viszont a III. 4 és 5 axiomikat fogjuk leve-
zetni a I 1,2, 3, a, b, ¢ axiomakbsl, s ezzel megmutatjiuk a
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nevezett két axiomacsoport aequivalanciajat. Kovetkez6 targyalésunk
megegyezik a HILBERT-félével.

(Azokat a 1L 1, 2, 3, a, b, ¢ axiomdk alapjan bebizonyitandé
tételeket, amelyeket. elézbleg a II. 1—-5 axiomak alapjdn mar
bebizonyitottunk, eredeti sorszamukkal és * jellel latjuk el.)

Ertelmezés. Az ABC és A’B'C’ hdromszigeket egybe-
vdgoknak nevezzlik, ha fenndllanak oldataikra és szogeikre nézve
a kavetkezd egyenldségek:

AB=AR, AC=AC', BC=B{
€s SJACB=AC'E, JABC=<AR(C, IBAC=<BAC"
" 104*%tétel Haaz ABCés A'B'C hdromszogekben AB=A'FH,
AC=AC é<ABAC=< B A C’, akkor a két hdromsz0g egybevdgo.

Bizonyitds, A tételnek a szdgek
egyenldségére vonatkozo allitdsai a Il ¢ c’
axiomaban foglaitatnak. Annak igazolasara,
hogy BC=B'C’, jeloljtk C”-vel a BC
félsugarnak azt a pontjat, melyre BC” =
=B'C’ (Il 2) (74. 4bra), Az ABC” és
A’B’'C’ haromszbdgekre fenndlfanak a kijvet-
kez$ egyenldségek: AB=A'B, BC"= A =9
=BC, S ABC"=< ABC. A llL.c 4. dbra.
axiomabo! kovetkezik tehdt: <IBAC" =
=JIBAC; eredeti feltevéseink szerint X BAC=<IBAC';
a Ill. a axiomabdl tehdt kovetkezik, hogy <X BAC”"=<BAC,
Mivel a IIl. b axioma szerint a <t BAC szdget az A-B félsugirnak.
azon az oldalan, melyen a EC féisugér fekszik, egy és csak egy-
féleképen lehet lemérni, kdvetkezik, hogy az AC" és AC félsugarak
azoposak, Ennek a félsugarnak a BC egyenessel valé C met-
széspontja egybeesik tehat C”-vel, s ezért BC=FB'C".

107* tétel. Ha az ABC hdromszigben AC=RBC, akkor
L CAB=<CBA.

Bizonyitas. Az ABC és BAC haromszbgekre fenndllanak
az AC=BC, BC=AC és <t ACB=<BCA egyenifségek, s igy
a Il ¢ axioma alapjdn adédik a S CAB=< CBA egyenldség.

09* tétel. Ha két s28g egyenlé egymdssal, mellékszbgeik is
egyenldk. o '

Bizonyitads. Legyenek < (h, k) és < (&, k) egyenlBk; a A,
iiletve a A" félsugarnak a szbg csicsan til vald meghosszabbitdsat
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{elbljitk i-lel illetve [-vel, saszﬁgek csucsait rendre B-vel, illetve B'-
vel, Vegytink fel a &, k,1 és a I, &, I' téisugarakon rendre olyan
A C D é A, C,IV pontokat,
hogy a kbvetkez6 egyenl8ségek
fennalljanak (75. abra):

BA=PRA, BC=PBC,

BD=PRD. '

.i A 104* téleibdt kovetkezik, hogy

A - B D az ABC és A’B’'C’ hiromszpgek
75, abra, egybevagdk, s igy

_ AC=AC é <IBAC=<BAC.

Mivel tovabbd a III. 3 axioma folytin az AD szakasz egyenid az
A'D’ szakasszal, a 104* tételb6l kivetkezik, hogy a CAD és C'A'Dr
haromszdgek egybevagdk, s ezért:

CD=CD é& QADC=<gADC
A BCD és B'C’Dy haromsziigekre nézve teljesiilnek a IIL. ¢ axioma
feltételei, s ebb8l ktwvetkezik, hogy
X CBD=<C'BD

124. tétel. Legyenek h, k, 1 az O pontbs! kiinduld, és az
« stkban fekvd, ftovdbbd K, K,V az O pontbél kiindulé és az o
Sikban  fekvd olyan félsugarak, hogy h, k és I, k' egyardnt vagy
ugyanazon qz oldaldn, vagy kitlonbb2d oldaldn fekiisznek az 1, illetve
az U félsugdrnak. Ha fenndillonak a

Lk, H=<x (7, 1) & Xk D=<(K, )
egyenloségek, akkor
Ak, =< (7, k).

Bizonyitas. Tegyilk fel, hogy
f1 és k az I félsugirnak ugyanazon az
oldalan, s igy feltételeink szerint ugyan-
csak /' és k" az I félsugdrnak ugyanazon
az oldalan fekiisznek (76. dbra). A masik
esetet erre a 99* tétel alkalmazdsaval
vezetjitk vissza. A 41. tételbdl kovetkezik,
hogy vagy a h féisugér fekszik a < (&, [)
belsejében, vagy a k félsugér fekszik
a < (A, 1) belsejében; vilasszuk a jeld-
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Téseket olyan madon, hogy & a < (k, ) belsejében fekiidjék., —
Felvesziink a &, &, [, I' félsugarakon olyan K, K, L, L' pontokat,
hogy OK=O'K é OL=0'L’ legyen. A 37. tétel szerint a k
félsugdrnak van a KL szakasszal kdzbs pontja: H. Legyen H a i/
félsugdrnak az a pontja, melyre OH=0'H". Az OLH & O'L'H’
haromszogek egybevigdsaga a 104* tételbdl kbvetkezik, s ugyantgy
az OLK és az O'L’K’ haromszdgek egybevagosaga, s igy adddnak
a kovetkezd egyenlfségek : ' '

JOLH=<OLH, SOLK=OLK,
LH=LH, LEK=L'K’,
FLOKL=<g UKL
Mivel a Ill. b axioma szerint az < OLK—=< OLH szbget az «
sikban az _L’-b’ féisugérnak azon az oldaldn, melyen a H" és K’

pontok fekiisznek, egy és csak. egyféleképen lehet lemérni, az
L O LH =< O L'K’ egyenioséghdl (mely a fentiek kﬁvetkezmenye
a lIL a axioma’szerint) adddik, hogy az L'H’ ésaz 'K’ félsugarak
azonosak, vagyis hogy A’ az L'k’ félsugaron fekszik. Az LH—=L"H’
és LK= LK’ egyenlGségekbdl kdvetkezik, hogy az L, H, K pontok
elrendezése megegyezik az L', H', K’ pontok elrendezésével, s igy
a 66, tétel folytin HK=H'K'. Az OK=0K', HK=H'K' és
X OKH =< O K’ H' egyenlbségekbd] a IlI, ¢ axioma szerint adédik
a iétel allitasdban foglalt < KOH =< K'O'H’ egyenldség.

125, tétel. Ha X, Y, Z,, Z, az « sikban fekvé olyan pontok,
hogy Z, és Zy, az XY egyenesnek killonbizd oldaldn vannak, és
Sfenndllanak az XZ, —XZ, és YZ, =Y Z, egyeniéségek, akkor az
S XYZ és < XYZ, sz0gek egyenidk.

Bizonyitds (77. abra). Ha X
és Y koziil egyik sem fekszik a Z,Z, <
egyenesen, akkor az XZ, 7, ésaz YZ,Z,
haromszogekre alkalmazva a 107% tételt
adodnak a kovetkezb egyenldségek:

I X2 Zy=4 X2, Zy

és AVZ, Z,=<q Y27,
Ebbdl a 124, tétel szerint kovetkezik
AXZY=<XZ,Y. — Haaz X,V
pontok koziil valamelyik, példdul X, a Z, Z, egyenesen fekszik, akkor
ugyancsak a 107* tétel szerint ¥ XZ, Y=< XZ,Y. — Ebbd,

Y
71, abra.
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és a feltételezett XZ,=X7,, YZ,=YZ, _egyenldségekbdl kdvet-
kezik a IIL ¢ axioma alapjan, hogy az XZ Y és az XZ,Y hirom-
szogekben az S XYZ, és az < XVZ, szbgek egymdassal egyenlék.

106* tétel. Haaz ABCés A'B'C’ hdromszdgekben AB=—A'R’,
AC=A'C, BC=B'C’, akkor a két hdromszog egybevdgd, tehdt
fenndilanak a kbvetkezd egyenldségek is:

FACB=FAC'B, <LABC=<ABC(C, ABAC=<BAC.
' Bizonyitds. A JIL b axioma

szerint van az A'C’ egyenes mindegyik

oldalan egy-egy olyan az A’ pontbél
B"  kiinduls & és & felsugar melyekre

é((hA’C’) <}£(kA’C’) %X BAC.

Legyen h a két félsugar koziil az, mely
az A’C’ egyenesnek ugyanazon az ol-
dalédn fekszik mint a B’ pont. A I, 2
axioma szerint van f-n és k-n egy-egy
olyan B, és B” pont (78. abra) melyekre
A'B,=A'B"=AB,
A 104* tételt az ABC és az A'B,C’, majd az A’B”C’ hiromsz5-
gekre alkalmazva adédnak a kbvetkezd egyenidségek : .
BC=B,C’" ¢s BC=B"(’;
ezekbdl IIL. 1 szerint kdvetkezik : B,C’'=B"C". Ezekbél és a felté-
teleinkben szerepld egyeniGségekbdl adodnak a kdvetkezdk :
AB =AB,, CB"=C(C’'B,
AB =—=AR, CB"=CH.
A 125, tétel feli€telei teljestilnek tehat, ha abban eldszir X, ¥, Z, ,Z,
helyett C’, A’, B”, B,, masodszor (', A’, B”, B’-t tessziik. Ebbél
kovetkezik, hogy a <t C'A’B” szbg'a <t C"A’B, szoggelis, a S C’'A'B
szbggel is egyenlé ; mivel pedig a IIL b axioma szerint a <t C’'A’B”
sziggel egyenld sziget az AT féisugarnak azon az oldaldn, melyen
a B’ pont fekszik, egy és csak egyféleképen mérhetiink le, ktvetkezik
ebbdl, hogy az A’J‘Eﬂ0 és AB félsugarak azonosak. Mivel pedig
szerkesztés szerint a <t B,A’C’ egyenl8 <t BAC-vel, kovetkezik a
Ill. a axioma szerint, hogy < BAC=<BAC. — Az A, B, C
illetve A, B/, C" szerepének feicserélésével addédnak ebbdl az
SABC=<ABC, és JACB=<A'C'B egyenldségek is.

78, dbra.

és
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-Bebizonyitjuk most a- kbvetkezé tételt, mely a IlI, 4 axlomaval
megegyezik :

Ha ABC valamely hdromszbg, é A, B’ az o sikban fekvé'
pontok, melyekre AB—= A'B', akkor van az « sikban az A'B’ egyenes
bdrmelyik oldaldn egy és csak egy olyan C’ pont, melyre * nézve
fenndilanak az AC=A'C’, BC=B'C’ egyenliségek.

Bizonyitas. A Ill. b axioma szerint van az « sikban az
A’B’ egyenes illei§ oldalan egy és csak egy olyan az A’ pontbél

kiindulé & félsugar, hogy az AB és ¥ félsugarak &ltal bezart
szdg egyenl a <t CAB szoggel. A Il 2 axioma folytdn van a &~
félsugaron egy és csak egy olyan C’ pont, melyre AC=A'C".
A 104* tétel szerint az ABC és A’B’C’ haromszbgek egybevagok;
sigy BC=B'C’". — Legyen C” mdsik olyan pont, melyre AC = A'C"
€s BC=FB'C”", s mely az A’ B’ egyenesnek ugyanazon az oldalin
fekszik mint C'; a fenti egyenldségekbdl a IIL 1 axioma folytan
kovetkezik: A'C’' = A’C”, és B'C’'=B’ C”; mivel tovabbd A’'B'=A'R’,
tehat a haromszogekre vonatkozé harmadik egybevdgésigi tétel
szerint (106* tétel) az A'B'C’ és A’B’C” haromszbgek egybevagék;
sezért C'AB =< C”A'B’; mivel feltevésiink szerint a C’ és. C”
pontok az A'B’ egyenesnek ugyanazon az oldalan fekiisznek, az
utobba egyenloségbd] a ML b axioma szerint kbvetkezik, hogy az
AT és AT féisugarak azonosak. Mivel pedig A’C’ = A’C”, tehat
a C” pont egybeesik a C’ ponttal, :

81* tétel. Ha A, B, C egy egyenesen fekvl pontok, és A, B, C’
olyan poniok, melyekre fermdllanak az AB=A'B, AC=4'C’
BC=B'C" egyenldségek, akkor az A’ B, C pontok is egy egye-
nesen fekiisznek. '

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az A, B, C, pontok eiren-
dezése ABC. Haaz A, B, C’ pontok nem fekiisznek egy egyenesen,
eldbbi tételiink (II. 4 axioma) értelmében van az AB egyenesnek
egyik oldalan egy és csak egy olyan C” pont, melyre A'C'=AC”
€¢s B'C’=BC"; a Il 1 axioma szerint tehdt fennallanak a kovet-
‘Kez egyenlOségek :

AB=AB, AC= AC” BC=BC".

A 107* tételt sorban az ACC” és BCC” haromszﬁgekre alkal-~
mazva adodnak a kovetkezd egyenl8ségek :

JACC"=<AC'C és ¥BCC"=<BC"C.
Mivel pedig, az ABC elrendezés folytdn, <X ACC” =< BCC”,
8
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a IIL a axioma szerint .a fenii .egyenl8ségekbsl k'ﬁvetkemk

FCC"A=<xCC"B; ezért a IIL b axioma szerint a C"Bé&s C7A
félsugarak -azonosak, vagyls az A, B, C” pontok egy egyenesen
fekiisznek, feltevéstinkkel ellentétben.

‘Bebizonyitjuk végiil a kﬁvetkezo tételt, mely a IIL.5 axwméval
megegyezik :

Ha A B, C nem egy egyenesen fekvé pontok, és P az AB
egyenes pontja, fovdbbd A', B, C’, P’ olyan pontok, melyekre Jenn-
dllanak a kbvetkezd egyenldségek :

AB— A'B, AC=AC", BC= B’C’ AP= A’P’ BP=B’P’,
akkor fennal! a CP=C'P egyenléség is,

" . Bizonyitéds. Az el8z8, 81* tétel folytdn az A' B, P" pontok
egy egyenesen fekiisznek, de a C" pont nem fekszik ezen az egye-
nesen. Feltehetjiik hogy az AB egyenesen B és P az A pontnak,
s igy a 67. tétel szerint az AP’ egyenesen B’ és P’ 4z A" pontnak
ugyanazon az oldalin vannak. Az ABC és A’B’'C’ haromszogekre
alkalmazva a harmadik egybevagssagi tételt (106* téiel), adodik, hogy
a JCAB és < C’'A'B szbgek egyenldk. Igy a CAP és C’A'P’
haromszdgekre nézve teljestilnek az elsé egybevigdsagi tétel (104*
tétel) feltételei, s- ebbsl kovetkezik, hogy CP=C’'P".

Tovabbi targyaiésamkban ismét a Ill 1--5 axiomakat vessziik
alapul

19.-8. A sik eltolasai és forgasai.

3 Ertél mezés A siknak. onmagaban valé eltoldsat kbvetkezc’;——
képen értelmézzik. Legyenek A és A’ a sik két tetszﬁ!eges pont]a
Az AA’ egyenesnek AA’ (iranyitotf) szakasszal valo eitolasit a 13, §.
B o . értelmében meghatarozzuk. Legyen
P asik tetszo]eges, nem az AA’ egye-
nesen fekvd pontja; a P pontbdl az
'AA’ egyenesre merlegest bocsatuilk,
ennek talppom;at Q-val jelﬁlluk
jelentse Q' az AA’ egyenesnek azt a
— 5 x >3 pontjat, melyre nézve az A4’ és QQ’
' 79, fbra, iranyitoft- szakaszok egyenlék. A Q'
’ pontban az AA’ egyenesre merSleges
félsugarat- bocsatunk az-'A A’ egyenesnek -dzon az oldaln, melyen
a P pont fekszik, s erre rdmérjitk a QP =QP szakaszt (79. dbra).
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Az ilyen mddon egyértelmiien meghatdrozott P’ pontot rendeljiik
hozza a P ponthoz, mint képpontot. A siknak -a fenti elfirdssal
meghatarozott leképezését a slknak A A" szakasszal vals eltoldsdnak
nevezziik, :

A fent értelmezett AQP és A'Q'P’ der€kszbgh héromszﬁgek
egybevagék a 122 tétel szer:nt ebbdl kivetkezik, hogy AP=A'P’,

tovabbd, hogy az APésaz AP’ félsugarak az A A" egyenessel egyenld
megfeleld szogeket zarnak be. Ha R a sik tetszleges mds pontja,
es R az AA’ szakasszal valé eltolasnal szdrmazé képe, akkor az

AR és az AR’ félsugarak is egyen16 megfeleld szbgeket zarnak be
az AA’ egyenessel; a 124. tétel erte’lmében fehdt X PAR=<X P A'R".
Ebb8l €s az AP=A'P’, AR=A'R’ egyenlGségekbdl kovetkezik
a 104. tétel szerint PR=P’'R’. Ezzel beblzonyltottuk a kovetkezd
tételt :

A siknak AA' szakasszal valé elioldsa a siknak dnmagdra
vald kongruens leképezése.

Ha B jelenti az AA’ egyenes tetszileges pontjat, s B’ ennek
az AA’ szakasszal val§ eltoldsndl szérmazé képét, akkor nyilvana
siknak AA"'és BB szakasszal val6 eltoldsai azonosak. De ha ¢
nem az AA’ egyeneshez tartoz6 pont, és C’ ennek az AA’ szakasz-
szal val6 eltoldsnal szdrmaz6 képe, akkor a siknak az A4’ és a CC’
szakasszal vaié eltolasai dltaldban kiildnbdz6k (hacsak nem tesszitk
fel a parhuzamossdg axiomajat; I, 1V. fejezet). Az AA’ egyenest
az AA’ szakasszal valé elfolds alapvonaldnak nezezziik,

Ha A, A" és A” egy a egyenes hirom pontja, akkor a sik
A4’ és A’A” szakaszokkal vald eltoldsainak szorzata a siknak AA”
szakasszal valé elfoldsa. Méds széval: a siknak azok az eitolasai,
melyeknek alapvonala az a egyenes, csoportot aikoinak ; ez a ¢soport
az egyenes e]tolasalra vonatkozd 78. tétel folytan kommuiat:v

Ha B egy olyan pont, mely nem ftartozik az @ egyeneshez,
akkor a B poninak az ¢ alapvonalra vonatkozé barmely eltoldsnal
olyan B képpont felel meg, hogy B-nek és B'-nek az ¢ alap-
vonaltol valo tavolsdgai egyenl6k. Viszont, ha B és B’ két olyan
pont, melyek az a egyenesnek ugyanazon az.oldaldn s g-tél egyen!s
tavolsagban vannak, van egy és csak egy olyan az g alapvonalra
vonatkozé eltolas, melynél B a B'-be megy 4t; bocsdssunk ugyanis
:B-bél €s B'-bJl merdlegeseketaz q egyenesre; ezek talppontjdit jeldljisk
A és A’-vel; a siknak AA’ szakasszal val6 eltolasdnal B képe a B’ ponf.
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Ertelmezés, Az a egyenes aequidistans vonaldn értjiik
azoknak a pontoknak az Ysszességét, melyek egy az a-n atfektetett
« sikban az g egyenes egyik. oldaldn fekiisznek, s melyeknek az
a-t6l valé tdvolsigai egymassal egyenldk. Az « siknak minden
pontjan az a egyenesnek ‘egy és csak egy aequidistans vonaia megy
at. Az a egyenest az illeté aequidistans vonal alapvonaldnak nevezziik,

Fenti eredményeinket 6sszefoglalivk a kdvetkezd tételben :

126. 1étel. A siknak azok az elfoldsai, melyeknek alapvonala
€gy a egyenes, kommutativ csoporfot alkotnak. Bdrmely pontnak,
mely nem fekszik az a alapvonalon, a csoport. leképezéseinél szdr-
maz6 képel egyiitt az a egyenesnek egy aequidistans vonaldt alkotjdk.
A kbvetkezdkben a siknak O pontja kériil vai6 forgdsait fogjuk
targyalni, s ebbdl a célbél az O ponthoz fartozd sugarsor ciklikus
rendezése (8. §) alapjan érteimezni fogjuk a sugdrsor ciklikus
irdnyitdsdt, vagy az O pont koril vald forgdsi irdnyt, hasonidan,
mint az egyenesen vald linedris rendezés alapjan értelmeztiik az
egyenes iranyitasat (13. §.).

Ertelmezés. Az O ponthoz és az « sikhoz tartozd sugdrsor
ciklikus irdnyitdsdn olyan elGirast értiink, mely az O pontbél kiin-

d

e

80. abra, 81, dbra.

dul és az e sikban fekvé barmely harom q, b, ¢ félsugirhoz ezeknek
valamely permuticiéjit rendeli hozzd; az abc permutdcié Alta
meghatarozott iranyitdst (abc)-vel jeldljiik Ertelmezés szerint meg-
egyezinek tekintjitk az (abc), (bca), (cad) ciklikus iranyitisokat,
‘melyeket az els6b6l az elemek ciklikus felcserélésével nyertink;
egymassal ellenkezonek tekintjiik az (abc) és (cba) irdnyitasokat
(80. &bra). — A ciklikus irdnyitdsnak a ciklikus rendezéssel va]é
kapcsolatara vonatkozdan a kovetkezt tessziik fel:
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Ha a, b, ¢, d az O pontbol kiindild, az o sikban fekvé fél-
sugarak, melyeknek ciklikus elrendezése (abéd), akkor az (abcy és
(bed) ciklikus irdnyitdsok egymdssal megegyezbk (81. 4bra).

Az el&bbi értelmezés. alapjan kbvetkezik a ciklikus rendezésre
vonatkozo 40. tételbdl, hogy ha a, b, ¢, &, ¥, ¢’ hat tetszbleges az
O ponibdl kiindulé, az « sikban fekvé félsugar, akkoraz g, b, ¢ félsu-
garak barmelyik ciklikus irdnyitdsinak megielel az &, ¥, ¢ félsugarak
egy meghatérozott ciklikus irdnyitasa. Jeldljitk ugyanis az adott hat
félsugarat p,, . .., pe-tal, olyan médon, hogy ciklikus elrendezésiik
(P .. ps) legyen. Jelentsék i j, k az aq, b, c-nek megteleld
indexeket nagysdg szerinti sorrendben: i< j<k s hasonléan
V< j<k aze, ', c-hdz tartozd indexeketl. Az érielmezéshdl kivet-
kezik, hogy egymassali megegyezdk a (p,p;p.) és a (D, py pu) - Cik-
likus irdnyitdsok, s ezek koziil az egyik meghatirozza a masikat,

Az értelmezésekbdl kovetkezik, b
hogy ha a és o’ egy egyenesnek az O
pont aital meghatarozott két kiildnboz6
félsugara, és &, ¢ az O ponthoz tartoz6
sugdrsor tovabbi két eleme, melyek az
a, @’ egyenes kiildnboz6 oldalan fekiisz-
nek, akkor (abc) és (a'bc) egy-
massal ellenkezd ciklikus irdnyitasok ¢
(82. abra). 82. 4bra.

"Erteimezés. Ha <(h k) és <x(&, k) két olyan szdg,
melyeknek csiicsa az O pont, és [ illetve / az O pontb6l kiindulé .
s rendre a < (k, k), illetve <z (#, k')
k' belsejében haladd félsugarak, akkor
a < {h k) és <X (I, k') szigeket meg-
(" egyezd vagy ellenkezd elbjeliinek
nevezziik aszerint, hogy a (hik) és
h h  (WIE) ciklikus irdnyitdsok megegye-
z8k, vagy ellenkez6k (83. abra); ez
az érteimezés fiiggetlen az I és F
félsugarak megvalasztisatdl.-A <x(h, k) és < (k, h) szbgek az adott
értelmezés szerint ellenkezd elGjeliiek. )

Ertelmezés, Egyenes-sz0gtn olyan szdget értlink, melynek
két szdra egy egyenesnek két kiilonbdz6 félsugara. Nulla-sz8gtn
olyan szbget értfink, melynek két szara egybeesik, vagyis egy és
ugyanaz a félsugér. Ertelmezés szerint birmely két egyenes-szdget

83. 4bra.
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(és barmely két. nulla-szbget) egymdssal egyenlOnek €s megegyezd
eiGjelitnek fekintiink. (A sz8g fogalmanak ez a kiterjesztése egysze-
riisiti kbvetkezd targyaldsainkat.) :

A fenti értelmezések szerint a 98. tétel értelmében minden
& (h K) szoghz s énnek a sziignek O csticsdbol kiinduld F félsugdr-
hoz tartozik egy és csak egy olyan az O ponthdl kiinduld ¥ félsugdr;
hogy a < (h, k) é < (I, k) szogek egymdssal egyenlok €s meg—»
egyezl elfjeidiek.

Ennek alapjdn kbtvetkezdképen értelmeziink forgasokat az
O pontbél kiinduld és az « sikban fekvl félsugarak Osszességére.

Ertelmezés. Legyenek k és #'.az O pontbdl kiindul6 és
az « sikban fekvé félsugarak. Az O ponthoz fartozd sugarsor
tetszGleges k félsugardhoz hozzérendeljiik azt a &’ féisugarat, melyre
nézve a < (h, /) €s < (k, k) szogek egyenlbk, és megegyezd elbjeliek.
A 124, tételbdl kovetkezik, hogy a <x(h k) és <t (I, k) szbgek
egyenlGk, és megegyezd eldjeliiek. A sugérsorra ilyen médon értel-
mezett leképezést <t (h, /') szdggel valo forgdsnak nevezziik. Ha
X (h, ) egyenes-szvg, akkor a leképezést félforgdsnak nevezziik.
— Az O pont kbritl valé forgdsok — a félforgdst és a nullasztggel
valé forgast, vagyis az azonossdgot is beleértve — kommuativ
csoportot alkotnak.

Az O pont kériil valé forgasokat fent mint az O ponthoz
tartozé sugdrsor ‘dnmagéra valo leképezéseit értelmeztilk. Kozvet-
lentil kiterjeszthet§ ez az értélmezés olyanképen, hogy az O pont
kfjrtil valo forgasok a sik pontjaira vonatkozé leképezések legyenek.
Rendeljiik hozza a & félsugdron fekvé tet-
szbleges- P ponthoz azt a P’ pontof, mely
k-nak az adott forgdsnal szdrmazdé & képén
fekszik, s amelynek az O ponttél valé tavol-
saga egyenld az OP tivolsaggal; az O pont
képe maga az O poni. — Ha P és Q két
tetszleges pont, P’ és Q valamely az O
pont kdriil valé forgasnal szarmazd képeik,
_ akkor fennéllanak az OP=0P’, 0Q=0¢

84. ébrat_a é¢s IPOQ=<IP'OQ egyenldségek, s
ezekbdl a haromszogek elsé egybevagosagi

tétele (104. tétel) szerint kovetkezik, hogy a PQ és P'Q’ szaka-
szok egyeni8k (84. abra). Eszerint a siknak az O pont koriil valé
forgdsai a siknak Snmagdra vald kongruens leképezésel, — Jegyezziik
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meg, hogy az O pont korlll valé félforgds.minden az O ponton
athalad6-egyenesen megegyezik ennek az egyenesnek az O pontra
vonatkozd tlikrozésével. _

Erteimezés. A siknak azok a pontjai, melyeknek egy o
ponttof valo tivolsdgai egymissal egyeniGk, kdrt alkotnak; O a
kir kizéppontja, A siknak minden az O-t6l Kiildiibdz6 pontjén’
atmegy egy €s csak egy olyan kor, melynek kdzéppontja-O. '

Fenti targyalasunk eredményét a kovetkezd tételben foglaljuk
dssze : ' ' :

127. tétel. A siknak egy O pontja kbril valé forgdsai
kommutativ csoportot alkotnak. Bdrmely az O-1dl kiilinbézé pontnak
a csoport leképezéseinél szdrmazdé képei egyiift egy kirt alkoinak,
melyrek O a kibzéppontja.

20. §. A sik irdnyitasa.

Az el6z0 paragrafus értelmezései szerint a sik valamely O
pontjabdl kiindulé hdrom félsugdr bérmely ciklikus sorrendje meg-
hatarozza az O ponthoz tartozd sugdrsor egyik ciklikus irdnyitdsat,
vagyis az O pont kbriil vald egyik forgdsi irdnyt. A sugarsor két
ciklikus iranyitisanak megfelel az O pont koriil két forgdsi irany,
melyeket egymdssal eilenkezbnek, s kdziiisk egyiket pozifivnak, a
mdsikat negativnak nevezzilk. ' )

Ertelmezés. Két kiilonbdzé6 O és ¢ ponthoz rendelt
forgam iranyok megegyezq vagy ellenkezo voltdra vonatkonk a
kivetkezd értelmezés, ]elﬁl;uk b-vel az OO és b-vel az OO féi-
félsugarat ; legyenek tovabba q, ¢ és
@, ¢ az O, illetve az O pontbdl kiin- c o’
dulé olyan féisugarak hogy a és @
az OO egyenesnek egyik, a cés ¢
félsugarak a masik oldelan fekiisz- .
nek. Az O ponthoz tartoz6 (abe) © b b o
és az (' ponthoz fartozé (¢'d’a)
forgési irAnyokat megegyezd irdnyok-
nak nevezziik (85. abra). A 40. tétel- a a’
bdl kdyetkezik, hogy ez az értel- ' 85 abra,
mezés fliggetlen az ¢, ¢, &, ¢’ fél- S
sugarak specidlis megvalasztasatol. Az ¥ pont kﬁrm valo két forgésx
irdny koztl azt nevezziik pozitivnak, mely az O pont koriil ‘meg-
adott pozitiv forgési irAnnyal megegyezd az eldbbi €értelmezés:szerint.
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- Ha O,, 05, O; a stknak hdrom fetszbleges * pontja, s ha az
Oi-hez és Ophiz, valamint az Oy hoz és O,hor rendelf pozitiv
Jorgdsi irdnyok megegyezbk, akkor az Orhez és 03-!102 larfozd
pozitiv forgdsi irdnyok is megegyezdk.

Ha az 0,,"0,, O, pontok egy egyenesen fekiisznek, éllitasunk
kozvetlentil kovetkezik a megegyezd irdnyok - fenti érieimezésébdi
(86. dbra). — Ha O,, 0,, O, nem egy egyenesen fekvs pontok,
jelentse A; a siknak olyan pontjat, mely az 0,0, egyenesnek masik

VAR Al

86. abra.

oldalén fekszik, mmt az O, pont [(i, j, k) jelenti sorban az ( 1,2, 3),
(2,3,1)és(3,1,2) permutac16kat] (87. 4bra). Az O Og, O O, o, ) Ay
félsugaraknak (O+Og, O Qs, o.. 1\ Ag)  ciklikus  irdnyitasat jeldljiik
[0:1(0,0, 4,)] jellel. Legyen az O,-
hez rendelt forgdsi irany példaul
[0:(0,0,A5)]; ez az egy pont
koriil valo forgasi irdnyok meg-
egyezésére adott érielmezés sze-
rint megegyez6 az [0,(4,0,0,)]
iranyitassal. Utébbi a fenti ér-
telmezés szerint az O, ponthoz
rendelt [(,(0,; 0, 4;)] iranyitassal,
és igy az [0,(4,0,0))] irdnyi-
- téssal is megegyez8. Az utébbi az
értelmezés szerint megegyez§ az
Ogponthozrendelt[0,(0,0,4,)]. és
az ezzel megegyezd [0,(4,0,0,)]
irdnyitassal. Ez az ut6bbi irdnyitds 'az értelmezés szerint valoban
megegyezé az O, ponthoz eredetileg rendelt [0,(0,0,4,)] iranyi-
tassal. Ezzel bebizonyitottuk fenti allitdsunkat, melyet a kbvetkezd
téteiben mondunk ki: : - =

As
87. 4bra,
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128. tétel. A sik minden ponijdhoz megadhatd egy forgdsi
irdny olyan médon, hogy bdrmely két ponthoz rendelt forgdsi irdnyok
megegyezbk ; a siknak ezt a fulajdonsdgdt dgy fejezziik ki, hogy :
a stk irdnyithatd. A stk irdnyitdsdt valamely pontidhoz rendelt egyik
Jorgdsi irdny egyértelmilen meghaldrozza; az illetd ponthoz tartozo
két forgdsi irdnynak a stk két irdnyiidsa felel meg, melyeket egy-
mdssal ellenkezdnek, kozillok egyiket a sik pozitiv, a mdsikat a sik
negativ irdnyitdsdnak nevezziik.

A sik irdayitdsdt egy hdromsz0g cstcsainak ciklikus sorrendje
meghatdrozza a kbvetkezs értelemben. Legyen P az O, 0, O; harom-
szdg belsejében fekvd poni. A csi-
csok (0,0,0;) ciklikus sorrendjében
megfeleitetjiik a P pontra vonatkozé
[P(0,0,0;)] forgasi irdnyt (88. abra).
A sik minden pontjahoz hozzarendeljiik
azt a forgési irdnyt, mely a P pont
koriii ~megadott [P(0,0,0,)] forgdsi
irannyal megegyezd. A 128. tétel értel-
meében bdrmely két ponthoz rendelt
forgasi irdnyok megegyezék. Azt kell
még megmutatnunk, hogy a siknak ilyen . . 88. dbra.
moédon értelmezett irdnyitdsa fliggetlen
a P pont megvalasztasatél, vagyis, ha P’ az 0,0,0, héromszﬁg
belsejének tetszbleges mas pontja, akkor a [P(0,0,0;)] és a

O,

89, ibra, ! 90, ébra.
[P'(0,0,0,)] forgasi “iranyok megegyezdk. Nyilvdnvalé ez abban
az esetben,. midén a PP egyenes 4thalad a haromszdg vaiamely
csucsan (89. ébra). Eilenkez$ esetben pedig jelentse Q az OlPes
OSP’ félsugarak metszéspontjat (90. é4bra); a [P(0,0,0;)] és
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[Q(0.0,03)), valamint a [P'(0,0,0;)] és [Q(0,0,0,)] iranyok meg-
egyezésébdl . kovetkezik a 128. tétel szerint, hogy a [P(O:0,0,))
€s a [P'(0,0,0;)] iranyok is megegyez6k. Ezzel fenti allltasunkat
bebizonyitottuk.
- Az értelmezésekbdl kovetkezik, hogy ha O OQO3 é O, 020
két olyan hdromszog, melyeknek Oy, O} csiiesai a kozos 0,0, oldalon
difektetett egyenesnek killdnbdzd oldaldn fekiisznek, akkor a hdrom-
sz0gek csiesainak (0,0,0,) és (0.0,0) ciklikus sorrendje a siknak
ugyanazt az irdnyildsdt hatdrozza meg (91, bra). '
- Ertelmezés. Tekintstik a siknak egy dnmagiara valdé kon:
gruens leképezését. Legyen O a sik valamely pontja, és (¥ ennek a leké-
‘pezésnél szdrmazé képe.
Az O -pontb6! kiinduié
hirom killénbdzs o, b, ¢
félsugdrnak a leképezésnél
harom kiilénbtzd az &
. pontbél kiindulé &, &, ¢
- félsugdr felel meg (88. té-
tel). Azt mondjuk, hogy a
leképezés megtartia vagy
- 8. 4bra. " megforditia a stk irdnyf-
tdsdf, aszerint, hogy az O

pontra vonatkozé {abe) és az O pontra vonatkozo @by forgasi

irdnyok megegyez8k, vagy ellenkez8k.

Az értelmezés igazoldsara jegyezzilk meg, hogy a 102. tétel
szerint a sik kongruens leképezése megtarija a sugirsor ciklikus
rendezését s ezért a leképezés fent értelmezett tulajdonsaga fiiggetlen
a O pontbél kiindulé g, b, ¢ félsugarak valasztisiiél. Legyen Q a
siknak O-tél killsnbdzd pontja, és Q' ennek az adott leképezésnél
szarmazo képe. Felvesziink a sikon két olyan A és B pontot, melyek
az OQ egyenes kiilonbbz3 oldalan fekiisznek ; ezeknek az adott leké-
pezésnél szdrmazd A', B’ képei az O Q' egyenes kiilonbozd oldalan
fekiisznek a 88. tétel szerint. Tegyiik fel, hogy az [O(AQB)] és
az [ (A" Q' B))] forgasi irdinyok megegyezdk ; az ¢rtelmezés szerint
ugyancsak megegyezdk az [O(AQB)] és a [Q(BOA)], valamint az
[ QB és a [Q(B'O’'A?)] iranyok; ebbdl a. 128, tétel &rtel-
mében kdvetkezik, hogy a [Q(BOA)] és'a [Q(B O'A’)] forgési
1ranyok is- megegyezék Eredményﬁnket a k&vetkezé tételbeﬁ
mondjuk ki: - ;
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129. téiel. A siknak dnmagdra vald kongruens leképezése
barmely pont korill valo egyik forgdsi irdnynak a képpont koril
valo egyik forgdsi irdnyt felelteti meg, Ha ez a két irdny valamely
pontra vonatkozéan megegyeézd, akkor ugyanez érvényes minden mds
pontra vonatkozéan is; ebben az esetben azt mondjuk, hogy a leképezés
megtartja, ellenkezd esetben azi, hogy megfordiija a sik irdnyitdsdt.

Megijegyzés. A fenti meggondolasbdl adédik az az ered-
mény is, hogy az « siknak az « sikra valé kongruens leképezése
az « sik megadoft irdnyitdsdnak az o s:k egyik meghatdrozott
irdnyftdsdt felelfeti meg.

Legyenek S és T a siknak ®Onmagara valé kongruens leké-
pezései; ha ezek mindketten megtartjak, vagy mindkeiten megfor-
ditjak a sik irdnyitasat, akkor az ST leképezés megtartja a sik
irdnyitisadt. Ha S és T kozitl egyik megtartja, a masik megforditja
a sik iranyitasat, akkor az ST .lecképezés megforditia a sik irdnyi-
tasat. EbbSi kovetkezik. hogy a siknak dnmagdra vald, az irdnyitdst
megtario kongruens leképezései csoporfot alkoinak.

A siknak dnmagdban vald elfoldsai és forgdsai megtartjdk, a
stk tikrozései megforditidk a sik irdnyifdsdt. A siknak az @ alap-
vonalra vonatkozé eltoldsa az a egyenest megmaradé irdnyitdssal
bnmagaba, s az & egyenes dltal meghatdrozoti két félsik koziil
mindegyiket 6nmagaba viszi 4t. Ebbdi kovetkezik, hogy a sik
eltolasa a sik irdnyitasat megtartja. — A . forgdsok értelmezése
szerint az O pont korill vald barmely forgdsnal az O ponthoz
tarfoz6 sugdrsor ciklikus irdnyitdsa, s ezért a sik irdnyitdsa is
valtozatian marad. — A siknak az a tengelyre vonatkozd tilkrg~
zésénél az g egyenes megmaradé iranyitdssal Onmagaba megy at
{(mivel minden egyes pontja dnmagdnak felel meg), s az a tengely
altal meghatarozott két féisik egymasba megy at; ebbdl kﬁvetkemk
hogy a {liikrdzés a sik irdnyitasat megfordn]a :

21. §. A sik mozgasai.

Ertelmezés. Asiknak 6nmagara valé olyan kongruens leké-
pezését, mely a sik irdnyitasdt megtartja, a sik mozgdsdnak nevezziik,
130. tétel. A sik mozgdsai csoportot alkotnak. ‘
Ugyanis a sik dnmagara val6,"az irdnyitdst megtart6 két leké-
pezésének.a szorzata szmtén megtart;a a sik 1rény1!asét mint fent
megjegyeztiik. : '
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Ertelmezés. Valamely leképezés Jixponijan olyan pontot
ériiink, mely a leképezésnél 8nmaganak felel meg.

Példaul a siknak az O pont k&rill valé forgisénal O fixpont ;
a siknak az a tengelyre vonatkoz6 tiikrozésénél az a tengely minden
pontja fixpont; a sik eltolasanak nincsen fixpontija.

Ertelmezés Két leképezést az A pontban megegyezinek
neveziink, ha az A pontnak az egyik és a masik leképezésnél
szarmazd képei egybeesnek.

A fenti értelmezések alapjan a 89. tételbdl adddik a kdveikezd :

Ha a sik valamely dnmagdra valé kongruens leképezésének
hdrom nem egy egyenesen fekvd fixpontia van, akkor a Iekepezes
az qzonossdg.

Ha a siknak kéf kongruens leképezése egymdssal megegyezd
hdrom olyan pontban, melyek nem fekiisznek egy egyenesen, akkor
a két leképezés egymdssal azonos, vagyis a sik minden pontjdban
is megegyezd.

A 90. tételt kovetkezdképen fogalmazhatjuk meg:

Ha a sik dnmagdra valo kongruens leképezésének fixponijai
A és B, akkor a leképezés vagy az azonossdg, vagy az AB egye-
nesre vonatkozo titkrozés, aszerint, hogy a leképezés megiarija, vagy
megfordifja a sik iranyfltdsdt.

Ebb8! kdzvetleniil kdvetkezik :

131. tétel. Ha a siknak két dnmagdra vald kongruens leké-
pezése egymdssal megegvezd két pontban, s mindkettd megtartja,
vagy mindketld megfordiija a sik irdnyitdsdt, akkor a két leképezés
egymdssal azonos.

A fentiek alapjan bebizonyitjuk a kovelkezd tételeket.

132. tétel. Ha a sik dnmagdra vals kongruens leképezésének
Jixpontja az O pont, akkor a leképezés a siknak az O pont kiriil
vald forgdsa, vagy valamely az O ponton dthaladd egyenesre vonai-
kozo tiikrozése, aszerint, hogy a leképezés megtartia, vagy megfor-
dfffa a sik irdnyitdsdt,

Bizonyitas. Ha P a siknak egy az O-t6l kiilonbozé pontja,
és P’ ennek az adott leképezésnél szarmazo képe, akkor az OP=0F’
egyenidség folytdn van a siknak az O pont koriil olyan forgésa,
mely P-t P'-be viszi at; ugyancsak van a siknak olyan tiikrozése,
melynel P a P-be megy at, s ennek a tilkrozésnek a tengelye
athalad az O ponfon, Az adott leképezés az O és a P pontban
megegyez8 az O pont kdriil X POP’ szbggel vald forgdssal és a

e
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P, P’ pontok kdzépvonaldra vonatkozd tikrozéssel, A 131. tétel
szerint tehat az adoft leképezés ezek .- koziil az egyikkel azonos.

133, tétel. A stknak bdrmely olyan Snmagdra valo kongruens
leképezése, mely involuforius (vagyis amelynek a négyzete az azo-
nossag), a stknak félforgdsa, vagy tikrizése, aszerint, hogy meg-
tartia, vagy megforditia a sik irdnyitdsdt.

Bizonyitds. A leképezésnek van legaldbb egy fixpontja;
legyen ugyanis P a sik egy pontja, P’ ennek a képe, s tegyiik fel,
hogy P és P’ killonbdzbk. Mivel a leképezés involutorius, a P’ pont
képe a P pont, s ezért a PP’ szakasz a P'P szakaszba, s ennek
O kbzéppontja Bnmagaba megy at. A 132. tételbdl kovetkezik tehat,
hogy az adott leképezés az O pont korlil vald forgds, mégpedig
félforgas, vagy egy az O ponton athalad6 egyenesre (a PP’ pontpér
kozépvonaldra) vonatkozo tlikrdzés.

- 134, tétel. A stknak minden 3nmagdra valé kongruens leké=
pezése eldodilithatd vagy mint a sik egy forgdsdnak és egy elfoldsdnak,
vagy mint a sik egy tikrizésének és egy eltoldsdnak a szorzata.

Bizonyitads. Legyen A a sik tetszdleges pontja és A" ennek
a képe. Az adott leképezésnek és a sik A’A szakasszal vald elio~
lasdnak szorzata a siknak dnmagira valé kongruens leképezése,
melynél A fixpont. A 132. tétel szerint ez az utobbi leképezés vagy
egy forgas, vagy egy tlikrbzés; ezt a siknak az A A’ szakasszal vald
eltolasdval szorozva visszakapjuk az eredetileg adott leképezést.

135. tétel. A sik bdrmely mozgdsdt elédliithatjuk kél forgds
szorzataként. ' :

Bizonyitas. A sik azonos leképezése a sik barmely pontja
koriil valé féiforgdsanak a négyzete. Ha az adott mozgas nem
az azonossag, legyen A a sikpak olyan pontja, mely kép-
pontjatél, A-t6l, kiilsnbdz8. A sik adott mozgdsdnak és az AA”
szakasz C kbzépponija koriil valé félforgdsnak a szorzata olyarn
mozgas, melynéi A onmagaba megy at; a 132. tétel szerintez egy
forgds az A pont koriil. Ezt az A pont koriil val6 forgast a C pont
koriil vald félforgassal szorozva visszakapjuk az eredeti mozgast.

136. t&tel. A stk bdrmely mozgdsdt elddilithatjuk két titkrizés
szorzataként.

Bizonyitas. A sik azonos leképezése a sik barmely egye-
nesére vonatkozd titkrozésének a négyzete. Ha az adott inozgéds
nem az azonossidg, legyen A’ a sik tetszbleges pontja, mely az
adott mozgédsnal szdrmazé A” képétSl kiilonbdz6 ; jelbljik A-val az



126 I, 21—22. §.

A’ inverz képét (vagyis azt a pontot, melynek az adott leképezésnél
az A’ pont felel meg). Az A, A" pontok kbzépvonalat jeldljiik c-vel.
- Tegyiik fel, hogy az A és A” pontok killonbdzék, s jeldljik az
X AA'A” szoglelezjét a-val (92. ab-

L
Ar.. ra). A c-re vonatkozé tiikrbzésnél az
A és A’ pontok, az a-ra vonatkozé
\ titkrdzésnél pedig az A és A” pontok
N . " egymassal felcserélddnek, tehat a két
@ \iikrozésnek. a nevezett sorrendben
J”/’//c valé szorzatindl az A pont A’-be, A’
) pedig A”-be megy at; ez a szorzat
\ a siknak olyan mozgdsa, mely az A
S és A’ pontokban az adott mozgéssal

92, abra.

megegyezik; ebbdl a 131. tétel szerint
kbveikezik, hogy a két mozgds egyméssal azonos, s igy az adott
mozgds a c-re és az a-ra vonatkoz6 tikrdzések szorzata, — A fenti
meggondolasbd) nyilvanvald, hogy a kéf tikrizés kozill az egyiket
agy vdlaszthatjuk meg, hogy annak a tengelye a tetszblegesen felvett
A’ ponfon haladjon df. — Fent kizdrtuk azt az esetet, hogy A és A”
egybeesnek ; ebben az esetben a mozgds az AA’ szakasz O kozép-
pontja korlil vald félforgds (a 133. tétel bizonyitdsa szerint), s
eldallithatd két tetszbleges az O ponton athaladd és egymésra merGa
leges egyenesre vonatkozd titkrdzések szorzatakeént. .

22, §. Sikbeli egyenes-seregek. -

Ertelmezés. Az o sikban fekvé a és b egyenesek Aés B
- pontjait homolog (vagy megfeleld) pontoknak nevezzﬁk ha az a és b
egyenesek. az AB egyenessel annak i
ugyanazon .az oldalan egyenlé belsd
szgeket zarnak be (93. 4bra). ‘
. 'Ha az a és b egyeneseknek wvan
egy O kdzis pontja, akkor az @ egye-
nes tetszGleges A pontjdnzk a b egye-
nesnek ket az A-val homolog pontja,
B, és B,, felel meg, melyekre nézve -~ A
fenndll az . OA=— OB, = OB, egyen- 93. &bra.
16ség ; az O, By, B, pontoknak a & egyenesen vald elrendezése
B,OB, (1. 107. és 108, téielt).
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© Ha az a és b egyeneseknek nincs kizbs pontia, akkor az a
egyenes tetszdleges A ponijdnak a b egyenesen legfeljebb egy olyan
B pont felel -meg, mely A-val homolog. — Tegyiik fel ugyanis,
hogy A és B az a és b egyenesek homolog pontjai, s legyen B*
a b egyenesnek tefszbleges a B-tdl Kkiilonbozd pont]a jelﬁljﬁk
A és B'-vel a és b egy-egy olyan
pontjdt, melyek az AB egyenesnek a¥
ugyanazon az oldalan feklisznek mint /
B¥, tovibbi B’ elrendezése legyen
BB*B’ (94. abra). Az ABB* harom<
sz0gnek B*-nal fekvé <X B'B*A kiils6
szoge a 110. tétel szerint nagyobb a 3
S B BA szognél. Masrészt az < A'AB '
szdg nagyobb az < A’AB* s20gnél; o4, abra
ugyanis, mert az a €s.b egyenescknek
nincs kdzds pontja, a B* és B pontok az a—AA’ egyenesnek, s
feltevésiink folytan a B* és A’ pontok az AB egyenesnek ugyan-
azon az oldalin vannak ; eszerint a B* pont, tehit az AB* félsugar
is az <L A’AB szbg belsejében fekszik. Feltevés szerintaz L A’AB
és X B'BA szbgek egyenldk, s igy a fenti vonatkozdsokbél kbvet-
kezik, hogy az <t A’AB* sz8g kisebb a < B'B*A szignél; ezért
az A és B* pontok nem homiolog pontok az a és b egyeneseken.

Ha a stk valamely tikrozése az a és b egyeneseket felcseréll,
akkor ezeknek az egyeneseknek homolog pontjai egymdsnak felelnek
meg. Ha A és'B az a és b egyenesek: homolog pontjai, akkor a '
stknak az A és B pontokat felcseréld tukrﬁze’se az a és b egjve-
neseket egymdsba viszi df,

Ezek az allitdsok az értelmezésekbdl kozvetleniil kovetkeznek,

Ha A és B az a és b egyenesek homolog ponijai, tovibbd
A’ és B ezeknek az AB egyenes ugyanazon az oldoldn fekvs olyan
ponijai, melyekre AA'=BB', akkor A’ és B' is homolog pontjai
a-nak és b-nek. Ugvanis az A, B pontok kdzépvonaldra vonatkozé
titkrozésnél A" és B’ egymasnak felelnek meg.

Ertelmezés Az ¢ sikban fekvé a és b egyenesek kozep—-
vonaldn. olyan az e sikban fekvd c egyenest értiink, amelyre vonat-
kozé titkrozés az a és b _egyeneseket felcseréii.

Két egymdst metszé egyenes kbzépvonalal a .két egyenes dital
bezdrt szigek felezdi. ,
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137. tétel. Egy sikban fekvé és egymdst nem mets2d a és b
egyeneseknek egy és csak egy kivzépvonala van. :
Bizonyitds. (HJELMSLEV szerint). A & egyenes valamely

B . pontjdbdi bocsdssunk merdlegest a-ra, s ennek a talppontjat
jeldljik A-val. Ha a & egyenes mer6leges az AB egyenesre, akkor
A ¢s B az a és b egyenesek homolog pontjai s ezért a
siknak az A, B pontpar kdzépvonalira .vonatkozé tilkrozése
az a €s b egyeneseket egymdsba viszi 4. — Ha & nem mers-
leges az AB egyenesre, jeldijitk e-vel az AB-re a B pontban
emelt merflegest (95. 4bra). A b, ¢ egyenesek altal bezart ké
csucssz8g-par koziil az -egyiknek

\\§ E . belsejéhez tartozik az AB egyenes;

‘a masik csticsszdg-par szoglelez6~
jét jeldljiik f-fel. Az AB szakasz
D kozéppontjabdl merdlegest bo-
csdtunk f-re, s ennek a talppontjat
jeloljiik F-fel. Mivel az F és D
pontokat a b, e egyenesek elva-
lasztjdk egymastdl, az FD sza-

- kasznak van a b, e egyenesek kziil
legalabb egyikkel kozds pontja.

05. 4bra, Ha azonban az FD szakasznak az. _

e egyenessel lenne egy E kodzds
pontja, akkor a DFB hiromszdg F-nél fekvd kiilsé szige derékszog,.
és a vele szemben fekvs <t FBD belsé szoge az <XEBD derék-
sz6gnél nagyobb lenne, ellentétben a 110. tételiel. Ebbédl kdvet-
kezik, hogy az FD szakasznak a b egyenessel van kozds pontja,
jeldljitk ezt B'-vel. Az f-re vonatkozd tiikrozésnél a DF egyenes.
dnmagdba, a b és e egyenesek egymdsba mennek 4t ; igy a B’ pont
atmegy az e egyenesnek a DF egyenessel kozos pontjaba ; jeloljiik
ezt E-vel. Legyen A’ az a egyenesnek az a pontja, melyre AA’ = BE,
s mely az AB egyenesnek masik oldalan fekszik mint az E pont.
A DAA és DBE derékszogli haromszdgek egybevigdsagabol
kovetkezik, hogy az A’ pont a DE egyenesen fekszik, s hogy a
DA A és QDEB szbgek egyenldék. A BFE és BFB’ derék-

sz0gli hdromszogek egybevagdsigabol kovetkezik, hogy a < BED"

és <X BB'F szbgek is egyenlSk; ennek az utébbinak a cslicsszoge

tehdt egyenld a <{ DA’A szoggel. Ezért a b és az a egyenesek az.
A’L’ egyenessel annak ugyanazon az oldaldn. egyenld bels8 szi--

wish.
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geket zarnak be, s igy A’ és B’ az @ és b egyenesek homolog
pontjai. Az A'B’ szakaszt merflegesen felez ¢ egyenes amnak a
tikrdzésnek a tengelye, mely az a és b egyeneseket egymasba
viszi 4t; més széval ¢ az @ és b egyenesek kbzépvonala,

Mint el6bb bebizonyitottuk, két egymést nem meiszé a és b
egyenesen a homolog pontok megielelkezése egyérteimii; mivel a
siknak olyan tiikrzése, mely az o és b egyenest egymassal felcseréli,
ezeknek homolog pontjait felelteti meg egymasnak, a 131. tételbdl
kovetkezik, hogy az egymdst nem metsz8 a és & egyeneseknek
legfeliebb egy kdzépvonala van.

" Ertelmezés. Egyenes-seregen az « sikban fekvd egyenesek
olyan Osszességét értjiik, melyre a kdvetkezd feltételek teljesiilnek :

I. a sfknak minden pontjan atmegy a seregnek legalabb egy
egyenese ;

2. a sereg egyenesein a homolog pontok vonatkozdsa franzitiv ;
vagyis ha ¢, b, ¢ a sereg harom tetsz8leges egyenese, és A, Baz a, b
egyeneseknek, tovabba A, C az a, ¢ egyeneseknek homolog pontjai,
akkor B és C a b és ¢ egyeneseknek homolog pontjai.

Ha a sereg két egyenesének van kézds pontja: O, akkor a
sereg az O ponfon dthalads és az « sikban fekvl egyenesek 0sszes-
sége. Ha ugyanis a, b, ¢ az O ponton athaladd egyenesek s ezeken
A, B az g, b-nek, tovabbd A, C az g, c-nek homolog pontjai, akkor
QA=0B és OA=O0C, tehat OB=0C s e¢zért Bés Cabésc
egyeneseknek homolog pontjai. — Viszont ha a és b két az O ponton
atmend egyenes, tovdbba ¢ olyan egyenes, hogy a, b, ¢-n a homolog
pontok vonatkozasa tranzitiv, akkor O-nak mint az ¢ és mint.a &
egyenes pontjanak a ¢ egyenesnek ugyanaz az ( pontja felel meg,

mint vele homolog; ha O kiilonbdzd volna O-16], akkor az OO félsu-
garral ennek ugyanazon az oldaldn a és b egyenld sz0geket zarnanak
be, ellentétben a 98. tétellel. ' '

Ebb8l kdvetkezik, hogy ha egy egyenes-sereg kéf egyenesének
nincs kOzos pontia, akkor a stk minden ponijdn a seregnek egy és
csak egy egyenese halad df. '

Kovetkezd targyalasunk célja annak bebizonyitasa, hogy a stk
két tetszdleges egyenese meghatdroz egy egyenes-sereget, amelyhez a -
két adott egyenes ftarfozik. llyen egyenes-sereg meghatarozasara
szolgdl a HJELMSLEV-t6] szdrmazé kovetkezd eljards.

Legyenek a és & az a sikban fekvS, egymast nem metsz§

egvenesek. Jelentse S, a siknak az a egyenesre vonatkozd tiikrd-
9



130 I, 22. §.

z€sét; hasonldan S, stb. Az S, és S, tlikrozések S,S, szorzata a
siknak az a leképezése, melyet ligy kapunk, hogy el6bb az S,,
s ezt kovetden az S, tiikrdzést alkalmazzuk.

) Jeldljiik P-vel a siknak vala-

_ 9P -mely pontjat, P’-vel és P7-vel

' ennek az S,S,, illetve az S,S,

leképezésnél szarmazd képeit (96.
abra):

: P’ =S§.5,(FP), P’"=8,S.(P).
, 3 - Mint ksanyen belathaté,a P,P’, P”
_ \ pontok egymastél kiionbozék. Ha
S . b eldszor P=P, vagyis P=S,S,(P),
T s msss 8 akkor S,(P)=S,(P), s igy a P
Ll a és S,(P) pontokat felcserélnék.az
M S, és S, tiikrdzések; ha S,(P)
L kiildnbdzb P-t6l, akkor a 91, tétel
folytdn koveikezik ebbdl, hogy
az ¢ s b egyenesek azonosak
egymadssal, feltevésiinkkel ellen-
tétben ; ha pedig S, (P) egybe-
Spn C esik P-vel, akkor ez az a és &
96. 4bra. egyenesek koz8s pontja lenne,
szintén ellentétben feltevésiink-
kel. — Ha mdsodszor P'=P”, vagyis S,S,(P)=_§,S,(P), akkor
8,S,(P)y=FP; eszerint az S,S, leképezés a P és P’ pontokat
egymasba, s ezétt a PP’ szakasz O kdzéppontjat Snmagaba viszi
at, vagyis S,S5, (0O)=0; el6bbi megjegyzésiink szerint ez ellen-
tétben van feltevéseinkkel.
Jelstjiik c-vel a P és P” pontok kozépvonalat. A ¢ egyenes
dtmegy a P ponton; ugyanis az S, S, kongruens leképezésnél a P és P’
pontok képei rendre a P” és a P pont:

5,8, (F)=P", SI,SG(P’)=P
ebbdl kovetkezik, hogy
PP =PP"
s ezért a P’, P” pontok kdzépvonala dtmegy a P ponton (. péi-

daul a 118, téteh).
Legyen Q a ¢ egyenes tetszoieaes a P-t6l kiilénbdz0 pontja,
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s jeldljiik ennek az S.S, és S,S, Ieképezeseknél szdrmazd képeit
rendre Q’-vel és Q’ -vel:

—5.5(Q, Q=S5 @Q;
mint fent adédlk a kbvetkezﬁ egyenldség :

| QQ=0Q-
A fenti vonatkozdsokbdl levezethetjiik a kovetkezOket :

- P=§S8.(P)=S8.55.(P")=5,3,5,5,5.(P)
Q' =85.(Q = S5.5,5.(Q) =85,3.8.8,5.(Q),

tehdt az S, 5,8, 5,8, kongruens leképezésnél a P és ¢ pontok rendre
a P és Q" pontokba mennek 4t s ezért
' PQ=PQ"

Az elébbi egyenldségekbsl kovetkezik, hogy PQQ=PQY"
vagyis, hogy a c=PQ egyenes a @ és Q" pontok kézépvonala.

Ha a P pontot az a (vagy a b) egyenesen vesszuk fel, a fenti
szerkesztés az a (illetve 2 ) egyenest adja.

A fenti szerkesztéssel hozzirendeltiink az g, b egyenesekhez,
és a sik tetszdleges P pontjdhoz egy és csak egy a P ponion
athaladd ¢ egyenest, olyan médon, hogy a ¢ egyenes tetszOleges
Q pontjdhoz hozzirendelt egyenes c-vel azonos. A ¢ egyenesr6l
azt mondjuk, hogy az (e, b) sereghez tartozik.

Megjegyzés. Haaz a és b egyeneseknek nincs kozds pontja,
és ha c jelenti az (a, b) sereg valamely egyenesét, akkor az a, b, ¢
egyenesek kiziil valamelyik a sikban elvdlasztia egymdstol a mdsik
kettét. Nyilvanvalo ez abban az esetben, ha a felvett P pontot,
melyen at a ¢ egyenest szerkesztettiik, az a, b egyenesek koziil
vaiame]yik a masiktol elvalasztja. Ellenkez§ - esetben pedig a

=S,5,(P) és a P”"==8,S,(P) pontokat a P ponttSi rendre a b
és az q egyenesek elvdlaszijak, mint a 12. tétel alapjan konnyen -
beldthaté, A P’P” szakasznak van az g, b, ¢ egyenesekkel rendre
egy-egy A, B, C kozds pontja, s ezeknek elrendezése P'BCAP”.
A PC=c egyenesnek killsnbdz6 oldalin fekiisznek a c¢-t nem

metsz0 a €s b egyenesek (L. a 96. 4brat). ; z

Ha a ¢ egyenes az {a, b) sereghez ftartozik, akkor az S SbS

leképezés négyzefe az azonossdg; jelben :

(5.85:8.p=1.
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‘Ugyanis, ha P €s Q a ¢ egyenes két tetszdleges ponfja:
Pr=8,(P)=8.55.(P), Q' =38(Q)=35.55.(Q

& P"=38,5,(P)=38,5,S.(P), Q'=383.(Q)=35.5S8.(Q)-

tehat az §,5,8, és S, S5, leképezések, melyek mindketten meg-

forditjak a sik iranyitdsat, megegyez8k a P és Q pontokban s ezért
a 131, tétel szerint a két leképezés egymdssal azonos:

8.8:8,=35.5:5,3
ebbl, tekinteitel az §?— S}=S§!=1 vcnatkozasokra, kovetkezik :
(SaSaSe)g‘_— 1.
Ha viszont ¢ olyan egyenes, melyre fenndll az (S,5,S,)=1
vonatkozds, akkor ¢ az (a, b) sereghez tarfozik. -Legyen ugyanis

P a c egyenes valamely pontja, s jelokjik ennek az 5.5, és §,85,
leképezésekné) szdrmazé képeit rendre P’ és P"-vel, akkor

P == §,8,(P)=S,5,8.(P)=8§,8,3.(P)=S.(FP'),

vagyis P’ és P” egymés tukﬁrképel ¢-re vonatkozdan.
Az (S,5,S,)* =1 vonatkozds szzmmetrrkas a, b, ¢-re; példaul :

(8,5, 8. =8.(8,58. S, = Si=1.

Ebbél kdvetkezik, hogy ha ¢ az (@, b) sereghez tartozik, akkor b
az {a, ¢) sereghez a pedig a (b, ¢} sereghez tartozik.

Az 8,8,S, involutorius leképezés megforditja a sik irdnyitasat,
ez a 133. tétel szerint a sfknak valamely d egyenesre vonatkozo
titkedzése, vagyis:. . .. .. N
. - S.8,8. =S84
a d egvenes ugyancsak az (a, b) sereghez tartozik; ugyanis

8,8.8,=8,;8.5,5.8.= $:5:8,= S., s gy (S, S.5)F=1

Ha a ¢ és d egyenesek kbzill mindegyik az (a, b) sereghez
tartozik, akkor d a (b, ¢) sereghez tarfozik. (Feltessziik, hogy
a, b, ¢, d egymastol kiilonbdz0k.) Auitdsunk igazolasara felvesziink
a a’ egyenesen valamely P pontot, s ebbdl képezziik a kdvetkezoket :

=3,85,(P), P"=3S§,S,(P)
Q’ 8§84P), Q' =S8.5(P).
Mint lattuk, fennall a PP’=PP” és hasonléan a PQ =P
egyenldség. A fenti vonatkozdsokbol adédnak a kbvetkezdk :
P'=38,8,(P)=8.5,5.5(Q)
Q' =8,8,(P)=S8.55.5(FP"); -




A sereget két egyenese meghatarozza, 133:

mivel ¢ az (a b) sereghez tartozik, tehat §,S,S5,=S, S.,,S,,. s gy
Q' =38,5S.5 (P
A siknak §,S,S,S, mozgasénal a @ és P” pontok képei rendre
a P’ és Q” pontok, s igy
Q PH — Q”P’.
Hasonldan :

P7=8,5,(P)=5.5,5,5.(Q)=S5.5.(Q)

Q' =S8,8,(P)=2_§,S,S.5,(P)=S8,8.5,S;,(P)y=S.S,(P), -
s ebbdl - PrQr=rqg.

Az el6bbi szakasz-egyeniGségekbdl kovetkezik a

PP PQ=PP"PQ

egybevagdsag. — Ha P, P/, P” nem feklisznek egy egyenesen, akkor
mivel P a d egyenesen fekszik, P’ és P” pedig egymas tiikorképei
a d egyenesre vonatkozoan, a fenti egybevigdsdgbol a 89. tétel
alapjan kovetkezik, hogy a ¢’ és Q" pontok ugyancsak egymas
tiikorképei a d egyenesre vonatkozdan, tehat d a (b, ¢) sereghez
tartozik. -Ebben az esetben tehat az (g, b) sereget két tetszbleges
¢ és d egyenese egyértelmiien meghatarozza vagyis az (a, b) sereg
azonos a (¢, d) sereggel.

Ha P, P’, P” egy e egyenesen feklisznek, akkor e merfleges
d-re. Azt ailitjuk, hogy e merSleges a-ra és b-re is ; jeldljiik ugyanis
e-nek S,-nal szarmazd képét e-vel; mivel ¢ az S,8, leképezésnél
dnmagdba megy 4at, tehat, ha ¢ kiilonboz8 e-t8l, akkor az e és ¢
egyenesek felcserélédnek egymdssal az §, és az §, ilikrozések
koziil mindegyiknéi; a 137. tétel szerint ez csak tgy volna lehet-
séges, ha e és ¢ metszik egymast, és o, b az ¢, ¢ altal bezirt
szogek felez6i; ez ellentmond annak a feltételiinknek, hogy a-nak
és b-nek nincs kozos pontja. Kdvetkezik tehaf, hogy e=¢, vagyis
hogy e merdleges a-ra és b-re.

Ha az a és b egyeneseknek kizis merdlegese e, akkor az (a, b)
sereg az e-re merdleges egyenesek Osszessége, mint az (a, b) sereg
szerkesztésére megadott el6irasb6l nyilvanvald. Ebben az esetben
is érvényes tehdt fenti allitdsunk, hogy ha ¢ és d az (a, b) sereg
két tetszGleges egyenese, akkor d a (b, ¢) sereghez tartozik ; ebbél
kivetkezik, hogy az {a, b) sereget két tetszﬁleges egyenese egy-
érteimlten meghatdrozza, :
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-1 A fenti tArgyaldsok eredményét a kivetkezdben foglaljuk dssze:
A sik két tetszbleges egymdst nem melszd a €5 b egyeneséhez
hozzarendelttink a fentick. szerint egy, egyenes-seregei, ugyhogy a
sik minden pontjin a serégnek egy és csak egy egyenese megy at.
Ezt a sereget barmely két hozzdtartozO egyenes egyéricimiien
meghatarozza. : ,
Tekintettel a 129. oldalon adott értelmezésre, 1gazolnunk kell

: még azt, hogy a fenti mddon

N— " meghatdrozott egyenes-seregen a
\ -+ homolog pontok vonatkozdsa
- ¢ tranzitiv, Jegyezzilk meg, hogy a

HHHHHH Rty sereg két a és b egyenesével egyiitt
by, eseknek ¢ kbzdpvonala is a sereg-
: --=C'" hez tartozik, mint az (a, b) sereg
e a szerkesztésébd! nyilvanvald. Ha

i .  tehatq, b, ¢ a sereg harom tetszé-
M . leges egyenese, és @, b, ¢ jelenti
. ) rendre a (3, ¢), (¢, @), {a b) egye-

97. dbra. nespar kdzépvonalat (97. abra)
akkor fennall az

(S Sy Sy =1 _

vonatkozas ; ebbdl a fentieck szerint kovetkezik, hogy S Su Sy a
sereg valamely egyenesére vonatkoz6 tiikr0zés; mivel ennél az o '
egyenes drnmagaba megy at, tehat

88, Sy =3S.-

Mint a 127. oldalon meg]egyeztﬁk az a, b egyenesek kﬁzepvonalara
vonatkozo tiikrézés a és b homolog pontjait felelteti meg egymasnak.
Az §,8,, 8, =38, vonatkozasbdl kovetkezik, hogy a sereg egyene-
sein a homolog pontok megfeleikezése tranzitiv.

Ezzel bebizonyitoituk a kovetkezd tételt:

138, tétel. A sik kéf tetszbleges egymdstol kiilénbézd-egyenese
meghaldroz egy egyenes-sereget. Ezt a-seregel két tetszlleges. egy-.
mdstol kiilonbdzd egyenese meghatdrozza. Ha a sereg két egye-
nesének van egy O kdzds pontia, akkor a sereg az O ponton dtha-
ladd egyenesek sszessége. Ha a sereg két egyenesének van kozis
merblegese : e, akkor a sereg az e egyenesre merbleges egyenesek
Osszessége. — Az a, b, ¢ egyenesek akkor és csak akkor fartoznak
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egy egyenes-sereghez, ha a siknak rdjuk vonatkozo tikrbzései kbzbtt
Jenndll az (S,8,S,=1 vonatkozds. Az (§,5;S,)?=1 vonatkozas
a 132. tétel szerint fenndll, ha a sik irdnyitdsat megfordité S, SBS
leképezésnek van fixpontja,

Megjegyzés. A fenti meggondoldsbSl adédik, hogy Aa
A, B, C oz a, b, ¢ egyeneseknek pdronkint homolog pontjai (vagyis
ha A, B az a, b-nek, B, C a b, c-nek és A, C az g, ¢-nek homolog
pontjai), akkor az a, b, ¢ egyenesek egy sereghez tarfoznak..

Ertelmezés. Egy egyenes-sereg epiciklusan értjiik valamely
A ponttal a sereg egyenesein homolog pontok Osszességét. A sik
minden pontjan athalad az egyenes-seregnek egy és csak egy
epiciklusa. Ha a sereg két egyenesének nincs k8z8s pontja, a sereget
és az epiciklust nyiffnak nevezziik, (Ezt az elnevezést indokolja a
131. oldalon levé Megjegyzés)

Ha a sereg két egyenesének van kozds pontja: O, akkor az
epicikiusok azok a kdrdk, melyeknek kbzéppontja O. Ha a sereg
két egyenesének van kozds merdlegese: ¢, akkor az epiciklusok az e
egyenes eés ennek aequidistans vonalai. (Lasd a homolog pontok
aitaldnos tulajdonsagaira vonatkozo megjegyzéseinket a 126—127,
oldalon.)

A Kir ponfjainak ciklikus rendezését kbvetkez8képen értel-
mezzlik: legyen 4, B, C, D az 0 kézepponﬂa] biré kornek négy

tetsz5leges ponl]a ha az OA OB, 0C, OD fé]sugarak ciklikus

elrendezése (OA, OB, OC', OD), akkor erre a négy pontra az
(ABCD) ciklikus elrendezést irjuk els. A Kor ciklikus -irdnyitdsdt
harom tetszdleges pentidnak adott ciklikus sorrendje meghatarozza.
Az O pont kortl valé forgdsok barmely az O kdzépponital birdé
kor pontjainak ciklikus irdnyitasat megtartjdk (1. 102. tételt). '

Nyllt epiciklus pontjainak linedris rendezését a kovetkezdképen
értelmezziik, Legyen A, B, C az epiciklus harom fetszdleges pontja,
s jeloljiik a, &, c-vel az adott egyenes-seregnek ezeken a pontokon
athalad6 egyeneseit. Ha a & egyenes ‘a sikban elvilasztja egymastél
az a és ¢ egyeneseket (L. a 131. oldalon levé Megjegyzést), akkor
az epiciklus pontjaira az ABC linedris rendezést irjuk el§; ez az
elrendezés a 12. tétel folytdn eleget tesz a I 1, 2, a, b axiomdk
nak. Az epiciklus irdnyitdsdt két pontjanak sorrendje meghatarozza.

139, tétel. A sik bdrmely kongruens leképezése egy egyenes-
sereghez fartozd egyeneseket szintén egy sereghez tarfozo egyenesekbe,
s az egyiknek epiciklusaif a mdsiknak epiciklusaiba viszi dt.
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"Bizonyitds. Ha a és b két egyenes, és A, B ezeknek
homolog pontjai, akkor az @, b egyeneseknek az adott kongruens
leképezésnél szarmazd o, & képein az A, B képpontjai A’ és B,
szintén homolog pontok. Ha tehat a, b, ¢ egy sereghez tartozd harom
tetszGleges egyenes, és A, B, C ezeknek pdronkint homolog, azaz
egy epiciklushoz tartozé pontjai, akkor az a, b, ¢ egyeneseknek az
adott leképezésnél szarmazd o, b, ¢ képein az A, B, C poniok
képei, A, B, C’, szintén paronkint homotlogok, s igy az @', ¥, ¢
egyenesek egy sereghez tartoznak, az 4", B/, C’ pontok pedig ennek
a seregnek egy epiciklusan fekiisznek.

Ebb8l az eredményiinkbdl kovetkezik, hogy ha a siknak
dnmagdra vald kongruens leképezésénél egy sereg két kiildnbdzd
egyenese ugyanennek a seregnek két egyenesébe megy df, akkor a
sereg az adott leképezésnél vnmagdba megy dt.

A siknak egy egyenes-sereg bdrmely egyenesére vonatkozd
titkrozése a sereget Onmagdba s annak mindegyik epiciklusdt
dnmagdba viszi df. Ha ugyanis a b egyenes az S, titkrbzésnél a &
egyenesbe megy at, akkor a sik irdnyftasat megfordité S.S,S, leké-
pezésnél a & egyenes minden ponija fixpont; eszerint

8,8,8,=38,, 8,5.85,=3S8.. (5,8,8,)2=1;
az uidbbibdl kovetkezik, hogy & az (a, b) sereghez tartozik.

Ha a sik énmagdra vald kongruens leképezésénél valamely sereg
a egyenese ennek a seregnek o' egyenesébe, fovdbbd a-nak A, B
poitjai rendre o'-nek velitk homolog A’, B’ pontjaiba mennek df,
akkor a sereg az adoft leképezésnél Onmagdba megy df s annak
minden epiciklusa dnmagdnak felel meg.

Ha ugyanis @ és a’-nek van egy O kozds pontja, akkor az
A, B, O és az-A’, B, O pontok elrendezése megegyezik (75. tétel);
jelsljitk c-vel az @, @' egyenesek dltal bezdrt szdgekriek azt a szog-
felezGjét, melyre vonatkozdan A és A, s ugyancsak B €s B’ egymds
tiikorképei. Ha pedig a és ¢-nek nincs kdzds pontja, jeldljiik c-vel
az a,a’ egyenesek kdzépvonalat. Mivel az S, és az §,S, leképe-
zéseknél a sereg dnmagaba megy at, s ezek a lekepezések az A
€s B pontokban megegyeznek az adott leképezéssel, a 131. tételbdl
kovetkezik, hogy az adoit leképezés azonos vagy S,-vel, vagy
S,S,-vel, aszerint, hogy megforditja, vagy megtartja a sik irdnyi-
tasat. Mint fent megjegyeztiik, az S, €s az S, tiikrozéseknél, s igy
ezek S,S, szorzatindl is a sereg Onmagaba s annak minden
epiciklusa dnmagdba megy at.
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Ebbdl a meggondoldsbé! kiadddott a kovetkez eredmény is:

Ha a és o valamely nyilt sereg két egyenese, akkor van a siknak
egy és csak egy olyan mozgdsa, mely a sereget dnmagdba, az a
egyenest o’-be viszi df, és a sereg epicikiusait vdlfozatlanul hagyja.
Ez a mozgds elddllithatd mint a sereg két eoyenesere vonatkozo
tikrozések szorzata.

Ertelmezés. Egy nyif sereg dnmagdban valo elfoldsin a
siknak olyan mozgésat értjiik, mely a sereget o6nmagiba s annak
minden epiciklusat nmagaba viszi at.

A sereg dnmagaban vald elfoldsanal a sereg barmely epi-
ciklusdnak linedris irdnyitdsa valtozatlan marad (I 88. téteit).

140, tétel. Egy nyilt egyenes-sereg dnmagdban vald eltoldsai
kommutativ csoporfot alkotnak. A csoport linedris, azaz elemeire
megadhaté a 11, 1,2, a, b axiomdknak eleget fevd linedris rendezés
olyan modon, hogy a csoport bdrmely elemével vald szorzdsndl a
csoport elemeinek linedris elrendezése és irdnyildsa vilfozatlan marad,

Bizonyitds. EISbbi eredményeink értelmében az adott
sereg barmely Snmagaban val6 eltolasat elGallithatjuk a sereg két
egyenesére vonatkozé tiikrdzések szorzataként. Emlékeztetiink arra,
hogy ha @ b, ¢ a sereg hdarom tetszleges egyenese, akkor

S,5,8,=8,5,5,=S,
a sereg valamely e egyenesére vonatkozd tiikrdzés. Ha tehat
T=3S,S, és T'=3S,S,; a seregnek két dnmagaban valé eltoldsa,

akkor TT'=S,§,5.8;=35,S, szintén a seregnek 6nmagéban valé
eltolasa, tovabba

' = S‘,SbS‘.Sd= Sa S;,San == SchScS,5= T.Jr T.

A csoport elemeinek linedris rendezését a kiivetkezé elbirdssal
adjuk meg. Legyen ¢ az adott sereg valamely epiciklusa, ezen
felvesziink tetsz8leges E pontot s megfeleltetjiik neki az azonossagot.
Az ¢ epiciklus barmely A pontjdhoz tartozik a seregnek egy és
csak egy olyan dnmagaban valé 7, eltolisa, mely E-t A-ba viszi
it, Ha A, B, C az ¢ epiciklus harom tetszéleges pontja, melyeknek
elrendezése A, B, C, és T,, T3,.T, a megielel§ eltolasok, akkor
ezekre a T, T, T, linedris elrendezést irjuk eld. A csoport barmely
eltolasdndl az epiciklus pontjainak linedris rendezése valtozatlan
marad ; ebbl kdvetkezik, hogy ha T a csoport tetszdleges eleme,
a 7T, Ty, T, elemek elrendezése megegyezik a 7,7, Tx7, T, T
elemek elrendezésével.
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Hasonld eljardssal megadhatunk az O pont kriii valo forgas-
csoport elemeire olyan ciklikus rendezést, mely a csoport barmely
elemével vald szorzasndl valtozatlan marad. Ezt figy fejezzik ki,
hogy az O pont kiriil vald forgdsok ciklikus csoporfot alkofnak.

141, tétel. " A stk minden fixpont nélkiili mozgdsdhoz meg-

adhato egy és csak egy olyan nyilt egyenes-sereg, hogy az adott
mozgds ennek a seregnek dnmagdban vald eltoldsa.

Bizonyitds. Legyen A a sik tetszdleges pontja, A" az A-nak

és A” az A’-nek az adolt mozgasnal szérmazé képe. Mivel a moz-

gasnak nincs fixpontja, az A és A" pontok kiilonbdzdk, s a 133. tétel

koveikeziében ugyancsak kiitonbdz06k az A és A” pontok. Az CAA’A”

szogfelezdjét jeldljiik a’-vel s ennek

A’ ' az adott mozgdsnél és inverzénél szar-

mazd képeit @” és o val (98. dbra). Az

A, A, A" pontok az a, @, a” egyenesek

‘péaronkint homolog pontjai, s ezért a

A a' 138, tételt kovetd Megjegyzés szerint
\/ : az g, &', a” egyenesek egy sereghez,
' . az A, A, A” pontok ennek egy epicik-
l//a lusahoz tartoznak, Az adott mozgasnal
A | az (g, &) sereg az (@, a”) seregbe,
98, 4bra. tehat dnmagédba, s ennek-az A ponton
- : ithalad¢ epiciklusa szinién dnmagaba
megy at; eszerint az adott mozgéds az (g, o’y seregnek nmagdban
valé eitoldsa: - Ha (b, &) masik olyan sereg volna, melynek tnma-
gaban vald eitoldsa az adott mozgas, jeldljitk b-vel a seregnek az
A ponton Aathaladd egyenesét és b'-vel a b képét. Feltevés szerint
A és A" a b és b egyenesek homolog pontjai, s igy a & és ¥
egyenesek ¢ kozépvonala azonos az A és A’ pontok kdzépvona-
laval, tehdt ¢ az (@, @) és a (b, &) sereg kbzds egyenese. Mivel az
adott mozgdsnal mindkét sereg Onmagaba megy at, ¢ képe: ¢ is
kozos egyenese a kéi seregnek, s mivel ¢ és ¢ kiildnbdzdk, tekintve
hogy a’~-nek kiilonboz4 oldalan fekiisznek, a '138. tételbél kivet-
kezik, hogy a két sereg egymaéssal azonos,
Megjegyzés. Ha feltessziik a parhuzamossig axioméajat
(. V. fejezet), akkor abbdl kovetkezik, hogy barmely egyenes-
sereg vagy egy O ponton athalads, vagy egy e egyenesre merd-
leges egyenesek Osszessége. -
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23. §. Hérbmszﬁgék nevezetes pontjai és vonalai.

Ertelmezés. Az ABC hdromszog kﬁzépmerolegesem értjiik
az A, B, a B, C és a C, A pontparok kdzépvonalait.,

142, tétel. Egy hdromszig hdrom kbzépmerlegese gy egye-
nes-sereghez tartozik.

Bizonyitas. Jeloljitk az A, B, a B, Césa C, A pontparok
kbzépvonalait rendre ¢, a/, ¥'-vel; az ABC siknak ezekre az egye-
nesekre. vonatkozé tiikrozéseit ‘-_Sc,', S, Sy~vel. Az S,8..S, leké-
pezésnél az A pont Onmagaba megy 4t; a 138, tétel értelmében
tehat az @', ¥,c" egyenesek egy sereghez tartozmak. — Ha koziilok
kettGnek van egy O kdzds pontja, akkor 4 harmadik is 4tmegy az
O ponton; az OA, OB, OC tavolsagok egyenldk, tehat az 4, B, C
pontok egy oiyan kor pontjai, melynek O a kdzéppontja.

Megijegyzés. A sik hdrom tetszileges pontjdn egy és csak
egy epiciklus megy dt. Ugyanis a hirom pontbol alkotoit harom
pontpdr k8zépvonalai egy sereghez tartoznak ; az adott pontok ennek.
a seregnek rajtuk dthaladd egyenesein paronkint homologak, s igy
ennek a seregnek egy epicikiusa dtmegy a harom ponton. Viszont
ha egy e epiciklus dtmegy a hdrom adott ponton, akkor a hirom
pontbdl alkotott harom pontpar kdzépvonalai ahhoz az egyeries-
sereghez tartoznak, melynek e ep1c1klusa =

Ertelmezés. Az ABC haromsz&gnek az A csicsdhoz
tartozd belsg szogfelezbjén értjiik a <t BAC szoget felezd egyenest.
(. 106, 0). Az ABC haromszognek az A csiicshoz tartozé kilsé
szogfelezbién énjitk azt az egyenest, mely a < BAC szbg mellék-
sz0geit (vagyis a haromszdg A-nal fekvé kiilsd szégeit) felezi, -

143, tétel. Egy hdromsz0g hdrom belsé szogfe!ezo;e egy
ponton megy di. A hdromszig egyik csi- c
csdhoz tarfozd belsé szdgfelezdje és a mdsik ~
két csticshoz fartozo kiilsé szigfelezdi egy .
egyenes-sereghez tartoznak.

Bizonyitas. Legyena’az ABC ha-
romszdgnek A csticsdhoz tartozé belss szog-
felezGje; jeldlitk & és ¢’-vel a B ésa C cstics-
hoztartoz6szogfelezBket, melyek vagy mind-
ketten belsé, vagy mindketten killsé sz8g- A
felez6i az ABC haromszogiiek (99. 4bra);
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Jelvljik @, b, c-vel a haromszdg BC, CA AB oldalvonalait
rendre a BC, CA AB iranyildssal ellitva; ugyanezeket az
egyeneseket ellenkezé - irdnyitdssal véve jeldljik —a, —b,
—c-vel. Az & belsd szdgfelezbre vonatkozd titkrdzésnél az AC
félsugér az AB félsugarba, tehat a b egyenes a — ¢ egyenesbe megy
at. Ha & a B csucshoz tartozd kﬁlsé szbgfelezﬁt jelenti, akkor a
b'-re vonatkozé tikrdzésnél a BC félsugdr a BA félsugdmak B
fel5l valé6 meghosszabbitisdba, vagyis az a egyenes a ¢ egyenesbe
megy 4t. Feltevésiink szetint & és ¢’ mindketten bels§, vagy mind-
ketten kiils§ szogfelez6i a haromszbgnek, s igy

S () =—¢ Sy()=¢a, S,(@)=¢b, (=1 1);
ebbo] | |
. SarSyS,_.r (b) _ b,

tehat a sfknak az iranyitist megfordité S, S, S, leképezésénél a b
egyenes megforditott iranyitdssal dnmagéba megy at. Jeloljik az

A pont képét az S,.SyS,, leképezésnél A,-gyel; az AA, szakasz .

kdzéppontja a leképezésnek fixpontja, s igy az o, ¥, ¢’ egyenesek
egy sereghez tartoznak. — Ha ¥ és ¢ az ABC haromszdgnek
belsé szdgfelezdi, akkor a 37. tétel folytdn metszik rendre a harom-
sz6g AC és AB oldalait; a 9. tétel szerint ‘tehat van b-nek és
c-nek egy O kbzds pontja. A bebizonyitottak szerint o’ a (¥, ¢)
sereghez tartozik, vagyis o 4tmegy az O ponton. Az O pontnak
a haromszﬁg harom oldalatél valo tavo]sagal egymdssal egyenidk,
mint a 122, tétel alkalmazdsaval kdzvetleniil belathato.

Ertelmezés. Az ABC haromszdgnek az A cslicsabol hu—
zott magassdgi vonalin éntjiik az A pontbol a BC egyenesre bo-
csatott merdlegest; ennek a BC egyenessel valo metszéspontjét a
magassagi vonal falppontianak nevezziik.

144, tétel. Egy hdromszdg hdrom magassdgi vonala egy
egyenes-sereghez tartozik. EQy hegyesszogd hdromszdg hdrom ma-
gassdgi vonala egy ponfon halad df,

Bizonyitas. (A kdvetkezd bizonyitds alapgondolatat DEHN
professzor szives levélbeli kdzlésének koszondm.) Tegytk fel, hogy
ABC nem derékszoglh haromszodg; jeldljiik az ABC haromszog
oldalvonalait g, b, c-vel, magassigi vonalait &, I, ¢'-vel. A b és
a ¢ magassdgi vonal B’ és C’ talppontjat Osszekdtd egyenest je-
18ljtik d-vel, ennek a c-re és a b-re vonatkozd tiikSrképeit e-vel
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és f-fel (100. abra). Mivel b és b’ merlegesek egymdsra, ezért
d és f egymasnak &-re vonatkozdan is titkOrképei; hason-
16an d és e egymas tilkdrképel a ¢ - egyenesre vonatkozéan
Eszerint. fenndllanak a kdvetkezd
vonatkozdsok, melyekben eltekin-
tunk az egyenesek iranyitasatol :

) Sa(d)—sw(d) f,
SN=8=
Sc(d)=8a(d)=e;
S.(e)=3S,.(e)=d.

Ebbél nyilvanvalo, hogy az f egye-
nes az e egyenesbe megy at a
kbvetkezd mozgasok koziil mind-~
egyiknél :
58, Sp S, SSe.

‘Ezek kdziil mindegyik a siknak egy-egy forgdsa rendre az 4, B, C

pontok koriit; példdul S,S-nél a b és ¢ egyenesek kiizds A pontja

fixpont, s igy a 132. tétel szerint S, S, egy forgds az A pont

koriil. Ebbél kovetkezik, hogy az A pontnak az e és az f egye-

nestl valé tivolsdga egymassal egyenid, vagyis, hogy A rajta fek-

szik az e, f egyenesek egyik kbzépvonalédn. Hasonloan adédik, hogy

B és C is rajta vannak az ¢, f egvenesek valamelyik kézépvonalan.

Mivel feltevéstink szerint az A, B, C pontok nem fekiisznek egy

egyenesen, az e s f egyenesnek két kiilonbdz8 kdzépvonala van,

tehat a 137. tétel szerint e és f metszik egymdst, s az altaluk al-

kotott szbgek két szogfelezbje az e és f egyenesek két kizépvonala.

Az AB és az AC egyenesnek az e-vel, illetve az f-fel valo met-

széspontja C, illetve B’ nem kozds pontja ¢-nek és f-nek; ellen-

kezé esetben ugyanis, mint konnyen belathat6, az ABC haromszdg

derékszogii volna; ebbdl adddik, hogy B és C aze, f egyeneseknek .
ugyanazon a kdzépvonalan fekiisznek, de A a masik kozépvonalnak

pontja. Az e és f egyenesek kozos A’ pontja egybeesik az ABC

haromszdg « magassigi vonaldnak a talppontjdval, mivel az ¢, f
egyenesek altal alkotott szbgek két szdgfelezdje: AA’ és BC merd-

legesek egymasra (101. tétel). Az A', B, C’ poniok nem fektsznek

egy egyenesen ; az A’ B’ C’ haromszog belsd és kiilsd szglelezdi az

a,a, b ¥, ¢, egyenesek, Ezek kozill egy-egy sereghez tartozik (mivel

az ABC hdromszdg egy-egy csiicsdn megy at) a kdvetkezd harom-

100. abra.
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harom egyenes: &',b,¢; a,,¢; a,5,¢'; ebbél a 143. tétel szerint kivet.
kezik, hogy ugyancsak egy sereghez tartoznak az o', #', ¢ egyenesek.
Ha az ABC bharomszdg hegyesszdgii, akkor a 110. tétel foly.
tdn a magassigi vonalak 4’, B’, C’ talppontjai rendre a BC, C4,
AB oldalakon vannak. Ebben az esetben az o, &', ¢ egyenesek az
A'B'C’ haromszdg belsé szdgielezdi; ezek a 143.tétel szerint egy
ponton mennek at, mely az A’B'C’ hiromszdgnek s igy az ABC
haromsziignek is a belsejében fekszik. — Ha az ABC héromszog-
nek B-nél fekvé szdge tompaszog, akkor & az A’B’C’ hirom-
sz0gnek bels szogfelezdje, o' és ¢ kiilsS szogielezdi; a 143, tétel
szerint «, &', ¢’ egy sereghez tartoznak,
145. tétel. Az ABC hdromsz0g egyik oldaldnak kdzépmerd-
legese a mdsik két oldal kdzéppontidt dsszekits egyenesre merdleges.
Bizonyités (101. 4bra). Jeldljitk az AB, BC, CA oldalak
kozéppontjét rendre C’, A, B'-vel; az A’B’ egyenesre merdlegest
: bocsatunk rendre az A, B, C pontokbdl ;
ezeknek falppontjat jelsljiik D, E, F-fel,
Az ADB és CFB’ derékszogii harom-
szdgek egybevdgok, mivel <t DB'A =
‘=g FB C(csiicsszogek), és AB'=CB’;
ebbdl kovetkezik, hogy AD==CF. Ha-
v sonldan adédik a CFA’ és a BEA’

i ga, s ebbél CF==BE;eszerint AD=BE,

A ic’ B — A DE szakasz G kdzéppontjan 4t

.]{.)]:.Iié.l';bl'a.. ' a DE egyenesre merSlegest emeliink ;

a siknak erre az egyenesre vonatkozé

tikrozésenél D és E egymasnak felelnek meg;.a DE-re me-

r8leges. DA egyenes . imegy ennél a tiikrdzésnél az EB egye-

- mesbe (93. tétel). Mivel DA—EB, tehat ennél a titkrozésnél A

- €s B egymasnak felelnek meg, s ezért az AB szakasz C’ kozép-

pontja Bnmagdnak felel. meg. Eszerint a G ponton 4t a DE-re

merblegesen fektetett egyenes atmegy a C’ ponton, a GC’ egye-
mes az AB-és az A'B’ egyenesek kozds merlegese.

24. §. K8rok €s szabdlyos sokszogek.

- Ertelmezés. Az e sikban az O kbzépponital bir6 és az
A ponton 4thaladé & kor a siknak azokbél a P pontjaibél 4l1,
melyekre OP= OA. Az « sikot a kor sikjanak nevezziik. A kor

derékszogli hdromszgek egybevagésa-
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sikjanak - valamely Q pontja értelmezés szerint a -kor belsejéhez,
vagy a kor kulsejehez tartozik, - aszerint, hogy OQ < 04, vagy
0Q> 0A.
Az O pontbdl kiinduld és a kiry sﬂqaban fekvd tetsz8leges
félsugarnak a k korrel egy és csak egy P kdzbs pOI‘lfja van

(Il 2); az OP szakasz pontjai .a kbr belsejéhez, az OP tél-
sugdrnak az OP szakaszon kiviil fekvé pontjai a kdr kiilsejéhez
tartoznak. Barmely két a kor belsejében fekvd pontot 8sszekitd
szakasz pontjai a kor belsejéhez tartoznak (fdsd a 115. tételi vagy
. az azt kovetd Megjegyzést).

Erteimezés. Ha A a k kdr tetszGleges pontla és QO ak
kor kozéppontja, akkor az QA szakaszt a k0r sugardnak nevezziik.
Ha A és A" a k kor két tetszOleges pontja, az AA’ szakaszt a kor
hirjdnak nevezziik; a 115, tételbOl kovetkezik, hogy a huir pontjai
a kibr belsejéhez tarfoznak., Olyan hurt, mely atmegy a kor kizép-
pontjan, a kdr dtmérijének neveziink. A kor atmérdje a kdr suga-
ranak kétszerese; a 113. tétel folytdn a & kir bédrmely hiirja
kisebb a kdr atmérdjénél, vagy azzal egyenld; utébbi esetben az
illetd hur-a kdrnek egy atmérdje.

A kir kOzéppontjdbol a kbr hirjdra bocsdtoft merdleges felezi
a hirt. Jeldljilk a kor kdzéppontjgt O-val, az AA’ hirnak az O
pontbo! hizott merdlegessel kdzds pontjat C-vel; az OA =04’
& OC=0C egyenldségekhdl kovetkezik, hogy az OCA és az
OCA’ derékszogli hdromszigek egybevigék (122. tétel); innen
AC=AC.

Ha a k kor szk;aban fekvé a egyenesnek van a k korrel egy
A kéz0s ponifa, akkor vagy van a-nak k-val még egy (és csak
egy} A" kéz6s pontja, vagy pedig a merdleges az OA sugdrra.
Jelolilik ugyanis b-vel a k kor O kozéppontjdbdl az a-ra bocsatott
merSiegest. Az A pontnak a b egyenesre vonatkozd A’ tiikdrképe
szintén kozds pontja ag-nak és k-nak; ugyanis az A" pont
az a egyenesen fekszik, mivel o merfleges a & egyenesre;
tovabb4d, a tiikrizés érfeimezése szerint OA4=0A’. Ha A nem
nem tartozik a b egyeneshez, akkor tehdt A és A’ az a egyenes-
nek a k korrel valo két kozds pontja; az AA" hiir- pontjai a %
kir belsejéhez tartoznak, mint fent megjegyeztitk; az AA’ egye-
nesnek az AA’ szakaszon kiviil fekvd pontjai a & kor kiilsejéhez
tartoznak (a 115. tétel folytan).

Ertelmezes Ha az a egyenesnek a k kﬁrrel egy €s csak
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egy A kbz0s pontja van, akkor az a égvenest a kor érintdjének,
az A pontot érinfési pontnak nevezziik. :
Mint eldbb megjegyeztiik, az a érinté merGleges az érintési
pontot a kir O kdzéppontjdval Gsszekiis egyenesre. Megiorditva :
~a.kor barmely A pontjdn 4thaladé egyenes, mely merdleges az
OA egyenesre, a kdrnek érintéje (I. 115. tételt) ; tehdt a kornek
minden pontjdban van érint6je. — Ugyancsak a 115. tételbsi
kovetkezik, hogy a kor érintbjének Osszes pontjai, az A érintési
pont kivéielével, a kor kiilsejében feklisznek., A kor Ssszes pontjai,

az A pontot kivéve, az érintdnek ugyanazon az oldalan fekiisznek, .

mint a kdr kdzéppontja. :

Ha a i kor A és A’ pontjaihoz tartozé érintbinek van egy P kdzos
pontja, akkor a PA és a PA’ szakaszok egyenldk és az OP egyenes
merGleges az AA” hiirra, A 122. tétel szerint ugyanis az OAP és az
OA'P derékszoglt hdromszdgek egybevagok, mivel OP=QP és
OA=0A’; tehat AA'P egyenlSszari hiromszdg és OP ennek
szbgielezbje; a 107. tétel szerint tehat OP merdleges AA'-re.
Ebbol kovetkezik, hogy a kor kiilsejében fekvé barmely P ponton
a k kornek legfeljebb két érintdje megy at; ha a P ponton atmegy
a k kbrnek egy érint6je, akkor ennek az OP egyenesre vonatkozé
tikorképe is érintGje a kornek; eszerint bdrmely a kor killsejében
Jekvd ponton df a kirnek vagy két érintdje halad, vagy egy sem,

Ha P a k kor kiisejében fekvd pont, melyen a % kdrnek két .

€rint6je megy A&t, jeldljiik ezeknek érintési pontjait A-val és Al-vel;
az JAPA" s20g belsejében fekvs barmely félsugdrnak van az
AA’ hirral kozbs pontja (37. tétel), tehdt van a & kor belsejében
fekv8é pontja. Az < APA sz6g kiilsejében fekvs félsugaraknak
nincs sem a k kor belsejében, sem a & koron ponfjuk. Eszerint
@ P ponthoz tarfozé sugdrsorban a kor két érinidje elvdlasztia
azokat az egyeneseket, melyek o k kir belsején dthaladnak, azoktél,
melyeknek nincs a korrel vagy annak belsejével kizbs pontia.

Mint fent megallapitottuk, a P ponton athaladé PA és PA’
érintéknek a P pont és az A, illetve A’ érintési pontok alial meg-
hatarozott szakaszai egymassal egyenl6k : PA=PA’; eszerint A
€s A’ egy olyan k' koron fekiisznek, melynek P a kdzéppontja;
ennek a & kornek érintbi az eredeti ¥ kor OA és OA’ sugarain
atfekietett egyenesek. :

Megjegyzés. Eddig felvett axiomainkbél mem vezethet6k
le a kivetkezé allitdsok: barmely két a kdr kiilsejében fekvé pont
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ssszekdthetd a kor kilsejében fekvd' tortvonalfal ; minden szakasz-
nak, melynek egyik végpontja a kdr belseiében, a mdasik a kor
kilisejében fekszik, van a korrel kdzds pontja. :

A k8vetkez néhdny megjegyzésben feltesszitk a IIL 1— 5
axiomdkon kivlil a kiveikezd axiomat:

L k. Ha k és ¥ az « sikban fekvd kirck, s ha a &' kdrnek
van a k Kkir belsejében és killsejében legaldbb egy-egy pontia,
akkor k-nak és k'-nek van legaldbb egy kozds ponija.

Jeldljitk a k és a & kor kozéppontjat rendre O-val és (¥-vel;
a két kor kozds pontjat A-val. Az A pontnak az O’ egyenesre
vonatkozo A’ tiikdrképe szintén kdz8s pontja k-nak és k’-nek, s ezeri-
kiviil a két kornek nincs mas k8zos pontja (I 1. 4 axioma).

A I, k axiomibd&! adddik a kovetkezd tétel :

Ha az a egyenes a k kdr sikjdban fekszik, s ha a-nak van
k belsejében ponija, akkor van az a egyenesnek a k kbrrel két
. kiiztis ponija..

Bizonyitads. A k kor O kdzéppontjan 4t az a egyenesre
merdleges & egyenest bocsdtunk, ennek a-val kzds pontjit B-vel,
a k korrel kbzds pontjait C-vel és D-vel jeloljiik ; feltevésiink folytén
a B pont a k kor belsejében fekszik (115. tétel); tegyiik fel, hogy

102, Abra.

a B,C, Dé O pontok elrendezése DOBC (102. abra).. Az O,
C, D pontoknak az & egyenesre vonatkozé titkdrképeit jeldljiik
O, C’, D'-vel; ezek a pontok a b egyenesen fekiisznek, s elrendezé-
stik D'O'BC. Mivel BO'=BC < 0C=0D < BD=BD’, kbvet-
kezik, hogy a C, D, C', D’ ponlok elrendezése DC’CD’, s ezért
a C’ pont a £ kor belsejében, I/ pedig & kiilsejében fekszik.
Az O pont koriil O'C’'=('D’" sugarral felvett &’ kdmek a Il k

10
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axiomna szerint van a k kderel legaldbb egy A kdzds pontja ; mivel
OA=0O'A, tehat az A pont az O, O' pontpir kbzépvonaldn,
vagyis az a egyenesen fekszik. Az A pontnak a b egyenesre vonat-
kozd A’ tiikdrképe szintén kdzds pontja k-nak, k"-nek és az a
egyenesnek, Eszerint az a egyenesnek a & korrel két kdzds pontja van.

A IIl, k axioma aequivalens a kbvetkezdvel :

Ha hdrom megadoft szakasz kbzidl mindegyik kisebb a mdsik
kettd dsszegénél, akkor van olyan hdromszag, melynek oldalai rendre
a hdrom adoit szakasszal egyenidk.

Megjegyzés. A Ill. k axioma alapjan a szokdsos médon
elvégezhetdk ™ a kovetkezl szerkesziések: szakasz felezése, szig
felezése, adott egyenesre adott ponton at merdleges szerkesztése.
Az AB szakasz kozéppontjanak meghatdrozésira az A kézéppont
koriil AB sugdrral €és a B kozéppont kdriil BA sugarral kort
veszlink fel; a két kor két kdzds pontjat dsszekotd egyenes dtmegy
az AB szakasz C kbzéppontjan és merdleges AB-re; ez az egye-
nes tehat az A, B pontok kdzépvonala. — Az @ egyenes megadott
C pontjdn at g-ra merSlegest tigy szerkesztiink, hogy az a egye-
nesre a C pontt6l mindkét oldalon ramériink egymdssal egyenls
CA és CB szakaszokat, s ezutdn a fenti eljdrdssal meghatarozzuk
az A, B pontok kdzépvonalat. — Az ¢ egyenesre a rajta kiviil
fekvG P ponib6l merSlegest (igy szerkesztiink, hogy a P kozép-
pont kiriil az ¢ egyenes valamely A pontjan 4t kort vesziink fel;
ha ennek a-val nincs mds kozds pontja, akkor PA merdleges a-ra;
ha van még egy kdz8s pontjuk: A’, akkor az A, A’ pontok ko-
zépvonalat a fenti eljdrdssal meghatdrozzuk; ez aimegy a P pon-
ton €s merdleges a-ra. — Az < (q, b) szdgfelezGjét gy hatarozzuk
meg, hogy a szbg csicsatdl a szdg szaraira egyenlS szakaszokat
mériink rd; ezeknek végpontiai legyenek A és B; az A, B pontok
kbzépvonala az adott szog felezdje. — Hangsiilyozzuk, hogy mind-
ezeket a feladatokat a III, k axioma felhasznilisa nélkiil mdas
mddon mar megoldottuk (82., 92. tétel és 96. tétel bizonyitasa).

Megjegyzés. Tovabbi targyalasainkban alialaban mellSzni
fogjuk a IIIL k axiomdt; minden esetben, middn felhasznaljuk,
ezt kiilon meg fogjuk emiiteni,

Ertelmezés. Az AA,... A, egyszerli sokszdget szabdlyos
sokszdgnek nevezziik, ha fenndll az AA,... A, =A4,A4,...A A
egybevaglsag; ebbdl kbvetkezik, hogy minden { indexre A, 4,...A,=
=AA .. A4 L AL
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Az értelmezésbdi kdvetkezik, hogy egy szabdiyos sokszog
odsszes oldalai egymassal egyentdk: A 4, = A4, = ... = A,,4,=
= A,A,. — Tovibbid az 4, A, A=A AL4,=...=A,,A,A, egy-
bevagdsagbol adodik a kbvetkezd szogek egyenlfsége: <A, 4,4, =
=g A A A= =g A A A,

Minden szabdlyos sokszig konvex. Az A4, ... A, szabilyos
sokszdgnek legaldbb egyik csicsa, mondjuk A;, a sokszdg konvex
burkoldjanak is csiicsa; a siknak Onmagdra vald ama kongruens
leképezésénél, mely az A, 4,,..., 4, pontoknak rendre az A,
Ao AL AL ., A, pontokat felelteti meg, a szabdlyos sok-
szdg konvex burkolGja 6nmagiba megy 4t (ugyanis egy konvex
sokszbgnek a képe a sik kongruens leképezésénél konvex sok-
sz0g, a 88. tétel folytdn); ebbll kovetkezik, hogy a szabalyos
sokszdg minden A; cslicsa a konvex burkolonak is csucsa, s igy
a 32, tétel folytan a szabdlyos sokszdg azonos a konvex burkol6javal.

Ertelmezés. Ha az 4,4,. .. A, egyszerii sokszbg A, cslicsa
konvex, akkor a sokszbgnek az A, csiicsndl fekvd szbgén értjiik
az <fA,_ A A, szdget. (4, és A,..-en rendre A, és A, értendd.)

A fentiek szerint egy szabdlyos sokszig minden csiicsa kon-
vex; az A4, ... A, szabdlyos sokszbg szogein értjitk az <1 4,4, 4,,
XA A A, ..., LA, AA szOgeket.

Ertelmezés. Egy sokszog szimmetriavonalin olyan egyenest
£rtiink, amelyre vonatkozo tilkrozése a sokszdg sikjanak a sokszig
csucsait egymdsnak felelteti meg. A 88. tétel folytdn a sokszdg
minden oldalanak ennél a tiikrdzésnél a sokszog valamely oidala
felel meg.

Ha az a egyenes egy s egyszerti sokszdgnek szimmetria-
vonala, akkor a sokszdg sikjdban az a egyenes mindegyik oldalan
van m-nek legaldbb egy-egy ponija; ebbdl a 12, tétel szerint kdvet-
kezik, hogy m-nek az a szimmetriavonallal Jegalabb két kozds
pontja van. Ha A és B a m egyszeri sokszdgnek két olyan az g
szimmetriavonalon fekvd pontja, hogy a = sokszog egyik az A és B
pontokat Osszekdtd tbrivonaldnak nincs végponijain Kivill g-val
k6zos pontja, akkor ez a tortvonal s ennek a-ra vonatkozo titkor-
képe egy egyszeri soksziiget alkofnak; ez sziikségképen azonos
n-vel, Eszerint egy egyszerii sokszdgnek barmely szimmetriavona-
ldval pontosan két kdzds pontja van.

Ha a 7 egyszerfi sokszgnek A pontja a sokszég g szimmetria-
wvonaldn fekszik, akkor A vagy csticsa a s sokszdgnek és a sok-
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szbgnek A-hoz tartozd oldalai egymds titkorképei g-ra vonatkozéan,
vagy pedig A a soksz8g valamely oldaldnak kdzépponija, s ez az
oldal mer8leges az ¢ szimmetriavonalra, vagyis a az ilietd oidal;
kdzépmerfSlegese.

Egy szabdlyos sokszig szzmmemavonaim a sokszig szbgemek
Jelezdi, és a - soksz0g oldalainak kizépmerdlegesel, Ha a sokszdg
oldalainak szdma .pdros: n=2», akkor a szimmefriavonalak az
A1Avi1, AzAosz, ... egyenesek, tovdbbd az A A4, oldal C, kozép-
pontjat az Ay Apse oldal C,iy kOzéppontjdval Osszekdtd egyenes,
'sth.” Ha az oldalszdm pdratlan: n=2»41, akkor a .sokszbg
szimmetriavonalai az A1Cu+y, A2Co 2, . . . egyenesek. Mindkét eset-
ben a sokszbgnek n szimmetriavonala van (103. és 104. abra).

Ao Anz Aguy

103, 4bra. ' 104. 4bra,

Jeloljiik a-val az A, csiicson, €s c-vel az A, 4, oldal C, ko-
zéppontjan. dthaladé szimmetriavonalat; a siknak ezekre vonatkozd
tiikrdzését rendre S,-val és S.-vel. Az 8,5, szorzat a siknak olyan
mozgasa, melynél a sokszog A, cslicsinak az A,,, cstics felel meg;
ugyanis az S, tlikrdzésnél a csdcsok (1,2,3,...,0) indexeinek
rendre az (1, n,n—1,,..,2) indexek, S,-nél a (2, 1 nn— o 3)

indexek felelnek meg ; ebbél kovetkezik, hogy az S.S, leképezés—\

nél az A; cstcsnak az A, cstcs felel meg. Az ¢ és ¢ szimmetria—
vonalaknak van egy O kdzds ponija; ez a T=3_,S, leképezésnek

fixpontja; a 132. tételbdl kdveikezik, hogy. T a siknak egy forgdsa
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az O pont kﬁrh] Jeldijlik a & tényezébél. 4ll6 T7T...T szorzatot
Thval A T, T% ..., T"" leképezések a siknak az O pont koriil
valé forgdsai, melyekné! az A; pont rendre az 4, 4,,...; A, pontba
megy at; tehat az OA;, OA,, ..., OA; szakaszok egymdssal egyen-
k. Az O pontot a szabdlyos sokszbg kbzéppontidnak nevezziik. -

Ha o jelenti az A; csiicson, és ¢ az A,A,,, oldal C; kozép-
pontjan dithaladé szimmetriavonalat, ugyaniigy adédik, hogy az
Sy S,=T leképezés a.siknak egy forgdsa az o’ és ¢’ egyenesek
koz8s O pontja korill, s hogy ennél az A;, A,,. .., A, pontoknak
rendre az A, A, ..., A, pontok felelnek meg; a 131, tétel szerint
a T leképezés azonos T-vel, s ezért az O pont egybeesik O-val.
Ebbél kbvetkezik, hogy a szabdlyos sokszbg valamennyi szimmetria-
vonala egy ponfon: a szabdlyos soksz8g kdzépponijdn megy df.

Az O kbzéppont koriil valé forgasoknal, melyek a szabdlyos
soksz8g  cslicsait egymasba viszik at, az oldalak C,, C,,...,C,
- kdzéppontjai "egymdsba mennek 4t; ebbdl kovetkezik, hogy az
OGC, 0GC,, ..., OC,  szakaszok egyméissal egyenlSk. Az elSbbick
$zerint az OC, szakasz merSleges az A,4,,; oldalra. Az O kdzép-
pontfal biré és a C; pontokon athaladé kdrek tehadt érintéi az
adott szabalyos. sokszbg oldalai; az O kdzépponttal biré és az A,
pontokon athaladé; kOrnek pedig hirjai a sokszdg oldalai.

Ha egy n-oldali szabdlyos soksz8g O kdzéppontjatél mind-
egyik szimmetriavonaldra mindkét irdnyban egyenlS szakaszokat
mériink fel, ezeknek O-t6l kiildnbdzs végpont]al egy 2n- oldalu
szabdlyos sokszdgnek a csiicsai.

SooAz L 1-3, II. 1—4 é 1L 1-5 axiomakbél kbvetkemk
szabdlyos négyszig létezése. Két egymasra merleges egyenesre
kbzos O pontjuktél mindkét irdnyban-egyenlé szakaszokat mériink.
fel; ezeknek O-16l kiilonbdzé végpontjai egy szabdlyos negyszﬁg—
nek a csiicsal, A nevezett axiomdkbdl ¢s a IIl. k axiomabdl ko-
vetkezik szabdlyos hdromszig létezése,

'A haromszbgek egybevigésagara vonatkozs 104, és a szogek
egyenlfségere vonatkozo 124. tétel (110, 0.) (vagy ut6bbi helyett a
98. és 103. tételek alkalmazdsaval) kdnnyen adodik a kovetkezd tétel :

Ha egy szabdlyos sokszbg: egy oldala egy mdsik szabdlyos
sokszBg egy oldaldval, s az egyiknek egy szige a mdsiknak egy.
szogével egyenld, . akkor' a két szabdlyos. soksz8g egybevdgd; azaz.
létezik a.siknak olyan kongruens leképezése, mely az egyik sok-
szbg csucsalt a ‘masik sokszdg ccucsalba viszi at. - :
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Ertelmezés. Ha az azonossigiol Kiilonbdzd T leképezés-
nek n-edik hatvdnya, vagyis az n tényez8b6l all6 I'T...T=T"
szorzat, az azonossdg, akkor a T leképezést periodikus leképezésnek
nevezziik. Azt a legkisebb n pozitiv egész szimot, melyre T =1,
a leképezés periodusanak nevezziik. (7 elsd hatvanya aT }eke—-
pezés; T' 0-adik hatvdnyén értjiik az azonossagot; 77 "-én T~ "_nek,
vagyis T inverzének n-edik hatvanyat.)

Ha egy egyenesnek valamely dnmagdra valdé kongruens leké-
pezése periodikus, akkor ez az egyenesnek egy tikrizése ; a periodus
tehat n==2 (involutorius leképezés), Ugyanis, a 79. 1étel szerint,
az egyenesnek barmely dnmagdra valé kongruens leképezése egy
eltolds, vagy egy tilkrdzés. Az egyenes ©dnmagaban vald eltolasa
azonban nem lehet periodikus, mivel barmely A; pontnak az eltolds
hatvanyainal szarmazé A,, 4,,..., A, képpontjaira fenndll az
A, A,... A, linedris elrendezés, s ezért A, kiilonbszd A-t8], ha n> 1.

A siknak azok a kongruens leképezései, melyek egy szaba-
lyos sokszdg csticsait egymasba viszik at, periodikusak.

Ha T a siknak Onmagdra vaié kongruens leképezése, s ha T
valamely hatvdnydnak van olyan fixpontfa, mely T-nek nem fix-
pontia, akkor T periodikus. Legyen ugyanis A olyan - pont,
mely 7"-nek fixpontja, de T-nek nem fixpontja; jelentse n a leg-
kisebb olyan pozitiv egész szdmot, melyre 7"(4) =A. Az A4, =A,

A, =T(4), ..., A,=T"""(4) pontok egymdstél kiildnbdz8k, s °

valamennyien fixpontok a T" leképezésnél., Ha n=2, akkor a
sik irdnyitdsat megtartd T? ‘kongruens leképezésnek két fixpontja
A, és A,, s ezért T°=1 (131. tétel). Han>2, akkoraz 4;, 4,, ..., 4,
pontok nem fekheinek egy egyenesen, mert kiildnben ez az egyenes
dnmagdba menne at egy n > 2 periodusu leképezéssel. Eszerint a
stknak dnmagira valé T" leképezésénéi legaldbb hdrom nem egy
egyenesen fekvs fixpont van, s igy 7"==1! (I. a 89. tételt, vagy
ennek a 124, oldalon felsorolt kdvetkezményeit).

Ha a siknak egy mozgdsa periodikus, akkor ez a stknak egy
Jorgdsa valamely O pontia koril.

Ha a 7 mozgds periodusa n=2, allitdsunk a 133 tételbdi
kovetkezik ; tegyiik fel, hogy n > 2. Jeldljlik valamely A, pontnak,
mely nem fixpont, a T haivanyainal szarmaz¢ képeit A,, As,..., 4,-nel.
Ezeknek a ponioknak a konvex burkoldja a 88. tétel folytan T
minden hatvanyandl Gnmagdba megy at; ebbdl kdvetkezik, hogy
az A, A, ..., A, pontok valamennyien csiicsai m-nek, s hogy =
egy szabdlyos sokszdg, Ennek kdzépponija, O, a T mozgdsnak

A
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fixpontja, a szabdlyos sokszbgekre vonatkozé fenti eredményeink
szerint, s igy T a siknak egy forgdsa az O pont kbriil {132. tétel).

Ha a siknak 6nmagdra vald, oz irdnyitdst megfordité T
kongruens leképezése periodikus, akkor T a sik titkrézése valamely
tengelyre vonatkozéan. Ugyanis T2 a siknak egy periodikus moz-
gdsa, ennek elébbi eredményiink szerint van egy O fixpontja;
legyen O'=T(0). Az OO szakasz C kozéppontia T-nek fixpontja,
s igy a 132, tétel szerint T a siknak egy tiikrdzése.

Ertelmezés. Jeldljik T-vel a siknak egy az O pont korill
valé n-periodusi forgasat (m==4); legyen g, egy az O pontbdl ki-
induld félsugér, és a;,, ennek a T k-adik hatvdnydnai szdrmazd
képe: @ =T"(a) (k=0,1,2,...,n—1). Ha az &, &,..., 4,
félsugaraknak az O pont kortil valé ciklikus elrendezése (a,a,...a,),
akkor a T forgdst n-periodust primitiv forgdsnak nevezziik, Ha a
periodus n=2, vagy 3, akkor a T forgdsi minden egyéb feltétel
nélkiil primitiv forgésnak nevezziik.

Ha a T forgas periodusa n=4, akkor, mini kdnnyen belat-
hatd, az < (a;, a..1) szbgek derékszbgek, s az g, félsugarak ciklikus
elrendezése (a,0,a.4,), tehat egy 4-periodusi forgds sziikségképen
primitiv,

Meg fogjuk mutatni, hogy egy n-periodusi primitiv forgds
sz0gének a nagysigat az n periodus egyértelmien meghatdrozza,
vagyis barmely két n-periodust primitiv forgasnak a forgasszogei
egymdssal egyenl6k, Nyilvanvalé ez az n=2 és 4 periodusok
esetében, mive] a forgdsszdg ekkor egyenesszdg, illetve derckszdg.
Az altalinos esetre vonatkozik a kovetkezd tétel:

Ha T, és T, a sftknak két olyan az O pont koriil valo primitiv
periodikus forgdsa, melyek kozil T, forgdsszige nagyobb T, for-
gdsszigénél, akkor T, periodusa kisebb T, periodusdndl.

Jelotjtink @, = b,-gyel egy az O pontbél kiindulé félsugarat ;
legyen a,,,—Ti(@) (k=0,1,2,...,0—1) & bu1=T:(8)
(»=0,1,2,...,m—1); n é m jelenti 7, és T, periodusat. Fel-
iehetjilk, hogy n> 2; tovabba, hogy a;-nek ugyanazon az oldaldn
vannak g, és b,, mert ellenkezd esetben 7, helyett ennek inverzét
tekintenok., Mivel feltettiik, hogy <t (a,, &) > <( by, b,), tehdt a b,
félsugir az < (a,, a,) sz6g belsejében fekszik. Ha » jelenti azt a
legnagyobb indexet (v < m), melyre b, az < (4, ;) sz0g belsejéhez
tartozik (vagy a,-vel egybeesik), akkor b, .1 az < (a4, a;) $z0g belse-
jéhez tartozik. Jeldljlik ugyanis c-vel azt az <t (a,, a;) szbg belsejében
haladé, az O pontbél kiindulé félsugarat, melyre <I (az, ©) == < {a;, b»).
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Az (a), b.) =< (¢, @) és < {Dy, @) =<1 (@, b)) egyenldségekbdl
kovetkezik, tekintettel az (a,b.a,ca;) ciklikus elrendezésre, hogy
L, @) =< (b, ¢) (124, tétel). Mivel feltevésiink folytin az
(@, 8:5.41) és az (,b,0) ciklikus iranyitdsok megegyezdk, tehdt a
L (b1, b} = < By, bpi1) < X (by, ) =L (@1, 2y) vOnatkozasbol kovet-
kezik, hogy a b,y Télsugdr a < (b,, ¢) szbg belsejéhez fartozik.
De a » index megvilasztisa miait &,., nem tartozhatik a <t (by, ay)
sz0g belsejéhez, sem @a,-vel nem eshetik egybe, s igy b.,y az
<X{a, ¢) szognek, tehat az <((a,, a,) szognek is a belsejéhez
tartozik. Hasonld meggondoldst alkalmazva addédik sorban,
hogy az < (a,, @.,) szogek kozill mindegyiknek a belsejében
van legalabb egy-egy b, félsugar. Mivel pedig 7, egy primitiv
forgas, az a,, a,, . . ., a, fésugarak ciklikus elrendezése (g,a,...a,),
ezért az <X (4, 4,.1) s20gek kozlil keits-keits belsejének nincs kozds
pontja; tehat a &, b,,,. .., b, félsugarak egymastdl és b-t81 kii-
[6nbdz8k. EbbSE kovetkezik, hogy a b, félsugarak szdama m > n,

Ha 7, és T, két olyan forgds, melynek fixpontjai az egymdstol
kiilonbtzd O €s O pontok, akkor jeldljik S-sel a siknak az O'O
‘szakasszal val6 eliolasdt; az §™' 7,8 mozgdsnak fixpontja az O pont,
ez tehdt egy forgas az O pont koriil ; ennek forgassztige egyenld
7, forgasszbgével. Ha 7, m-periodusti forgas, akkor S~ ' T,Sis m-
periodusi, ugyanis minden % kitevfre fenndll:

S ', =8"'T.88' TS ... ST\ T,S=S"ITtS.

Ebb8l az elbbbi eredmény alapjan kovetkezik, hogy ha T és T,
a siknak két tetszGleges primitiv periodikus forgasa, melyeknek
periodusai egyenldk, akkor forgdsszdgeik is egyenldk.

A siknmak az O pont koriif vald barmely n-periodusti forgésa
az O pont korill valé n-periodustt primitiv forgisnak valamely
hatvanya. Viszont ha egy n-periodusd forgds nem primitiv, van ennek
egy olyan hatvanya, mely primitiv forgds. (Ezek a kdzvetleniil is
belathaté aliftasok a sik véges mozgascsoportjaira vonatkozé lenti
tételnek specialis esetei.)

Ertelmezés. Az O kozéppontial bits A, 4,. .. A, szabdlyos
Soks28g kizépponti 3z8gén értjiik az <x A, OA, szoget.

A fent bebizonyitottakbi kvetkezik, hogy egy szabilyos
soksz8g kbzépponti szbgének nagysdgat a sokszdg n oldalszdma
egyérielmilien meghatarozza; vagyis hogy kéi olyan szabdlyos sok-
szognek, melyeknek oldalszdma egyenld, kizépponti s26giik is egyenls.
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Ha két swabdlyos soksz6g oldalszdma egyenld, s egy-egy
oldaluk egyenld, akkor a két szabdlyos sokszig egybevdgs. Legyen
AA, .. A, & AA; ... A, akétadott szabalyos sokszog ; tegyiik fel,
hogy ezek egy sikban fekiisznek, hogy kdzéppontjuk kozos, jeldljik
ezt O-val, s hogy az A, és A] csticsok egy az O ponibd] kiinduld
félsugdron fektisznek ; mindezt az egyik sokszdg sikjdnak a masik
sokszdg sikjdra val6é alkalmas kongruens leképezésével -elérhetjiik,
Mivel a két szabdlyos sokszog oldalszdma feltevésiink szerint egyenls,

kozéppoati szdgeik egyenlék, eszerint az O_Ttl2 féisugaron fekszik

az AjA; ... A] sokszbgnek valamely az Aj-vel szomszédos csticsa;
ezt jeldljitk Ai-vel. Az A,A, és az A[A4; oldalak kbzéppontjat
jeldljik Ci-gyel és Ci-vel. A 107. tétel szerint az A,C,0 és az
A, C1O hdromszdgek derékszdgiliek, s mivel ezeknek QO-nal fekvd
sz0gei egyenlSk, s {feltevésiink folytdin az ezzel szemben fekvd
A, C; és ALC] befogok is egyenlSk, ezért a két derékszdgli hdromszog
egybevagd (122. tétel). Ebbbl kbvetkezik, hogy az A, pont egybeesik
az Aj ponttal, s ugyaniigy minden { indexre, A, egybeesik A;-vel.

Ertelmezés. Olyan csoportol, melynek véges sok eleme
van, véges csoportnak neveziink ; a csoportban foglalt elemek szamat
a csoport rendjének (vagy rendszaménak) nevezziik. — Cikiikus
csoporfon olyan véges csoportot ériiink, melynek dsszes elemei a
csoport egy elemének a hatvanyai, _

Példaul, az egyenes dnmagdra vald kongmens leképezéseinek
bdrmely véges csoportja mdsodrendi ciklikus csoport, mely az egyenes
valamely tlikrdzésébdi, s ennek négyzetébdl, vagyis az azonossagbol
all; ez kbzvetleniii kdvetkezik az egyenes periodikus leképezéseire
vonatkozé fenti megjegyzésiinkbél (150. o.).

A sik mozgdsainak bdrmely véges csoportia egy O pont kordil
valé primitiv forgds hafvdnyaibdl dll ciklikus csoport.

Legyen ugyanis A, a siknak olyan pontja, mely nem fixpont
az adott G csoportnak az azonossagtol kiilonbdzo egyik mozga-
sdnal sem. Az A; pontnak a csoport mozgasaindl szarmazd
A, A, ..., A, képei valamennyien killdnbtzék; ezek a csoport
barmely mozgdsdnil egymdsba mennek 4t. Ha n=2, akkor a
csoport az A A, szakasz kdzépponija koriil val6 félforgdsbol és az
azonossaghol all. Ha n > 2, akkor az A; pontok nem fekiidhetnek
vatamennyien egy egyenesen, mert kiildnben ez az egyenes a csoport
minden mozgdsandl dnmagdba meunne ai, s az egyenesnek ezek a
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leképezései egyiitt egy n-edrendli (n>>2) csoportot alkotndnak,
ami ellenmondds. Az Ay, 4,, ..., A, pontok = konvex burkoléja a
88. tétel folytdn az adott csoport minden mozgésandl dnmagiba
megy-at; mivel 7 csicsai egymasba mennek at, s minden A, pont
atmegy minden A; pontba, tehat mert az A, pontok kbziil legalabb
egy a n sokszbgnek csiicsa, kdvetkezik, hogy az Osszes A; pontok
csticsai m-nek. EbbSI kovetkezik, hogy a o sokszdg szabalyos;
ennek dnmagdba vald mozgisai fenti eredményeink szerint csak a
sokszdg O kozéppontja koriil valo forgdsok, melyek a sokszog
csucsait felcserélik. — Ha T-vel jeldljiik a csoportnak azt a moz-
gasat, mely a = sokszbg A, csiicsdt az A,-gyel szomszédos egyik
A; csticsba viszi &f, akkor egyrészt T egy m-periodusit primitiv
forgas az O pont kdriil, masrészt T hatvanyai megadjdk a = sokszdg
Gsszes Onmagaba vald mozgésait, s ezéri az adott G ¢soportnak
Osszes elemeit. Ez a fenti tétel allitasa.

Mivel a siknak minden olyan periodikus kongruens leképe-
zése, mely megforditia a sik irdnyitdsdt, a siknak egy tiikrozése,
a most bebizonyitott tételbSl kdnnyen levezethetjlik a kovetkez6t:

Ha a sik dnmagdra vald kongruens leképezéseinek valamely
véges csoporfja tarfalmaz a sik irdnylfdsdt megfordité leképezést,
akkor a csoport valamely O pont korill vald primitiv forgds hat-
vdnyaibdl s ezeknek egy olyan tiikrbzéssel valé szorzatdbsl dll,
melynek fengelye dthalad az O ponton.

Ha a siknak valamely mozgasa egy = egyszer(i sokszidget

bnmagdba visz at, akkor ez a mozgéds a fentiek szerint a siknak
egy periodikus forgdsa valamely O pont koriil. Ennél a mozgasnal
a w egyszerli sokszOg belseje Snmagdnak, s ugyaniigy a sokszog
kiillseje tnmaganak felel meg. Eilenkezd esetben ugyanis a sokszbg
belsejének barmely pontja a sokszdg kiilsejének valamely pontjdba
menne at, s megforditva; viszont ezt kizarja az a tény, hogy a
sokszdg konvex burkolojanak kiilsejében fekv pontok egyméasba
mennek at, a 88. tétel szerint.

Egy egyszeri sokszbget kdzépponti (vagy cenirdlis) sokszdg-

nek nevezlink, ha van a siknak olyan forgasa, valamely Q pont

kortl, mely a sokszéget onmagaba viszi 4t; az O pontot a sok-
sz0g kizéppontidnak nevezziik.

Mivel a siknak azok a forgdsai, melyek a & egyszerfi sok-
szbget dnmagaba viszik at, véges csoportot alkotnak, fenti téte-
linkbdl kdvetkezik, hogy ezek valamennyien egy O pont kbriil val6
forgdsok. Eszerint egy sokszdgnek legfeljebb egy kozéppontia van.

i E
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Be fogjuk bizonyitant, hogy ha egy egyszerll soksz0gnek vanr
kszéppontia, akkor a kizéppont a sokszdg belsejéhez tarfozik.

Jegyezzitk meg elszdr azt, hogy a sokszog O kézéppontia
nem fekhetik a sokszbgdn. Ellenkezd esetben ugyanis az O pont
a sokszdg valamely oldaldnak a kdzéppontjaval egybeesnék s a
siknak az a forgdsa, mely a sokszdget dnmagdba viszi af, sziik-
ségképen az O pont koriil valé felforgds volna. Felvesziink egy
az O ponton athalado és a sokszdg illetS oldaldra merdleges vonal-
darabot, melynek kbzéppontja O, s melynek nincs a sokszbggel
mas kozos pontja; ennek végpontjai kdziil az egyik a sokszdg
belsejéhez, a mésik a killsejéhez tartozik (24. tétel), s az O pont
korll valé féiforgdsndl egymasba mennek at. Ez eilenimond azon-
ban a fenti megallapitisunknak, mely szerint egy egyszerd sokszOg
belseje onmagdba megy 4t a siknak minden olyan mozgasandl,
mely a sokszdget dnmagdba viszi at.

Jelsljiik 7-vel az adott egyszerii sokszoget; legyen A, ennek
olyan ponija, melynek O-t6l valé tavolsdga nem nagyobb mint =
barmely mas pontjdnak O-t6l valé tavolsiga. (Illyen A, pont miey-
hatdrozésara, tekintsitk a sokszdg csiicsait, tovibba az O pontbél a
sokszog oldalvonalaira bocsatoit merSlegesek talppontjai koztil azokat,
melyek a sokszdg illetd oldalahoz tartoznak; legyen ezek koziil 4,
egyik olyan pont, melynek az O-t6l valé tavolsiga lehetd legkisebb ;
1. még a 115, tételt) Jeldljiik T-vel azt az O pont korill valé pri-
mitiv forgdst, mely a = sokszBget nmagiba viszi at; ennek a
periodusét jeidljitk n-nel; legyenek A;-nek a T hatvadnyainal szlr- .
mazd képei A, 4, . .., A,. A = sokszbgnek minden pontja, az A;
pontokat Kivéve, az A A, ... A, szabélyos sokszdgnek kiiisejéhez
fartozik (a 115. tétel folytdn). A 31. tétel bebizonyitdsival meg-
egyezd mbdon latjuk be, hogy az A, ponioknak a nr sokszOgon vald
ciklikus elrendezése (A;4,...4,). A m sokszognek az A,, A, pontok
sltal meghatarozott ama tbrtvonala, mely nem tartaimaz mds A,
pontot, az OA, és OA, vonaldarabokkal egyiitt egy b, egyszerii
sokszdget alkot; ennek a kiilsejében fekiisznek az Ay Al - - G AL
pontok, mint a 27, tétel alkalmazasdval konnyen belathat. A &
sokszognek a T hatvanyainal szdrmazé by, b, . .., b, képei kbziil
kett8-kett§ belsejének nincs k8z8s pontja; mivel pedig a &, b, ..., 2,
egyszerii sokszbgek mod 2 dsszege a 7w sokszdg, a 22, tétel bebizonyi-

‘tasa szerint kovetkezik ebbdl, hogy az OA, szakaszok, s ezért az

O pont is, a w egyszetii sokszdgnek a belsejében feklisznek.
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A négyszdgekre vonatkozban még néhany megjegyzést tesziink.
Ertelmezés. Az ABCD (egyszerii) négysz6g AB és CD
oldalait, s ugyancsak a BC és DA oldalait egymdssal szemben
fekvének nevezzitk. Szemben fekvs csiicsok A és C, s hasonléan
B €s D. Ha a négyszdg konvex, akkor a szemben fekvé csticsoknal
tevb szbgeket egymassal szemben fekvs sz8geknek nevezziik.
' Egy négyszognek legieljebb egy konkav csiicsa van (. az
¢értelmezést és azt kovetd megjegyzést a 37. oldaion). Ha az ABCD
négyszg C csucsa konkav akkor a <t BCD
szbg (vagyis a C_‘B s a CD_ félsugarak dlta]
-bezart sz8g) nagyobb a <X BAD szégnél.
Ugyanis a C cstics az ABD héromszognek
(a négyszﬁcr konvex burkoléjanak) belsejében
fekszik ; a BC félsugdrnak van tehit az AD
B D oldal]al egy E kdzds pontja (105 dbia); a
105. 4bra. CDE haromszognek killsé stbge XBCD
nagyobb a <t CED belsé szognél, ez pedig
mint az ABE hiromszdg kiilsé szdge nagyobb, a <tBAD belsé
szagnél (110. tétel).,
* Ha az ABCD négyszig két-két szemben Jekvd oldala egyenls,
akkor a négyszdg konvex és a szemben fekvé szdgei egymdssal

A

egyenlSk. A 114. tétel folytin ugyanis, ha.a C cstics az ABD

haromsz6g belsejében fekszik, akkor AB+AD>BC-:CD, tehat
ha AB=CD, AD==BC, akkor a négysz6g konvex. Az ABD és CDRB

hiromszdgek egybevagéséaabol kovetkezik, hogy <BAD= <§£DCB
hasonléan adédik az° ABC és CDA haromczogek egybevagésé—'

£abol, hogy < ABC=<CDA.

- Ha az ABCD konvex négyszdg szem-
ben fekvd szigei egyenlék, akKor a szemben
Jekvs oldalak is egyeniGk. Ennek igazoldsira
megmutatjuk, hogy a szemben fekvs szbgek
egyenldségebsl kovetkezik: XAD B=<CBD
és XABD =< CDB (106, abra). Az ellen-
kezGttévefel,legyen példiul<tABD << CDB;
mivel "FABD+<4CBD==<ABC '
€ ' SADB+<CDB=<ADC S
Az FABC=< ADC egyenldséghdl kovetke- ~~+ -
zik, hogy < ADB < X CBD. Legyenek b és d - cC
rendre’a B és a D pontbél kiinduls olyan félsus 106, &bra.,

A
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garak, meiyeka BD egyenesnek ugyanazon az oldalan fekiisznek mint
a C pont, s melyekre <t (BD b)=<LADB és < (DB d)=< ABD.
Feltevéseink folytan a b félsugar <t DBC belsejében fekszik, s ezérta
37. tétel szerint metszi a DC szakaszt, a d félsugdr metszi a BC
szakaszt, a 9. tétel szerint tehat van b és d-nek egy A’ kozds pontja;
mely a BCD hiromszég belsejében fekszik, A 105. tétel szerint az
ABD hiromszdg - egybevigo az A’DB haromszbggel, s igy
FDAB=< BAD; feltevésiink szerint <{DAB=<xBCD, ebbdl
S DA'B= < BCD. Mivel A”a BCD hdromszog belsejében fekszik,
fenti megjegyzésiink szerint DA’ B ><xDCB; ez ellentmond eldbbi
megdilapitdsunknak. Eszerint SABD=<CDB és SADB=<CBD;
ebbdl a 103. tétel szerint kovetkezik az ABD és a CDB harom-
szdgek egybevagdsiga, s ebbSl AD=BC és AB=CD, — Az
AC és BD atlok kdzts O pontja mindkét atlénak kozéppontja,
mint a 82, tétel bizonyitdsa soran mdr belattuk. A siknak az O
pont koriil valé félforgdsa az ABCD négyszbget Bnmagaba viszi
it; ennél az A és C csilcsok egymdsnak, 2 B és D csiicsok egy-
masnak felelnek meg. Ebben az esetben tehdt a négysztg cenirdlis,
és O a kidzéppontja.

25, §. Egyenesek és sikok a térben,

Kovetkezd - targyaldsaink alapjat az L 1_7 II.1—4 ¢s
III. 1—5 axiomak képezik.

146, tétel. Legyenek a, b, ¢ valamely « sikban fekvé egye-
nesek, és d nem az « sikban fekvé egyenes, melyek dthaladnak oz
« sik O pontjdn. Ha d merbleges az a és b egyenesekre, akkor d
merdleges a ¢ egyenesre is.

Bizonyitéds, Le- D
gyenek A4, 8,D aza,b,d
egyeneseknek O-161 kii-
16nbdz6 pontjai ; legyenek
tevabbid A’ és B’ az qa,
illetve a & egyenesnek
azok a pontjai, melyekre az
0A=04, 0B=0¥F
egyenldségek ésaz AOA’,
BOF’ elrendezések. alla-
nak fenn (107. 4&bra). . 107, dbra.
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A IL 4 axiomét az AA'B hdromszdgre alkalmazva adédik, hogy ¢
metszi az AB és AB szakaszok kéziil az egyiket, mondjuk A B-t,
valamely C pontban; ebben az esetben ¢ metszi az A’B’ szakaszt
egy C’ pontban. Az OABC és az OA'B’'C’ sikidomok egybevagdk,
mivel az « siknak az O pont kbriil val6é félforgdsa koziilok egyiket
a masikba viszi al. Az ODA és ODA’ derékszOglt haromszdgek
egybevagbk, s igy AD==A’D; hasonl6an kbvetkezik az ODB és
az ODB’ derékszogi bharomszdgek egybevagdsigabol, hogy
BD= B'D. (Derékszdgii haromszdgek egybevigbsigat illetden lasd
a 122. téfelt) Mivel tovibbd AB=A'B’, tehat ABD=A'B'D;
ebbdl és az ABC=A'B'C’ egybevagosigbdl kovetkezik a IIL 5
axioma szerint, hogy CD=C'D. A fentiek szerint OC=0C(" és
OD=0D, tehat
oDC=0DC’;

eszerint az ODC sikban C és €’ egymds tiikdrképei az O D egye-
nesre vonatkozdan, vagyis az OD=d és a CC'=c egyenesek
egymasra merdlegesek.

147. tétel, Ha az a, b, ¢ egyenesek dimennek a d egyenes
Q ponijdn, s kiziilok mindegyik merdleges d-re, akkor az a, b, ¢
egyenesek egy sikban fekilsznek. _

Bizonyitas. Jelsljiik ¢-velaz a és b egyeneseken Aathaladd
siknak a ¢ és d egyeneseken athaladd sikkal val6 metszésvonalat ;
eldbbi tételiink értelmében ¢’ merdleges d-re. A ¢ és ¢’ egyenesek
teh4t mindketten merSlegesek d-re, 4&tmennek a d egyenes O pontjén
$ egy sikban fekiisznek; a 92. tétel szerint ¢ és ¢” azonosak, vagyis
¢ az a €s b egyeneseken atfektetett sikban fekszik,

Erteimezés. Az a egyenest és az e stkot egymdsra merd-
legesnek nevezziik, ha a-nak van e-val egy O k8zos pontja, s ha
barmely az « sikban fekvd és az O ponton athaladé egyenes mer§-
leges a-ra. — A 146. tétel értelmében az a egyenes merdleges az
« sikra, ha két az « sikban fekvd és az O ponton Aathaladé egye-
nesre meréleges, '

148. tétel. Minden d egyeneshez és P ponthoz megadhaté egy
€s csak egy olyan e sik, mely dtmegy a P ponton és merfleges a-ra.

Bizonyités. Ha P az a egyenesen fekszik, atfektetiink a-n
két tetszdleges 8 és » sikot; legyenek b és ¢ a g, illetve a y sikban
a P ponion athaladd és az a-ra merfleges egyenesek (92, tétel),
A b és ¢ egyeneseken atfektetett sik dtmegy a P ponton és mer-
leges az a egyenesre,a 146. tétel szerint, :
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Ha P nem fekszik az a egyenesen, akkor a P ponton és az a
egyenesen atfektetett sikban merdlegest bocsitunk g-ra a P pontbél;
ezt az egyenest a P pontbdl az a-ra bocsdtott merdlegesnek nevezziik
ennek a merdlegesnek a falppontja, vagyis az a egyenessel kozds
pontja legyen Q. A Q ponton atmend, az g-ra merdleges « sikot
meghatarozzuk a fenti eljdrds szerint; a 147, tétel szerint az « sik
atmegy a P ponton.

A 147, tételbol kovetkezik, hogy az « sikot mindkét esetben
egyérteimfien meghatarozzak az adott feltételek.

149, tétel. Minden e sikhoz és P ponthoz megadhalo egy
és csak egy olyan a egyenes, mely dthalad a P ponton és merd-
leges az « sikra.

Bizonyitds. Ha P az « sikban fekszik, felvesziink két az
« sikban fekvé és a P ponton athaladé b és ¢ egyenest, s az
ezekre merdleges és a P ponton dthaladé 2 ésy sikokat (148. tétel).
A § és y sikok metszésvonala olyan a egyenes, mely dtmegy a P
ponton és merdleges az « sikban fekvd b és ¢ egyenesekre, tehat
a 146. tétet szerint merdleges az e sikra.

Ha a P pont nem fekszik az « sikban, legyen b tetsz8leges
az e sikban fekvd egye-
nes; a P ponton at b-re’ P
merdleges # sikot fek-
tetiink ; az o és 2 sikok
metszésvonalat jeldljiik
c-vel. A P pontb6l me-
rdlegest bocsatunk ac /
egyenesre, ezt az egye- WB'
nest g-val, a és ¢ ktzos / A c
pontjdt A-val, b és ¢ b
kdzds pontjat B-vel je-
18ljitk (108. abra). Le-
gyen B’ a b egyenesnek
B-t61 kiilonbozd pontja;
jelolijiik P'-vel a PA
egyenesnek azt a pont-
jat, melyreaz AP—=AP’ - Y ora.
- egyenldség, ésa PAP’

elrendezés all fenn. A BAP és a BAP’ derékszdgli haromszbgek
egybeviglk, s ezért BP=BPF". Ebbdl kdvetkezik, hogy a BB'P
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€s a BB'P’ derékszdgi hiromszsgek egybevagdk, sigy B P=B'pP,
Ebbdl €s a fenti AP= AP’ egyenldségbdl kovetkezik, hogy

ABP=ABPF,

s Igy ‘a PP’ egyenes merGleges az AB’ egyenesre; mivel PP’
merdleges az AB egyenesre 'is, tehat a 146. tétel szerint a: Pp”
egyenes merdleges az « sikra. '

Mindkét -esetben az « sikra merbleges és a P ponton athaladé
egyenes egyértelmiien meg van hatdrozva; ha wugyanis két ilyen
egyenes voina, a rajtuk athaladé siknak az e sikkal vals metszés-
vonaldra merdleges volna mindkét egyenes, ellentétben a 92, tétellel.

Ertelmezés. A P é P’ pontokat az « sikra vonatkozs
tiikirképeknek nevezzitk, ha a PP’ egyenes merdleges az « sikra,
§ ha ennek az egyenesnek az « sikkal valé metszéspontja a PP’
szakasz kozéppontja. .

A 149. tételbdl kovetkezik, hogy barmely nem az « sikban fekv3
P pontnak az « sikra vonatkozdan egy €s csak egy tilkrképe van,
s ez nem fekszik az « sikban. — Valamely az « sikban fekvgé P
pontnak az « sikra vonatkozo titktrképén magat a P pontot értjiik.

A 148. téteibdl kbvetkezik, hogy két tetszSleges P &s P~
ponthoz megadhaté egy és csak egy olyan « sik, melyre vonat-
kozban P és P’ egymésnak tiikorképei; ez a PP’ szakasz kozép-
pontjan athalad6, a PP’ egyenesre merdleges sik, melyet a P, P’
ponlok  kizépsikjdnak fogunk nevezni. A tér valamely Q ponija
akkor és csak akkor tartozik a P, P’ pontok k8zépsikjihoz, ha
fennall a PQ=P’Q egyenibség (107. és 108. tétel).

150. tétel. Ha a DO egyenes merdleges az OAC sikra,
fovabbd az OC egyenes merdleges az AC egyenesre akkor DC is
meréleges az AC egyenesre.

Bizonyitas. Jeldljik B-vel az AC egyenesnek azt a pontjat,
melyre az ACB elrendezés és az AC=CB egyenldség 4ll fenn
(l. a 107. abrét, 157.0.). AzACO és a BCO derékszdghi hirom-
szigek egybevagok (122, tétel), s ezért OA=0B; ebbdl kbvet-
kezik a DOA és a DOB derékszdgill haromszogek egybevigosiga,
s igy DA=DB. Eszerint ABD egy egyeniGszari haromszog ;
az AB alap C kﬁzéppont;ét a szemben fekv8 D csticcsal 9sszekdtd
DC egyenes a-107. téiel szerint merbleges az AB alapra, tehat
az AC egyenesre.
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151, tétel. Ha a PA és a QB egyenesek merblegesek oz
ABC sikra, akkor ezek az egyenesek egy sliban fekiisznek.

Bizonyitds. Jeloljik C-vel az ABC sik olyan ponfj4t,
hogy az AB €és BC egyenesek egymésra merblegesek. A 150. tétel
szerint PB merbleges a BC egyenesre, 5. mert AB és QB is
merQlegesek 'BC-re, tehat a 147, tétel szerint az AB, PB és QB
egyenesek egy £ sikhoz tartoznak; mivel P, A és Q, B. ennek a
siknak pontjai, tehit a PA ésa QB egyenesek a & sikban feklisznek.

Ertelmezés. Az « és 8 stkokal egymdsra merdlegesnek
nevezzilk, ha a két $iknak van egy kozds a egyenese, s ha az egyik
sikban fekvé és az a egyenesre merdleges barmely egyenes mer§-
leges a masik sikra,

152. tétel, Ha a b egyenes merofeges az o szkra akkar
minden a b egyenesen difektetett sik merdleges az & sikra, .

- Bizonyitds. Legyen 8 egy a & egyenesen . atfektetelt sfk,
és a ennek az « sikkal val6 metszésvonala. Minden az a. egyenesre
merdleges, az « sikban fekvé egyenes merfleges a. 2 sikra a 150.
tétel szerint, Mivel az « sik tartalmazza az a-ra &5 b-re ezek kbzds
pontjaban emelt ¢ merGlegest, a fenti meggondolds szerint minden a 2
sikban fekvd, az a egyenesre merdleges egyenes az « sikra is meréleges.

153.'tétel. Ha a B és y sikoknak van kdzos pontia; s mind-
két sik merdleges az a stkra, akkor a ﬁ és y stkok mefszesvona!a
merdleges oz « stkra, :

Bizonyitds. AZ e siknak a g és a y 31kka1 valé meiszes—
vonalat jeloljtik -b-vel és c-vel. A 2 .&s y sikok valamely A kdzds
ponijan at b-re és ¢-re merdleges a, illetve a’ egyenest bocsatunk.
Mivel a g sik merbleges az « sikra, az a egyenes is merSleges
-«-13, 8 ugyaniigy a’ is merdleges «-ra. Minthogy az A ponton
egy €5 csak -egy az « sikra merdleges egyenes megy at (149,
tétel), tehdt a és o’ azonosak, s ebbél kdvetkezik, hogy az @ egye-
nes a # és y sikok metszésvonala.

154. tétel. Ha a b egyenes nem merfleges az « sikra, van
egy €s csak egy olyan a b egyenesen difekietett sik, mely meréleges
@z « stkra,

Bizonyitds: A b egyenes két tetszGleges pontjabdl merd-
leges egyeneseket bocsatunk az e sikra; ez a két egyenes a 151,
tétel értelmében egy ¢ sikban fekszik;a ,6’51[( merdleges az e sikra.

Ertelmezés, Valamely P 'pontaak az « stkra valé (meré-
leges) vetiiletén érijiik a P ponton &t az « sikra -merSlegesen  bo-

H
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csifott egyenesnek az e sikkal kdzds P’ pontjdt. — Hda Q az «
sik tetszfleges mas pontja, akkor a 115. tétel. szerint PR < PQ.
A PP’ szakaszt a P pontnak az e stkiol vald favolsdganak ne-
vezziik. N

Ertelmezés Ha az a egyenes nem: merﬁleges az « sxkra
a pontjainak az « sikra valé vetiiletei ahhoz az @' egyeneshez
tartoznak, melyben az a-n ‘atfektetett €s e-ra 'merdleges sik metszi
az a sikot (154, tétel). Az o egyenest az a egyenesnek az e sikra
valo velilletének, nevezziik, -

Ertelmezés: Ha az  sik A pont]abol kundulé a. félsugar
nem _merdleges «-ra, g ponijainak vetiiletei egy :az 4 pontbol
kiindulé félsugérhoz tartoznak, melyet az a félsugdrnok ez « sikra
valg vetiiletének nevezlink. Az <t {q, ¢') szdget az a félsugdr és az
« sik egymdssal bezdrt szigének nevezziik. Ha az a féis‘ugér merd-
leges az « sikra, akkor azt-mondjuk, hogy a felsugar €5 a Qlk
egymassal bezart szige derékszog. - Pt

A35, teétel Legyen a az o sik A pontjdbol kiindulp f.elsagdr
mely nem merdleges e-ra; legyen ' az a félsugdr veiiilete, és b
tetszbleges mdsik 0z « s:’kban Jfekvd és az A.pontbdl kiinduld fél-
sugdr. Az <x(a, o) szbg kisebb az < (a, b) szdgnél. — Ha ¢ az
« sikban fekvd és az A pontbdl kiinduid olyan féisugdr, hogy az
X (0, b) sz8g kisebb az <x(d, ) szdgnél, akkoraz qt(a b) szﬁg is
kisebb az < (a, ¢) szdgnél. a0

Bizonyitds (109. 4bra). Legyen P az a fé!sucar tetszﬁle-
ges pontja, P’ ennek az « sikra vald vetiilete tovabba B a. b fél-

: sugdrnak az’a: pontja,
meiyre AP'=AB. A
-+ PP’B derékszdgl ha-
» romszdg . PB 4tfogdja
nagyobb mint PP’ be-
fogdja (120. tétel). Az -
A PP :haromszdg AP
¥s AP oldalai rendre
egyenlék az ‘APB ha-
© . romszdg AP és AB ol-

' e "7 dalaival, az ‘elébbinek
PP’ olda!a pedlg klsebb a mémknak PB oldaldnal ; 4117, (ételbdl
‘kovetkezik. tehat, “hogy az elsd haromszﬁg <iPAP’ szbge klsebb
a .masodik haromszdg < PAB szt’»orénél S .
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A télel masodik 4llitdsdnak igazoldsara jeldljitk C-vel a ¢ fél-
sugarnak azt a pontjit, melyre AP’—=AC. Feltevésiink szerint a
P'AB haromszognek <xP'AB szbge kisebb a P’AC hiromszbg
S P AC szbgénél, s igy a 117. tétel szerint PB< P'C. A PP'B
és a PP'C derékszbgli haromszdgekre alkalmazva a 121. tételt,
adodik tehat, hogy az elSbbinek PB atfogdja kisebb a masik-.
nak PC étfog6jdnal. Az APB és az APC haromszogekre nézve
eszerint AP=AP, AB=AC és PB<PC, s igy a 117. téte!
szerint X PAB < <X PAC.

156, tétel. Legyenek B és y egy a egyenes dlial hatdrolt
Jélsikok. Felvesziink az a egyenesen két tetszdleges O és (O poniot
s jeldijiik b, b'-vel, illetve ¢, c-vel az O és az O’ pontokbdl kiin-
duld, az a egyenesre merdleges, és rendre a B, ilietve a y félsikban
Jekvo félsugarakat. A < (b, ¢) és a (¥, ¢') szdgek egyenik.

Bizonyitas. Jeldljitk B, B, C, C’-vel ezeknek a félsuga-
raknak olyan pontjait, melyekre OB= OB és OC=0'C". Az
O'0OB derekszﬁgu haromszdgnek (-néi fekvb szbge hegyesszig,

s ezért az OB félsugdr az x Q' B’ szdg belsejében halad tehat

metszi az OB’ szakaszt (37. tétel): hasonléan az 0B félsugar
metszi az (' B szakaszt; eszerint az OB’ és az ' B szakaszoknak van
kd20s pontja; jeldljiik ezt D-vel.
Hasoni6an, jeloljtik E-vel az OC’
€s az O’ C szakaszok kdz0s pontjat
(110. dbra), — Az OB és az
OO'B deréksz8gi haromszogek
egybevagék, mivel OB=(Q'B’
és OO'=(0; ebbsl kivetke-
zik, hogy OB = (B, tovibba
L OOB=< O 0B, Az utbbbi
szigegyenidséghbll a 108, fétel
szerint kovetkezik, hogy az QO’D 110. ibra.

haromszdg egyenl8szard, még-

pedig OD = (O'D. Hasonlban vezetjlik le a kdvetkezd egyenlBsé-

geket: OC'=Q'C és OE=0E. — Az ODE és az O’ DE hi-

romszdgek egybevigék, mivel OD=0OD, OE=(Q'E, DE=DE,

s ezért X DOE=<DO'E; ebbbl és a fenti OB'=0'B, 0C'=0'C

egyenléségekb&l kovetkezik a 104. tétel szerint, hogy az OB'C’

és az O’BC hiromszsgek egybevigdk, s ezért BC=FC( Az
utobbi egyeniéségbdl s a fenti. OB=08, 0OC=0C egyenls-
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ségekbd! adddik végre, hogy az OBC és az O'B'C’ hirom-
szbgek egybevagok, s ezért X BOC=< B0 C'.

Megijegyzés. A 156. tételbll (a 147, és 98. tétel alkal-l

mazdsival) adddik a tétel kdvetkezd megforditdsa

Ha b,c és &, ¢ az a egyenes O illeive O pontjabs! kiinduls
és az g egyenesre merbleges félsugarak, melyek koziil ¢ és ¢/ egy
az a egyenes altal hatdrolt félsikban, & és ¥ pedig az ezen atfek-
tetett siknak ugyanazonm az oldaldn fekitsznek, akkor a <[ (5, ¢) és

L (¥, ') szogek egyenlBségébsl kovetkezik, hogy a & és b’ fél-

sugarak is egy az a egyenes dital hatiroli $&lsikban fekiisznek.

Ertelmezés. Az a egyenes altal hatdrolt 8-6s » félsikok
egymdssal bezdri szigén értjiik az a egyenes valamely O pontja-
bol kiindulé, az a-ra merSleges, és rendre a 8 és a y félsikban
fekvd b és ¢ félsugarak 4ltal bezdrt szdget; a 156. tétel szerint
ennek a szdgnek a nagysaga fiiggetlen az O pont megvalasztdsa-
tol. A 2 és y félsikok altal bezart sz0g akkor és csak akkor derék-
szdg, ha a két féisik merbleges egymasra. — Ha a 8 és » félsikok
altal bezdrt sz8g egyenl6 a 8 és »” félsikok 4ltal bezart szdggel,
akkor azt mondjuk, hogy a (8, ¥) és a (&, ') lapszbgek egyenidk. —
A (b, c) szbglelezdién €s az a egyenesen datfekietett sikot, mely
a 156. tétel és megforditisa szerint ugyancsak fiiggetien az O pont
megvalasztasatol, a (8, y) lapszdg felezd sikjdnak nevezzik. -

A 156. téielre adott bebizonyitdshoz teljesen hasonlé médon
adodik a kovetkezd

157. tétel. Legyenek @ és y egy a egyenes dltal hatdrolt
Jélstkok. Felveszlink az a egyenesen két teiszfleges O és O poniot;
legyenek b, &', illetve ¢, ¢ az O és az O pontokbdl kiinduld és:
rendre a 8, illetve a y félsikban fekvd olyan félsugarak, hogy az a

egyenes a b és b félsugarakkal egyenl6 belsG szigeket zdr be, s

hasonléan a ¢ és ¢ félsugarakkal, A < (b, c) és a < (¥, &) szbgek
egyenidk.

158. tétel Legyenek 8 ésyegy a egyenes dlial hatdroif félsikok,.
melyeknek egymdssal bezdrt szige hegyesszdg. Jeldljiink b, b, b"~vel
hdrom olyan a § félsikban fekvd s az a egyenes O pontjdbs! ki--
induld félsugaral, melyek koziil b merdleges a-ra, tovibbd g < (b, b')
sz8g kisebb a < (b, b") szignél. [feldljiik «, o, o’~vel rendre a b,
b, b félsugarakon difekietett és a 8 felsz'kra mergleges stkokat,

tovdbbd c, ¢, c"~vel ezeknek a y félsikkal valé metszésvonalait. A < (b, ¢).

s5z20g nagyobb a (¥, ') szdgnél, s ez nagyobb a < (", ¢”) szbgnél..
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Bizonyités. Tegyiik fel, hogy b-nek ugyanazon az oldaldn
fekiisznek & és &”; ekkor &' a <((b, b”) sz0g belsejében, s ennek
megfeleifen ¢’ a < (¢, ¢”) szbg belsejében fekszik, telidt < (¢, ¢') <
<< {¢, ). Jeltljiik d-vel a g félsikra merSleges, az O pontbél
kiindulé félsugarat, mely §-nak ugyanazon az oldalan fekszik, mint
a y félsik (111, &bra); a
149, és a 153. tétel szerint
d hozzédtartozik az e, o, «”
sikokhoz, Jeldljiik D-vel
a d félsugdr valamely pont-
jat; D-bél a ¢ egyenesére
(vagyis a ¢ féisugaron at-
fektetett egyenesre) merd-
legest bocsatunk, ennek
a ftalppontja legyen C;
mivel <(b, ¢}, s ezért
< {¢, d) is hegyesszdg, a
110, tételbdl kbvetkezik,
hogy C a ¢ félsugaron
fekszik. Ha A jelenti a-nak
egy az O-t6l kiilbnbdz6 pontjat, akkor, mivel AO merdleges az OCD
sikra, és OC merdleges CD-re, a 150, tétel szerint AC merdleges
CD-re; ezért a D pont a C pontnak, s a ¢ félsugir a d fél-
sugdrnak a .y felsikra valé vetillete, s igy a 155. tétel folytin
<x(c, d) << (¢, d) < <x(c”, d). Ezeknek a szBgeknek derékszdgre
kiegészitd szogei rendre a <(b,¢), <« (¥,¢), X (B, ¢") szogek, s
ezért <x(b, ¢} > (¥, ) > <A, ). '

159. tétel. Ha az a egyenes dftal hatdrolt y félsik nem me-
réleges az a egyenesen difektetett 8 sikra, s ha ¢ és ¢ a y félsik-
ban fekvé és az a egyenes O illetve O pontjdbol kiindulé olyan
Jélsugarak, melyek az a egyenessel egyenié belsé szbgeket zdrnak
be, akkor ezeknek a § sikra vald vetitietei: a b és & félsugarak is
az a egyenessel egyenlé belsd szlgeket zdrnak be; és megforditva.

Bizonyitds. (112, 4bra). Jeldljtik C-vel és C’-vela ¢ és ¢
féisugaraknak olyan pontjait, melyekre OC=0'C". C-bSl a @
sikra bocsédtott merdleges talppontja lfgyen B. Meghatarozunk egy
B’ pontot kyveikezBképen: legyen O'B’ a £ sikban az a félsugar,
mely az QO egyenesnek ugyanazon az oldaldn fekszik mint a B
pont, s melyre <B'O'O=<xBO(Q; ezen a félsugdron legyen B’

111, dbra.
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az a pont, melyre Y B'==(0B. A 157, tétel szerint SCOB=<C'O'F’,
‘s igy a 104, tétel folytan a COB és a C’'O'B’ héromszogek egy-
“bevagtk ; ebbdl kovetkezik, hogy a < C’'B'(’ szlg derékszog, és
CB=C'B. Az OB=0'B, 00 =00 é qB00=4B00
egyenldségekbdl kovetkezik, hogy a BOO' és a B’O’O harom-
szbgek egybevagék, s {gy BO'=5B'0. Hasonldan a COQ és a
C’ O O haromszodgek egybevigdsigibdl kbveikezik, hogy CO'=C’0.

112, &bra,

A fent megéllapftott CB=C'B’, BO'=B'0 € CO'=C(’0 egyen-
6ségek szerint a CB(O' és a C'B'O haromszbgek egybevagok,
s mivel -az elGbbinek B-nél -fekvd szbge derékszdg, hiszen CB
merbleges a & sikra, tehdt C'B’ is merbleges az OB’ egyenesre;
mini fentebb Iattuk, C’ B merdleges az (¥ B’ egyeneste is, s ezért a
@ sikra is. Eszerint az OB Hlsugdr az O'C’ félsugirnak a &
sikra vald vetiilete ; meghatarozasa szerint pedig az OB és az OB
félsugarak az a = 00 egyenessel egyenld bels szoget zarnak be.
Ez éppen tételitnk alhtasa A tétel megiorditisa hasonlé meggondo-
lassal adodik.

160. tétel. Ha az a egyenes dlial hatdrolt 8 és y félsikok
nem merdlegesek egymdsra, és «, & olyan a. §-ra merdleges sikok,
hogy az « stknak a g és y félsikokkal valé b és ¢ metszésvonalai
dital bezdrt < (b, ¢) szdg epvenls az o siknak ezekkel a félstkokkal
vaid ¥ és ¢ metszésvonalal dital bezdrt <x (&', ) szdggel, akkor a
b és Y félsugarak oz a egyenessel egyenld belsé s28geket vagy
egyenlé megfeleld szigeket zdrnak be. )
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Bizonyitds (113. é4bra). Jelslitk O-val & O'-vel az a
egyenesnek az e, illetve o« sikkal vald metszéspontjat. Legyen ¢’
az (O-bél kiinduld
és a y iélsikban fek-
vl félsuglr, melyre
nézve a ¢ és a ¢’
félsugarak az aegye-
nessel egyenlé belsG
szbgeket zarnak be,
¢’-nek a p félsikra
val6é vetiiletét jeldl-
jiikk 5”-vel. A 159, té-
tel szerint b és b” az
a egyenesselegyenld
helsd szbgeket zar-
nak be, s igy a 157. tétel szerint < (b, ¢) =< (&", ¢”). Mivel feltevés
szerint <X (&, =< (¥, ¢), tehdt <X (¥, )=<(d", ¢"). Jeldljik
by-val az O pontb6l kiinduld, az a egyenesre merdleges félsugarat,
mely a £ félsikban fekszik. Mivel a (6”,¢”) sik mer8leges g-ra
(151. tétel), tehat a 158, tétel szerini a < (¥,c)=<(b",¢")
egyenldséghdl kovetkezik, hogy <r(b,, ¥}Y=<(b,, &), s gy a
b és b” félsugarak vagy egybeesnek, vagy egymds {likdrképei a
byra vonatkozdan. Az elsd esetben a b és b félsugarak a-val
egyenld belsd szOgeket, a mdésodik esetben egyenld megfeleld
szbgeket zérnak be. A 159, tétel szerint ugyanez érvényes a ¢ és ¢
félsugaraknak az a-val bezart szdgeire nézve.

113, abra.

26. §. A tér kongmens. leképzései.

Ertelmezés. Térbeli idomon a térben fekvd, véges sok
pontbdl all6 &sszességet érttink. Az A A,... A, és Al4;. .. A, ido-
mokat egybevdgdknak nevezzitk, ha minden {, j indexre A, 4,=A[A};
ezf a kbvetkez6 jellel fejezzlik ki:

AAy. A =AA AL

A IIL 1 axioma folyian az egybevagdsig reflexiv, szrmmetrlkus és
tranzitiv vonatkozis.

- 161, tétel. Ha A, B, C nem egy egyenesen fekvd pontok, és
D, I¥ olyan poniok, melyekre fenndll az ABCD=ABCL' egybe-
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vdgdsdg, akkor a D és IV pontok vagy egybeesnek, vagy egymds
tirdrképei az ABC sikra vonatkozoan,

Bizonyitas. Tegytk fel, hogy D és D' kitlsnbbz8k, s jelsi-
juk a DI szakasz kbzéppontjat O-val. Ha az 4, B, C pontok koztil
valamelyik, példaul A, a DD egyenesen fekszik, akkor az AD = ALY
egyenidseg folytin A a DD’ szakasz O kdzéppontjaval egybeesik ;
ebben az esetben a BDD' és CDL’ egyenldszarli hiromszdgekre
alkalmazva a 107. tételt adodik, hogy az AR ésaz AC egyenesek
merblegesek a DI’ egyenesre. Ha pedig az A, B, C pontok kéziil
egyik sem fekszik a DD’ egyenesen, akkor hasonié meggondolds
szerint DD merdleges az 04, OB, OC egyenesekre, s igy a 147,
tetel szerint ez a hdrom egyenes egy sikban fekszik, vagyisa DIV
szakasz O kdzéppontja az ABC sikhoz tartozik. Mindkét esetben
tehdt D és D’ egymas tiikdrképei az ABC sfkra vonatkozéan.

A kbvetkezs tétel a térre vonatkozéan a IIL 4 sik-axioméanak
felel meg : .

162, tétel. Ha A, B, C nem egy egyenesen fekvd pontok, és
D a térnek az ABC sikhoz nem tartozé ponija, tovdbbd A, B, C’
olyan pontok, melyekre ABC=A'B'C’', akkor van az A'BC
stknak bddrmelyik oldaldn egy és csak egy olyan IV pont, melyre
ABCD=A'BC'D.

Bizonyitds. A 81, tétel szerint az 4°, B, C’ poritok nem
fekiisznek egy egyenesen. A D pontnak az ABC sikra valé
vetllletét jeldljik FE-vel. Az A’B'C’ sikban van egy és csak
egy olyan E’ pont, melyre ABCE=A'B'C’'E’ (83. tétel). Az E’
pontban emeljiink merélegest az A'B'C’ sikra, s erre az egyenesre
a sik iiletd oldaldn mérjiik fel az £’V = ED szakaszt. A DEA
€s [YE'A’ derékszogli haromszogek egybevagok a 122. tétel szerint,
s ezért AD=A'D’; hasoniéan BD=R'D" és CD=C'D'; tehat
ABCD=ABC'D. A 161, tételbdl kovetkezik, hogy az adott
feltéielek a [ pontot egyértelmfien meghatirozzak.

_ 163. tétel. Ha A, B,C, D egy sikban fekvé pontok, és
A, B, C,D olyan pontok, melyekre ABCHO=AN'F C'y, akkor
A, B, C, D egy sikban fekiisznek.

Bizonyitids.Ha 4, B, C D egy egyenesen fektisznek, akkor
a 81. tétel folytan &', B, C’, I’ is egy egyenesen fekiisznek. Tegyiik
fel, hogy A, B, C nem fekiisznek egy egyenesen; ha D az ABC
sik pontja, és A, B, C’, D’ nem egy sikban fekvé pontok, akkor
Az ABC=A'B'C’ feliételbdl a 162, tétel szerini kovetkezik, hogy
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van az ABC sik egyik oldaldn egy és csak egy olyan I pont,
melyre ABCD"=A'B'C'Y;ebbdl és a feliételezett ABCD=A'B'C'L
egybevigosaghoél kovetkezik ABCD=ABCD". A 161. tétel szerint
tehat D és D” vagy azonosak, vagy egymds tiikSrképei az ABC
sikra vonatkozéan; ez azonban ellenmondds, mivel D az ABC
sikban fekszik, D" pedig nem, .

A kbvetkezd tétel a sikra vonatkozé L 5 axioménak felel meg :

164. tétel. Ha A, B, C, D nem egy sikban fekvé pontok, és
P az ABC sik pontja, tovdbbd A, B, C', D', P’ olyan poniok,
melyekre ABCD=A'B'C'D’ és. ABCP=ARC'P, akkor
DP=D'P, s {gy ABCDP=ABC'DP.

Bizonyitas, A 162. tétel bizonyiidsabol kovetkezik, hogy
ha E-vel és E’-vel jeldljiik rendre a D-nekaz ABC, és D'-nek az
A'B'C sikra val$ vetitletét, akkor DE=D'E’ és ABCE=AB C'E".
Mivel a 163. tétel szerint a P’ pont az A’B'C’ sikban fekszik, az
ABCE=A'B'C'E’ ¢s az ABCP=AB'C'P’ egybevigosaghdi
kovetkezik a 84. tétel értelmében: EP=E'P’; az utbbbi egyenl§-
ség és afenti DE=D'E’ egyenldség folytain a DEPésa D'E'P’
derékszogft hdromszdgek egybevdgdk, s ezért DP=D'P",

165. tétel. Ha A, B, C, D nem egy sikban fekvs pontok, és
P a tér letszleges ponitja, tovabbd A', B, C', D’ olyan pontok,
melyekre ABCD =A'"B'C’'D’, akkor van egy és csak egy olyan P’
pont, melyre fenndil az ABCDP=A'B'C’'D'P’ egybevigisdg.

Bizonyitds. Ha Paz ABC sikban fekszik, akkor a 83. téte}
szerint van az A'B’C’ sikban egy és csak egy olyan P’ pont, melyre
ABCP=A"B'C'P, sigy a 164. tétel szerint ABCDP=ABC'D'P.
Ha FP” a tér olyan ponija, melyre
ABCP=A'B'C’P”, akkor a 163. tétel
folytan P” az A’B’'C’ sikban fekszik,
s igy a P’ ponttal azonos. — Ha P
nem ftartozik az ABCD tetraéder vala-
mely lapjan 4tfekteteti sikhoz, akkor van
a tetraédernek olyan csiicsa, mondjuk
A, hogy az AP egyenesnek valamely F
pontja a tetraéder szemkdzti lapjan
atfektetett BCD sikhoz tartozik (52.
€s 54, tétel) (114, 4bra). Jelentse F’
a BC'D siknak azt a ponijat, melyre BCDF=BC'D'F'; a
164. tétel folytdn AF—=A'F". Legyen P’ az A'F’ egyenesnek az a

114, abra.
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pontja, melyre AFP=A'F'P’ (68. tétel). Az AFB=A'F'B &
AFP=A'F'P’ egybevagbsightl a IIL 5 axioma szerint kbvetkezik,
hogy BP=FB'P’: hasonldan CP==C’P’ és DP=D'P’; tehit
ABCDP=ABCDP. _

Ha P” atérnek olyan pontja, melyre ABCDP=A'B'C'D' P”,
akkor a P” pont a fent meghatdrozott P ponttal egybeesik. Az
ABCDP=ABC'DP=ABC'DP” vonatkozds folytin ugyanis
BC'DP =B C'DP”; evbdl és az egy sikban fekvé B, C’, IV, F’
pontok B'C'D'F'=BC'D'F’ vonatkozasab6él a 164, téiel szerint
kovetkezik, hogy F'P'=F'P”, tehat A’F'P'=A’'F'P”, ezéri a 81.
tétel szerint A', F’, P” egy egyenesen fekiisznek, s a 68, tétel szerint
a P’ és P” pontok egybeesnek.

166. tétel. Ha A, B, C, D nem egy sikban fekv§ ponfok és
P, Q a tr lelszbleges pontial, fovibbd A, B, C', D', P', Q' olyan
pontok, melyekre ABCDP=A'B'C’'D'P',ésABCDQ=A'BCD{,
akkor PQ=P'().

Bizonyitas. Tegylik fel, logy az AP egyenesnek van a BCD
sikkal egy F kozds pontja (115. abra);
a 165. tétel bizonyitdsa szerint van az
A'P’ egyenesnek a B'C’D sikkal egy
F’ kbzbs pontja, s erre fennall az
ABCDF=A'"B'C’'D'F’ egybevagbsag,
Mivel tehdt BCDF=B'C'D'F és
BCDQ=RC'DQ, a 164. tétel sze-
rint FQ=F'(Q. Az AFQ=AF ¢
¢s AFP=A'F'F’ egybevigdsighol

115. &bra. a HL 5 axioma szerint kovetkezik :
PQ=PQ.

167. tétel. Ha Ay, A, ..., A, nem egy sikban fekvé pontok,
és P a lér tetszbleges pontja, tovdbbd A, A}, . . ., A, olyan pontok,
melyekre A\A,.. . A, =AA;... A,, akkor van a lérben egy és csak
egy olyan P’ pont, melyre A, A;... A, P=A}A;... AP

Ezt a tételt a sikra vonatkozé 85, tételhez hasonlé médon
bizonyitjuk be a 165, és 166. tételek alapjan.

Ertelmezés. A tér Snmagdra vald kilesdndsen egyértelmii
leképezésén olyan elGirdst értiink, mely a tér minden P pontjinak
megfelelteti a térnek egy és csak egy P’ pontjat, tigy hogy minden
P’ pont egy és csak egy P pontnak felelien meg. — Leképezések
szorzatait és inverzét ugyaniigy értelmezziik, mint sik esetében
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(86. 0.). Az értelmezésekbdi kdveikezik, hogy a tér dnmagdra vald
kolesondsen egyérielmil leképezései csoporfot alkotnak (1, 78—79. 0.).
Ertelmezés. A térnek Odnmagédra valé kdlcsdndsen egy-
értelmil leképezését kongruens leképezésnek nevezziik, ha barmely
két P és Q pontnak olyan F’, Q pontok felelnek meg, hogy a
PQ és P’ Q’ szakaszok egyenlSk. — A tér bnmagdra valo kongruaens
leképezései csoportot alkotnak. '

A 165. és 166. tétel szerint négy nem egy sikban fekvd A,
B, C, D pont és négy olyan A’, B/, C’, D’ pont, melyekre fennail
az ABCD=A'B'C’'DY egybeviglsig, meghatdrozza a térnek egy
és csak egy olyan kongruens leképezését, melynél az A, B, C, D
pontoknak rendre az A’, B', C’, I’ pontok felelnek meg.

A 163. tételbsl kdvetkezik, hogy a tér kongruens lekeépezé-
sénél minden « sik valamely o' sikba megy at; ez a leképezése
a-nak o’-re nyilvin kongruens leképezés; ennél minden az «
sikban fekvd egyenes az « sik valamely egyenesébe megy at (83.
tétel). Ha a tér kongruens leképezésénél az « sik az « sikba
megy. &t, akkor az e« sik &ltal meghatarozott bédrmelyik térrésznek
az « sik altal meghatdrozott egyik térrész felel meg (I. a sikra
vonatkozdé 88. tiétel bizonyitdsdf). — A 93, tétel szerint az «
sik barmely két egymdisra merlleges egyenesének az « sikban ket
egymisra merSleges egyenes felel meg. A tér kongruens leképe-
zésénél tehdt bdrmely két egymdsra merdleges egyenes képe két
egymdsra merSleges egyenes. — Ha b és ¢ két olyan egyenes,
melyek valamely a egyenes A ponijan atmennek és a-ra merdle-
gesek, akkor ezeknek a tér kongruens leképezésénél olyan &, ¢’
egyenesek felelnek meg, melyek az a-nak megfeleld @ egyenesre
merdlegesek, és 4tmennek o™-nek azon az A" pontjan, mely az A pont
képe. A b és ¢ egyeneseken athaladd, s ezért az a egyenesre merdleges
« siknak az adott leképezésnél megfelel a & és ¢’ egyeneseken
athalad6 « sik, s ez merdleges a’-re.-Ebb6l kozvetleniil kdvetkezik
az is, hogy két egymisra merbleges siknak a tér kongruens le-
képezésénél két egymasra merSleges sik felel meg. Eredményiinket
a kovetkezd tételben foglaljuk Ossze:

168, tétel. A tér OSnmagdra valo kongruens leképezésénél
minden « stk egy o« sikba (s minden egyenes egyenesbe megy df);
az « sik dital meghatdrozott egyik térrésznek az o sik dital meg-
hatdrozott egyik térrész felel meg. — Két egymdsra merdleges egye-
nesnek, vagy stknak szintén két egymdsra merdleges egyenes, illetve
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sik felel meg. Ha az a egyenes merdleges az « sikra, akkor az g
egyenes o képe merbleges az e sik képsikjdra, o'-re. '

Két tetszbleges merdleges egyenespirhoz (vagy sikpérhoz)
megadhato a térnek olyan kongruens leképezése, mely kdziilsk
egyiket a mdsikba viszi &t (ldsd a sikra vonatkozd 94, tételt),

Ertelmezés. A térnek az « sitra vonatkozd titkrizése az
a leképezés, mely a tér minden P ponijaitoz P-nek az e sikra
vonatkozé P’ tiikbrképét rendeli hozza. (Sikra vonatkozé ttikorkép
értelmezését lasd a 160. oldalon.)

A térnek az « sikra vonatkozd tiikrozése a tér kongruens le-
képezése. Legyen ugyanis P és Q a tér két tetszdleges pontja,
P, @ ezeknek az « sikra vonatkozo titktdrképei. Mivel a2 PP’ &5
a QQ egyenesek merdlegesek az « sikra, ezek a 151. tétel szerini
egy £ sikban fekiisznek. A térnek az e sikra vonatkozd tilkrbzése
a f sikban ennek Snmagdban valé ama tlikrbzésével megegyezik,
melynek tengelye az « és § sikok metszésvonala. Mivel pedig a sik
Onmagaban vald tiikrozése kongruens leképezés, tehat PQ = P’ ().

Ertelmezés. Az a egyeneshez tartozé féisik-sor cikiikus
irdnyitdsdt a félsik-sor ciklikus rendezése alapjan ugyanigy értel-
.mezzlik, mint a sugdrsor ciklikus irinyitdsat annak ciklikus ren-
dezése alapjan (116. 0.). Az @ egyeneshez tartozé félsik-sor ciklikus
iranyitasat, vagy az a egyenes krill valg forgdsi irdnyt az a egye-
nes altal hatdrolt hdrom e, 8, y félsiknak («8y) cikiikus sorrendje
egyértelmiien meghatirozza; egymdssal megegyezk az (a8y),
(Bra), (rep) ciklikus irdnyitasok; - egymassal ellenkezdk : {e8y)
&5 (y Bar). _

Ertelmezés. Legyenek o, 8,y és o, 8, az a egyenes
dltal hatérolt félsikok, melyek koziil £ az (e, ) lapszdgnek és &
az (¢, y') lapszbgnek a belsejében fekszik. Az (s, 7) €s az (¢, 7')
lapszdgeket megegyezd, illetve ellenkezd eldjelfinek nevezziik, aszerint,
hogy az {efy) €s az («'§'y’) ciklikus sorrendek az a egyenes koriil
ugyanazt a forgasi irdnyt, vagy egymassal ellenkez6 forgasi irdnyokat
hataroznak meg. '

" Ertelmezés. Az a egyeneshez tarlozd félsik-sor valamely
« elemehez rendeljiik hozzd a félsik-sor o elemét, s minden 8
eleméhez azt a 2 elemét, melyre nézve a (8, ) lapszdg az
(%, ) lapszdggel egyenld és megegyez6 eidjeli. A félsik-sornak
ilyen médon értelmezett leképezését a félsik-sornak az a tengely
koriil (e, &) lapszoggel vals forgdsdnak nevezziik,
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Nulla lapszbggel. valé forgdson az azonos leképezést értjtik,
mely minden az a egyenes Altal hatdrolt « félsikot 6nmaganak
feleitet meg. Az a tengely korilil valé félforgdson (vagy egyenes
lapszbggel vald forgason) azt a leképezést értjiik, mely minden az
© g egyenes Altal hatdrolt « félsiknak az «-n atfektetett siknak az a
egyenes altal hatarolt masik féisikjat felelteti meg.

Az a egyeneshez tartozé félsik-sornak az a kériil val6 for-
gasai kommutativ csoportot alkotnak, tekintettel a szogek Ossze-
adasénak kommutativ (és asszociativ) voltdra (96. 0.).

Ertelmezés. Tekintsik az a egyeneshez tartozé félsik-
sornak az a kbriil valé valamely forgésat; jeldljiik a félsik-sor
tetszbleges elemét e-val, s ennek az adott forgdsndl szdrmazé képéi
o'-vel. Van az « félsiknak az « félsikra egy és csak egy olyan
kongruens leképezése, mely az a egyenes minden pontjat Snma-
ganak felelteti meg (IIL. 4 axioma és 89, tétel folytdn); az « fél-
sik P pontjdnak felelijen meg ennél a leképezésnéi az o félsik P’
pontja. A tér tetszbleges P pontjdhoz hozzdrendeljitk a fenti eld-
frassal egyértelmiten meghatdrozott P’ képpontot; ezdltal a térnek
tnmagara valé kolcsdndsen egyértelmll leképezését értelmeztiik,
melyet a térnek oz a lengely kirill (e, &) lapsziggel vald forgdsd-
nak neveziink.

Az « f€lsfknak az o félsikra valé ama kongruens leképezésénél,
mely az a tengely minden pontjat Snmagdnak felelteti meg, barmely
az «-ban fekvd s a-ra merSleges & félsugdrnak képe olyan az «’-ben
fekvé & félsugdr, mely merdleges a-ra, s melynek kezdBpontja b
kezddpontjaval egybeesik. Ha tehat § tetszéleges az a tengelyre
merleges sik, és B ennek az a tengeliyel kdzbs pontja, akkor a
térnek az a tengely koriil valé forgdséanal a B pontbol kiinduls és
a & sikban fekvd barmely félsugirnak ugyancsak egy a B pontbék
kiindulé és a § sikban fekvd félsugdr felel meg. A térnek az a
fengely koril (e &) lapszdggel valé forgdsdndl minden az a-ra
merdleges stk dnmagdba megy dt s ennek a siknak Gnmagira valé
leképezése a siknak forgdsa az a tengellyel kozds pontja koriil;
a sik forgasinak szige az (e, ') félsikok 4ltal bezart szbggel
egyenld. .

A fentiek alapjan konnyen megmutathaté az, hogy a térnek
az a ftengely kOriil vals forgdsa kongruens leképezés. Legyen
ugyanis P és Q a tér két tetszlleges pontja, P’ és @ ezeknek va-
lamely az a lengely koriil valé forgdsdnal szdrmazé képei. P-bdi
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merSlegest bocsdtunk a-ra, s ennek az a-val k8z8s pontjat A-val
jeloljiik. A @ ponton 4t a-ra merSleges 8 sikot fektetiink, ennek
a-val kdzds pontjdt B-vel, tovabbd a P-bdl a § sikra bocsatott
merdleges talppontjat C-
vel jeldljik (116, dbra). A
131, tétel értelmében a g
sikra merbleges AB és PC
egyenesek egy sikban fe-
kiisznek, tehat a C pont
az g egyenes 4altal hata-
rolt, a P ponton atmend
e félsikban fekszik. Mivel
az g tengely korill valo
forgdsnal a @ sik Bnma-
gaba megy at, a 168. tétel
szerint a PC egyenes képe
a B sikra meroleges P’'C’ egyenes; C’ jelenti a C pont képét. Mivel
a PC szakaszt tartalmazoé « félsiknak a megfelei6 « félsikra vald
leképezése kongruens, tehdt PC= P’C’. Hasonl6éan, mert a 8 sik-
nak Snmagdban vald forgasa kongruens leképezés, ktvetkezik, hogy
CQ=C'Q’; ezért a PCQ és a P'C’'Q’ derékszbgli hiromszdgek
egybevagok, s igy PQ=F'Q".

Ertelmezés. A férnek az a tengefy mentén vald elfoldsait
kovetkezGképen értelmezziik, Tekintsitk az ¢ egyenesnek valamely
~dnmagaban val6 eltolasit (ennek érielmezését, 1. 80. 0.). Barmely
az a egyenes altal hatdroit « félsiknak van egy és csak egy olyan
onmagiban val eltolisa (115. 0.), mely az a egyenesen annak
megadott eltolasdval megegyezik; az « f¢lsik minden P pontjinak
megfelel ennél a- leképezésnél az « félsiknak egy meghatarozott
P’ pontja, A tér minden P pontjdhoz hozzdrendeljiik a fenti eld-
irassal meghatdrozott P’ pontot; ezdltal a térnek Onmagéra valé
kblesondsen egyértelmii leképezését kapjuk, melyet e férnek az a
tengely mentén vald elfoldsdnak neveztink. _

Az o félsik Snmagdban valé eltoldsdnal ennek a félsiknak
a-ra merdleges félsugarai, melyeknek kezdSpontjai az a egyenesen
vannak, egymasba mennek at; ebbél kdvetkezik, hogy a térnek
az q tengely mentén valo eltolasindl az g-ra merdleges sikok egy-
masba mennek at. Ha a P, Q pontok egy az a-ra merdleges §
sfkban (de nem egy az a-t metsz6 egyenesen) fekiisznek, €s A

a : 116. abra.
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jelenti 8-nak a-val kizds pontjat,~tovabba P’, ', A" ezeknek 4
pontoknak egy az a mentén valo eltoldsndl szdrmazd képeit, akkor
fennallanak a PA =+P'A’, QA= QA" egyenldségek ; mivel az a-ra
merﬁleges AP és AP félsugarak, s hasonlbéan az aq-ra mefﬁieges

AQ és AT Q félsugarak egy-egy az ¢ Altal hatédrolt félsm"ban fe-
kusznek, a 156, tétel szerint <;:PAQ & P’ A’Q’ A 104, tétel
szerint tehdt PQ=P’'Q’; ebbdl kovetkezik, hogy a térnek-az a
mentén” valé eitolisinal birmely az a-ra merGleges £ siknak a
megfeleld 7 k5pslkra vald ]ekepezése kongruens lekepezés '

Ha a Q és R ponfok nem tartozndk sem égy az a-n dtfek-
tetett sem egy az g-ra merdleges sikhoz, jelofjik A-val és B-vel
a Q- -bé! és az R-bfl az a-ra bocsatott merlegesek talppont]aut,
tovabbd P-vel az: (R, a) siknak€s a Q ponton &t az a-ra merd-
legesen fekte%ett stknak valamely az A-16l kiilonboz0 kozds pontjat
(117. ‘4bra). Fenti “megaliapitdsaink szerint, “ezekre a pontokra, s

g,

117, ora, o

egy az a mentén vad ellolasndl szirmazd A, B, P', @', R’ kép-
pontjaikra fennallanak:az ABPQ=A'B'P'Q és ABPR=ABPR
egybevaglsagok; 6zekbdl a 164, tétel szerint:kdvetkezik a QR= Q' R’
“egvenldséy. Eszerint a férnek oz a- tenaely mentén va.’o ffrofasat a
tér kongruens *leképezésel. 4
Ertelmezés. A térmek az a tengelyre vonatkozd csavar-
mozgdsa egy az a tengely mentén vald eltolasnak és egy az a
tengely koriil vai6 forgdsnak a szorzata, A csavarmozgas mint két
kongruens - leképezésnek a szorzata ‘magd is a tér kongruens le«
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képezése ; az o tengelyre vonatkozd csavarmozgasndl az a egye<
neshez dartoz6 félsik-sor Snmagdba s az g-ra merdleges sikok
bsszessége Bnmagdba megy at. :

Legyen 7 a térnek egy elioldsa az a tengely mentén, és R
-egy forgdsa az a tengely koriil. Jeldljik P-vel a tér valamely
pontjat, s ennek képeit kdvetkezbképen: T(Py=Q, R(P)=
RT(P)=T(P)=(@Q. A P és P’ pontok egy az a-ra merSleges £
sikban fekiisznek ; ennek a-val kdzgs pontjat jetdljiik O-val, s legyen
T(O)=0. A g sik T-nél egy az a-ra merSleges §' sikba megy
it; a Q, Q, O pontok a g sikban fekiisznek. Tovibba P és Q,
s hasonléan P’ és (¥ egy-egy az a egyenes aital hatérolt e, illetve
«’ flsikhoz tartoznak. A 156, tétel szerint tehdt a <L POP’ szdg
egyenld .a <. QO Q sziggel, s ebbdl kiovetkezik, hogy R(Q)= Q';
mivel .R(Q)= TR(P), tehdt RT(P)=TR{P). Eszerint a TR és
az RT leképezések azonosak, vagyis a férnek az a fengely kriil vald
Jorgdsai és az a tengely mentén vald elloldsai felcserélhets Iekepezesek

Fenti targyaldsaink eredményét a kdvetkezd tételben foglaljuk
dssze :

169. tétel. A #rnek az a lengelyre vonatkozd -eltoldsai,
forgdsal és c¢savarmozgdsai a tér kongruens leképezései, melyek
egyitit kommutativ csoportot alkofnak.

27. §. A tér iranyitasa.

A tér valamely @ egyenese koriil vald forgdsi irdnyt az el626
paragrafusban tgy értelmeziiik, mini az a egyeneshez tartozé fél-
sik-sor valamely ciklikus irdnyitisdf. Legyen e olyan sik, melynek
a-val egy és csak egy A kozds pontja van; az a egyenes koriil
megadott egyik forgdsi irdny meghatdrozza az e stk egyik irdnyi-
idsdt a kdvetkezd értelemben. Legyenek g, y. 6 az a egyenes Aaltal
hatérolt félsikok, és (yd) ezeknek olyan ciklikus sorrendije, mely .
az a kbrlll megadoti forgdsi irdnynak megfelel. A g, y, d félsikok-
nak az « sikkal valé metszésvonalai az A pontbdl kiinduld &, ¢, d
félsugarak ; ezeknek (bed) ciklikus sorrendje meghatiroz egy az
A pont korill valé forgasi irdnyt az « sikban; a 128. tétel értel-
mében ezaital az « siknak egyik 1rany1tésa egyér*eimuen meg van
hatérozva, - -

Ertelmezés. A tér irdnyitdsdt valamely a egyenesnek. egylk
Jrdnyitésa €s az a kortll megadott egyik forgdsi irdny egylitlesen
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ériclmezik. Az g egyenes két irdnyitdsa és az a koritl valé két for-
gasi irdny kozitl egyiket pozitivnak, masikat negativnak nevezziik;
értelmezés szerint a férnek megegyezd irdnyitdsdt hatdrozza meg
a-nak pozitiv irdnya az a koriil valo pozitiv forgdsi irdnnyal, és
a-nak negativ irdnya az a koriil val negativ forgdsi irdnnyal;
ezzel ellenkezd térirdnyitdst hatdroz meg a-nak negativ irinya az
a koriil valé pozitiv forgasi irdnnyal (vagy megforditva),

Ertelmezés. Az a irdnyitott egyenesnek valamely O pontja
altal meghatdrozott pozitiv félsugardn érijiik azt a félsugarat, mely-
nek ponijai az egyenesen megadott irdnyitds értelmében ,kovetik*
az O pontot (. a linedris iranyitds érteimezését a 79. oldalon) ;
a-nak masik félsugarit negativnak nevezzitk. Ha az g egyenesnek
az O pont iltal meghatarozott keét félsugara koziil megadjuk azt,
hogy melyik a pozitiv, ezélfal meghataroztuk az a egyenesnek
egyik irdnyitisit. A tér irinyitisinak meghatirozdsira a kovetke-
z8ben valamely irdnyitott a egyenesnek pozitiv félsugarat, s a fél-
sugdr korill (azaz a félsugdron tfektetett egyenes koriil) valé egyik
forgasi irdnyt fogjuk felvenni. Ennek megfelelen azt mondijuk,
hogy a tér irdnylidsdt egy félsugdr kiriil valc egyik forgdsi irdny
érielmezi. .

Legyen ¢, és a, az O ponton 4thaladé @ egyenesnek az O
pont dltal meghatdrozott két félsugara. Az g, és g, félsugarak koriil
megadott egy-egy forgdsi irdny, melyek az a egyenes koriil valg,
egymassal ellenkezd két forgasi irdnynak felelnek meg, egymassal
megegyezd térirdnyitasokat értelmeznek. : :

Ertelmezés. Legyen a, és a, két az O pontbél kiindulé
félsugar, melyek nem fekfisznek egy egyenesen. Jeloljiik - s<nal az
a, és a, félsugarakon atfektetett sikot; ennek az o, egyenese aital
hatdrolt ama félsikjat, mely az o, félsugarat tartalimazza, y,-gyel, s
az g, egyemese dltal hatarolt ama félsikjat, mely az ¢ félsugarat
tartalmazza, yy-vel jeldljiik. Legyenek tovabba 5, 4, az.a,, és f, 6,
az &4, egyenese altal hatarolt féisikok, melyek kézill 8 és 8, az =
siknak egyik oldalin, 4, és 4, a mdsik oldaldn fekiisznek. Az a, és
az q, félsugar korll valé forgisi irdnyokat, melyek rendre a (8,9,6,),
€s a (d,;7.4) ciklikus sorrendnek feleinek meg, megegyezd forgdsi
irdnyoknak nevezziik (118. 4bra). o '

Ha « az O ponton 4thalads clyan sik, melynek ugyanazon
az oldaldn fekfisznek az a, és o, félsugarak, .akkor az ay kbriil vald
(F1719)) és az a, korill vals (07,5, forgasi irdnyok az e siknak

2
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ugyanazt az irdnyitdsat hatarozzdk meg. Jelsljiik ugyanis a £, y;, 6;
félsikoknak az « sikkal valé metszésvonalait rendre b, ¢;, d-vel
(i=1,2); ezék az O ponibdl kiindulé félsugarak, melyek koziil
¢ &5 ¢, egy egyenesnek (« €s ¢ metszésvonalanak) az O pont aita|

118, abra.

meghatérozott két félsugara; az « sikban ennek az egyenesnek
egyik oldalan fekiisznek a &, és b,, misik oldaldn:a d; €s d, felsu-
garak ; ezért az « sikban a (b,6,d)) és a (dycydy) irdnyitasok meg-
egyezbk a 116. oldalon adott értelmezés szerint (118. dbra).
-~ A fentihez teljesen hasonlé meggondolassal kapjuk a kdvet-

kezd téielt: :

170, tétel. Legyen a; és a, két az O pontbél kiindulf féisugdr,
melyek nem fekiisznek egy -egyenesen, és legyen « az O ponton
dthalade sik, melynek nincs a,-gyel és a,-vél mds kizds. ponija.
Az a, 6s a, koriil megadolt, egymdssal megegyez6 forgdsi irdnyok
az « siknak ugyanazt az irdnyildsdt, vagy két egymdssal ellenkezd.
irdnyitdsdt hatdrozzdk meg, aszerint, hogy. az a, és. a, félsugarak
az « stknak ugyanazon az oldaldn, vagy kiilonbizd oldaldn fekiisznek.
— Ha « olyan sik, mely nem megy dt az O ponton, s melynek
a,-gyel és ay-vel egy-egy kizbs pontja van, akkor az a, és az @
kbritl megadott, egymdssal megegyezs forgdsi irdnyok oz o siknak
ugyanazt az irdnyitdsdt hatdrozzdk meg.

‘Ebbbl a tételbsl kovetkezik, hogy az a, és az a, korill meg-
adott egymdssal ellenkezd forgési irdnyok az O ponton athaladd «
sfkban ugyanazt az iranyitdst, vagy egymassal ellenkez irdnyitasokat
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hataroznak meg aszerint, hogy az a, és a, félsugarak az « siknak
kiildnbdz8 oldaldn, vagy ugyanazon az oldalan fekiisznek,

Legyenek ay, ay, a;, az O pontbél kiindulé félsugarak; adjunk
meg mindegyik koriil egy-egy olyan forgdsi irdnyt, hogy az g, és
az a, kortl valé, s ugyancsak az a; és g, korlil valé forgdsi iranyok
megegyezOk legyenek: megmulatjuk, hogy ekkor az g, és az q,
koritl valo forgasi irdnyok is megegyezdk. Legyen « olyan az O
ponton athaladd sik, melynek az a,, a,, a; félsugarakkal O-n kiviil
nincs kbdz0s pontja, s melynek kilionbdz8 oldaldn fekiisznek az
a2, €s a, félsugarak. Tegyik fel, hogy @, és a, az « siknak ugyan-
-azont az oldalan fekiisznek ; ekkor tehdt a -170. tétel szerint az a,
€s az. g, koriill megadott forgdsi irdnyok e-nak ugyanazt az iranyi-
tasat, az a, é€s az a, koriill megadott forgdsi irdnyok e-nak két
-ellenkezd lrényitésat hatarozzak meg. Ebb&l kovetkezik, hogy az
0, €s az a, félsugarak koriil megadoti forgasi iranyok az « siknak
két ellenkezd iranyitdsat hatdrozzik meg, s mivel ezek a félsugarak
«-nak kitldnbozd oldaldn fekﬁsznek a 170. tétel szerint az a, &s
az a; koril megadott forgasi irdnyok megegyezdk.

' Fenti targyaldsunk eredményét a kvetkezé tételben mondjuk ki:

171. tétel. A {r valamely O pontjdhdl kiinduid félsugarak
Jsszessége irdnyithatd, vagyis megadhaté minden az O pontbsl
kiinduld félsugdr koriil egy-egy olyan forgdsi irdny, hogy bdrmely
Két féisugdr kOriil megadott forgdsi irdnyok megegyezbk, Az O
pontbol kiinduls félsugarak Osszességének irdnytidsdt egyik ilyen
Jélsugdr koritl megadott forgdsi irdny meghatdrozza; a félsugdr
koriil vald két egymdssal ellenkezd forgdsi irdnynak az O pontbol
Kiindulo félsugarak dsszességének két killonbszd irdnyitdsa felel meg.

Megijegyzés. Az O ponton athaladé egyenesek osszessége
nem irdnyithato,

Ertelmezés. A ternek az O DPoniban valo :mnyifasan az Q0
pontbél kiindulo féisugarak Osszességének irdnyitdsét értjlik. A fél-
-sugarak 6ssz‘ességéhez rendelt két kiidnbtzd irdnyitdsnak megfelel
a térnek az O pontban valé két kiildnboz8 irdnyitisa. Barmely az
O pontbél kiinduld félsugar koril megadott forgasi irdny meg-
thatirozza a térnek az O pontban vald egyik irdnyitisat. '
' Erteimezes Legyen O és O a tér két pontja; jelsijik
a-val az OO félsugarat €s a’-vel ennek az O pont altal meg~
thatarozoit félsugarat. Az a és az o’ korill megadott forgasi irdnyokat
mmegegyezbnek nevezzlik; ha ezek ugyanamnak az OO’ egyenes
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koril vald forgdsi irdnynak felelnek meg. — A térnek az O pontbarn
és az OV pontban megadott irdnyitdsail megegyezinek nevezzik,
ha ezek az a és az o’ félsugarak koriil megegyezd forgasi irdnyoknak
felelnek meg.

. Legyen O, Oy, G; a {ér harom tetszdleges pontja ; adjuk meg
a térnek az Oy, Oy, O, pontokban egy-egy olyan irdnyifasat, hogy az
O-ben és az Oy-ben, s ugyancsak az Oy-ben és az Oy-ban megadott
irdnyftasok megegyezdk iegyeneck ; meg fogjuk mutatni, hogy ekkor
az Oyben és az Oyban megadoit irdnyitdsok is megegyezOk. —
Allitasunk az értelmezéshdl kdzvetleniil kovetkezik abban az esetben,
ha O, O, O, egy egyenesen fekiisznek, — Ha 0., O, O; nem
fekusznek egy egyenesen, jeldljiik a,-gyel az O O, félsugarat, b,-gyel
az O O3 félsugarat, a-vel és br-mal ezeknek az (), illetve az O_,,

pont altal meghatdrozott félsugarat. Jeloljiik tovabbi ¢,-vel az O, O3
félsugarat és ¢,-mal ennek az O, pont dltal meghatarozott félsugarat

119, dbra.

(119, abra). Vegyitk fel az g, félsugdr korill valé egyik forgask
irdnyt; ez meghatarozza a térnek az O, pontban vald iranyitasat,
s ezaltal a b, koriil valo egyik forgasi irdnyt. Az g, korill megadott.
forgasi iranynak megfelel az a, félsugdr koril- valé - egyik forgasi
irany; ez utébbi meghatdrozza a térnek az O, pontban valb:
iranyitasat, s ezéital a ¢, kdritl val6 egyik forgdsi irdnyt, ennek viszont:
megfelel a ¢; koriil valo egyik forgési irdny. Hasonléan, a &, koriik
meghatdrozott forgsi irdnynak megfelel a b; kdriil valé egyik forgask
1rény Azt kell igazolnuitk, hogy 2 b; €s 2 & korill ilyen médon meg-
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hatdrozott forgdsi irdnyok megegyez6k. Felvesziink az a, és a ¢
félsugédron egy-egy A és C ponlot; mivel az bsszes fent nevezett
pontok és felsugarak az 0,0,0; sikban fekiisznek, alkalmazhatjuk
a7 tételt az O, AC hdromszdgre; ebbdl kbvetkezik, hogy az AC egye-
nesnek van a b; félsugdrral egy B kbz&s pontja. Fektessiink az AC
egyenesen at az 0, 0,0, siktdl kiildnbdz6 o sikot; erre és az O, pont-
bol kiindulé a;, b, féisugarakra alkalmazva a 170. tételt, adédik, hogy
az a, ¢s a by félsugarak korill meghatarozott forgasi irdnyok az 4 ésa B
pontban az « siknak megegyezd irdnyitasait hatdrozzak meg.
Hasonléan adédik, hogy az O, ponthél kiinduls g, és ¢, félsugarak
koriil felvett forgdsi irdnyok az A és a C pontban az « siknak
megegyezd irdnyitdsait hatdrozzik meg. A sik irdnyithatdsdgdra
vonatkozé 128. tétel értelmében az « siknak a B és a C pontbar
ilyenképen meghatarozott irdnyitdsai szintén megegyezGk. Mivel
ugyancsak megegyezlk az értelmezés szerint az o« siknak azok az
iranyitisai, melyeket az o, és az a, félsugarak koriil megadoit
forgasi iranyok hatdroznak meg, s ugyanez érvényes bi-re €s by-ra,
tovabba ¢yre és cp-ra,-az eldbbiekbsl kdvetkezik, hogy a b és a ¢,
félsugarak koriil meghatdrozott forgdsi irdnyok az o siknak ugyanazt
az iranyitdsat hatdrozzdk meg, s ezért a 170. tétel szerint ezek a
forgasi irdnyok megegyezdk. Eredményiinket a kdvetkezd tételben
mondijuk ki :

172. tétel. A fér irdnyithatd, vagyis megadhalé a tér min-
den pontjaban egy-egy olyan irdnyitds, hogy bdrmely két ponthoz
rendelt Irdnyitdsok megegyezbk. A tér irdnyildsdt valamely félsugdr
korill megadott forgdsi irdny egyértelmiien meghatdrozza; a Jé-
sugdr Kkoriil valo két kiildnbozd forgdsi irdnynak a 1ér két irdnyiidsa
felel meg : ezeket egymdssal ellenkezdnek, s kozilik egyiket a tér
pozitiv, a mdsikat a tér negativ irdnyitdsdnak nevezziik.

A fér irdnyitdsdt egy hdromoldali tesiszig éleinek ciklikus
sorrendjével hatarozhatjuk meg a kivetkezd médon. Legyen a, b, ¢
az O pontbdl kiindulé hdrom félsugar, melyek nem tartoznak egy
sikhoz ; legyen d az O pontb6l kiinduld olyan félsugér, mely az (abc)
hdromoldali (tehat konvex) testszbg belsejében halad; a d egye-
nese altal hatdroli ama félsikokat, melyek rendre az g, b, ¢ fél-
sugarakat . fartalmazzdk, jeldljik «, 8, y-val. Az g, b, ¢ félsugarak
(abc) ciklikis' sorrendjének megfeleitetjitk ezeknek a félsikoknak
(«fy) ciklikus sorrendjét ; ezltal meghatdroztunk a ¢ félsugar koril
egy forgasi irdnyt, mely a 172. tétel érlelmében meghatirozza a
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tér egyik irdnyitdsat. A térnek ilyen modon meghatarozott irdnyi-
tasa filggetlen a d féisugdr véilasztdsatdl; ennek igazoldsdra fel-
vesziink az a, b, ¢ félsugdron egy-egy tetszbleges A, B, C pontot,
az ezeken atfektetett sikot jeldljiik &-nal, s az ABC haromszbg
belseiének a d féisugarral kdzds pontjat D-vel (@ D pont létezését
illetGen 1. a 47. és 37, télelt). Az & sikban az ABC hdromszdg csicsai-
nak (ABC) ciklikus sorrendje Altal meghatdrozott irdnyitas meg-
egyezik azzal az irdnyitdssal, mely a d félsugar koriil felvett (afy)
forgasi irdnynak megfetel. Ha d” maésik az O pontbdl kiindulo és
az (abc) testszdg belsejében fekvd félsugér, akkor az a @’ kdriil vald
forgési irdny, mely a fenti értelemben az {(abc) ciklikus sorrendnek
megfelel, az ¢ sikban ugyanazt az irdnyitdst hatarozza meg, mint
az ABC hiromszdg cstcsainak (ABC) ciklikus sorrendje. Ebbdt
a 170. tétel szerint kbvetkezik, hogy a d és a d’ félsugarak koril}
az (abc) ciklikus sorrend -dlial méghatarozott tériranyitasok egy-
massal megegyezdk. — Ugyancsak a 170. tételbfl adddik a ki-
vetkezs :

Ha (abc) és (abc’) két olyan testszdg, melyeknek ¢ és ¢ elez
a kbz0s (a, b) lapnak killonbsz6 oldaldn vannak, akkor oz (abc)
és a (bac’) ciklikus sorrendek a térnek ugyanazt oz irdnyitdsdt
hatdrozzdk meg.

A tér iranyitasdt mdasképen egy fefraéder csicsainak permuld-
cidival hatdrozhatjuk meg a kivetkez8 médon. Legyen ABCD egy
tetraéder; a csticsok ABCD sorrend]enek vagy permutécw]énak meg-

feleitetjitk a D-bdl kiinduld DA, DB, DC félsugarak (DA DB, DC)
ciklikus sorrendjét; ez elSbbi eredményiink értelmében meghata-
rozza a térnek egyik irdnyitdsdt; a tetraéder csiicsainak (ABCD)
permuticidjdhoz a térnek ezt az irdnyitasat rendeljik hozza. -

Az (ABCD), (BCAD), (CABD) permutdciknak megfelels
tériranyitisok egymassal megegyezbk, az (ABCD) és a:(BACD)

permuticiéknak megfeleld térirdnyitdsok elienkez8k ; ugyanis a-

sikra vonatkozé tételeink szerint (121. o) az ABC siknak (ABC),
(BCA), (CAB) iranyitdsai megegyezdk, az (ABC) ¢s a (BAC)
iranyitasai pedig ellenkez8k; ebbdl a 170, tétel alapjin adddik
eldbbi aliitasunk.

Az (ABCD) és az (ABDC) permuidcidknak megfeleld tér-
irdnyltdsok egymdssal ellenkezbk. Ennek igazoldsira jelSljik O-val
a tetraéder belseiének valamely ponijat, tovabba E-vel a CO egye-
nesnek és az ABD lapnak, F-fel pedig a DO egyenesnek és az
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ABC lapnak kbzts pontjit (54. tétel) (120. ébra). Az (ABCD)
permuticionak az értelmezés szerint a DF félsugar kfjrﬁl az-a for-
gasi irdny felel meg, mely az ABC sik-
ban az (ABC) forgdsi irdnyt, s ennek
megfelelden az ABD sikban az (ABD)
forgasi irdnyt hatirozza meg; ezzel az
értelmezés szerint megegyezo az a tér-
iranyitas, melyet az oD félsugar és az

ABD sikban az (ADB) irényitds hata- F-¢
roz mweg. — Az (ABDC) permu- - x l
iac16nak a CE félsugar korlll, s igy az

OE félsugér koriil is az a forgasi irany 120. dbra.

felel meg, mely az ABD s:kban az (ABD) iranyitast hatarozza

meg. Eszerint az OD & az OF félsugarak koril a fenti modon
meghatarozott forgasi irdnyok az ABD sik két elienkezd irdnyitdsat,
s ezért a 170, tétel szerint egymdssal ellenkezd ténrényﬂésokat
hataroznak meg. :

A fentiek szerint a tetraéder csiicsainak két tetszéleges per-
muticidja a térnek ugyanazt az irdnyitisat, vagy két ellenkezd
irdnyitdsat haidrozza meg, aszerint, hogy az egyik permuticiobsl
a masikat pdros, vagy pdratian szdmii felcseréiéssel kapjuk.

A 170. téteib6l kdvetkezik, hogy ha ABCD és ABCD' két
olyan teiraéder, melyeknek D és DY esifesai a kdzds ABC lapnak
kilonboz6 oldaldn vannak, akkor az (ABCD) és az (ABCD') per-
muldcidk a térnek ellenkezd irdnylfdsail hatdrozzdk meg.

A térnek Gnmagdra vald kongruaens leképezésénél a tér valamely
irdnylidsdnak a tér egyik meghaldrozott irdnyitdsa felel meg. Ennek
igazolasara jegyezziik- meg, hogy a tér kongruens leképezésénél
valamely a egyenes egyik “irAnydnak megfelel az o’ képegyenes
egyik meghatarozott irdnya (75. tétel). Az a egyeneshez tartozd
félsik-sor az adoit leképezésnél az o’ egyeneshez tartozd félsik-
sorba megy &f, s a félsik-sor elemeinek ciklikus elrendezése val-
tozatlan marad (alkalmazzuk a 102. téielt a félsik-sornak egy az
a-ra merdleges sikkal valé metszeiére) ; ezért az a korlil vald egyik
forgdsi irdnynak az o korlil valé egyik forgdsi irdny felel meg.
Ha a, és g, két az O pontbdl kiinduld félsugdr, af, aj ezeknek,
¢s O az O pontnak a képe, akkor az a; és ¢, kriil megadott,
egymassal megegyezd forgasi irdnyoknak az a; €s a; koriil egy-
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massal megegyezd forgasi irdnyok felelnek meg. Ebbél kbvetkezik,
hogy a térnek az O pontban megadott forgdsi irdnyanak a le-
képezésnél az (O pontban egyik meghatirozoft iranyitasa felel meg,
Ha ezek a tériranyitdsok megegyezSk, akkor barmely mas Q postra,
s ennek Q° képpontjdra vonatkozdan is megegyezdk ; ez a 168, és
172, tétel alapjdn hasonlé meggondoléssal adddik, mint amelyet a
stkra vonatkozo megfeleld tétel bebizonyitdsandl alkalmaziunk (1.
122, 0.). Aszerinf, hogy az O és az O poanthoz tartozé tériranyita-
sok, melyek az adott leképezésuél egymdisnak megfelelnek, meg-
egyezGk, vagy ellenkez8k, azt mondjuk, hogy a leképezés megtartia,
vagy megforditfa a iér irdnyitdsdi.

Megijegyzés. A térnek olyan kongruens lekepezese, mely
valamely « sikot dnmagaba visz dt, s ennek a siknak az irdnyitasat
megtartja, a tér irdnyitasat megtartja, vagy megforditja aszerint,
hogy az « sik &ltal meghatdrozott két térrész a leképezésnél dnma-
gaba, vagy egymdsba megy at (I. 168, 170. és 172, tételt). Ebbol
ktvetkezik, hogy a férnek az « stkra vonafkozo tiiktjzése megfor-
ditia a tér irdnyitdsdt,

A térnek egy a tengelyre vonatkozd elicldsa, forgdsa, vagy
esavarmozgdsa megtarija a tér irdnyltdsdt, mivel az a egyenes irdnya,
$ a koriflbtte valdé forgdsi irdny a leképezésnél valtozatlan marad,

A térnek két az irdnyitdst megiarté, vagy két az irdnyitast
megfordité leképezésébdl alkotott szorzat a térnek az irdnyitasat
megtartd leképezése; egy az irdnyitdst megtarté és egy az irdnyi-
tast megforditd leképezésnek a szorzata megforditja a tér irdnyi-
tasat. Eszerint pdros, illetve paratlan szdmui az irAnyitast megfordito
leképezésnek a szorzata megtartja, illetve megforditja a tér irdnyitdsat.

28. §. A tér mozgdsai.

Ertelmezés. A tér olyan kongruens leképezését, mely a -
tér iranyitisat megtartja, a tér mozgdsdnak neveziink.

173. tétel. A tér mozgdsai csoportot alkotnak.

Ugyanis, mint a 27. § végén megjegyeztilk, a tér barmely
két az irdnyitast megtartd leképezésének a szorzata megtartja a tér
irdnyitdsat,

A 165. tételbdl adbdik a kbvetkezd tétel

Ha a 1ér valamely™ kongruens leképezésének négy nem egy
sikban fekvd fixpontja van, akkor a leképezés oz azonossdg. —
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Ha a térnek két kongruens leképezése egymdssal megegyezé négy
nem egy sikban fekvé pontban, akkor a két leképezés egyméssal
azonos

Ebbdl a 161, tételre vald tekintettel adddik a kbvetkezd tétel :

Ha a tér valamely kongruens leképezésének hdrom nem egy
egyenesen fekvd fixponija van, akkor-a leképezés vagy az oczonos-
sdg, vagy a hdrom fixponton difekietett sikra vonatkozd tikrozés.
— Ha tehat a tér két mozgdsa egymdssal megegyez8 hirom nem
egy egyenesen fekvé poniban, akkor a két mozgds egyméssal azonos.

Bebizonyitjuk a kdvetkezd téieit:

174. tétel, Ha a fér valamely kongruens leképezésének fix-
pontjai A és B, akkor az AB egyenes minden pontja fixpont. Ha
a leképezésnek az AB egyenes pontjain kiviil nincs mds fixponijo;
akkor a leképezés az AB tengely kiriil vald forgds.

Bizonyitas. A tétel elsé &llitisa a 80. iétel kozvetlen
kovetkezménye. — Az AB egyenesré merdleges, az A ponton
Atfektetett sikot jeldljitk e-val; a 168. tétel szerint az adott leké-
pezésnél az « sik ®nmagdba megy &t. Feltevésiink folytdn az e
sikban a leképezésnek nincs A-n kivill fixpontja, s ezért a leké-
pezés az « sikban egy az A pont kdrGl val6 forgassal megegyezik
{132. tétel). Jeldljiink b-vel egy az o sikban fekvé és az A pontbol
kiinduid félsugarat, és b'-vel ennek a képét; legyenek £ és 8" az
AB egyenes dltal hatarolt ama félsikok, melyek rendre a b illetve
a b félsugarat tartalmazzak. A térnek az AB egyenes korlil (5, )
lapszbggel valé forgdsa szintén megegyezik az « sikban ennck a
< (b, b) szoggel vald forgisival. Ebbsi fenti tételeink szerint kdvet-
kezik, hogy az adott ieképezés a térnek az A B tengely kortil (3, 8')
lapszdggel val6é forgdsaval azonos. '

175. tétel. Ha a iér valamely mozgdsdnak van fixpontia,
akkor van legaldbb két fixpontja, s az adolt mozgds az ezeken a
Jixpontokon dthaladd tengely kiriil valo forgds, vagy az azonossdg.

Bizonyitas. Legyen O az adott mozgasnak fixpontja;
legyen A tetszbleges olyan pont, mely képéisl, A’-t6l, kﬁlonbozé
jeloljik A”-vel A" képét.

Ha az A és az A” pontok egybeesnek, akkor az A, A" pontok
# kOzépsikija, mely az OA=0A" egyenldség szerint tartaimazza az
O fixpontot, az adott mozgdsndl ®nmagdba megy at, mégpedig
megforditott irdnyitassal (1. a 184. oldalon levd Megjegyzést). A
132, tétel szerint a # siknak ez aleképezése egy ilikrozés valamely
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az O ponton &haladé b tengelyre vonatkozéan; a tér adoit moz-
gésa a b tengely kbriil valo félforgds (174. tétel). .
Ha az A és az A” pontok kiilbnbbzdk, akkor az A, A’, 4"
pontok nem fekiisznek egy egyenesen, mivel OA=0A"= 04"
(115. tétel). Az O ponlon at bocsdssunk az ¢=AA’A” sikra merd-
leges & egyenest; ha O az « sikban fekszik, jeldljiikk P-vel az ¢
egyenesnek tetszdleges az O-t6l kiildnbdzé pontjat ; elienkezd esetben
pedig jelentse P az a egyenesnek az e sikkal vald metszéspontiat,
mely a 120. tétel szerint az A, A, A” pontoktd! kiiidnbozd
(121. dbra). Az OA=0A'= QA" egyenldséghdl kdvetkezik, hogy
az OPA, OPA’, OPA” derékszbgli hdrom-

; szogek egybevagdk (122. tétel); ezéet
PA=PA == PA”. Mivel tovibba AA" =
=A'A", tehdt OPAA=0PAA" és
OPAA' =QPAA". Az elsd egybevags-
sagbol kvvetkezik, hogy az egymdstdl kii-
15nboz6 A és A” pontok kdzépsikja az
OPA sik, s ezértsemaz O, A, 4", Ppon- -

P A" tok, semaz O, 4', A", P pontok nem fekitsz-
A nek egy sikban. Jeldljiik P’-vel P-nek az
121. 4bra. adott mozgasnal szarmaz6 képét; az OPA A’

' tetraéder képe az adoit mozgdsndl az
OP'A'A” tetraéder, s igy OPAA =OF AA”; ebbdi és a
fenti egybevdgbsagh6l kovetkezik, hogy OPAA"=QP A'A”
A 161. tétel szerint a -P és P’ poniok vagy egybeesnek, vagy
egymas tiikorképei az OA’A” sikra vonatkozdan. Utdbbi esetben
azonban az (OPA’A”) és az (OP’A’A") tériranyitasok ellenkezék,
s mivel 4 és A” az QPA sik kiildnbdzd oldaldn fekiisznek, tehat
az (OPAA’) és az (OPA’A”) téririnyitasok megegyezdk (1. 183. 0.);
eszerint az (OPAA’) és az (OP'A’A”) térirdnyitasok ellenkezdk,
ami azt jelenii, hogy az adott ieképezés megforditja'a tér iranyitasat, -
feltevésiinkke! elleatétben. — Ezért tehat a P pont egybeesik képével
-vel, vagyis P az adott mozgas fixpontja, és a 174. tétel szerint

a mozgds a térmek az OP tengely kdriil valé valamely forgdsa.
Megjegyzés A térnek egy az OP ftengely koril vald
forgdsat szoroziuk meg az O ponton 4thaiadd, az O P-re merdleges
sikra vonatkoz6 tliktbzéssel; ez a szorzat a térnek olyan kongruens
leképezését adja, melynek egyetlen fixpontja az O pont; ez a leké-
pezés megforditja a {ér irdnyitdsat. — Ha az OP tengely koriil
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valo félforgast szorozzuk az O ponton ithalad6 és az O P-re mer(-
leges sikra vonatkozd titkrdzéssel, akkor a térnek olyan involutorius
leképezését kapjuk, melynél minden Q pontnak az O pontra vonat-
kozd tlkdrképe, vagyis az OQ egyenesnek az a (' pontja felel
meg, melyre a QO Q' eirendezés €s az O Q= O Q' egyenldség all fenn.
Atérnek ezt a leképezését az O ponira vonatkozo titkrozésnek nevezzik.

Ha a térnek egy az irdnyitdst megfordité kongruens leképe~
zésénél van egy O fixpont, akkor ez a leképezés eiddilithaté mint
egy az O pontra vonatkozd tlikidzésnek s egy az O ponfon dtha-
ladd a tengely koriil valo forgdsnak, s ugyancsak mint egy az a
tengely kirill vald forgdsnak s az a tengelyre merbleges, az O
pontont dtmend « stkra venatkozd tiikrzésnek a szorzata. (Ezek a
szorzatok felcserélheidk.)

Szorozzuk meg ugyanis az adott S leképezést, melynek fix-
pontia O, a térnek az O pontra vonatkozé T tiikrdzésével; mivel
ez a két leképezés megforditja, a kettGnek a szorzata megtarija az
iranyitdst; ez a szorzat a 175, tétel szerint tehat egy R forgds
valamely az O ponton athaladd a tengely korill; ennek a forgas-
nak és az O pontra vonatkozd tiikrdzésnek a szorzata az adott S
leképezés: S=RT. — Jeldljitk e-val az O ponton Aathalads, az
a egyenesre merfleges sikot. Az a egyenes az adott S leképezés-
nél is, s az « sikra vonatkozé S’ titkrdzésnél is megforditott irdnyi-
tassal 8nmagaba megy at. Az SS’ szorzat a térnek olyan mozgésa,
mely az a egyenest megmaradd irdnyitdssal tnmagédba viszi at,
s melynek fixpontja az O pont; ez tehat egy forgds az a tengely
koriil; ebbdl: S=RS’. ~ Ebbbl kovetkezik az is, hogy ha a
térnek egy az irdnyitist megforditd leképezésénél van két fixpont,
akkor a leképezés a tér tiikrdzése valamely sikra vonatkozdan.

176. tétel. A térnek az O ponfon dthalado egyenesek kiriil
vald forgdsai csoportot alkoinak.

Bizonyitds. Haugyanis R, és R, két olyan forgas, melyeknek
tengelyei atmennek az O ponton, akkor O fixpont-az R R, leké-
pezésnél ; az R, R, leképezés, mivel két mozgds szorzata, maga is
a térnek egy mozgdsa (173. tétel); a 175. tétel szerint tehdt R R,
valamely az O ponton atmend egyenes koril vald forgés.

Ertelmezés, A #érnek az O pont kbriil vals forgdsdn érijitk
barmely az O ponton 4thaladé egyenes korill valo forgasat.

A 176. tétel igy fogalmazhaté meg: a {émek az O pont koril
valo forgdsai csoportot alkotnak.
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177. teétel Legyen a és b két ax O ponton dthaladd és egy-
mdsra merbleges egyenes. A térnek az O pont kiril val bdrmely
forgdsa elddiiithaté mint az a és b tengefyek koriil vaio Jorgdsok
szorzala,

Bizonyitas. Jelolitk c-vel az (g, b) sikra merbleges
€s az O ponion atmend egyenest; legyen d egy tetszdleges az
O ponton atmend egyenes. Jeldljik R,-val az a fengely koriil
vald egyik olyan forgast, mely az (g, d) sikot az (g, ¢) sikba
viszi at; a d egyenesnek az R, forgdsndl szdrmazé képét jelolijiik

=R,(d)-vel (ha d az {g, c) sikban fekszik, akkor legyen R, az
azonossag és d'=ad). A b tengely kdriil valé barmely forgasnal
a b-re merSleges (a, ¢} sik Snmagdba megy at; jeldljik R,-vela b
tengely koriit valo egyik olyan forgdst, mely d’-t a-ba viszi 4t
Az R,R, mozgdsnal a d egyenes g-ba megy at; az R,R, mozgast
jeldlijuk T-vel. Ha R, jelent egy tetszlleges forgast a d tengely
koritl, akkor a 77 R,T mozgasnal az a egyenes ponijai fixpontok,
tehat ez a mozgds egy forgds az a tengely koriil, jeldljiik ezt
R-vel : R.= TR, T.Ebbbl a vonatkozashéi adsdik: Rd =TR. T,
vagy Thelyett R,R,-tés T~ helyett R"R et téve:

Ri=R.R,R.R R

Ertelmezés. A térmek azok a pontjai, melyeknek az O
pontidl vald tdvolsigai egymdissal egyenlék, gémbdt alkoinak; Oa
gomb kizépponija. A térnek minden az O-101 killdnbdz8 pontjin
egy €s csak egy olyan gomb megy at, melynek O a k6zéppontja.

A térnek az O pont koriil valé forgdsaindl minden az O
kbzépponttal biré gbmb. pontjai egymasba mennek 4t. Az O pont
koriil valé forgasok csoportja egy az O kbdzéppontital bird gombsn
tranzitiv, vagyis a gémb barmely pontjit a csoport alkalmas eleme
annak barmely mds pontjdba dtviszi ; de nem egyszeresen tranzitiv,
mert a gdmb két tetszbleges A és B pontjdhoz tébb olyan az O -
pont korill vald forgas tartozik, mely A-t B-be viszi at.

Erteimezés. Az « sik aequidistans feliiletén  azoknak a
pontoknak az Ssszességét értjtik, melyek az « siknak ugyanazon az
oldalan fekiisznek, s melyeknek az e siktdl vald tavolsigai egymdssal
egyenlSk. A térnek minden pontjdn az « siknak egy és csak egy
aequidistans fellilete megy at.

A térnek azok a mozgdsai, melyek az « sikot megmaradé
irdnyitassal Snmagiba viszik at, cseportot alkotnak, mely az « sikon




Egyenes-nyaldb éitelmezése. 169

tranzitiv. Ennek a csoportnak barmely leképezésénél az « sik
mindegyik aequidistans felillete nmagaba megy at.

178. tétel. A tér bdrmely mozgdsa elddilithalo két forgds
szorzataként, s ugyancsak egy eltolds és egy forgds szorzataként.

Bizonyitds. A tér azonos leképezése barmely tengely korii}
valo félforgadsnak a négyzete. Ha az adott mozgds nem az azonossag,
akkor legyen A a térnek egy olyan pontja, mely képéidl, A™-tSl,
kiitonbdzs. Az adott mozgast szorozzuk meg az A A’ szakasz kdzép-
pontja korill valé valamely félforgdssal ; ez a szorzat a térnek olyan
mozgésa, melynéi A fixpont, ez tehit egy az A ponton 4thaladé
tengely kortil valé forgds (175. tétei), Ennek a forgasnak és az AA"
szakasz kOzéppontja koriil alkalmazott félforgasnak-a szorzata az
adott mozgds. — Hasonldan elddllithaté az adott mozgas mint az
AA’ srakasszal valé eltoldsnak és egy az A’ pont koriil vald
forgasnak, vagy wmint egy az A koriil valod forgésnak s az AA
szakasszal vald eltolasnak a szorzata.

29, §. Térbeli egyenes-nyalabok.

Ertelmezés. Térbeli egyenes-nyaldbon a tér egyeneseinek
olyan &sszességét értjlik, melyre nézve a kiovetkezd feliételek iei-
jesiilmek:

1. A tér minden pontjdn a nyaldbnak legalabb egy egyenese
megy at.
' 2. A nyaldb bérme}y két egyenese egy sikban fekszik.

3. A nyaldb egvenesein a homolog poatok vonatkozésa
tranzitiv {l. 129. o.).

Ertelmezés. Legyen a és b két tefszoleges olyan egyenes,
melyek egy y sikban fekiisznek ; az ezek alial meghatarozolt (q, b)
nyaldbot a kovetkez$ elSirassal értelmezziik: 1. Ha C a y sik tet-
szBleges pontja, akkor az (g, ) nyaldbnak a C ponton athaladd
egyenese értelmezés szerint az (a, &) seregnek a C ponton atha-
ladé egyenese (I. 22. §.). 2. Ha C a 1érnek olyan pontja, mely
nem -tartozik a y ={(a, b) sikhoz, jeldljiik c-vel az a egyenesen ¢s
a C ponton &tfektetett #={(a, C) siknak a b egyenesen és a C
ponton atfektefett «= (b, C) sikkal val6é metszésvonalat; értelmezés
szerint ¢ az {a, b) nyalabnak a C ponton athaladé egyenese.

Az értelmezésbdl kdvetkezik, hogy ha az a és b egyeneseknek
van kozds pontja, O, akkor az {a, b) nyalab az O ponton dthalado
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egyenesek Bsszessége. Ha az a és b egyeneseknek van kozds me-
rélegese, akkor van egy olyan sik, mely az a és & egyenesekre
merBleges, s az erre a sikra merfleges egyenesek Usszessége al-
kotja az (a, b) myaldbot (L. erre vonatkozéan a 152. €s 153. tételeket),
Mindkét esetben nyilvan teljesiilnek a fenti 1--3. feltételek.

Tegyiik fel, hogy az adott a és & egyeneseknek nincs sem
kozos pontjuk, sem kdzos merdlegesiik. (A 1V. fejezetben beveze-
tendd parhuzamossagi axioma kizarja ezt a feltevést) Meg fogjuk
mutatni, hogy ebben az esetben is teljesiilnek -az (g, b)) nyaldbra
vonatkozéan az egyenes-nyalib fenti altaldnos értelmezésében fog-
lalt 2. és 3. feltételek; az 1. feltétel az (o, b) nyaldb meghatro-
zdsa folytdn onként teljesiil.

Jeldljitk A-val és B-vel az a és b egyenesek egy homolog
pontpdriat ; legyen tovabba ¢ az (a, b) nyaldbnak olyan egyenese,
mely nem fekszik az (a, b) sikban, s jeldljik C-vel a ¢ egyenes-
nek azt a pontjst, mely a b egyenes B -pontjdval homolog. Be
fogjuk bizonyitani, hogy A és C az a és c egyenesek homolog: pontjai.

Az A, B, C pontok nem fekilsznek egy egyenesen, tehéat meg-
hatiroznak egy e sikot. Mivel feltevésiink szerint g-nak és b-nek
nincs kozds merdlegese, az a, b, ¢ egyenesek koziil' egyik sem
lehet merSleges az & sikra. Ha példéul ¢ merdleges volna az ¢

sikra, akkor a 152. tétel szerinta

_ ¢-n atfektetett (b, C) sik is-merd-
leges volna e-ra; mivel B és Ca
b és ¢ egyenesek homolog ponijai,
tehdt a ¢ és CB egyenesek merd-
legességébdl kivetkeznék, hogy b
is merbleges a BC egyenesre és
az e sikra, s ezért az A B egyenesre
is. Mivel A és B az a és b egyene-
sek homolog pontjai, tehat ABaza
és b egyenesek kdzbds merblegese
volna, feltevésiinkkel ellentétben.
Tekintstik az ¢ sik altal meg-

: hatdrozott egyik térrészi,s nevezzilk
122. 4bra. a, b, ¢ félsugarnak-az a, b, c egyene-

seknek rendre az A, B, C pont altal

meghatérozott ama félsugarat, mely a nevezeit {érrészhez tartozik.
Ezeknek a félsugaraknak az_ ¢ sikra valé (merdleges) vetiiletét jeldljitk
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rendre &', ¥, ¢-vel. Tegyiik fel, hogy az (a, b), (b, ¢), (¢, a) slkok koz{il
egyik sem merdleges az ¢ sikra. (A kizdrt esetet a kovetkez meggon-
dolas csekély modositdsaval intézhetjiik el) Az o, & félsugarak az
e sikban az AB egyenesnek ugyanazon az oldaldn fekilsznek ;
hasonléan a ¥, ¢ félsugarak a BC egyenesnek, és ¢, o’ a CA
egvenesnek ugyanazon az oldalin fekiisznek (122. abra).

Feltevésiink szerint az {a, a’}), (b, &), (¢, ¢’) sikok merdlege-
sek az e sikra, s mivel A és B az a és b egyeneseknek, B és C
abésc egyeneseknek’ homolog pontjai, tehat

(g, AB)—<x(b, BA) s <x(b, BC)=<1(c, CBY,

fiol a zarojelekben a, b, ¢ a fent értelmezett félsugarakat jelentik ;
a 159, tétel szerint tehat

X (d, AB) < (b, BA) és < (¥, BC)—<I(c CB)
tovabbd a 157, tétel szerint:.

(g, @)y=-< (b, &)Y=<(c, ).

Mivel az (g, &) és a (¢, ¢) sikok merblegesek az ¢ sikra,
az <x(a, &)=< (¢, ¢’) egyenlSségh8l a 160. tétel szerint kovet-
kezik, hogy az @ és a ¢ félsugarak az AC egyenessel egyenld
belsl, vagy egyenld megfeleld szbgeket zdrmak:be. Az utdbbi es-
hetBséget kizarja az a tény, hogy A, B, C nem fekiisznek
egy egyenesen. Jetoljik ugyanis rendre g°, 8% c%-val a B, C, a
C, A és az A, B pontparok kdzépvonaldt, tovdbba d°-val a C pon-
ton athaladé és az AC-re merdleges egyenest., Az ¢ sfknak az
illetd egyenesekre vonatkozd tlikrozését jeldliik Sy, Sy, Se, Sp-val.
Az ¢ sikmak SpSsSpSp leképezésénél a C pont dnmagdba
megy at; ha a" és ¢ az AC egyenessel egyenlé megfelelé szoge-
ket zarndnak be, akkor ennél a leképezésnél a ¢ félsugar is on-
magiba menne at; ez a leképezés, mivel négy tiikrbzés szorzata,
megtartja az ¢ sik iranyitdsat, s-igy a 132. tétel szerint:

S6808Sp=1, ebbbl: SsS5:5p=_3, &3 (SpSuSp)?=1.

Az utébbi vonatkozds szerint az a% 89 ¢® egyenesek egy sereghez
tartoznak (138. tétel), az el8bbi vonatkozas szerint d°® ugyanehhez
a sereghez tartozik (I. 132.0.). Minthogy ennek a seregnek ° és @°
egyenesei merBlegesek az AC egyenesre, ezért a® és-c® is .merS-
legesek AC-re (138, tétel); ebben az esetben az a° egyenes az -
egymast metsz6 BC és AC egyenesek- kozds merélegese volna,

elléntétben a 92. téteilel. - -
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A fentiekb8l kdvetkezik tehat, hogy az &’ és ¢ félsugarak az
AC egyenessel egyenld belsd szbgeket zdrnak be; a 159. tétel
szerint kovetkezik ebbdl, hogy az a és ¢ félsugarak az AC egye-
nessel ugyancsak egyenlé belsé szdgeket zdrnak be, vagyis hogy
A és C az a és ¢ egyeneseknek homolog pontjai.

A ¢ egyenesen és az (a, b) sik tetszbleges E pontjan atfek-
tetett (¢, £) siknak az (a, &) sikkal vald metszésvonalat jeldljiik
e-vel. El6bbi eredményiink szerint az a, b, ¢ egyeneseken, s ugyan-
csak az g, ¢, ¢ €s a b, ¢, e egyeneseken a homolog pontok vonat-
kozasa tranzitiv; ebbdl kovetkezik, hogy az a, b, ¢ egyeneseken a
homolog pontok vonatkozasa tranzitiv, s ezért az (¢, d) sikban az
a, b, e egyenesek egy sereghez tfartoznak.

Ha ¢ és d az (g, b) nyaldb-
nak két olyan egyenese, melyek
az (a, b) siknak kiildnbdzd olda-
lén fekiisznek, jeldljik E-vel a ¢
és d egyenesek egy-egy C és D
pontjat dsszekotd szakasznak az
(a, b) sikkal val6é metszéspontjat.
A (¢, E) sik is, a (d, E) sik is
abban az e egyenesben metszi
az {a, b) sikot, mely az {a, b) se-
regnekaz E ponton 4thaladd egye-
nese ; eszerint az- (e, C) = (e, D)
stk tartalmazza a ¢ és d egye-
neseket (123. 4bra).

Ha ¢ és d az (a, b) nyaldbnak
két tetszbleges egyenese, melyek
az (a, b) siknak ugyanazon az oldalan feklisznek, s melyek nem
tartoznak egy az a-n 4atfektetett sikhoz, akkor vagy az (g, ¢) sik
vilasztja el egymést6l a b és d egyeneseket, vagy az (g, d) sik
valasztja el egymastol a b és ¢ egyeneseket, Tegyiik fel ugyanis,
hogy a d egyenes valamely pontja az (a, ¢} siknak ugyanazon az
oldalan fekszik, mint a b egyenes. Mivel a és d egy sikhoz far-
toznak, d-nek.nem lehet az (g, ¢) sikkal kozds pontja, kiilonben
d az (a, ¢) sikhoz tartoznék, feitevésiinkkel ellentétben. Ezért d
annak a lapszégnek -a belsejében fekszik, melyet az (g, b) és az
(a, ¢) sikoknak az a egyenes altal hatdrolt és rendre a b, illetve
a ¢ egyenest fartalmaz6 félsikjai alkotnak. Ennek a lapszdgnek egy

123, abra.
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sikmetszetére alkalmazva a 37. tételt adddik, hogy az (a, d) sik elva-
lasztja egymastdl a nevezeit lapszog két lapjat, s igy a b és a ¢ egy-egy
B és C pontjat 8sszekotd szakasznak van az (g, d) sikkal egy E
kdzbs pontja. A b egyenes az értelmezés szerint az (a, d) nya-
libhoz, s hasonléan, az a egyemes a (b, ¢) nyaidbhoz tartozik,
tehdt az (g, d) és a (b, ¢) sikok e metszésvonala az (g, d)
seregnek, s ugyancsak a (b, ¢) seregnek az E ponton 4thaladd
egyenese. A ¢-n aifekietett sikoknak az (e, d) sikkal valé metszés-
vonalai az (a, e} seregnek az egyenesei; az (g, d) és az (2, e)
seregek megegyezésébdl kovetkezik tehat, hogy d egy a ¢ egye-
nesen atfcktetett siknak az (a, d) sikkal val6é metszésvonala. Ezzel
igazoltuk azt, hogy az (a, b) nyaldb két te!szo!eges egyenese egy
sikhoz tartozik.

Legyenek ¢, d, f az (a, b) nyaldbhoz, de nem az (a, b) 'sikhoz
tarlozo egyenesek. ElSbbi eredményiink szerint a ¢, 4, f egyenesek
koziil barmely kettd egy sikhoz tartozik. Ha f a (¢, d) sfkban fekszik,
akkor a ., d, f egyenesek a (¢, d) siknak az a-n atfektetett harom
sikkal- valé metszésvonalai, s ezért f a (c, d) sereghez, s igy az
ertelmezés szerint a (c, d) nyalabhoz tartozik. — Ha pedig f nem
fekszik a {c, d) sikban, akkor f egy a c-n és egy a d-n atfektefett
siknak a metszésvonala, s ezért az értelmezés szerint f a (¢, d)
nyaldbhoz tartozik. EbbSl kbvetkezik, hogy ha ¢ és d az (e, &)
nyaldb két tefszbleges egyenese, akkor a (¢, d} nyaldb azonos az
(a, b) nyaldbbal.

Mint fent igazolink, az (a, &) nyalab a, b, c egyenesem a
homolog poniok vonatkozdsa tranzitiv; utébbi eredménytink alap-
jan kovetkezik ebbél, hogy az (a, b) nya!db, hdrom ftetszbleges egye-
nesén a homolog ponfok venatkozdsa tranzitiv. 1gazoliuk tehat azt,
hogy a fenti elSirassal értelmezett (e, b) nyaldb eleget tesz az
egyenes-nyalab alalanos értelmezésében foglalt 1., 2., 3. feltételeknek:

Eredményiinket a kdvetkezd tételben foglaljuk 8ssze:

179. tétel. Egy sikhoz lartozé: bdrmely két egyenes meg-
hatdroz a térben egy egyenes-nyaldbot. Ennek a nyaliibnak bdrmely
két egyenese ugyanext a nyaldbot hatdrozza meg. Ha a nyaldb két
egyenesének van egy O kizbs pontfa, akkor a nyaldb a térnek az
O. ponion dthalado egyeneseibsl dli. Ha a nyaldb kél egyenesének
van kzis merdlegese, akkor a nyaidb egy sxkra meré’lecres egyen
nesekbdl dil.

Ertelmezés. Valamely egyenes-nyalab eptszfera]én azoknak

13
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a pontoknak az dsszességét értjik, melyek valamely A ponttal a nyaldb
egyenesein homologok. A tér minden pontjan egy egyenes-nyalab-
nak egy és csak egy episziérdja megy at. Az egyenes-nyaldb bér-
mely egyenesén atfekietett siknak a nyaldb barmely episzférajaval
vilé metszete egy epiciklus; ugyanis a nyaldbnak azok az egye-
nesei, melyek ehhez a sikhoz fartoznak, egy egyenes-sereget al-
kotnak ; ennek egy epicikiusa alkotja az adott episzféranak a sikkal
valé meiszetét, : :

" A sikra vonatkozé 139. tétellel megegyezé médon bizonyit-
hatjuk be a kovetkezd tételt: ' '

180. tétel. A térbdrmely kongruens leképezésénél egy egyenes-
nyaldbhoz lartozd egyenesek ismét egy nyaldbhoz tartozd egyenesekbe,
s az egyik nyaldb episzférdi a mdsiknak episzférdiba mennek dt.

Ha egy egyenes-nyaldb két egyenesének van kozbs pontja:
-0, akkor a nyaidb episziérai az O kozépponttal biré gombdk. Ha
a nyalab két egyenesének van kdzds merbleges sikja: «, akkor a
nyalib episzférdi az « sik és ennek aequidistans feliiletei.

Ha egy egyenes-nyaldb a egyenesén atfektetiink egy « sikof,
a térnek az o sikra vonatkozé tiikrozésénél a nyaldbnak az e sikban
fekvé egyenesei dnmagukba mennek &t s ezeknek az egyeneseknek
a pontjai fixponiok. Tehat a 180. tétel szerint az « sikra vonatkozd
tiikrdzésnél a nyalab, s annak minden episzféraja dnmagéba megi? at.

Ha a térnek az a egyenes koriil vald forgdsdnal az g egyenes
altal hatirolt « félsik az o félsikba megy &t, akkor az « sikjira
 vonatkozé és az (e, ) lapszog felezdsikjdra vonatkozod tikrozések
szorzata megegyezik az adott forgéssal. EiGbbi eredményiink szerint
tehat egy egyenes-nyalab barmely egyenese koriil valo forgas a
nyaldb egyeneseit egymasba s a nyaldb minden E episziérajat
Bnmagadba viszi a. Az E episzféranak ezt a leképezését az episzfera
forgasanak nevezziik.

Legyen E egy egyenes-nyaldb valamely episzféraja, és ¢ egy

az E-on fekv8 epiciklus, vagyis a nyaldb valamely egyenesén at-
fekietett « siknak az E-nal vald metszésvonala. Az « siknak az
¢ epiciklus mentén vald eltoldsa (I. 137. 0.) meghatarozza a térnek
egy .€s csak egy olyan mozgdsat, mely az « sikban a siknak ezzel
az eltoldsival megegyezik. A térnek ennél a mozgdsandl az adott
nyaldb egyenesei egymdsba, s a nyaldb episziérdi ©nmagukba
‘mennek at. Az E episzféranak ilyen modon értelmezett leképezését
az ¢ epiciklus mentén valé eltoldsnak nevezziik. '
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A tér titkrdzése egy olyan e sikra vonatkoz6an, mely a nyaldb
valamely egyenesén atmegy, a nyaldb birmely £ episzféréjt onma-
glba viszi 41; az @ sfknak és az E episzféranak metszésvonalat képezd
£ epiciklus mmden pontja fixpont. Az E episzféranak ilyen modon
szarmazd leképezését az ¢ ep1c1klusra vonatkozé titkrdzésének ne-
vezzilk. .

A fent nevezetf leképezesek smrzataként eloalllthato a ternek
minden olyan kongruens leképezése, mely egy nyaldbot s annak
minden episzféréjat dnmagdba viszi at. Az episziéran ezek altal
€rtelmezett leképezéseket az episzféra konmgruens leképezéseinek
nevezziik ; ezeknek dsszessége csoporifot alkot.

Meg]egyzes Az E episzférira, annak ponijaira és epi-
«<iklusaira nézve teljesiiinek a sikra vonatkozé I, 1—3, II, HI axiomak,
ha azokban egyenesen epiciklust és sikon episzferat értiink, s ha
az episziéran fekvé idomok egybevdgdsigt az episziéra kongruens
leképezései alapjan értelmezziik, -

30. § Gombdk és szabailyos poliéderek.

Erteimezés. Az O kdzépponttal biré és az A ponton
athaladd gomb a térnek azokb6l a P pontjaib6l &il, melyekre
OA=O0P. A tér valamely Q pontja értelmezés szerint a gomb
Dbelsejéhez, vagy a gimb kiilsejéhez tartomk aszerint, hogy OQ < 0 A4,
vagy OQ > QA

Az O pontbél kiinduld barmely félsugarnak a gﬁmbbel egy
6s csak egy P kozds pont]a van (I 2); az OP szakasz pontjai

2 gbmb belsejéhez, az OP félsugdrnak az OPF szakaszon kiviil
fekvé pontjai a gbmb kiilsejéhez -tartoznak.

Ertelmezés. Ha A a gdmb tetszbleges pontja, és O a gomb
kbzéppontja, akkor az OA szakaszt a gomb _sugardnak nevezziik,
Ha A és A" a gomb két tetszbleges pontjd, az AA’ szakaszt a gomb
firjdnak nevezzitk. A 115. tétel folytan az A A’ szakasz pontjai a gdmb
belsejéhez, az A A" egyenesnek az A A’ szakaszon Kiviii fekvs pontjai
-a gbmb kilisejéhez tartoznak. — Olyan hirt, mely dimegy a gomb
kdzéppontjan, a gdmb diméréjének neveztink. A gbmb atmérSje a
-gomb sugardnak kétszerese. A 113, tétel folytdn a gomb barmely
olyan hiirja, mely nem atmeréle a gﬁmbnek kisebb a gﬁmb
atmérgjénél.. .

. A gémb. kﬁzépponilan atfektetett- 1etszﬁleges siknak agf&mbbel
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valé metszete egy olyan kor, melynek kdzéppontja a gbmb kdzép-
pontjdval egybeesik, s melynek sugara a gdmb sugaraval egyenl z
ezeket a kordket a gomb fikireinek nevezzilk,

" Ha az « siknak van egy gtmbbel egy A kdzds pontja,
akkor a gbmb O kozépponijabdl az « sikra bocsatolt merdlegesnek
B talppontja vagy egybeesik A-val, s ebben az esetben az « siknak
nincs a gbmbbel mds kbz85 pontja (115. tétel) ; vagy pedig A és B
killonbdz8k, s ebben az esethen az « sikban a B kdzépponttal
bird és az A ponton athaladé kor pontjai alkotjék a gdmbnek az
¢ sikkal valé metszetét. Ugyanis, ha A" ennek a kornek egy mis
pontja, akkor a BA=BA" és OB==0B egyenlGségek folytan az
OBA és az OB A’ derékszogil haromszbgek egybevagok (122. tétel),
s igy OA= QA4 tehdt A’ az adoit gombnek pontja; ha pedig A"
a gdmbnek az « sikban fekvé pontja, akkor az OA=0A és
OB =0R egyenldségekbdl kovetkezik, hogy az OBA és az OBA"
derékszdgli hiromszdgek egybevagok, s ezért BA=BA’, vagyis,
hogy A’ a nevezett kdrnek pontja.

Ertelmezés. Haaz a egyenesnek a I gbmbbel egy és csak
egy A kbzds pontja van, akkor az a egyenest a gdmb érintdjének,
az A pontot érintési poninak nevezziik, Ha az a egyenes a I'
gbmbnek érintdje, akkor a érintSje annak a f6kdrnek is, melyben az.
a-n és a gdmb kdzéppontjan atfektefett sik metszi a gdmbot.

"Ertelmezés. Ha az « siknak a I' gbmbbel egy és csak
egy A kozds pontja van, akkor az e sikot a gdmb érintdsikjdnak, az.
A pontot érintési pontnak nevezziik. Az ermtdmk merdleges az.
QA gbmbsugérra,

_ A gbmb A pontjin athaladé ama sik, mely merSleges az OA

gombsugarra, a gdmbnek érintGsikja {a 115. tétel folytan}; tehaia

gdmbnek minden pontjdban van érintésikja. A gbmbnek az A

érintési ponihoz tartozd érintSi az A érintési ponthoz tartozé érinis-

sikban fekiisznek. Ugyancsak a 115, tételbd] kovetkezik, hogy a
gbmb érintdsikjinak dsszes pontjai, az A érintési pont kivételével,.

a gbmb killsejében fekiisznek. A gomb 8sszes pontjai, az A pontot

kivéve, az érintdsiknak ugyanazon az oldaldn fekiisznek, mint a

gimb kdzéppontja,

Haa Pponta I’ gﬁmb khlseleben fekszik, €és ha A, A’ A”
a gdmbnek olyan pontjai, hogy a PA, PA,, PA” egyenesek a
gdmbnek érintdi, akkor PA = PA'= PA”, tehét az A, A’, A” pontok.
nem fekiisznek egy egyenesen (115. tétel), és az OP egyenes me-
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rileges az AA’A” sikra. Ennek a siknak a g8mbbel valé metszete
€gy k kbr; a k kir barmely pontjst a P pontial 5sszekdts egyenes
£rintSje a gbmbnek. _ : '

Legyen I' és I két gbmb, melyeknek kbzéppontjai az egy-
mastdl kiildnbozd O és O pontok. Ha A a-két gbmb kbzos pontja,
s ez rajta fekszik az OO’ egyenesen, akkor azt mondjuk, hogy a
két gbmb érinti egymdst az A pontban. Ebben az esetben [-nak
€s I'-nek nincs més kdzos pontja (113. télel) ; a két gomb koztil
mindegyik vagy egészen a mdsiknak a belsejében, vagy egészen
a masiknak a kitlsejében fekszik, az A ponttdl eltekintve, &s az A
pontban kodzds az érintdsikjuk. — Ha a ' és a IV gombnek var
egy olyan A koéz6s pontja, mely nem fekszik rajta az OO egye-
mesen, akkor jeldljiik az 4 ponton &t az O(’ egyenesre mer6-
legesen fektetett « siknak az OO’ egyenessel vald metszéspontjat
B-vel; az o sikban a B kbzépponttal bird és az A ponton atha-
ladd & kdr alkotja a I' és I'" gbmbdk egymdssal vals metszetét
{122. tétel).

A NIL k axiomdt (145. 0.) feltéve, bebizonyithatjuk még a
kdvetkezd tételeket: Ha egy egyenesnek van a I gomb belsejében
ponija, akkor van a gdmbbel pontosan két kb28s pontja. Ha egy
siknak van a I' gémb belsejében pontja, akkor van a gdmbbel
koz8s pontja, tehit a gdmbnek a sikkal valé metszete egy kor.
Ha a 7" gdmbnek van a I” gémb belsejében &s kiilsejében legalabb
egy-egy pontja, akkor van a két gombnek kozbs pontja; tehat a két
25mb metszete egy kor. -

Ertelmezés, Szabdlyos festszdgbn olyan konvex testszbget
€rtiink, melynek @sszes élszbgei egymassal, és Bsszes lapszdgei
egymdssal egyenidk, B

Legyen (a3, @, . . ., a,) egy szabalyos testszog; csiicsat jelbljiik
O-val. Az (4, 0)) lop kozépsikjdn értjitk az < (a;, a5) szoglelezGjén
atfekletett, az (¢, 4,) lapra merdleges sikot. \

A testszdg a,, oy, a; élein felvesziink egy-egy olyan Ay Ay A,
pontot, melyre OA; = OA,= Q4. Az A,, A, és az A,, A, pontpérok
kOzépsikja rendre az (a,, a;) lapnak, és az (a,, a,) lapnak a kbzépsik-
javal azonos (107. és 152. tétel); jeldljiik ezeket a-gyel és a-vel. Az
@ &5 o sikoknak van ‘egy kdzbs pontja, O, az 1. tétel szerint teht
van a két siknak egy kozos / egyenese. — Jelsljuk S-vel az a, élen és
az [ egyenesen éifektetett sikot. A 4, sik az A,, A, pontpir kézép-
stkja. Ugyanis a szabdlyos tesiszdgre vonatkozé értelmezésiink szerint
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< (ay, 0,) == <X (ay, as), s mert DA, = OAy,= OA4,, tehat a 104. {éted
szerint A; A, == A, 4,. Legyen tovabba L az ! egyenesnek O-46i killon-
bt5z8 pontja ; mivel L az A,, A, és az A;, A; pontparok kozépsikjain
fekszik, tehdt AL = A,L== A;L; a fenti vonatkbzasok folytin :
AAOL=A,A,0L, s ezétt A, és A, egymds tiikorképeia = A,0L
sikra vonatkozoan ; ebbdl kbvetkezik az is, hogy £ az (4, @, o5
lapszdg felezdsikija.

© Feitevésiink szerint a testszdg (¢;, @y, @2) €8 {a,, &1, @) lap-
szbgei egyenldk ; az ¢, sikra vonatkozé tiikrozésnél az a,, 0, élek
egymasba mennek &1, az (&, a;) sik dllal meghatarozott barmelyik
térrész Gnmagaba megy 4t, s ezért a testszdg (g,, 0;) lapjanak képe
az (g,, a,) lap. Ennéi a
{iikrozésnél az (ay, @, @y
lapszsg felezd sikjanak,
Be-niek, a képe a 8, sik;
ebbdl kovetkezik, hogy.
& az(a,, a4, a,) lapszdg
felezd sikja. Hasonléan
85 az (2., as, a,) lapszdg
felezd sikja. Eszerint az,
(all 02) éS az (321 as)
lapok kozépsikjai és az
. @, 0, a; éiekhez tartozé
lapszﬁgek felez6 sikjai egy ! egyenesen mennek &t. Az (1,2,...,n)
mdexek ciklikus felcseréiésével adoadik ebbél, hogy egy szabalyos
testszdg lapjainak kzépsikjai és lapszbgeinek felez8 sikjai egy
egyenesen mennek at (A 124. abran, n==0 esetében, a szabdlyos
festszdg Japszdgeinek felezd sikjai vamnak feltiintetve.)

Ertelmezés. Egy szabdlyos testszbg lapjainak kozépsikjait
és ‘a festszdg Iapszégemek felezé sikjait a szabdlyos testsz0g
szimmetriastkjainak, a szimmetriasikok kozés vonalt a szabdlyos
lestsz0g tengelyének nevezziik.

A térnek egy szabalyos testszog szimmetriasikjaira vonatkozo
titkrozéseinél a testszbg Snmagaba, annak élei egymasba mennek at.
— A szabilyos testszbg / tengelye €s a testszdg élei altal bezart
Lla, D, <@, D), ..., <, ) szbgek egyméssal egyenl8k, mivel
(@, {)=<(, ). A témek az [ tengely kdril vald forgdsai,
melyeknél az @, éinek rendre az @y, ¢y, . . ., @, €lek felelnek meg,
a.testszoget Bnmagdba viszik at. ' :

124, 4bra.
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A fenti targyaldsbél kovetkezik, hogy ha egy szabilyos test-
szbg mindegyik g; élén felvesziink egy olyan A; pontot, melyre
OA,=04,=...=0A4,, akkor az A, 4,,..., 4, poniok egy az
I tengelyre merdleges sikban fekilsznek, és egy szabalyos.sokszog-
nek a csticsai. — A.szabdlyos sokszbgekre vonatkozd egybevag6-
sagi tételbél (149. 0.) és a 165., 166. tételekbd] adbdik a kovetkezs :

' Ha egy szabdlyos testszBgnek élszge egy mdsik szabdiyos
tests28g élszigével, s az egyiknek lapszdge a mdsiknak lapszigével
egyenid, akkor a két szabdlyos festszOg egybevdgd, ozaz megadhats

a térnek olyan kongruens leképezése, mely egyiket a mdsikba viszi
dt. Ebbol specidlisan adédik, hogy az egyik és a masik testszﬁg
éleinek szama egyenld.

. Megjegyzés. A szabiiyos testszdgeknek a fentivel aequiva-
lens érteimezése a kovetkezd: Az (m, ds, ..., q,) testsziget sza~
béalyosnak nevezzilk, ha van a térnek olyan mozgdsa, mely az
0, Qy.. .., 0, €leket rendre az a,,4a,,...,a, ¢, ¢lekbe viszi 4t
(Kizarjuk azt az esetet, hogy az Usszes a; élek egy sikban fekiisz-
nek.) A 175. tételbdl ‘kdvetkezik, hogy a térnek ez a mozgasa egy
forgds valamely a tesiszdg csiicsdn athaladd ! tengely (a szabélyos
testszg tengelye) korill, — Ha ebben az értelmezésben a tér moz-
gasait a tér kongruens leképezéseivel helyettesitjiik, a fogalomkor:
lényéges bbvitéséhez, mégpedig a fent tirgyaltakon kiviii a_,nem
konvex szabdlyos iestsziﬁgekhez“ jutunk ; a kbvetkezGben ezt mel-
l6zziik. LR

A térnek azok a mozgdsai, melyek egy konvex testszéiget
Onmagdba visznek di, ciklikus forgdscsoporiot alkotnak. Legyem
ugyanis (4,4, ..., 4,) az adoit konvex testszdg, s legyenek
Ay, Guyy o v -, Oy, e0nek azok az élei, melyekbe az a,, = a, él a témek
a testszoaet 6nmagéba atvivd mozgdsainal dtmegy (¥, < #, <. < #).
Az (db,, Gs,, ..., 0,) testszdg kouvex és szabalyos te_s_tszﬁg, ennek
‘tengelye kﬁrﬂl\_valé ama forgasok, melyek a,,-et rendre az @y, @u, 005 Uy
€lekbe viszik at, annak a forgasnak a hatvanyai, mely a.-et &,-be
viszi at; ezeknek Osszessége alkotja az (o), s, . . ., 0.) testszt?g
émnagaba valé. mozgasamak a csoportjat.

Ertelmezés. Szabdiyos poliéderen oljan konvex pohéderti
értink, ‘melynek minden lapjt egy-egy Szabalyos sokszﬁg hataro];a,
s melynek minden testszbge szabalyos. "

Egy szabilyos poliéder Osszes élei egymdssal egyenidk. Ha

két é1 a poliédernek két szomszédos lapjahoz tartozik, akkor mind= _

@ !._Y,;;{
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egyikitk .egyeni6 a két lap kozds é€lével, s ezért a két adott ¢l
egymassal is egyenld. Mivel a poliéder Osszefiiggd (34, 0.), ebbél
kovetkezik fenti aliitAsunk.

Egy konvex poliéder élszdgén éstjiik a polléder egy csticsabol
kiindulé s a poliédernek ugyanahhoz a lapjihoz .tartozd két éf
Altal bezart sziget. Egy szabdlyos poliéder Usszes €lszigei egymds-
sal egyeniSk. Ha k;, k,, K}, ki a szabdlyos poliédernek egy csicsi-
bl kiinduls élek, melyek kozill & és k; egy laphoz, s & és k]
ugyancsak egy laphoz tartoznak, akkor < (k;, k,) = < (k1, k3), mivel
feltevésiink szerint a poliédernek az iileté cslicsahoz tartozd test-
szdge szabalyos, s ezért ennek sszes élszOgei egymassal egyenlok.
Ha %, k., ¥, ki a poliédernek ugyanahhoz a lapjdhoz tartoznak,
tovabba &, és &, egy cslicsbdl, s ugyancsak k; €s k; egy csucsbol
indutnak ki, akkor szintén < (k, k) =< (1, &3), mivel ennek a
lapnak a hatira egy szabélyos sokszdg, s ennek Usszes szigei
egyenldk. Ebbdl a két specidlis esetbél kovetkezik eldszor, hogy
két olyan élszdg, melyek szomszédos lapon vannak, egyenldk;
masodszor, tekintettel a poliéder 8sszefliggd voitara, “hogy bérmely
két laphoz tartozd élszdgek egyénlék.

A fenti két dllitds Osszefoglalasabdl adédik, ‘& szabdlyos sok~
sz8gek egybevdgdsigi tétele alapjdn (149. o), hogy egy szabdlyos
poliéder bdrmely két lapjdt haidrold szabdlyos soksz0gek egybevdgdk.

Megjegyzés. Téves a szabdlyos poliédereknek azzal a
feltétellel valé értelmezése, hogy Osszes lapjaikat egybevigd sza-
balyos sokszbgek hatdroljak. Péidaul egy szabdlyos tetraéder
(tisd lent) s ennek valamely lapjdra vonatkezd tlikSrképe egyiitt
dlyan konvex poliédert alkot, melynek Osszes lapjai egybevagd
szabalyos haromszogek s amely mégsem szabalyos.

Egy szabdlyos poliéder Osszes lapszdgel egymdssal egyenlik.
Ha a poliéder &, és k, éleinek kozds végpontja a poliéder valamely
¢stcsa, akkor a poiliédernek az chhez a csicshoz tartozd testszoge
szabdlyos lévén, ennek a testszgnek a k, és k, éleihez fartozd
lapszdgei egyeniGk. Mivel a poliéder Osszefiiggd, két tetszOleges &
€s K’ éléhez megadhaté éleinek olyan k=¥k, Ky, ..., kK, =Kk soro-
zata, melyben barmely két egymésra kdvetkezd élnek van egy
kizis végpontja; az eldbbi specidlis esetb8l kdvetkezik eszerint
a poliéder barmely két lapszdgének egyenlisége.

A szabilyos poliéder lapszdgeinek egyenlSségébll és élszo-
geinek egyenlfségébdl kovetkezik a szabalyos testszbgek egybe-
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vagbsagara vonatkozd fenti tételink szerint (199. 0.), hogy egy
szabdiyos poliéder Fsszes testszigei egybevdgok.

Fenti eredményeink szerint minden szabdlyos poliéder haié-
zata szabalyos (1. 64. 0.), vagvis egyrészt a poliéder minden lap-
jdhoz ugyanannyi csticsa, mdsrészt a poliéder minden csiicsdhoz
ugyanannyi lapja tartozik ; ezeket a szamokat jeldljiik n-nel és m-mel.

A 64. oldalon kozdlt tabldzatnak megfelelSen egy szabélyos
poliéder lapjainak szama J, s az egy lapot hatirolé élek.szama #
a kovetkezd lehet : '

1=4,6, 8,12, 20;
n=3423 5 3.

A megfelelé szabalyos poliédereket /Hlapunak, vagy masként rendre
igy nevezziik: szabdlyos tetraéder, hexaéder, oktaéder, dodekaéder,
ikosaéder. (Létezésiiket illetben 1. 204. o))

Ertelmezés. Egy szabdlyos poliéder tengelyein a kbvetkezd
egyeneseket értjiik: 1. a poliéder valamely lapjanak kbzéppontjan
athalado, az illeté lapra merbleges egyenest; 2, a poliéder valamely
élének kzéppontjiban az illetd élre a hozzitartozd lapszog felezS-
sikjdban emelt merSleges egyenest ; 3. a poliéder barmely csiicsdhoz
tartozo testszdgének a tengelyét, Ezeket rendre az illeié laphoz,
€élhez és csicshoz tartoz6 tengelynek nevezziik. — Valamely fen-
gelyhez tartozd perioduson értjlik az 1. esetben a poliéder lapjat
.. hatarolé-sokszbg n oldalszdmat, a 2. esetben a 2 szdmot, a 3.
esetben a poliéder egy cslicsabol kiinduld éiek m szamat.

A szabalyos sokszdgekre, €és a szabdiyos testszbgekre vonat-
kozé egybevagosagi tételek alkalmazdsaval addédik, hogy a szabi-
lyos poliédert dnmagaba viszik 4t a térnek kovetkezd forgasai:
1. Valamely laphoz iartozd tengely koriil vald forgasok, melyek az
illetd lap csiicsait egymassal ciklikusan felcserélik ; ezeknek a szama
(az azonossagot nem szamitva) n—1, 2. Valamely éihez tartozd
tengely koriil valo félforgds, mely az &l két végpontjat felcseréli.
3. Valamely cstcshoz fartozé tengely korill valé forgasok, melyek
az illetd cslicshoz tartozd festszbg éleit egymassal cikiikusan fel~
cserélik ; ezeknek a forgdsoknak a szdma m—1.

A szabdlyos poliéder barmely tengelyének a poliéderrel két
kozbs pontja van (mint az 54. tétel alkalmazasaval belathatd); ezek
kdztil mindegyik a poliédernek vagy egy csicsa, vagy egy éiének,
vagy egy lapjanak a kdzéppontja. A poliéder dsszes tengelyei kiriil
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valé forgdsainak a szama, hozzészamitva.az azonossagot 15, ezek
szerint a kovetkezd (1. 2a-62. és 63. tételt): '

N=%[f(n-1)+é+c(m—-1)]+ 1 =_lﬁ,.-;,-‘cm;2é.

Tetraéder esetében N= 12, hexaéder és oktaéder esetében N =24,
" dodekaéder és ikosaéder esetében N=©60. — Az N fenti kifeje-
z6sébdl (sOt kdzvetleniil is)- nyllvénvalo, hogy a szabalyos poliéder
bérmely lapjat barmely mas lapjdba a poliédernek 7. forgésa,
minden csiicsat minden mas csticsaba m forgdsa, €s minden élét
minden mds élébe a poliédernek két forgasa viszi af.

A szabélyos poliéder valamely tengelyehez tartozé penodusok
lehetséges értékeit fekintvé adodik, hogy a poliéder barmely éléhez
tartoz6 tengelynek a poliédérrel vald masik metszéspontja szmtén
egy élnek a kozéppontja, s a tefraédert kivéve, minden laphoz és
minden csticshoz fartozé tengelynek a poliéderrel valé masik metszés-
pontja szintén egy lapnak a kozéppontja, illetve’ a pohédemek egy
csiicsa (. a 64, oldalon kozdlt tablazatot).

Egy szabélyos poliéder 0sszes fengelyei egy egyenes-nyaléb-
hoz tartoznak (. 29. §). Legyen ugyanis k a poliéder valamely
éle, 'C ennek kdzéppontja, A; és A, k végpontjai, 4, és 4, a k €thez
tartozd lapok. A poliédernek az 4,, A, csucsokioz tartozé tengelyeit
ay, 0y-vel, a A, és a 1, lapok k8zéppontjain 4thaladd tengelyeit
by, by-vel, a k- ¢l kdzéppontjdn athaladé tengelyét . c-vel jeldljiik.
A k élhez tartoz6 lapszdg felezd sikjaban fekisinek az a,, a, €s
¢ tengelyek. A 2, lapra merSieges és a 4, lap kozépponijin atfek-
tetett ama sik'ok, melyek rendre az 4,, A,, C ponton. mennek at,
tartalmazzak a b, tengelyt és rendre az @, a,, ¢ tengelyt. Az Ay, Ay
pontpar kozépsikja- tartalmazza a &, b, és a ¢ tengelyt. Eszérint
az a, tengely a (b, 4;) és a (¢, A;) sikok metszésvonala, s igy az
értelmezés szerint az g, egyenes.a (b, ¢) nyaldbhoz, s hasoniéan:
a (b, ¢) nyaldbhoz tartozik. Ennek a két nyalabnak a, és ¢ két
koz0s egyenese, s igy a kéf myalib -egyméssal azonos. Ebbdl &
meggondoldsbsl koveikezik, hogy az g, egyenes .is ugyanehhez a
nyaldbhoz tariozik. Ennek az eredménynek ismételt alkalmazasaval.
adédik,: hogy eldsz0r-a poliédernek - mindazok-a tengelyei, melyek
a poliéder egy ldpjanak a kdzéppontjan, tovibba az ezt a lapot
‘hatarolé élek kdzépponijain és ennek a cshcsain mennek at, egy
nyaldbhoz tartoznak; smdsodszor, tiogy a poliéder két szomszédos
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lapjanak ebben az érfelemben megfeleld tengelyek is egy nyaldb:
hoz tartoznak ; ebbdl adédik végiil, tekintettel a poliéder dssze-
fiiggd voltdra, hogy a poliéder Osszes tengelyei egy nyaldbhoz
fartoznak. i

Legyen A a szabélyos poliéder valamely csticsa, &, és 4, az
A csticshoz €s a poliédernek ugyanahhoz ‘a 4 lapjahoz tartozo élek,
C, és C, ezeknek a kdzéppontjai, tovabbé ¢, és ¢, a rajtuk athaladé
tengelyek. A 107. tételt a C,C,A egyenldszard héromszdgre aikal-
mazva adodik: XACCo=<xACC; a 124. téteibs] kdvetkezik,
hogy ezeknek a szogeknek a pbisziigei is egyenlk, tehdt, hogy ¢,-nek
és c;-nek a 4 sikra valé vetiiletei a C,C, egyenessel annak ugyanazon
az oldaldn egyenld bels6 szbgeket zdrnak be. .Ebbdl a 159. tétel
szerint kovetkezik, hogy ¢, €s ¢, a rajluk atfektetett sikban a C,C,
egyenessel annak ugyanazon az oldaldn egyenld belsd szogeket
zarmak be, vagyis C, és C, a ¢, és ¢, egyenesek homolog pontjai.
Mivel a poiiéder barmely két k és X’ éléhez megadhat6 a poliéder
éleinek olyan- k=ky, k,, ..., k,==4K" sorozata, melyben birmely
ket egymasra koveikezd éI a poliédernek ugyanakhoz a lapjahoz
€s ugyanahhoz a csicsdhoz tartozik, az el6bbi eredménylinkbél
kbvetkezik, mivel egy nyaldb egyenesein a homolog pontok meg-
felelkezése tranzitiv, hogy ha k, és &, a poliédernek két tetszdleges
éle, akkor ezeknek C, és C, kézéppontjai homolog pontok a sza-
bélyos poliédernek a Cr-en és a C,-n ithaladd tengelyein. Jeldljitk
Ci-vel a C, ponton Aafhaladé tengelynek a poliéderrel valé mdsik
metszésponijat. Mivel a ¢; tengelyhez tartozé periodus 2, mint fent
mér megjegyeztitk, C{ szintén a poliéder valamely élének a kozép-
pontjia. Elfbbi eredményiink szerint a ¢, egyenes C, pontjaval
homologok a ¢, egyenesen az egymastol kiilonbdzé C; és C pon-
tok. Mivel pedig két egymast nem melszé egyenesen a homolog
pontok megfelelkezése egyértelmii (). 127, 0.), ebbdi koveikezik,
hogy a.¢, és ¢, tengelyeknek van egy O kbzds ponmtja. A (g &)
nyaldb eszerint az O ponten. athaladé egyenesek Osszesgége; az
eldbbi bekezdés -szerint a poliéder dsszes tengelyei ehhez a nyatdb-
hoz tartoznak. Az O ponlot a szabdlyos poliéder kizéppontjdnak
nevezziik, Eredményiinket a kovetkez6 télel fejezi ki:

Egy szabdlyos poliéder sszes tengelyei egy O ponion, a sza-
bdlyos poliéder kbzéppontidn mennek dt. \

Egy szabdlyos poliéder Bsszes lapjanak k&zépponual a polié-
der O kdzépponijatdl egyenid tavolsigban vannak, s gy ezek a
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pontok egy olyan gdmbon fekiisznek, melynek kdzéppontja a sza-
bilyos poliddernek O kdzéppontja; a poliéder lapjain difektetett
sikok ennek a gdmbnek érint0sikjai. — Hasoni6an egy az O ks.
zépponttal biré gombdn fektisznek a szabdlyos poliéder Bsszes
csicsai; a poliéder ©sszes lapjai ennek a gdmbnek a belse]eben
fekiisznek (eltekintve a csiicsoktél).

Ha a térnek egy 7 mozgisa valamely szabélyos poliéder

csucsait egymasba viszi at, akkor ennek az A, csidcsahoz tartozé
tengelyet a T(A;) = A, csticshoz fartozd tengelyébe viszi 4t. Mivei
a poliéder O kozéppontjdnak az Osszes csiicstdl vald tdvolsigai
egyenibk, tehat a 165. tétel folytdn T(O)=0. A 175. téielbsl
kovetkezik, hogy T a térnek egy forgasa valamely az O kozép-
ponton athaladé tengely koriil; ez a tengely sziikségképen a sza-
balyos poliéder valamely lap]ahoz €léhez, vagy csdcsdhoz tartozo
tengellyel azonos.
Eddigi axiomdink
. alapjan  szerkeszthetiink
szabdlyos fetraédert, hexa-
édert és okinédert a ko-
vetkezd mdédon,

Vegyiink fel két egy-
> masra merdleges a, b egye-
nest, s a rajiuk aifektetett
sikra merdleges ¢ egye-
nest, mely a és b kozis
O pontjan megy at. Az
O ponttél az a, b, ¢ egye-
i nesekre mindkét irdny-

125. gbra ban egymassal - egyenld
OA, 04, OB, OR, OC,
OC’ szakaszokat merunk fel. EzeknekA A, B, B, C, C’ végpontijai
egy ‘szabdlyos oktaédernek a csiticsai; az oktadéder lapjai az ABC,
AB'C, ABC', AB'C', A’BC, AB'C, ABC’, AB'C’ szabdlyos ha-
romszdgli lapok. — Ezeknek a szabalyos hiromszégeknek a ko-
zéppontjai egy szabilyos hexaédernek a csicsai (125, abra). A
szabdlyos - hexaédernek- egyxk csiicsa, s a hozzd tarfozd lapoknak
- szemben fekvd csilicsai egy szabdlyos tetraéder csucsalt adjak
(126. 4bra).
Megjegyzés. A szabalyos poliéderek tovabbi két esetével
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a IV. fejezetben fogunk foglalkozni. A parhuzamossagi axioma al-
kalmazdsaval a hexaéder egyszeriibb szerkeszléséhez is eljutunk.

Ha egy konvex poliéder a
térnek az a tengely kériil valé va-
lamely forgdsdnd! Snmagdba megy
dt, akkor az a tengelynek van a

poliéderrel két kbzis pontja. :

- Ezt a tételt kbvetkezGképen

bizonyiljuk be. Jeldljiik T-vel a '
térnek az g tengely koriil vald . ~
olyan forgdsat, mely a I7 konvex
poliéder csificsait egymasba viszi
at. T valameiy hatvanyanal a -
poliéder mindegyik csiicsa dnmagiba megy 4t (mivel a poliéder
csiicsainak csak véges sok permuticiéja van) s igy T-nek ez a
hatvdnya az azonossag {l. a 165. tételt, vagy ennek a 184—185. ol-
dalon felsorolt kdvetkezményeit) ; eszerint 7 egy periodikus forgas, —
Legyen P, egy a II poliéder belsejében fekvé pont; ennek a T
hatvanyaindl szdrmazé P, B,,..., P, képei egy az a tengelyre
merdleges sikban fekilsznek, s (ha n>2) egy szabalyos sokszdg-
nek a csicsai. Ennek a sokszdgnek (illetve, ha n=2, akkor a
a PP, szakasznak) O kdzéppontja a T forgds fixponija, tehat
az g tengelyhez tartozik. Mivel a T forgdsnal a IT poliéder belseje
dnmagdba megy at, a P, P, ..., P, pontok IT belsejében fekitsz-
nek, s mert I konvex, tehat a P pontokat burkolé Kkonvex sok-
szbg is II belsejéhez tartozik ; eszerint O a IT poliéder beisejében
fekszik. Az O ponton atha]ado a tengelynek az 54. téte] qzermt
van a Il poliéderret két kdzds pontja.

A térnek azok a mozgdsai, melyeknél egy konvex polidder, s
annak valamely P ponfja Snmagdba megy df, cikitkus Jorgdscso-
portot alkolnak. Ennek igazolisara jegyezziik meg elSszbr, hogy a
175. tétel szerint ezek a mozgdsok a tér forgisai a P pont kbriil.
Ha P a poliéder valamely 2 lapjanak belsé pontja, akkor a 2 lap
minden olyan mozgdsndl, mely a poliédert és a P pontot dnma-
gdba viszi at, dnmagaba megy at, s ezért ezek a mozgasok for-
gasok a 4 lapra a P pontban emelt merSleges koriil ; ebbSi a sik
véges mozgdscsoportjaira vonatkozd tételtink alapjan (L. 153. 0,)
kovetkezik, hogy a poliédert és a P pontot dnmagaba atvivo moz-
gasok csoportja ciklikus. Ha P a poliéder & élén fekszik; akkor _

126, dbra.



206 i - IN, 20, §.

ennek az élnek a kdzéppontjdval azonos; a forgastengely a P
pontban a k élhez tartozd lapszbg felezdsikidban a & élre emelt
merSleges; e korlil a tengely korill vald -féiforgds az egyediili
olyan mozgés, mely a poliédert és a P poniot dnmagaba viszi 4t
Ha pedig P a poliéder valamely csiicsa, akkor az ehhez a csics-
hoz tartozd testszbg Onmagadba megy. &t a nevezett mozgasokndl,
s mivel egy konvex testszbg dnmagdba valé mozgasainak csoportja
ciklikus (. 199. o0.) ebbdl kovetkezik, hogy a poliédert és a P
csticsot Snmagdba atvivé mozgdsok csoportja is cikiikus. — A most
bebizonyitott tételbdl kovetkezik, hogy egy konvex poliéder bdrmely
ponljdn a poliédernek legfeljebb egy lengelye megy df, azaz leg-
feliebb egy olyan egyenes, amely koriil vald forgis a polledert
dnmagaba viszi at.

A tér minden penodfkus kongruens leképezésének van lega!abb
egy fixponija,

Ha a T kongruens leképezés periodusa n=2, akkor egy
tetszdleges A pontot az A" = T(4) képponital 8sszekdtd szakasz
kdzéppontja . T-nek fixpontja. — Ha n=3, akkor az A pont, s
ennek a T-nél és a T2-nél szdarmazd A, A” képei T-nél ciklikusan
egymasba mennek 4t; ezek tehdt egy szabalyos hiaromszog csicsai,

- § a hdromszdg kdzéppontja T-nek fixpontja. — Tegyitk fel, hogy
a fenti tételt igazoliuk mir az m(> 1) periodusi Jeképezésekre,
$ ebbfl levezetjlik az n=m. p periodusiakra (p>1). Ha p=2,
akkor feltevésiink szerint az m-periodusit 72 leképezésnek van egy
A fixpontja; ha ez nem fixpontja T-nek, akkor 7 felcseréli egyméssal
az A és az A’=T(A4) pontokat, s igy az AA’ szakasz kézéppontja
T-nek fixpontja. Ha p> 2, akkor az m-periodusi 7% leképezésnek van
egy A fixpontja; az A, A'=T(A), A"=T(4),.. 7Pl
pontok T-nél _clkhkusan,felcserélodnek s igy ezek valamennyien fix=
pontjai T%-nek. Ha ez a p pont nem fekszik egy sikban, akkor
a T¥leképezés az azonossdg (1. a 165. tételt vagy ennek a 184—1835. 0.
kimondoit kovetkezményeit); ez ellentmond annak a feltételiinknek,
hogy 7T periodusa n>p. Ha az A, A, A”,..., A*™' pontok egy
sikban fekiisznek, akkor az ezeket burkold konvex sokszdg sza-
balyos, s enunek ktzéppontja fixpont a 7 leképezésnél. A fentiek
szerint elegend$ fehat a tételt primszamu periodusra vonatkozdan
beblzonyltam

Legyen T a térnek olyan kongruens leképezése, melynek pe-
riodusa a p primszam (p>2). Egy A pontnak a T halvinyaindl
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szdrmaz6 képeit jeldljik A, 4, A%,..., A* '-gyel. Ha ezek a pon-
tok nem fekiisznek egy sikban, jeldljiik az ezeket burkolé konvex
poliédert [-vel, s legyen AA" a poliédernek egy az A pontbél
kiindué éle. A T leképezésnek azt a 7% hatvinyat, mely A-t A*ba’
viszi at, jeldljitk S-sel; mivel k és p legnagyobb kbzbs osztéia 1,
tehdt van két olyan m és'n egész szim, melyre km —pn=1:
ebbdl §"=(T*)"=T7""2"=7. Eszerint 7-nek minden hatvinya
S-nek is hatvanya (és viszont). Az A, S(4),8%(4), . .., $*~! (4) ponto-
kat jeloljiik rendre A,, A,...., A-vel; ezek tehataz 4, A’, 4”,..., A?™!
pontok més elrendezésben, Az S leképezésnél a IT poliéder on-
magdba megy at, s ezért élei egymasba mennek &t; igy az A A4,
¢l képe Il-nek A,A; éle, ennek képe az 4,4, él, stb. Az A,4,... A,
egyszerli zart tortvonal a IT konvex poliédert két o, és ¢, részre
osztja fel (38. tétel); ¢, és o, egyszeresen Osszefiiggd hatarolt po-
ligderfeltiletek (. 65—66. 0.). Mivel az S leképezésnél az A 4. A,
zdrt tortvonal dnmagaba megy at, o, és ¢, vagy egymasba, vagy
mindegyik dnmagdba megy at; az e!6bbi esetben azonban az S*
leképezésnél is,- mivel p pdratlan, ¢, és ¢, egymésba mennének 4f,
holott S* az azonossag. Ezért S-nél g, is, o, is dnmagaba megy
~at Az A, csdcsbél kiindul a IT poliédernek legaldbb egy az A, A,
tol és az A, A0l kiildnbdz5 A, A, éle; tegyiik fel, hogy ez ¢;-hez

 tartozik, akkor ez gr-et két részre osztja fel, s nevezetesen elvd-
lasztia egymastél o-en az A, és A, ponfokat. Eszerint az 4,4,
€l képének, mely a szintén g-hez tartozd A,A,., &, lenne az
A A, €llel kbzds pontja; ez azonban ellentmond a poliéder értel-
mezésének (1. 53—54. 0.). Ebbdi kovetkezik, hogy az Ap, Ag,i A,
poniok egy sikban fekilsznek; az A, pontokat burkold konvex
soksz0g szabalyos, s ennek kbzéppontja fixpont a T leképezésnél.
Ezzel bebizonyitottuk a fent kimondoft tételt, vagyis hogy a tér
minden periodikus kongruens leképezésének van fixpontja, —
Ebbdl a 175. tétel szerint kovetkezik, hogy a témek minden pe-
riodikus mozgdsa a térnek egy forgdsa valamely tengely koriil.

Kovetkezd targyaldsunk célja a tér véges mozgdscsoporijainak
a meghatarozasa. ' '

A térnek egy egyenese koriil vals valamely periodikus forgésa
s ennek hatvanyai egyiitt cikiikus csoporiot alkotnak,

A szabdlyos poliéderek mozgdscsoportiai szintén a tér véges
csoportjai; ezeket fent 4ltaldnosan -targyaltuk, de eddig csak a
tefraéder €s az oktaéder (illetve a hexaéder) csoportjait- hataroztuk
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meg, az illetd szabalyos poliéder- megszerkesztésevel Ebbéi a szer-
kesztésiinkb8i a sik primitiv periodikus forgdsaira vonatkozé ered-
mények alapjan beldthaté az, hogy bérmely két tetraéder-csopori
egymassal aequivalens, vagyis hogy megadhaié a térnek olyan 7
mozgdsa, mely az egyik csoport tengelyeit-a mdsik ‘csoport meg-
egyez8 periodusii tengelyeibe viszi 4t; az egyik csoport barmely
S elemébdl a masik csoport megfeleld S’ elemét a T-vel valo
franszformdidssal, azaz balrol T Lgyel s ugyanakkor jobbrél T-vej
val6 szorzdssal kapjuk: S’=T7"'S7. Ugyancsak a szabdlyos po-
liéderek fenti szerkesztéséb8l adodik az is, hogy az okiaéder
és a hexaéder csoporfok aequivalensek egymdssal; az oktaéder
lapjaihoz fartozé tengelyek a hexaéder csucsaihoz tartozd ten.
gelyeknek felelnek meg, és megforditva. Ugyanezt az dsszefiiggést
talaljuk majd a dodekaéder és az ikosaéder kdzdtt, melyeknek
Iétezését' a parhuzamossagi axioma alapjan fogjuk igazolni.

A térnek tovabbi véges mozgdscsoportja a négyescsoport (mely
egyébként barmely szabaiyos poliéder csoporijdnak is része);
ez hdrom pdronkint egymdsra. merfleges tengely koriil valé fél-
forgasbdl és az azonossigb6i 4ll. Ez a csoport specidlis esete
a diédercsoporinak, melyet (> 2 eseién) kdvetkezfképen érteime-
ziink. Legyen az « sikban A A,...A, egy szabaiyos sokszog ;
jeldljik szimmetriavonalait a;, ¢,, . . ., a,-nei és jegyen ! a sokszog
O kdzéppontjaban az « sikra emelt merbleges; erre az O ponttol
egymassal egyenié OB, és OB, szakaszokat mérlink 1d. A B A A,
és a B,AA... haromszoglapok (i==1,2,..., n; A =4) egyiit
egy konvex poliédert alkotnak; ezt n-oldald diddernek nevezziik.
A B,B, tengely a diéder fGtengelye, a sokszdg &, @, - . ., 4, SZim-
metriavonalai a diéder melléktengelyei, A f6lengely koriil vald ama
forgasok, melyek az A4,4,...A, szabalyos sokszdg csticsait egy-
méasba viszik 4at, & a mellékiengelyek korlll vaid félforgdsok
(melyek a f6tengely B, és B, végpontjait felcserélik) egyiitt egy '
2n-edrendfi csoportot alkotnak; ezt nevezziik diédercsoporinak, '

Be fogjuk bizonyitani, hogy a felsoroliakon kivili nincs a
térnek mas véges mozgdscsoportja. Mivel egy véges csoport min-
den eleme periodikus, s mint bebizonyitottuk, a térnek minden
periodikus mozgasa forgas valamely fengely kartl], tehat &llitasun-
kat csak véges forgdscsoporiokra nézve kell 1gazolm Nem tehetjiik
fel azonban elfre azt; hogy az 6sszes forgé.stengelyek egy ponton
mennek at. - : .
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_ Legyen a az adott G csoport valamely forgésdriak a tengelye.
Ha a-nak- valamennyi pontja fixpont a G csdport minden mozgé-
sanal, akkor G egy az a tengely kdriil -valé periodikus forgés
hatvaryaibol - 46 ciklikus csoport. Ha -az q. tengelynek van
olyan A, pontja, mely nem fixpont G minden ‘mozgisanal, akkor

jeloljik’ A, A,, ..., A-vel A-nek a csoport mozgasaindl szdrmazé

bsszes képeit; ha NV jelenti 2 G csoportnak, és » az a tengely:
koriil vald forgdsaibol all6 ¢ ciklikus csoporinak a rendszamdt,

akkor N—=cv, — Ha ¢=2, akkor a G csoport barmely mozgi-
sinal A4, és A, vagy ®nmagukba, vagy egymasba mennek 4t; az
a tengely koril valé forgdsoknal A, fixpont, tehat A, is fixpont,
vagyis A, az q tengelyen fekszik. Minden olyan forgasnak a ten-
gelye, mely A,-et és Ayt felcsersli, az A, A, szakasz O kodzéppontjin
megy at, és merdleges az o tengelyre ; egy ilyen forgdssal szorozva
G-nek az a tengely koriil val6 forgasait (melyek ¢iklikus csoportot
alkotnak), megkapjuk tehdt G &sszes elemét; eszerint G diéder-
csoport, vagy specidlisan négyesesoport. — Ha c¢> 2, és ha az
bsszes A, pontok egy sikhoz tartoznak, ugyanerre 2z eredményre
jutunk; ugyanis a sik véges mozgascsoportjaira vonatkozé tételiink
szerint a G csoportnak azok a mozgssai, melyek az A, 4,...'A,
sikot megmaradé iranyitdssal Onmagaba viszik 4t, ciklikus csoportot
alkotnak}; az A,, 4,,..., 4, pontok egy szabdlyos s0ksz0g csticsai
(. 183. 0.); a soksztg kbzépponijaban a sokszbg sikjéra emelf
merfleges a diéder fdtengelye, az a tengely s ennek a .csoport
mozgasaindl szdrmazé képei a diéder melléktengelyei,

Tegyiik fel, hogy az A4, A,, . .+; A, pontok nem fekiisznek
egy sikban; jeldljitk IT-vel az ezeket a pontokat burkolé konvex
poliédert. A G csoport minden mozgasinal az A; pontok egymasba
mennek at s mindegyik A, pont minden mas A; pontba atmegy ;
ezért a G csoport valamennyi mozgdsandl a II poliéder Snmagdba
megy at, s mindegyik A; pont csticsa a I7 poliédernek, Ebbs}
kovetkezik tovabba, hogy a poliéder Bsszes testszigei egybevagok.
Az a tengelyhez tartoz6 p-edrend(i g ciklikus csoportndl a poliéder-
nek barmely az A, pontb6l kiindulo éle » kitlonbdzé az A, pont-
bél kiindulé éibe megy at. Ha a II poliédernek pontosan » éle
tartozik az A, csiicshoz, akkor tehat az A, csticshoz tartozd tesiszdge
szabalyos, tovdbba az 8sszes az A, csiicshoz tartozd élei és él-
szbgei egyenibk ; mivel pedig -a-II 'poliéder valamennyi testszoge
egybevago, ebb6l kivetkezik, hogy a poliéder 8sszes élei egyenlék

: 14
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és dsszes élszbgei egyenldk, s ezért a poliéder lapjait szabélyos
sokszbgek hatdroljik ; ebben az esetben tehat IT szabdlyos poliéder.
_ Ha azonban az A, csicsbol kiinduld éiek szama nagyobb
mint », akkor a fentiek szerint ezeknek az -8leknek a szdma k»

_ %cka}_:-;—Nk_.: Jelslik
idel T lapjainak a szdmét; mivel minden lapnak legaldbb 3 éle

(k> 1); II ssszes éleinek szama tehat é —

van, s minden &I 2 laphoz tartozik, tehat 3/=<2¢; vagyis Ig'—g é;
22 EuLeR-Héle poliéder-tételbol (62, tétel) kbvetkezik, hogy é=<3¢—8.
Behelyettesﬁve az é=%Nk'és c=% értékeket kapjuk ebbdl,
hogy »k <6, tehdt » =2, k=2, é=N. Alapok sz4ma az EULER-~
féle tétel szerint:- z=%N-r-2;c+2. — Mivel zg%hm N, te-

hat a poliéder minden lapjdhoz tartozik a G csoportnak legalabb egy
olyan' nem azonos forgdsa, mely. az illetd Iapot_bnmagaba\ viszi at.
Az A, csiicshoz a poliédernek kv =4 lapja tartozik, melyek koziil
kettG-kettdé az a tengely korlil valé félforgasndl egymdsba megy
at; az egyik és a masik parhoz tartozé egy-egy lap oldalszamat
jeloljik p-vel és g'-vel, A poliéder Osszes lapjainak szama tehat

I=2c (% 4 %) ; ezt a fenti /=c+2 -kifejezéSsel Slsszﬁehésonlitva,

adodik : .
1 1 11

wtw—zte
Ebbél nyilvanvald, hogy s és g’ kozil legalabb az egyik 3-mal
egyenld. Az illetd haromszogi lapot énmagiba atvivé forgas pe-
riodusa p=3; ennek a forgdsnak a héaromszogl lap belsejéhez -
tartozd B, fixpontja, és B-nek a G csoport mozgasainal szdrmazd -
képei egylitt egy szabalyos poliéder csticsait adjak elfbbi ered-
ményiink szerint; eanek a szabalyos poliédernek a forgdscsoportja
az adott G csoport. _ -

Eredményiinket a kovetkezd téielben mondjuk ki: :

A tér mozgdsainak minden véges csoportja vagy ciklikus ¢so-
port, vagy diédercsoport (beleérive a négyescsoportot is), vagy egy
szabdlyos test forgdscsoportia. A csoport dsszes forgdsainak ten-
gelyei egy ponton mennek dt. '




IV. Parhuzamossag.
31. §. Az euklidesi parhuzamossagi axioma.

-« A parhuzamossag axioméjat a kovetkezs alakban vezefjiik be :
IV. Legyen a egy tetszileges egyenes, és A egy nem az ¢
egyenesen fekvé pont; az a egyenesen és az A ponton difektetett o
stkban van egy és csak egy olyan @ egyenes, mely dimegy az A
ponton, s melynek nincs a-val kozos pontia. . '
 Ertelmezés. Két olyan egyenest, melyek egy sikban
feklisznek s melyeknek nincs k6z8s pontjuk, egymassal pdrhuzamos-
fiak neveziink. ' - :

Megijegyzés. Az I, 13, Ii, Il .axiomakbol kdvetkezik,
ogy az « sikban barmely a egyeneshez, és barmely nem az a
egyenesen fekvé A ponthoz megadhaté legalibb egy olyan‘az «
sikban fekvd o’ egyenes, mely atmegy az A ponton, s amelynek
nincs az @ egyenessel kdz0s pontja. Legyen ugyanis b az A pontén
athalad6 és a-ra merGleges egyenes (92. tétel), tovabba @’ az A
ponton athalads, és b-re merdleges egyenes; a 92. tétel szerint
a-nak €s a’-nek nincs kd20s pontja. o -

Az L 1-3, II, Il axiomak alapjén a IV axioma helyettesft-
het§ a kovetkezdvel : : o '

IV* Van legaldbb egy olyan « sik s legaldbb egy olyan az «
Stkban fekvl a egyenes, hogy « bdrmely A pontjdn legfeljebb egy az
« stkban fekvd és az a egyenest nem metsz6 egyenes megy df,

Ha ugyanis ¢ egy masik sik, és b egy ebben fekvs egyenes,
akkor megadhaté az « siknak a # sikra olyan kongruens. leképe-
zése, melynél az a egyenes b-be megy at (IIL 2, IIL 4 axioma és
89. tétel); ennél a leképezésnél minden az « sikban fekvs és az
a-t nem metszd egyenesnek egy a 8 sikban fekvs és a b-t nem
metszd egyenes felel meg, és megforditva. Ha tehdt a IV* axioma-
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teljesiil az « sikra és az @ egyenesre vonatkozdan, akkor ugyancsak
teljesiil a 8 sikra és a & egyenesre vonatkozdan is.

A IV* axioma nyilvin aequivalens a kUvetkezdvel:

Ha az « sikban fekvd a, b, ¢ egyenesek kbzil sem a-nak, sem
b-nek nincs c-vel kizos pontja, akkor a-nak és b-nek sincs kdzds
pontfa (kivéve, ha a és b azonosak).

A IV axiomibél és a 109, tételbdl kbvetkezik a

181. tétel. Ha a, b, ¢ egy stkban fekvG egyenesek, melyek
koziil a és b pdrhuzamosak, és ¢ metszi a-f, akkor ¢ metszi b-t is,
és a megfeleld szogek egyenldk (ugyancsak egyenlSk a bels, illetve
a killsé vdltdszigek). Megforditva, ha a ¢ egyenes metszi az a és b
egyeneseket, és a megfelel§ szigek egyenldk (vagy ha a belsd, illetve
a kilsé vaifoszﬁgek egyenlok), akkor az a és b egyenesek pdr-
huzamosak.

Ennek atéielnek a kdvetkezd, gyakran eiéforduld koroliariumat
kitlon is megemlitjitk

Ha az egy sikban fekvd a, b, ¢ egyenesek kozil a és b pdr-
huzamosak és ¢ merdleges a-ra, akkor ¢ merdleges b-re is. Megfor-

ditva, ha a ¢ egyenes merdleges a-ra és b-re, akkor a és b pdr-.

huzamosak.
A 181, tételbdl a 110. tétel alapjdn kbvetkezik-a parallela-
posztuldtumnak EUKLIDEStS! szdrmazé eredeti fogalmazésa :

Ha az « sikban fekvl a, b, ¢ egyenesek kiziil a és b metszik

a c egyenest, s ha a ¢ egyenes egyik oldaldn a belsd szigek dsszege
Kisebb két derékszignél, akkor az a és b egyenesek metszik egymdst
a ¢ egyenesnek azom .oz oldaldn, melyen a belsé szogek dsszege
kisebb két derékszignél.

Ez a kifejezés: két szig 6sszege kisebb két derekszagrzel gy

értends, hogy a két szbg koziil az egylk kisebb a masiknak a

kiegészitd szogénél,
A péarhuzamossigi axiomdval aequivalens tételek nagy soka-
sagabol még a kovetkezdt emliijitk meg:
Bdrmely hdrom neim egy egyenesen fekvd ponton dimegy egy kor.
A 142, tétel bizonyitdsa szerint ez a tiétei aequivalens a
kbvetkezdvel : -

© Bdrmely hdromszbg hdrom kdzépmerdlegese egy ponton megy dt. -

Legyen ugyanis A, B, C hirom nem egy egyenesen fekvs
pont; a B, C és a C, A pontparok kdzépvonalat jeldljiik rendre:
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a-val és b-vel. Ha q és b parhuzampsak volndnak,: akkor, mivel a
BC egyenes merdleges a-ra, a 181. tétel szerint merBleges volia
b-re is; mivel pedig CA is merdleges b-re, tehdt a C ponton at
két a b-re merleges egyenes menne &, ellentétben a 92, tétellel.
Ebbdl adddik, hogy az ABC hdromszbg a és b kbzépmerdlegesei
metszik egymdst az O pontban, s igy a 142. tétel szerint harmadik
kbzépmerdlegese is dtmegy az O ponton. '

Viszont, .ha bdrmiely hdromszig kbzépmerdlegesei  metszik
egymdst,” akkor érvényes a pdrhuzamossdgi axioma. Legyen ugyanis
€gy « sikban g egy egyenes, A t
€gy nem az g-n fekv§ pont; legyen - - - =
tovabbd & egy az « sikban fekvé .. A ’I
€s az A ponton dlmend egyenes, ~w./ [
mely nem meréleges sem g-ra, B
sem az A pontb6l az a-fa bocsi- -
tott ¢ merblegesre. Az a és ¢ 0
egyenesek P metszésponijénak a ¢
b-re vonatkozd tiikdrképét jelvljiik. o ,E

i

]
FRl
|-

P’-vel, és P'-nek az g-ra vonat-
koz6 tliktrképét P'-vel (127, 4bra). -

Mivel a P, P, P”, ponfok nem 127, dbra.
fekiisznek egy egyenesen, feite- :
vésiink szerinta P, P’ pontpar & kbzépvonala, és a P’, p” pontpér
a kozépvonala metszik egymast, e

' Megjegyzés. A IV axiomabél a 181, tétel szerint kavet-
kezik, hogy minden egyenes-sereg vagy egy ponton thalads, vagy
egy egyenesre merbleges egyenesek Osszessége (l. a 138, 0. levs
Megiegyzést); az epiciklusok tehdt vagy kortk, vagy egyenesek.

32. & Héiromszﬁg'ek- és négyszﬁge’k.l N

Kovetkez8 targyalasunk alapjit az L. -1—~3, H, III, IV axtomik
képezik. Feltessziik, hogy az Osszes pontok és egyenesek, melyek
kbvetkezd térgyaldsunkban elSfordulnak, €gy e« sikban fekiisznek;

" A nevezett -axiomakbdl a szokdsos ‘modon levezethetd a
kovetkezd. S o

182. tétel. Egy hdromszog bdrmely kiils szoge egyenls -a

két szemben fekvs belss szig dsszegével,. E Sl
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- 'Bizonyitds. (128. dbra), Az ABC haromszdg 4B oldaidnak
B fel8l. valo meghosszabbitasin felvesziink egy A" pontot. Mivel
S o a haromszdégnek < CBA’ Kkiilsé
szbge nagyobb a <X CAB belsd
szBgénél (110. téfel), van egy olyan
" 'a X CBA’ szdg belsejében fekvd
. BD félsugdr, melyre < CAB=
’ A T B Al =DBA. A 181. iéte‘1 Szerint
S ' " AC és BD parhuzamosak, s az
JACB és a ¢ DBC belsd valto-
szogek egyenldk. EbbGl kovetkezik, hogy '

4 CAB+ < ACB=<DBA +<DBC=<CBA'

A 182. téteit a kovetkez6 szokdsos alakban. is kimondjuk :

Minden hdromsz8g belsG szogeinek Gsszege két -deréksziggel
egyenld. Enhhez a kdvetkezdket jegyezzitk meg. Két szdgrdl - akkor
mondjuk, hogy Usszegiik egyenes-szdggel egyenld, ha a két sz6g koziil
az egyik a masiknak a mellékszdgével egyenid, Mivel egy derékszog
mellékszoge is derékszog (96 0.), az egyenes-szBget kéf dere'kszéignek
vagyis két derékszdg Osszegének  nevezziik és 2R-rel jeidljiik.—
Hérom adott szégrﬁl akkor mondjuk, hogy dsszegitk 2 R-rel egyenlé
ha koziilok az egyiknek a mellékszﬁge a mdsik ketidnek az dssze-
gével egyenld:

Megemiitjik a 182. tétel kévetkezo korollariumat :

Egy deréksz0gi- hdromszdg két- hegyesszigének az osszege
derékszoggel egyenlo ; tehdt ezek a szbgek egymds potszigel.

A 22 8 targyalasalbol s ‘ezért a IV exiomatol fuggetienﬁi
adbdik a kdvetkez6 tétel :
" Ha az d é o egyeneseknek két kbzds meroiegese van, akkor
minden az a-ra merdleges egyenes a'-re is merdleges.

© 128, dbra.

Ha ugyanis b és & az a és o egyeneseknek két kdzds merd- '

legese, akkor minden az g-ra merdleges egyenes a (b, &) egyenes-
sereghiez tartozik, tehat @-re is merdleges (138. tétel). Ebb6l kdvet-
kezik az:is, hogy barmely az g-ra merdleges &”, és a b-re merd-
leges a” egyenesek mer8legesek egymasra.

Tegyilk fel, hogy van két olyan a és o' egyenes, melynek két
b és b kozis merblegese van. Ha ¢ és ¢’ két olyan egyenes, melynek
van egy kbz0s d merblegese, "akkor mmden a c-re meroieges d
egyenes merdleges ¢-re is..
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Ugyanis a siknak egy kongruens leképezésével a ¢ és d egye-
neseket az a és & egyenesekbe vihetjtik 4t (94. tétel); ennél .3
leképezésnél a ¢’ egyenes egy a b-re merdleges a” egyenesbe, és
egy tetsz8leges a c-re merfleges @’ egyenes €gy az a-ra merdleges
b egyenesbe megy 4t (93. tétel). A fentiek szerint o” &s & merd-
legesek egymasra, s igy az alkalmazott leképezés inverzénél nekik
megfeld ¢ €s & egyenesek is merdlegesek egymasra.

A fenti eredmények alapjan adédik a LEGENDRE-t6] szdrmazg
kovetkezd ' : .
_ 183. tétel. Ha egy hdromszoghen a belsd szbgek Osszege
egyenio két derdkszoggel akkor minden mds hdromszogben is.

. Bizonyitas. A 145. tétel bizonyitdsanal alkalmazott eljards
szerint (1. 142. o., &s 101. 4bra), egy tetszbleges- ABC haromszog-
hdz megadhatunk egy olyan ABED négyszoget, melynek D-nél
és E-nél fekv8 szogei derékszogek, A-nal és B-nél fekvd szdgei
egymadssal egyenlSk, s ennek a.két uiSbbi szdgnek az Osszege
egyenld a hdromszdg hdrom belsd szbgének az Gsszegével. Ha
tehdt az ABC haromszig belsd szdgeinek Osszege két derékszog,
akkor -2 hozzérendelt ABED négyszdgnek az A-nal és a B-néi
fekv8 szbgei is derékszdgek, s fgy az- AB és DE egyeneseknek
két kdz6s merSlegesiik van: AD és BE. Ha 4,B,C, egy tetszé-
leges mds hdromsz8g, és A, B, E.D, a hozzarendelt négyszdg, akkor
az A48, €s a D\, oldalak kbzéppontjait 8sszekotd C[G, egyenes
kozos merélegese A,B-nek és D,E,-nek (145. tétel), s ezért eldbbi
eredményeink értelmében a D, E,-re merfleges D, A, és E, B, egye-
nesek is merSlegesek A,B,-re. Eszerint az A B E, D, négyszignek
az A,-nél és a B -nél fekvs szbgel is derékszbgek; mivel ennek
a két szobgnek az Osszege egyenld az A,B;C, hiromszdg belss
szbgeinek az Osszegével, tehdt az A,B,C, héromszdg belsd sz-
geinek az bsszege két deréksz8g. — A LEGENDRE-féle tételnek ez
az egyszerii bebizonyitdsa HJELMSLEV-18] szdrmazik. )

. Megjegyzés. Abbél a feltételbsl, hogy egy hiromszogben
a bels6 szogek Gsszege 2R, az I, II, I axiomdk alapjan nem ve-
zethets le a IV axioma; erre a kérdésre visszatériink a 43.§-ban:
- Tovabbi targyalasunkban ismét feltessziik a IV axiomdt.
. Ertelmezés. Porallelogrammdn olyan négyszoget értilnk,
melynek két-két szemben fekvé oldala (vagyis oldalvonala}. par-
huzamos. Az értelmezéshél kovetkezik, hogy minden parallelogramma
egyszerll konvex négyszig. : :



216 V., 32, § -+ 184185, tetel,

Az a.szbg, melyei az ABCD parallelngramma CD oldaldnak

D fel6l valé meghosszabbitasa és a .D-:d bélsugar egymassal ‘bes
zarnak, megfelgld sztige a ‘paralielogramma C-nél fekvd szdgének,
és belsS valtdszdge az A-ndl fekvd szbgének; a 181. tétel szerint
ezek a”szbgék egymdssal egyenlfk. EbbOI kdvetkezik, hogy egj;
parallelogramma szemben fekvs szigei egymdssal egyenldk ; tovabba,
hogy egy parailalogramma két szomszédos Csiicsdhoz tartozd szo-
gek koziil egyik a masiknak a melléks2dgével egyenld, vagy més
sz6val ; két szomszédos szdg Osszege 2R.

* A paralleiogramma szemben fekvé szgeinek egyen]ésegébé]
kovetkezik a 156. oldalon levezetett eredményemk szerint, hogy
egy paralielogramma szemben fekvd oldotwi egymdssal egyenidk.
Viszont, ha egy egyszerfi négyszOg két-két szemben fekvd oldala
egyenld, akkor a négyszdg konvex, és szemben fekvd szbgei egy-
massal egyenl8k (156. 0.); ebbdl a 181. és a 99. tétel szerint
adodik, hogy a négyszognek kéi-két szemben fekvd oldala par-
huzamos, tehdt a négyszdg parallelogramma.

Ha egy egyszerlt négyszbg két szemben fekvé oldala parha-
zamos és egyenll, akkor a mdsik ket szemuben fekvd oldal is pdr-
fmzamos tehdt az illetd négyszig paralielogramma.

Legyen ABCD egy egyszerlt négysibg, melyrdl feltessziik,
hog}r AB.és CD oldalai parhuzamosak & egymdassal egyenldk.
' A 28. tétel szerint van ennek a
négyszignek legaldbb egy atldja;
tegytik fel, példdul, hogy AC a
négyszognek  atidja (129, abra).
A 181 tétel szerint X CAB=
=< ACD, tovabbda AB=CD és
- AC=CA, tehat a 104. tétel szerint
az ABC #s CDA haromszogek .
egybevagok ; ebbdl kovetkezik: S ACB = X CAD, s ezért a 181,
tétel szerini AD és BC parhuzamosak tehat az ABCD négyszﬁg
paral]elogramma

Az ABCD parallelogramma AC €s B-‘D at[omak O metszés-
pontia a. parailelogramma kozéppontia; ex az AC és BD atitk
kozéppontja (1. a 82. tétel bizonyitds&t). A siknak az O pont korill
valé félforgésanél az A és C Csticsok, tovibbd a B és D csucsok
egymasba mennek at. . : :

129, ‘dbra.
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Ertelmezés. Ha egy parallelogramma egyik sztge derék-
szﬁg, akkor a fentiek szerint minden szége is deréksztg ;- ebben
az esetben a parallelogrammat derékszogd parallelogrammadnak
nevezzitk, Derékszdgli parallelogramma 4116 egymassal egyenldk,
és megforditva ha egy parallelogramma 4tl6i egyenlék, akkor a
parallelogramma derékszogii.

Ertelmezés. Ha egy - derékszdgli parallelogramma két
szomszédos oldala egyenld, akkor a.parallelogrammiét négyzefnek
nevezzik. — A IV axioma alapjin a szabélyos négyszog és a
négyzet fogalma aequivalens.

' A parallelogrammakra vonatkozo tételeinkbdl kavetkezik, hogy
egy egyenes aequdistans vonalai a vele parhuzamos egyenesek
(l. erre vonatkozoan még a 43. §. targyaldsait is).

A parhuzamossdgi axioma alkalmazdsaval a szokasos médon
bebizonyiljuk a kévetkezd tételeket (l ehhez a 23. §- -ban aclott
bizonyitasokat is).

) 184. tétel. Egy hdromszbg hdrom kozépmerdlegese egy pon-
ton megy df s ennek a poninak a hdrom csicstél vald idvolsdga
egyenld. (I. 142, tételt és 212, o.), '

Bizonyitds. Ha A, B, C nem egy egyenesen fekvS pontok,
akkor a. B, C pontpar @ "kbzépvonaldnak és a. C, A pontpér b
kézépvonalanak van egy O kdzds pontja (I. 213. 0.). Mivel az O
pont a B, C pontpar kdzépvonalan fekszik, tehit OB==0C, s
hasonidan OC= OA, ebb6l QA= OB, ez utébbi egyenléség azt
fejezi ki, hogy az O pont. rajta fekszik az A, B ponipar kézép-
vonaldn is (péidaul a 118. tétel folyt4n),

185. tétel. Egy Mromszbg hdrom magassdgi vonala egy
ponton megy dt (|, a 144. tételt)

Bizonyitds, Az ABC
héromszig 4, B, € csticsain at-
fektetiink a szemben fekvé ol-
dallal parhuzamos egyeneseket ;
e kbzill a harom egyenes koziil
ke{té-kett6 nem péarhuzamos
egymassal tehdt metszi egymdst’
egy-egy D, E, F pontban (130,
dbra). Az ABDC parallelogram-" = .
ma szemben fekvd AC és BD F _
oldalai egyenltk, hasonldan, az © " 130. &bra.

E Cc D
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ACBF parallelogramma szemben fekvB ACés FB oldalai egyen!sk;
ebbdl FB=BD, tehit B az FD szakasz kdzéppontja. Hasonldan
A €s C az EF illetve a DE szakasz kbzéppontja. Tehdt az ARBC
haromsz6g magassagi vonalai a 181, tétel szerint a DEF harom-
szbognek a kozépmerblegesei ; ezek a 184. téiel s2érint egy ponton
mennek at. ' :

186. tétel. Egy hdromszog két oldaldnak kizéppontjdt sz
szekdtd  szakasz pdrhuzamos a hdromszog harmaa’:k o!a’alavat és
annak felével egyenld (1. a 145. tételr), .

Bizonyitds. Legyen DEF az adoit haromszdg (130. abra) ';
jeloljilk A-vai az EF oldal kozépponijdt. Az A ponton &thalado
és az ED-vel, illetve DF-fel parhuzamos egyeneseknek a DF,
illetve az ED oldalial valé metszéspontjdt jetoljiik B-vel és C-vel,
Mivel az ABDC négyszog paralielogramma, tehit AB=CD és
AC==BD. Az ECA ¢és az ABF haromszdgek egybevigék a 105.
tétel szerini, mivel EA=AF, S CEA=<BAF és SECA=
=< EDF=< ABF (megfelel6 szdgek). Ezért EC=ABés AC=FB;
ebbdl kovetkezik,” hogy B és C rendre az FD'¢s a DE oldalnak
a kozéppontja.

187. tétel. Egy bdromschg hdrom belsg szogfelezdje egy
ponton megy dt (L a 143. tételt).

Bizonyitas. (Ebben a bizonyitisban nem hasznélluk fel
sem az egyenes-sereg fogalmdt, sem a IV axiomat.) A 37. és a

: 9. iételbSl kovetkezik, hogy az ABC ha-
romszog A-hoz és C-hez tartozd o és ¢
_szogfelezdjének van egy O kizds pontja.
Az O pontbol az AB, BC, CA oldalvona-
lakra bocsatott merolegesek ialppontlal
legyenek C’, A", B’ (131. 4bra). Mivel a
101. tétel folytdn az <xACB szog fele .
hegyesszog, a 110. tételbol kﬁvetkeak
hogy B’ a CA félsugaron és A" aCB fél=
sugaron fekszik; hasonléan a B8 az AC és
C’ az AB félsugaron fekszik. A 122. tételbdl kdvetkezik, hogy az
OCA’ és az QCB’ derékszogli haromszogek egybevigok, mivel
OC dtfogbjuk kozds, és SOCA =< OCB'; ezért. OA’=0B"
" Hasonlé meggondolas szerint adédik az OAB’ és az OAC’ derék-
szogli haromszbgek egybevigdsiga, s ebbsl OB’ =OC’. Az OBA’

131, abra.




Haromszég szbgfelezdi, kbzépvonalal, ©28

és az OB C’ derékszogh haromszigekben OB = OB és OA' = O,
s ezért a 122, tétel szerint X OBA = %( OBC., s mivel O az
JIABC szbg belsejében feksmk iehat aBO félsugar az X ABC
szdgfelezbje.

A IV axioma alapjin beblzonyit;uk hogy egy haromszég egytk
cstcsdhoz fartozd belsS, és mdsik kéf csiicsdhoz farfozo killsé szdg-
felexdje egy ponton megy dt. ]elbl;uk az- ABC héromszﬁgnek az
A-hoz tartozé belsé szdefele-
zdjét a’-vel, a B-hez és a C-hez
tartozo kiilsé szdgfelezdit &'-vet, -
illetve c-vel. A & és ¢ egye-
nesek BC-vel a BC egyenesnek
az A pontot nem tartalmazd
oldalan R-né! kisebb belsd s26-
geket zdrnak be, s fgy a IV
axioma szerint metszik egymast -
a BC egyenesnek ezen az oi-
daldn egy O poniban. Az O
pontbél az ABC hiromszdg
olddlvonalaira bocsitott merd- 4
legesek talppontjai- legyenek
A, B, ¢ (132. dbra). Ugyan-
gy, mint a 187. tétel bizonyitisaban adéadik, hogy OA=0B= o,
s ebbdl kovetkezik, hogy az O pont az o’ szbgfelezdnek is pontia.

Ertelmezés Az ABC hdromsz0g kbzépvonalain értjiik ‘a
haroms28g egy-egy csicsat a szemben fekvd oldal kﬁzeppont]aval
-Osszekdtd egyeneseket, '

T 188, tétel. Egy hdromsz&g hdrom kdzépvonala egy ponton
megy dt. -

132. abra

‘Bizonyitas. Legyen A.B.C’
rendre az ABC haromszog BC CA AB

" oldaldnak kbozéppontja; az AA’ ésa
BB’ szakaszoknak van a 9. tétel sze-
rint egy O kozds.pontja. A 186, tétel
szerint B’A’ parhuzamos AB-vel, €s
B'A=AC". Az ABQ haromszdg AQ
¢s BO oldalainak D és E kdzéppont-

, jait bsszekttd D E szakaszparhuzamos
133, dbra. - B'A-vel &s DE=F'A’ (133. abra).
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A parallelogrammakra vonatkozé fenti eredményeink szerint adédik
ebbdl, hogy az'A’B'DE egjyszer(i négysz0g paralielogramma, s hogy
-0 ennek a k&zéppontja. Eszerint OD=Q4’, s mivel D az°40
szakasz kozéppontja, ugyancsak OD=AD, tehit OA=2.04,
vagyis AA’=3.0A. — A fenii meggondoldsi a BB kﬁzépvonai
helyett a CC’ kbzépvonaira alkalmazva, adodik ugyaniigy, hogy a
CC’ kbzépvonal az AA’ szakaszt egy olyan O poutban metszi,
melyre AA=3.(0’'A. A szakaszok nagysigi vonatkozisat iiletd
eredményeinkbdl adédik, hogy az AA’szakasznak legieljebb egy
olyan O pontja van, melyre az AA’ szakasz az OA’ szakasznak
haromszorosa; ezért O =0’ Tehit a haromszﬁg harom kozép-
vonala egy O ponfon megy at.

33. 8. Kﬁzépponti és kérﬁleti szbgel,

A kbvetkezd targyalds alapja az L 1—3, II, IlI, IV axiomék.
Az Gsszes pontok egy sikban fekiisznek.

Ertelmezés. A kor pontlalra megadott ciklikus rendezés

“értelmében a kort barmely két A és B pontja két kdrivre osztja fel;
a kor két masik C és D pontja akkor és csak akkor tartozik
ugyanahhoz az A, B pontok altal meghatarozoit kdrivhez, ha az 4, B
pontok nem vilaszijak el egymastol a C, D pontokat.

Ha A és Baz O kdzépponttal biré k kdrnek két diametrdiis pontja,
azaz egy atmérének a két végpontja, akkor az A, B pontok aital
meghatérozott két kbriv a & kir ama pontjainak az dsszessége, melyek
az AB egyenesnek egyik, illetéleg masik oldalén feklisznek; ezeket az
A, B diametralis pontok altal meghaidrozott félkiriveknek nevezziik.
.. Ha A és B két nem diametralis pont, akkor az altaluk meg-
hatarozott két koriv koziil az egyik az X AOB szdg belsejében,
-a masik az <x AOB szbg kiilsejében fekvdé pontoknak az dsszes-

sége ; ezek kozill az el8bbit félkdrivnél kisebbnek, az utébbit félkdr-

ivnél nagyobbnak nevezzitk. A félkSrivnél kisebb iv barmely pont-
jinak a diametrdlisa a félkSrivnél nagyobb whez tartozik (mivel

barmely az <t AOB szbg belsejében fekvd oc félsugarnak az O

cstics feldl valé meghosszabbitisa a s2dg  kiilsejéhez tartozik
(. 39. oldalt), —. Ha rbviden AB kirivr8l beszéliink, ezen az
X AOB sz8g belsejében fekvs, vagyis a féikorivné kisebb korivet
érjitk; ha A, B diametralis pontok, akkor AB koriv jelenti barme-
lyiket az A, B.'pontok aital meghatdrozott két félkdriv kozii.
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~ Ertelmezés. Az O ktzéppontial biré k kor két tefszoleges
nem diametrdlis A, B pontja &ltal meghatdrozott kézépponti szégdn.
értjlik az < AOB szbget; err8l azt mondjuk, hogy az 4 B korivhez
tartozik. Ha A, B diametrélis pontp4r, akkor az <t AOB kozépponts
5z0gbn az egyenes-szdiget értjitk; ez az A, B pontok  altal meg-_
hatdrozoit barmelyik félkSrivhez tartozik.

A k kirnek két A és B pontia dlfal meghaidrozott kéf ive
megegyezzk azoknak a pontoknak az Jsszességével, melyek qz AB
egyenes egyik, vagy mdsik oldaldn fekiisznek. :

Allitasunk nyilvanvalé abban az esetben, ha A és B diamet-.
ralis pontok (lasd fent). Ha A és B nem diametrdlis pontok, legyenek
C és D a k kbrnek olyan pontjai, melyek az' AB egyenesnek.
kilonbdz6 oldalan fekiisznek. A kor CD hirjanak van tehat az AR
egyenessel egy P kOz0s pontja (12. tétel); mivel a kor hirjanak
pontjai a kor belsejében, s a hdr meghosszabbitdsan fekvé pontok
a kor kiilsejében fekiisznek (1. 143. 0.), tehdt a P pont a % kér
belsejében és az AB hiron fekszik. A CD egyenes metszi tehat
az AQB hiromsz8g AB oldalt a P pontban, s ezért metszi valamely
masik oldalat, példaul OA-t egy Q pontban (Il 4.); mivel Q az
OA sugéron, tehat a kor belsejében fekszik, Q szitkségképen a CD
hirnak a pontja. Eszerint a C, D pontok kézdll az egyik az < AQOB
szbg belsejében, a mdsik a kiilsejében fekszik, s igy az értelmezés
szerint fenndil az (ACBD) ciklikus elrendezés, — Viszont, ha ¢
€s D a kdrnek két olyan ponija, melyek koziil C az < AOB szbg
belsejében, D ennek kiilsejében fekszik, akkor az OC félsugar és
az AB szakasz metszéspontjanak (37. télel) az O ponttél valé
tavolsaga kisebb mint O A (115, 1étel); tehdt a C.pont és az O pont az
AB egyenesnek kitlonbtzd oldaldn fekiiszriek. Hasonlé meggondoias
szerint D és O az AB egyenesnek ugyanazon az oldalan fekiisznek.

Ertelmezés. A B, C a k kor harom tetszéleges pontja,
akkor az X ACB szBget.a k kir keriilefi szdgének nevezziik,

Fenti eredményiink szerint a. k kdrnek a C pontot nem-tartal-
maz6 AB ive az S CACB kerileti szdgnek a belsejéhez tartozik
(ugyanis; ha D ennek az fvnek valamely pontja, akkor a CD
szakasz metszi az AB szakaszf, s az utébbi a 36. tétel szerint az
X ABC belsejéhez tartozik) ; az < ACB szdget az ehhez az AB
ivhez tartozé kerilleti szognek nevezziik.

189. tétel. A k kirnek a félkérivnél kzsebb AB kirivéher
tartozo kdzépponti szige bdrmely ehhez a kirivhez tartozd keriileti
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szigének a kélszerese (Vagyis a keriileti s20¢ a kozeppontz szbgnek
a fele).” '

Blzonyltés 1. eset. HaakkﬁrOkﬁzéppont]aaquCB
keriileti szognek egyik szaran, példaul a CA széron fekszik, jeldljik
D-vel az AR hir kdzéppontjdt (134. abra). Az OD szakasz mer§-
leges az AB hiirra és felezi az < AOB kdzépponti sz0get (107. tétel); -
tovabba, mivel D és O az ABC haromszdg-AB, illetve AC olda-
ianak a kozéppontja, a DO egyenes parhuzamos a BC egyenessel
(186. tétel) ; eszerint az <t AQB kozépponti szog fele, vagyis az
FAOD sz6g egyenld az L ACB kertileti szdggel (mint megfeleld

szbgek ; 1. 181, tételt). Ebben az érielemben az <x AOB kbzépponti
szog egyenld az <t ACB Kkeriileti szognek a kétszeresével, — A fenti
meggondoldsbol adoédott tovabba, hogy az <):ABC keriileti sztjg
egyenld az SADO clerékszﬁsgei

134, dbra. 135. ibra, 136. 4bra.

2. esef. Ha a k kor kozéppontja az @(ACB 3z0g belselében
fekszik, jeloljik E-vel C diametralis pontjat (135. abra). Az 1. eset
szerint az < EQA 6§ az < EOB kﬁzepponh szOg rendre egyenld
az < ECA, illetve az < ECB keruletl sz0g kétszeresével. Mivel
ezek a kbzepponh szodgek a kBz0s OE szarnak s a kertileti szbgek

akbzos CE szarmak killoribdz8 ‘oldalan fekiisznek, az értelmezés -
szerint XAOB—=<AOE+<EOB, és SACB=<ACE+<ECB
A szbgek Osszeadasanak kommutativ és asszociativ tulajdonsaga
alapjan (1. 96. 0.) adodik a fenti egyenldségekbdl, hogy az JLAOB
kbzépponti szog az <XACB kerilleti sz0gnek a kétszerese. :

3. esei. Ha a k& kdr kdzéppontja az <x ACB sz0g kiilsejében
fekszik, akkor a C pont az < AOB- kézépponti szdg szdrai koziil
az egyiknek, példaul OB- nek, a negativ oldaidn fekszik ; jeldijiik
B-vel B diametrdlis pontjat (136. dbra). Mint kdnnyen beléﬂhaté
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az LAOB’ kodzépponti és az A ACB’ keriileti szogre a 2. eset
feltételei ieI]esﬁlnek s ezért JIAOB8 az ¢ ACB’ szbgnek a kétszerese.

Jeloljiik OG-vel és OH-vai a IB'0A és az CAOB kbzépponti
szbgeket felezd féisugarakat ;'a 101, tétel szerint <t GOH derékszdg ;
mint fent-megjegyeztiik, a BB’ félkdrivhez tartozé <t BCE’ kerilieti
sz0g ugyancsak derékszdg, s mint fittuk, a <t B’ O A szbg fele, vagyis
a <X GOA sz8g egyenld a <t B’ CA sziggel; a 93. (vagy a 124.) tétel-
bl kovetkezik, hogy ezeknek a szigeknek a potszogei is egyenlék
egymdssal, tehdt X AOH =< ACB; eszerint az <AOB kbzép- -
ponti szog fele, az <t A O H sz8g egyenld az <t ACB keriileti szoggel.
— (A fenti -meggondolds azért bonyoluitabb kissé a szokdsosnal,
mivel nem akartuk bevezetni altalanosan szégek killdnbségének a
fogalmat, s az erre vonatkozé tételeket ; ezek egyébként a szogek
Usszeadasdra, €s a sz8gek nagysagi vonatkozéséra adott tirgyaldsunk- -
b6l minden nehézség nélkiil levezethetdk; 1.94—96. o, és 124, tétel.)

A 189. tétel korollariumaként kimondjuk a kovetkezd tételt:

190. tetel. A k kornek a félkirivnél kisebb AB kor:vehez
farfozé sszes keriileti sz0gel egymdssal egyenidk. '

A 189. tétel bizonyitdsa sordn (1. eset) kapiuk a kﬁverkezot

191, 1&étel.: Minden félkorivhez tartozd keriileti s20g derékszig.

A 190. tétel alapjan levezetjilk-a kovetkezd téielt:

192, tétel. Ha g‘cACB a félkbrivnél kisebb AB ivhez tartozs

keriileti szdg, s ha AD Jelenti az A -pontban « kérhdz hizotf
érintbnek azt a félsugardt, mely az AC egyenesnek ugyanazon az
oldaldn fekszik mint a B ponf akkor a <t BAD sz0g egyenlo az
qACB keriileti szbggel. _
Bizonyitas (137. 4bra). A 190. <
tétel alapjin feitehetjiik, hogy A és C dia-
metralis pontok; az 4B C haromszég B-nél
fekvd szdge ebben az esetben derékszog -
(191, tétel), s igy az < ACR sz8g a
X CAB szbgnek a pbtszdgével egyenis
(182. tétel korolidriuma). A <xBAD sz6g -
épen a.<x CAB szbgnek a pétszdge mivel
CA merbleges AD-re, és AB a ﬁCAD
derékszdg belsejében fekszik. 137. dbra.
193.tétel. Ha A, B, C,D a k kdrnek olyan pontjai, melyek-
nek ciklikus elrendezése (ACBD), akkor az <t ACB es az <ADB
szigek egymds mellékszigével egyenlgk.




224 . v, 33. & 194 —196. tétel,

Bizonyitds. Ha A és B diametrdlis pontok, akkor az
X ACB és az <):ADB keriiteti szogek ' derékszbgek (191. tétel);
ebben az esetben A4llitdsunk nyilvanvals..
— Ha A és B nem diametrdlis pontok,
jeltléseinket valasszuk ugy, hogy a C pont -
a félkdrivnél kisebb AB korivhez tartozzék,
< ADB ehhez a korivhez tartozd keriileti
sz8g; ez a 190. tétel szerint egyenls
barmely més az AB korivhez tartozd ke-
© ritleti szoggel, igy példaul azzal, melynek
csiicsa a C pont diametralisa ; ezért feite~
hetjiik, hogy C és D diametralis pontok
(138. abra). Ebben az esetben a CAD
-és a CBD haromszigek derékszﬁguek s igy a 182. tétel korol-
lariuma szerint :

<\;ADC+@:ACD= R és 4{CDB+<IDCB= R.

Mivel A és B a CD egyenesnek killdnbdzd oldaldn fekiisznek
(tekintettel az (ACBD) cikiikus elrendezésre), tehat

JIADC+<CDB=<4ADB 4 <JACD+<DCB=<ACB.

A fenti vonatkozdsokb6l a 214, oldalon adott értelmezés szerint
kovetkezik fehdt, tekinteticl a szgek Osszeaddsdnak asszociativ és
kommutativ tulajdonsagéra :

é;ADB—[—{ACB'—ZR

A 190, és 193, tétel sszefoglaldsa a kdveikezd ‘
194, tétel. Ha A, B, C, D a k kir négy ponija, akkor az
JIACB és az <L ADB keriileti sz8gek vagy egymdssal, vagy egy-
mds melidkszigével egyenidk, aszerint, hogy a C és D pontokat a
ksron megadott ciklikus rendezés értelmében nem vdlaszljdk el, vagy.
elvdlasztjék egymdsiol az A és B ponfok. :
A 191. tétel megforditdsa a kdvetkezd :
105, tétel. Ha az ABC hdiromsz0g C-nél fekvd szige derék-
szdg, akkor az AB dtmérGvel bird k kir dimegy a C ponton. (A
k kor kdzéppontja az AB szakasz O kozéppontja és sugara OA)
Bizonyitds. Az AC és BC befogdk kdzéppontiat jelsljik
rendre B-vel és A’-vel. Az A’O egyenes parhuzamos AC-vel, B'O
parhuzamos BC-vel (186. tétel), s mivel AC meré]eges BC-re’,
tehit A’Q €s B'O az ABC hdromszog két oldalanak kﬁzépmero-

138, abra.
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legesei (. a 181. fétel korolldriumat) ; ezeknek O metszéspontja a
hiromszog hdrom csticsatol egyenld tavolsagban van,

196. tétel. Ha a C és D ponfok -az AB egyenesnek ugyai-
azon az oldaldn fekiisznek, s az < ACB és az <t ADB szbgek
egymdssal egyenlSk, vagy ha C s D az AB egyenesnek killonbozd
oldaldn fekiisznek, és <x ACB egyenld < AD B mellékszigével, akkor
az A, B, C, D pontok egy k korén fekilsznek.

Bizonyitds. A 193. tétel alapjdn elég a tételt arra az esetre
bebizonyitani, midén C és D az AB egyenesnek ugyanazon az
oldalan fekiisznek, Mivel az A, B, C pontok nem fekiisznek egy
egyenesen, van egy olyan k kdr, mely dtmegy az A, B, C ponto-
kon (184. tétel). Ha a D pont is a & kbron :
fekszik, tételiink allitasa nyilvanvald. Ellen-
kezd esetbem legyen &' az a kir, mely
itmegy az A, B, D pontokon. Az AB sza-
kaszra P kdzéppontjaban merdlegest ene-
liink, s ennek a k-val és a &’-vel vald.ama
metszéspontjait, melyek az AB egyenesnek
a C és D pontokat tartalmazo oldaldn
fekiisznek, jeldljik C’-vel, ilietve Dr-vel.
A 194, tétel szerini LAC'B=<ACB
és <X ADYB =< ADB; feltehetjilk iehat, 139, 4bra
hogy C és D rendre C'-vel, illeive T
D'-vel azonos (139. dbra). Ha a P, C, D pontok elrendezése pél-
daul PDC, akkor a 110. tétel szerint XADP><LACP ¢és
I PDB><PCB;ebbdl 8sszeadassal kapjuk,hogy XADB><ACB,
feitevésiinkkel ellentétben.

Ertelmezés. A k korhdz tartozd hdrnégysz6gon olyan
ABCD egyszerli négyszoget értiink, melynek A, B, C, D csucsai
a k koron fekitsznek.

A 221. oldalon - adott targyaldsunkbdl kovetkezik, hogy az
ABCD hirnégyszog csiicsainak a kdrdn vald ciklikus eirendezése
(ABCD), tovibba az is, hogy a hiirégyszbg konvex. A 193. tétel-
b3l kdvetkezik, hogy egy hirnégyszdg két szemben fekvd szdge
koziil egyik a masiknak mellékszogével egyenld. A 196. tételbdl
kovetkezik viszont, hogy ha egy négyszbog két szemben fekvd
konvex csiicsdhoz tfartozd szogei kozill az egyik a masiknak a
mellékszogével egyenl6, akkor az illetS négyszOg hurnégyszdg.




22§ V., 34, § ... 107=199. tétel.

34, §. Ardnyos szakaszok. - =

Az euklidesi aranyos szakaszok elméletének az 1, 1—3,IL, 10, v
axiomédk alapjan vaié kdvetkezd targyaldsa HILBERTtOl szarmazik,
* Feltessziik, hogy az tsszes pontok egy sikban fekiisznek.

. 197 tétel. Ha az O pontbdl kiinduld, és nem egy egyenesen
Jekvé a &5 b félsugarakon rendre A, A, A” és B, B', B” olyan pontok,
melyekre az AB, A'B’ és A"B" egyenesek pdrhuzamosak, akkor az
OA és A'A" swakaszok egyenlbségébdl kovetkezik az OB és B'B”
szakaszok egyenldsége. — Viszont, ha OA=A'A" és OB=FEF,
ha tovdbbd az O, A, A", A" pontok elrendezése megegyezé az O, B, B, B”
pontok elrendezésével, akkor az AB és AR egyiénesek pdrhuzamos-
sdgdbol kivetkezik, hogy az A”B" egyenes is pdrhuzamos AB-vel,

Bizonyitas. A iétel elsd
‘4llitasanak bebizonyitdsara tegyitk
fel, hogyaz OAA’A”, sennek meg-
feletoen (I 4) az OBB'B” elren-
dezés all fenn. jeldljiik C-vel a B’
ponton 4t az O A-val parhuzamosan
fektetelt egyenesnek az A”B” sza-

. kasszal valé metszéspontjat (L. 4)
o | (140. &bra). Az A'A”CB paraliglo-
e A ramma szemben fekv6. oldaiai
© A A AT- : igyenlék, ezért AA"=5B'C, s fel-
_. S Mogbra T Ufevs szerint OA=A'AY, tehdt
QA=PB'C. Mivel tovabbd 4 BOA=<B'BC é 4OBA=
— & B'B"C (megfeleld szogek), tehata 111. tétel szerint az OAB
és a_B'CB" haromszogek egybevagok ; bbbl OB=B'B".
- A tétel masodik allitasanak igazolasdra jelsljiik B"-vel az A”
ponton Atmend és az A'B’ egyenessel parhuzamos -egyenesnek az
O_jB'egyEnsess_e,l' kdzs ‘pontjat. A téielnek mér bebizonyitott elsd
allitasa szerint fenpall az OB =B B” egyenlség, s mivel feltevés
szerint OB ==B'B", tehat az OB egyenesen B’-nek ugyanazon az
~ oldalsn fekvd B” és B” pontok azonmosak. - _ :
: 197. tétel akkor is érvényes, ha AB egybeesik A’ B'-vel;
ennek aikalmazasava! kizvetientil adodik-a kovetkezd két tétel. -
108, tétel. Ha.az O pontbdl kiinduld és nem egy egyeneshez
tartozd a és b félsugarakon Ay, Ay iy A, 88 By, By, . .., B,olyan
pontok, melyeknek elrendezése OA,A;. LA, és OBB,...B,, s

it
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melyekre: fenndllanak azr QA=A A =...= A, A, 6 az
0B,=B,B,=.,.=B, B, egyenifségek; akkorazAlBl,Ang, ,',;4,,,.8,‘
egyenesek pdrhuzamosak (141, abra)

199. tétel, Ha az OAegye-.
nesen fekvé A,, A,, ..., A, pon- -
tokraaz OAA,. .. A, elrendezés
ésaz QA=A Ay=...=A, A,
egyenifségek dllanak fenn, s ha
b egy az O ponton dthaladé mds
egyenes, akkor az A, A, . . ., A,
ponlokon dtfektetett egymdssal
pdrhuzamos, - de b-vel nem pdr-
fruzamos egyenesek a b egyenesf-'-
olyan- B, B,, . .., B, pentokban
metszik,melyekre az OB, B,. .B,’ ,
elrendezés. és az OB, =B, B;= 7141, dbra. -
#=...=B,B, egyenidségek dllanak fenn' (141 ébra) s

Ennek a tételnek az alaplan meghatarozhai]uk egy tetszoleges
‘OB szakasz n-edrészét, vagyis egy olyan OB, szakasz, melynek
n-szerese az OB szakasz. Ennek- meghatarozasara felvesziink egy
az O pontbé- 'kiind!.r!én.-a félsugarat, mely nem tartozik az OB
egyeneshez, -s ezen'olyan Al,Ag, o A, pontokat melyekre az
OA A A, elrendézés és az - OA, = A A= =4, A, ‘egyenié-
ségek allanak fenn (IIL 2) Az A,B egyenessel parhuzamos egyeneseket -
fektetiink -az A4,, A, .. :, A,_, pontokon &t; ezeknek az OB sza~
kasszal valé metszéspontjai legyenek B, Bg, .. By a 199, tétel
szerint ezeknek a pontoknak -az elrendezése OB,B,:..B,,B, s
fenndlanak az OB,=BB,=...=B, ;B egyenl0ségek; tehat
OB az OB, szakasz n-szerese, vagyis OB, az- OB szakasz n-edrésze.
A szakaszok .nagysagi ~vonatkozdsaira megal[aprtoft téteieinkbsl
kovetkezik (1. 76—77. 0.), hogy" egy szakasz n-edrésze - nagysagat
illetden ' egyértelmfien meg van hatarozva a'szakasz ‘nagysiga és

" n Altal.

Ertelmezés. Ha a PQ szakasz--va!amely OFE szakasz m-<
szerese,” 6s az RS szakasz az OF szakasznak n-szerese, akkor azt
mondjuk, hogy a PQ és RS seakaszok’ drdnya’ egyenls az m ésn
egész szdmok ardnydva! Ha a P'Q) szakasz egy OE" szakasznak
m-szerese, “és R'S az OE" szakasznak n-szerese vagyis ha a
PQ és RS szakaszok arddya.szintén egyenlS .m és™# .ardnyaval,
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akkor azt mondjuk, hogy a PQ és RS szakaszok ardnya egyenls
a P'Q és R'S szakaszok ardnydval.

Ha a PQ és RS szakaszok ardnya egyen16 az m €s negész
szamok ardnyaval, és ha m’, n’ olyan egész szdmok, melyekre
mi:n=im:n', akkor PQ és RS ardnya egyenld m’ és n’ ardnyéval.
Jeldljitk ugyanis a PQ szakasz m-edrészé&t OE-vel, és mm’-edrészét
OFE’-vel; az értelmezés szerint :

PQ=mm .OE' =m (m.OE"),
RS=n.OE=nm'.QOE =n'(m.OFE"),

tehit PQ és RS az m. OE’ szakasznak m’'~szerese, illetve n’-szerese.
— Ha viszont 2 PQ és RS szakaszok arinya az m és n egész
szamoknak, s ugyancsak az m’ és n’ egész szamoknak az ardnyéval
egyenls, akkor m:n=m’":n’. Jelbljiik ugyanis a PQ szakasz m-ed-
részét O E-vel, m’-edrészét QE’-vel ; ezek rendre az RS szakasznak
n-edrésze, illetve n'-edrésze, tehdt m. OE =m . OF ésn.OE=n".OE"
az elsd egyenletet n'-vel, a mésodikat m'-vel szorozva kapjuk, hogy
wm.OE=mn.OE, tehat n'm—=m'n. '

Ha a PQ és RS szakaszok ardnya is, és a P'Q és R'S’
szakaszok ardnya is egyenld az m, n egész szamok arinyaval, akkor
jeldljik a PQ szakasz m-edrészét OE-vel, a P'Q szakasz m-ed-
részét O'E’-vel, s mérjiik ra két az O pontbol kiindulé egymasra
merbleges félsugdr koziil az egyikre az OA=OE, QA =PQ,

OA”=RS, a masikra az OB=0E, OB =P'Q, OB'=R'S
szakaszokat, A 198. tétel szerint az AB, A'B’, A”B" egyenesek
parhuzamosak Viszont, ha az O pontbdl kiindulé s egymasra.
merfleges a &s b félsugarakon A’, A” és B, B” olyan pontok,.
melyekre A’B’ péirhuzamos A”B"-vel, akkor feltéve azf, hogy az
OA" 65 O A" szakaszok  ardnya egyenl§ valamely m és n egész
szdmok ardnydval, az OB és OB” szakaszok aranya is egyenld
az m és n szamok aranyaval, tehit az QA" és OA” szakaszok.
aranyaval is; ez a 199. tételbSl a fenti értelmezés szerint kovetkezik.
Ennek az utdbbi tulajdonsignak alapjan értelmezziik a szakaszok
aranyossagaf olyan esetben is, middn két adott szakasz ardnya nem
jellemezhetd két egész szdm ardnydval, vagyis midén nincs olyan
szakasz, melynek a két adott szakasz kdztil mindegyik egészszdmik
t6bbszordse.

Erte,lmezés Legyenek OA és OB egyma'sra meré'[eges-

felsagarak. Ha A, A’és B, B az OA illetve az OB félsugaron fekvd
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olyan pontok, melyekre az AB és az A’'B’ egyenesek pirhuzamosak,
vagy azonosak, akkor azt mondjuk, hogy az OA é5 OA’ szakaszok
ardnya egyenl§ az OB és OB’ szakaszok
ardnydval; jelben: OA: QA= 0B : OB
{142. 4bra). — Ha 4ltaldnosabban, PQ B
és RS, illetve P'Q és R’S’ olyan szaka-
szok, melyek rendre egyenlk a fenti 04 B
€s 04, illetve OB és OB’ szakaszokkal,
akkor ugyancsak azt mondjuk, hogy a
PQ ¢ RS szakaszok ardnya egyenl
a P'Q és R'S szakaszok aranyaval:
PQ:RS=PQ:RS. o) A A

Szakadszok ardnyossaganak elméletét 142, 4bra,
HILBERT tdrgyaldsdnak megfelelfen a ko-
vetkezG, W. n.. PAscAL-félé (vagy Pappus-féle) tételre alapitjuk ; ez
a tétel a kipszeletek elméletébdl ismert PASCAL-féle tételnek egye-
nes-parra vonatkozé speciélis esete; ezt is elébb csak egymdsra
merdleges egyenesekre vonatkozéan mondjuk ki, s ebben az alakban
specidlis PascaL-féle tételnek nevezziik.

200. tétel. Ha két az' O pontbdl kiindulé egymdsra merdle-
gesaés b félsugdron A, B, C illetve A', B, C’ olyan pontok, melyekre
az AB' és a BA' egyenesek pdrhuzamosak, s ugyancsak az AC’
és CA’ egyenesek pdrhuzamosak, akkor a BC' és a CB egyenesek
is pdrhuzamosak. ' :

Bizonyitds (143. abra). A C’ pontbél bocsissunk merd-
legest az AB’ egyenesre, ez nem parhuzamos az AQ egyenessel
(92. tétel €s 181. tétel korolliriuma), tehdt azt egy [ pontban
metszi. Az AB’D hdromszognek két magassigi vonmala, B'O
¢s DC’, atmegy a C’ ponton, a 185. tétel szerint tehat az AC’
egyenes ennek a hiromszignek a harmadik magassagi vonala,
S ezért AC’ merGleges a DB egyenesre. Mivel AC’ és CA’
feitevésiink  szerint parhuzamosak, tehit DB’ merdleges a
CA’ egyeneste is. Mivel AB és BA’ parhuzamosak, és a D’
egyenes meghatarozisa szerint merdleges AB'-re, tehdt DC’ me-
réleges BA're is; ebbdl kdvetkezik, hogy-a C’ pont az A’'BD
haromszdg magassigi vonalainak k&zos pontja, s ezért ¢ BC’
egyenes merdleges DA'-re. Mint fent megillapitottuk, DB’ mer§-
leges CA’-re, s igy a B pont az A'CD haromszdg A’Q és DB
magassdgi vonalainak kozos pontja; tehat ennek a héromszbdgnek
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harmadik magassdgi vonala a CB' egyenes, s igy a CB’ egyenes

merdléges, D A'-re.. Mivel tehdt a DA’ -egyenes 4 BC' és a-CH

: ' egyenesek kizds. merllegese, ez

" a’ két egyenes parhuzamos - €gy-

. mdssal (181, téfel), B

. . A specidlis PasCAL-1éle tétel-

nek ez az egyszeri beblmnyitasa
SCHURlol ‘szérmazik. :

. A tovabbiakban 1obb atte-
: klnthetﬁség kedvéért a szakaszokat
egy betivel {latin Kis betivel) fog--
juk jelolni; igy példaul az OA4,
O A’ szakaszt a-val, a’-vel, sib.

A fent adoft érfeimezésbil
. kdzvetleniil . adodnak ‘a szakaszok
ardnyossagara vonatkozé alabbl
+ - tulajdonsdgok:

‘Minden a, b-re a: a-—b 5.
_ Ha a:0’==56:¥, akkor a":a=
o =bubés b:bV=a:a.

B LT "Ha g:4=0b0:¥0 ésa:a"=

=b:Y, akkor g.ra”"="b:¥"

- v .- Haaz a;a, b, ¥ szakaszok
kt\zul hérom meg van adva akkor meghatdrozhatd .a negyedik
szakaszy nagysagat illetden egy és csak egyféleképen, gy, hogy
a1ad=0b:¥ legyen; vagyis ha a-¢s.@ két olyan szakasz melyekre
a: a=b Y és d:a =05, akker a=a.

. Ha g=10 és o'=V¥, akkor a: & —-b b Ennek lgazolaséra
mérluk ré az egymdsra merbleges OA &' ‘OB félsugarakra az
OA= OB ¢s az QA =B szakaszokat; az SAOB derékszog
szogfelezdje kozbs merblegese AB-nek €s A’ B-nek (107, tétel) s
ezért AB €s A’B’ parhuzamosak (181. tétel). -

" A 197, tétel alkaimazanaval kozvetleniil adédlk a kbvetkezd
két: alhtés » -

‘Ha a:a=%b: b"akkor (a+a) = (G+d): b’ . '
. Haa:a’=b:b" &5 o'1a"=b¥", akkor (a+a):a"=(b+):5".

A Pascar-féle tétel a szakaszok arényossagara vonatkozéan
2 kovetkezét Aliapitia meg:-

‘Ha'q:b="V:d, ésac=c"a, akkor b c—c‘ b’

Ch

LT 143 ébra
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=< Alkalmazzuk-ezt a fételt a kovetkezd két a?ényosségra": RN
td=b:b és a:b=a:b; ebbBl: o Hmaih .

Eszermt ez ara-=b:¥ aranyossdgbol kovetkezik-az asb=a’: b’
ardnyossdg, vagyis az ardnyossdgban a bels§ tagok egymdssal fel-
eseréthetdk. (A Pascal-féle tételnek ez az a!kailmazésa"megfelel
annak a specialis feltételnek, hogy OA= OB’ és OB OA’)

EbbSI kovetkezik tovabba: :

Ha a:0'=56:¥ és b:¥==c:c, akkor a:a’=c: c’

Erte]mezés Az ABC és A'B'C haromszogeket hasonld,
haromszogeknek nevezzuk ha szégefkre fennaflanak a kovetkezo
egyenldségek ;. P

JACB= JACB, {[ABC @CAB’C’ é,(BAC <IB’A’C’

ezek kozitl bérmely kettobol Kovetkezik a harmadlk a 182, és 99
tétel szerint.

Haromszdégek hasonlosaga refiexw, szimmeltrikus €és franzzfzv
vonatkozds, mivel ugyam]yen a szogek egyenléségl vonatkozasa
(95. tétel).

-201. tétel. Ho ABC és A'B'C’ hasonls hdromszbgek akkor
megfeleld oldalaik ardnyosak, vagyis AB:A'B'=BC:B'C'=CA:C’'A"!

Bizonyitds. Tegyik fel eldszor, hogy ABC és A’B'C’
derékszigit haromszigek, mégpedig ﬁABC SABC'=R. Le-
gyen A” és C” a BA ifletve a BC félsugdrnak az a pontja,
melyre BA"=B'A’ és BC" = BC. A'104. (vagy a 122) tétel
szerint az A’'B'C’ haromsz@g egybevagd az A”BC” hicomszdggel ;
ebb6l kovetkezik, hogy '<xBAC=< BA”C", tehat ‘AC és A”C*
parhuzamosak (181. tétel). Ebben az esetben tehdt az értelmezés
szerint AB:A"B=CB:C"B, s mivel A"B=A'F’,’ C"B=C'B
tehat ugyancsak az érielmezés ‘szerint AB AB=CB:CH.
Eszerint két egymaéssal hason]é derékszégu haromsztﬁg megfele!ﬁ
befogdi arényosak

Legyen mésodszor ABC és' ABC két tetszé]eges harom-
sz0g. Jeldljik az - ABC hdromszog belsd szdgfelez8inek kzbs,
pontjat O-val (1. 187. tétel); az O pontbél a hdromszog oldalaira
bocsatott merdlegesek talppontjai legyenek D, E, F; ezek a poniok
rendre a BC, CA, AB oldalak belsd pontjai, és . OD=OE=O0F
(I. a 187, tétel blzonyitasét) Az AB'C haromszdgnél megfelelfen’
szerkesztett pontokat jeldlilik rendre O, IV, E'; F'-vel. Az’AFO és
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A F'Q derékszdgii haromszgek hasonlék, mivel feltevésiink sze-
rint S BAC=<BA'C, s igy ezeknek a szbgeknek a fele:
S OAF=< O’A'F’, A fenti specidlis eset alapjin tehat ennek a két
haromszognek megfeleld befogéi ardnyosak: AF:OF =A'F':O'F
s hasonléan FB: OF=F'B :O'F’; ebbdl az ardnyossagokra vo-
natkozé fenti szabilyok alkalmazdsival adédik (AF+ FB):OF=
= (A'F'+ F'B): OF; mivel pedig F az AB oldalnak pontja, s
ezért AF+ FB=AB, s hasonldan A'F'+F'B'=A'F', tehit

_ _ AB:OF=A'B:(UF"
Hasonl6 meggondolas szerint adodik a masik Kkét-két oldalra vo-
natkozoan : '

BC:0D=BC": 0D é CA:QOE=CA:0F.
Tekintettel az OD=0E=O0F és D' = O'E'=('F egyenif-

ségekre, a fenti aranyossagokbol a bels6 tagok felcserélésével ko-
vetkezik :
OF  OF =AB:AB =BC:B(C' =CA:C'A.

202. tétel. Ha az ABC és A’B'C’ hdromszigekben S BAC =
=JIBAC é AB:AB=AC:AC, akkor a két hdromszog
hasonlo.

Bizonyftds. Legyen B” az AB félsugarnak az a pontja,
melyre AB"—=A'B’, s legyen C” az AC egyenesnek a B” ponton
dtmend és BC-vel parhuzamos egyenessel kozbs pontja. Az ABC
és AB’C” hiromszdgek hasonidk, mivel- xBAC—=<¢B"AC” &
JABC=<xAB"C” (megieleld szogek); tehat a 201, tétel szerint
AB:AB"=AC:AC”". Feltételeink szerint: AB:A'B'=AC:AC.
Mivel ebben a két aranyossigban a harom-hdrom els$ tag rendre
egyenld, kovetkezik, hogy a negyedik tagok  is egyenl8k, tehat
AC"=AC". A 104, tétel szerint tehdt az AB’C” hédromszdg
egybevigd az A'B’'C’ hiromszdggel, s mivel ABC és AB’C”
hasonlék, tehat az ABC és A’B’'C’ hdromszdgek is hasonlék.

203. tétel. Ha az ABC és A’B'C’ hdromszigek megfeleld
oldalai ardnyosak, vagyis ha AB:AB'=BC:BC'=CA:C'4
akkor a két hdromszdg hasonlo.

Bizonyitds. Legyen B” és C” rendre az AB és az AC
félsugarnak az a.pontja, melyre AB"=A'B és AC"=A'C".
202. tétel szerint az ABC és AB"C” hdromszdgek hasonlék, s
ezért a° 201, tétel szerint AB: AB”"=BC:B"("; feltevésiink sze-




Pascar-féle téfel: - 233

rint AB:A'B'=B(:B'C’. Mivel ebben a kéi aranyossigban a
harom-harom elsé tag egyenlS, a negyedik tagok is egyenidk:
B C'=pB"C". Ebbll kivetkezik a 106. tétel szerint, hogy az
AB”C” haromsz8g egybevago az A'B'C’ héromszidggel, s mert
ABC és AB”C” hasonlok, tehat az ABC és A'B’C’ haromszdgek
is hasonldk. :

A haromszégek hasonlbsigira vonatkozd fenti tételeinkb6l
kovetkezik a PascaL-féle tételnek kovetkezd Aaltalinosabb alakja:

204. tétel. Ha A B, C az a egyenesnek, A, B, C’ az «
egyenesnek olyan ponijai, melyekre az AB és BA' egyenesek pdr-
huzamosak, s ugyancsak az AC’ és CA’ egyenesek pdrhuzamosak,
akkor @ BC’' és CB' egyenesek is pdrhuzamosak.

Bizonyitas.
Tegyiikfelel6szor, hogy
a és o' parhuzamosak
(144. 4bra)., Feltétele~
inkb6l kovetkezik ek-
kor, hogy az ABA’R’
négyszdg s ugyancsak
az ACA'C’ négyszdg
parallelogramma.
Mindkettének kozép~ _
pontja az AA’ szakasz O kdzéppontjdval azonos ; tehit az AA B R,
CC’ szakaszoknak kdzéppontja az O pont. Az OB'C és OBC’
haromszogek a 104, tétel szerint egybevagék, mivel OB == OB,
' OC=0C" é IBOC =
<L B'OC (csticsszidgek) ; eb-
bél kovetkezik, hogy a BB’
egyenest a B'C és BC egye-
nesek az egymassal egyenld
SBBC=<BBC valis-
szbgek alatt metszik, s igy a
181. tétel folytan a BC’ és CB’
egyenesek parhuzamosak.

Tegyiik fel masodszor,
hogy az a és & egyenesek-
nek vanegy O kdzbs pontja
S (145, 4bra). Ha az. A és B
145, 4bra, pontokat mem vdlaszija el

144, Abra.
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egymastdl az a egyenesen az O pont; tegyiik fel példdul,. hogy
elrendezésiik OAB, akkor az o' egyenesen az A’, B/, O pontokra
fenndll az OB’A’ elrendezés (alkalmazzuk a IL 4 axiomdt az OBA’
héromszégre és az AB' egyenesre) ; ekkor tehat az A’, B’ pontok
is egy az O pont- dltal - meghatarozott félsugsron- fekiisznek, &s
megforditva ; ugyanez érvényes az A, C és az A, C’ pontokra vonat-
kozéan, Ha tehit B és C egy az O pont altal meghatérozott
féisugaron fekiisznek, akkor B’ és C’ is, ha pedig az O pont az g
egyenesen elvdlasziid a B és C pontokat, - akkor az @ egyenesen
elvilaszija egymastél a B’ és C’ pontokat, Mivel :AB’ parhuzamos
BA’-vel, a 181. tétel folytdn tehat az OAB’ és az OBA’ harom-
szogek hasonlSk, s ezért a 201. tétel szerint oldalaikra fennill az
OA:O0B= 0B : QA ardnyossig. Jeloljik roviden az OA szakaszt
a-val, OA™-t a-vel stb.; eszerint a:b=1"0:q. Hasonioan az
QAC és OCA haromszﬁgek hasonlosagabol adodik a 201. 1é1éh
szerint, hogy a:c=c:a’. Ebbdl a két ardnyossigbdl a specialis
PascaL-féle tétel (200. tétel) alapjdn kbdvetkezik a b:e=c": b ara-
nyossag. Tehdt az OBC" és OCH’ haromszbgek- oldalaira fennall az
0OB:0C'==0C":0F aranyossag, s azonkivill XBOC'=<COB,
mivel a fenliek szerint ezek a szogek vagy egybeesnek egymassal,
vagy cslicsszbgek, A 202. tétel szerint tehit az OBC’€s OCH
hiromszdgek hasonlék, s ezért L OBC'=<xOCH'. Aszerint, hogy
az @ egyenesen a ‘B & C pontok az-O pontnak ugyanazon az
oldaldn, vagy kiilsnbdzd oldalon fekiisznek, ez aszdgegyenldség
azt jelenti, hogy az a egyenést a BC' és CB' egyenesek .egyenié
megfeleld, iiletve egyen!s- valtészégekben metszik ; mindkét esetben
kovetkezik a 181. tételbSl, hogy BC’ parhuzamos CB'-vel.

. A héromszogek hasonlosagara vonatkozd tételek alapjan be-
bizonyitjuk a -kovetkez6 DESARGUES-féle tételt {mely specidlis esete
a projektiv geometridbdl ismert altalinos DESARGUES-féle tételnek) :

205. tétel, Ha az egymdsitol kiilinbizé AA', BB, CC’ egye-
nesek egy O ponton mennek dt, vagy ha ez a hdrom egyenes egy-
mdssal pdrhuzamos, ha fovdbbd az AB és A'B egyenesek, s ugyan-
esak az AC és A'C’ egyenesek pdrhuzamosak, akkor a BC és B'C’
egyenesek is pdrhuzamosak.

-~ Bizonyitas, Ha'az AA’, BB, CC’ egyenesek egy O pon-
ton mennek at (146. abra), s ha az A’ pont az OA féisugaron,
akkor ‘B’ az O-EB fél‘sugéron' fekszik, s igy az < OAB és ¢ OA'D
szogek mint megfeleld szogek egyenlSk ; hd pedig O az AA’ szaka-
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szon és ezért a BB  szakaszon fekszik; akkor az <t O ABés.az < OA'B/
szigek mint valtdszogek egyenldk; mivel tovabbadAOB <IA’OB’
(egymassal azonos, illetve ¢siics- .
szbgek), ‘tehat az QOAB és az
'OA’B’ héromszogek hasonldk.
Ugyantigy az OACésaz QA'C"
hiromszogek hasonldk. A 201
tétel szerint fennallanak felidt a
kbvetkezd ardnyossagok: ’
OA: OA=0B:0F
é¢s - OA: QA =0C:0C".
Ebbél az aranyosségra vonatko-
z6 tételeink szerint kovetkezik: = : L _
. OB:0OB=0C:0C"; . & B 5
mivel pedig X BOC=<x B OC’, o
tehiat a 202, tétel szerintaz OBC . = .
¢s az OB'C’ haromszdgek hasonldk. Az <'OBC és < OB'C meg=
feleld, illetve valtdszdgek. egyenidségébdl kovetkezik, hogy a BC és
B’C' egyenesek parhuzamosak (181, téel). .
Ha az AA', BB, CC’ egye-
nesek - parhuzamosak (147. abra),
" akkor az AA'B'B ésaz AA'C'C
négyszdgek parallelogrammak, s
ezéit AB=A'B és AC=A'C.
Jeloljiik D-vel a BC egyenesnek
i az AA’ egyenessel kivzds pontjat;
feltéve, hogy A.B,C nem fe-
kiisznek egy - egyenesen (kiildn-
ben~a tétel dllitdsa nyiivanvald
volna), a I pont kiilénb%zd A-tol.
Legyen I az AA’ egyenesnek
az a pontja, melyre az AD és ALY szakaszok egyenlék és meg—
egyezd irdnytok az AA™ egyenesre nézve, Mivel az ABésaz A B
féelsugarak az 'AA’ egyenesnek ugyanazos az oldalin fekilsznek,
X DAB és g D’A’'B mint megfelels szbgek egyenldk + < DAB=
—JD'A'B; ebbél és a fenti AB=A'B, AD=A'D’ egyenib-
ségekbél kovetkezik, hogy az ABD és az AB'D'  haromszbgek
egybevagék (104. tétel), s ezért <IADB S A'D’'B’. Ennek a két
szbgnek az egyenl8ségébdl kdvetkezik .a 181. tétel szerint, hogy a

146, “dbra,

"147. abra.
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DB és'a I'B egyenesek parhuzamosak. Hasonléan adédik, hogy
az ACD ¢és az A’'C'D’ hiromszdgek egybevagok, az < ADC és
az FA'D'C szogek egyenldk, s ezért a DC és a D'C’ egyenesek
parhuzamosak. De mert D a BC egyenesen fekszik, a IV axiomis
boi kdvetkezik, hogy a BC egyenessel parhuzamos D'B’ és [y (-
egyenesek azonosak, tehat D' a B'C’ egyenesen fekszik, és B¢
parhuzamos BC-vel.

A DEsARGUES-féle téte]l megforditasa a kovetkezd

206, tétel. Ha az AB és A'B’ egyenesek pdrhuzamosak, s
ugyancsak AC és A'C’, fovdbbd BC és 'B'C’ pdrhuzamosak, akkor
az AA, BB, CC’ egyenesek vagy pdrhuzamosak, vagy egy O
ponten mennek df.

Bizonyitds. Ha az AA, BB és C(’ kozil kettének, pél-
daul AA-nak és BB'-nek van egy O kbézds pontja, akkor jeldljiik
C7-vel az OC egyenesnek az A’C’ egyenessel kdzbs pontjat. A 205,
tétel szerint B’C” pdrhuzamos BC-vel, s feltevésiink szerint B¢
is parhuzamos BC-vel; ebbdl a IV axioma szerint kdvetkezik, hogy
a B'C” egyenes azonos B'C’-vel, és a C” pont egybeesik C’-vel,

Megjegyzés. A fenti HiLBERT-féle targyalds gondolat-
menete rdviden a kovetkezd, Szakaszok arinyossigat egymasra
merdleges egyenesekre vonatkozdan értelmeztiik ; ugyancsak me-
rbleges . egyenesek esetében bebizonyitotiuk a Pascar-féle tételt,
$ ennek alapjan levezettiik a hdromszdgek hasonldsdgara vonat-
kozé tételeket, el6bb derékszogi héromszdgek befogbira, s ebbsl
tetsz8leges haromszdgek oldalaira vonatkozéan, A haromszdgek
hasonldsdgira vonaikozd tételekbdl levezettitk a PascaL-féle tételt
nem merdleges egyenesekre is, tovdbbi a DESARGUES-féle tételt.
— Ha a DESARGUES-féle tételt a haromszogek hasonlésagara vo-
natkozd tételektSl fiiggetleniil bebizonyitjuk, akkor az aranyos sza-
kaszok értelmezését nem sziikséges merSleges egyenesekre korld-
tozni. A kivetkez6ben szakaszok aranyossiganak és haromszogek
hasonldsiganak ezt a masik targyaldsi médjat ismertetjitk : bebi-
zonyitjuk el6bb a PascaL-féle tételt tetszlleges egyenesekre, s
ebbdl levezetjiik a DESARGUES-féle tételt. A kdvetkezd bizonyitasok
HESSENBERGt6] szdrmaznak. '

Ertelmezés. Legyenek a—AB és o' =A'B’ egymastd]
kiilonbdz0 egyemesek. Az AB’ és BA’ egyeneseket az g, b alap-
vonalakra vonatkozéan antiparalleldknak nevezzilk, ha az A, B,
A, B" pontok kiilldnboz6k és egy kordn fekiisznek, vagy ha az
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A és B pontdk egybeesnek és az a alapvonal az A, 4, B’ pon-
tokon athaiadé kdrnek érintdje (illetve, ha A’ és B egybeesnek és
@ az A, B, A’ pontokon athaladd kdrnek érintdje). A kovetkezs tir-
gyalasban az alapvonalak mindig ugyanazok az a és o’ egyenesek.

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy ha AB' és BA’ antiparal-
leldk, akkor AA" és BB’ is antiparalleldk. A kbr és egyenes
metszéspontjaira vonatkozé tételitnkbdl (143. 0.) kovetkezik, hogy
ha A és B az a egyenesnek egymdisidl kiildnbdzd, és a’-hdz nem
tartoz6 pontjai, akkor van az @ egyenesen egy és csak egy olyan
B’ pont, melyre AB’ és BA’ antiparallelak. :

- A kertileti szogekre vonatkozé tételekbdl levezetjitk a kovet-
kezd tételt : : '

Ha AB és BA' antiparalleldk s ha C és D' rendre az a és
a’ egyenesnek olyan pontiai, melyekre CIY pdrhuzamos AB'-vel,
akkor BA" és CD is anfiparalleldk..

‘A sik irdnyitdsira vonatkozé eredményeink (122, 0.} szerint
a 194, tétel kovetkez6képen fogalmazhaté : ha az A, B, A', B pontok
egy k kordn feklisznek, akkor az <TABA’ é&s az < AB'A’ szbgek
vagy egymassal, vagy egymds mellékszdgével egyenidk, aszerint,
hogy a siknak (ABA’) és (AB’A’) iranyitisai megegyezfk, vagy
ellenkez8k. A <X CBA’ szbg egyenld az <t ABA’ szbggel, vagy
ennck mellékszbgével, aszerint, hogy a C pont a BA félsugdron,
vagy ennek meghosszabbitdsdn fekszik; az elsé esetben megegye-
z8k, a masodik esetben ellenkezdk a (CBA’) és az (ABA’) sik-
iranyitdsok. Végill a 181. tétel szerint a X CD' A’ és az S ABA
szbgek egyenlbk, vagy egyik a masiknak a mellékszdgével egyenls, -
aszerint, hogy a (CIYA’) és az (AB’A’) sikiranyitisok megegye-
z0k, vagy ellenkezk. A fentiek Osszefoglaldsabol kovetkezik, hogy
a S CD' A" sz6g a < CBA’ szbggel, vagy ennek a mellékszogévei
egyenld, aszerini, hogy megegyezdk, vagy-ellenkez8k a (CD’A’)
és a (CBA') sikirdnyitdsok; az els6 eselben a I’ és B pontok az
A’C-egyenesnek ugyanazon az oldaldn, a masodik esetben kiilon-
bozé oldalan fekiisznek, s igy a 196, tétel szerint az A', B, C, D’
pontok egy kordn fekiisznek, tehdt BA’ és CI’ antiparallelék a
fenti érteimezés szerint. — Ugyanezzel a meggondoldssal adddik a
fenti tétel kovetkezd megforditdsa :

Ha A, B, C az a egyenesnek, A, B, D' az & egyenesnek olyan
pontjai, melyekre AB’ és BA' antiparalleldk, s ugyancsak CLY és
BA' antiparalleldk, akkor az AB’ és CD' egyenesek pdrhuzamosak.
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Ezeknek az eredményeknek az alapjan a PasScaL-féle (204.)
tételt kdvetkez8képen  bizonyitjuk be. (A blzonyltast kﬁnnyebb '
egészen formdlisan, abra néikill, kivetni,)

- Legyenek A, B, C az a egyenesiiek, és 4, B, C az-q’ egye-
nesnek olyan. pont1a1 melyekre. AR’ parhuzamos BA-vel, & A’
parhuzamos CA’-vel. Jeldijiik D'-vel az o' egyenesnek azi a pont:
jat, melyre AC’ és BD’ antiparalleldk; a fentiek szérint ALY 4
BC? is anfiparalleldk. Tovébba, mert:AC’ és CA’ parhuzamosak,
tehdt CA’ és BD', s ezért BA™ és CIV is antiparallelk. Feitevé-
siink szerint BA’ és AB parhuzamosak; a fentiekbdl kdvetkezik
tehat, hogy AB' és CD’ antiparallelak, s ezért AD és CE is
antfiparalleldk. Az antiparalielakra vonatkozo fent: tetelunkbol adédik;
Hogy BC’ és CB parhuzamosak, '

_ A PascaL-féle tételbOl ievezetjitk a DESARGUES-féle (205)
tételt. Legyenek AA’, BB, CC egy O ponton. athaladé, egymastsl
kult&nbﬁ‘zé egyenesek tegyiik.fel, hogy .AB parhuzamos. A’B™-vel
és AC parhuzamos A’ C’-vel. Te-
gyiik fel el8szor, hogy OB nem
parhuzamos AC-vel; Az A pons
. ton 4t fektessiink az O B egyenessel
. parhuzamas. egyénest, s ennekaz
A’ C’ egyenessel vald metszéspont-
jat jeloljitk L-fel ; legyen Maz AL
és: OC egyenesek kdzbs pontja,
N pedig az LB’ és AB egyenesek
kiz0s pontja, (148, abra). Az
A, A, 0; B, N, L pontokra telie-
_siilnek a pASCAL-fé[e tétel feltételei;
ugyams AN parhuzamos A’'B’-vel, és AL pirhuzamos OB'-vel,
tehat A’L, vagyis A'C’ parhuzamos ON-nel. — Hasonléan, az
AB N; OMC _pontokra: AM pachuzamos BO-val, és el(‘f»bbl '
eredmenyunk szermtAC parhuzamos NO-ual; ebbél kovetkezik, hogy
BC pdrhuzamos NM-mel. — Véglil -az O M, C'; LB, N pon-
tokra: OB" parhuzamos ML-lel és ON pérhuzamos C’L-lel,, tehat
MN pdrhuzamos C'B’-vel..-A fentiekb6l kbvetkezik, hogy ;BC
parhuzamos B'C’-vel. — Ha OB pérhuzamos AC-vel, felvesziink
az- AB szakaszon egy D pontot ; jeldljik Dr-vel az OD egyenesnek
A'B-vel valo kdzds pontjat. A ferti -bizonyitashél -kdvetkezik, ha
B-t é&s-B-t D-vel és D'-vel helyetiesxtjuk ‘hogy DC pérhugamos

148 4bra.
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D’'C’-vel; a fenti bizonyitdst ismét alkalmazvaa D, B, C; D, B, ¢
pontokra ad6d1k hogy BC parhuzamos B’ C’-vel.

A DEsARGUEs-féle, tételbd] indirekt meggondolassa] adédik a
1étel megforditasa (l.a 206 tételt €s bizonyitasat). Ebb0l levezetjiik
a DESARGUES-féle tételt arra az esetre, ha az AA’, BB, CC’ egye-
nesek parhuzamosak, Tegyiik fel, hogy AB pirhuzamos A’B'-vel
és AC parhuzamos A’C’-vel A B’ ponton &t B(C-vel parhuzamos
egyenest fekfeliink, s eanck az A'C’ egyenessel kozds pontjat
jeloljlk “C”-vel. Az A, B, C; A, B, C” pontokra fennéllanak a
DESARGUES-féle tétel megforditdsinak feltételei, s mert AA’ parhu-
zamos BB'-vel, tehdt AA’ parhuzamos CC”-vel. Feltevésiink szerint
AA parhuzamos CC’-vel i§; tehat a"CC” egyenes a CC’ egye-
nessel, s ezért & C” pont al” ponttal azonos ; vagyis a BC egyenes
parhuzamos B’ C'-vel.,

Megjegyzés. A fenti blzonyltasban a PASCAL-féle tételen
kivitt csak sikra vomatkozo dsszetartozdsi, vendezési és parhuza-
mossdgi tételeket hasznaltunk fel; ez a’fontos eredmény, hogy a
DESARGUES-feIe tétel levezethetd az 1. 13, 1L, IV " axiomdkbol €s
@ PASCAL-féle téielbdl, s a fenti bizonyitas, HESSENBERG1S! szdrmazik.

- 85. §. Szakaszok .szorzisa.

Erteimezés. Felveszink egy fetszlleges szakaszt, ezt ggy-
' ségszakasznak nevezzik, és e-vel {vagy I-gyel) Jelbl]ﬁk A.c sza-
kaszi az a és b szakaszok ~szorzatdnak nevezziik (az e egyseg~
szakaszra vonatkozdéan), ha fennall a c:b=a:e aranyossag

: Emlekeztetunk itt ennek az ardnyossagnak az értelmezésére.

Legyenek O4 és OB egymasra meroleoes L
félsugarak, S legyenek Eés Aaz OA nek,

BésCaz OB nek olyan pontjai, melyekre -C
OE=e,0A=0a,0B="0,0C=c. Ha az
EB és AC egyenesek parhuzamosak, vagy -
egybeesnek, -akkor.c: b=a:e (149, dbra).
n - Mivel az e egységszakasz: megvé-.-.
lasztdsat a kovetkezd térgyalasban nen
valtoztatjuk, az egységszakasz emlitése nél- | . -
kill,, a ¢ szakaszt az @ és b szakaszok szor- © O E.-A
zaténak nevezzﬁk és c_ab-vel leiﬁljuk : 149 dbra.”




240 V., 35. § 207. tétel.

Birmely két a és b szakasz egyértelmilen meghatdrozza nagysdgit
illetden a ¢c=uab szakaszt.

A szakaszok ardnyossagdra vonatkozé tételeinkbd!l (230—231.
0.) kozvetlenfil adédnak a szakaszok szorzdsira vonatkozé kovet-
kezd tételek.

Minden a szakaszra ge==ea=a.

Ha ab=ab’, akkor b=¥. Ugyanis, ha az ab szakaszt d-vel
jelaljiik, az értelmezés szerint d:b=a:e és d:b'==a:e; ebbdl,
mivel az ardny harom fagja egyértelmiien meghatdrozza a negyedik
tag nagysagat, tehat 6=10".

Szakaszok szorzdsa kommufativ milvelel, vagyis ab=bq,
Ugyanis, ha c=ab, akkor c: b=ua:e, ebbdl az arany belsd tag-
jainak felcserélésével kovetkezik: c:a==b:¢ s igy az értelmezés
szerint ¢ = ba, tehdt ab= ba,

Ha ba=1Ua, akkor b=V, Ez az elobbi két eredmény Osz-
szefoglaldsabol kovetkezik,

Ha a:b=c:d, akkor ad="bc, és megforditva. Jeldljlik az
ad szorzatot f-fel; az értelmezés szerinl f: d==a:e, vagyis a:e=f:d;
ebbdl és az a:b=c:d ardnyossigbdl kovetkezik a PascAL-féle
{étel szerint (1. 230.0.), a b:e=f:c aranyossdg; tehit fic=b1e,
s igy az értelmezés szerint f= b¢, vagyis ad= bc. — Megforditva,
haad==bc=/f, akkor f:ic==b:e és f:d==a e, ebbdl a PASCAL-féle
tétel szerint a:b=c:d.

Szakaszok szorzdsa asszociativ milvelet, vagyis (abyc=a(bc).
Jelbljiik az ab= ba szakaszt d-vel, a bc szakaszt f-fel; a d=ba
egyenlGségbdl d:a="b:e; az f="bc egyenldségbél: f:c=b:e;
a két utdbbi ardnybol kovetkezik: d:a=f:¢, s igy el6bbi ered-
ményiink szerint dc= af, vagyis (ab)c=a(bo).

Szakaszok szorzdsa disziributiv a szakaszok dsszeaddsdra vo-
natkozéan, vagyis (a+bc—act+bc és c(a+b)—ca+cb. Te-
kintettel a szorzas kommutativ voltara elég az elsd allitast bebi-
zonyitani, Legyen ac=d és bc=F; az értelmezés szerint dic=a:e
és fic=b:e; az aranyossigokra vonatkozd szabdlyaink szerint
ezekb8l adddik: (d+f):c=(a+bd):e, tehdt d+f=(a+-b)¢,
vagyis ac+be=(a+d)c.

Ha n tetsz8leges pozitiv egész szdm, akkor (na)b=a(nb)=
=n({ab) (na jelenti az g szakasz n-szeresét, I. 76. o.). Han=2,
akkor a szorzat disztributiv tulajdonsdga alapjan (a+a)b=ab~+ab,
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tehat (2a)b=2(ab), s hasoniéan a(2b)=2(ab). Teljes indukcitval
kbvetkezik allitasunk minden 7-re. - _ -

Jelsljiik —!Il—d-vai az a szakasz n-edrészét, vagyis azt a sza-

kaszt, melynek n-szerese az a szakasz (I 227. 0.). ‘A fentiekbdl
. . 1 ) 1 1 1 '
kbvetkezik, hogy a(? )=?a és a(?b)z(?a]b=—n—(gb).

Ertelmezés. Az @ szakasz inverzén- (vagy reciprok sza-
kaszom) érijiik azt az @' szakaszt, melyre a:e=—e:a-!; elGbbi
eredményiink szerint az a:b=c:d aranyossadg aequivalens az
ad==bc egyenlGséggel, tehdt az a szakaszra ‘és inverzére, a-re,
fennéll az aa'= o g —=e¢ egyenlfség. ;

Erteimezés. Az a és b szakaszok hdnyadosdn értjitk azt
a szakaszt, mely az a szakasznak a & szakasz inverzével valé
szorzata: jeiben %='ab-1.

Ennek az értelmezésnek alapjan az a:b=c:d ardnyossig
aequivalens azzal a feltétellel, hogy az a és b szakaszok hényadosa
egyenld legyen a c és 4 szakaszok hanyadosaval. Hangsiilyozzuk,
hogy ezek a hinyadosok minden esetben szakaszok; példaul a
2a €5 az d szakasz hényadosa a 2e szakasz. :

Ertelmezés. Az a szakasznak az a szakasszal valé szor-
zatat az a szakasz négyzetének nevezziik és al-tel jeldljitk, Az a
szakaszt az @? szakasz négyzefgydkének nevezziik, " '

207. tétel. Ha az ABC hdromszbg C-nél fekvd szoge derék-
520g, s ha D jelenti a C-b6l az AB dtfogora bocsdtott merdleges-
nei a talpponijdl, akkor AC:=AD.AB és BC:=DRB.AB,
tovibbd CDE=AD . DB. S

Bizonyitds (150, dbra).
A 110. tételbdl kbvetkezik, hogy
a D pont az AB szakaszon fek-
szik, Az ABC ésaz ACD de-
rékszgiht hdromszdgek hason-
16k, mivel A-nal fekvd belsé ' :
szlgilk ugyanaz, s igy a 201, A D _ B
tétel szerint ' '
AC:AB=AD:AC; ebbél 190. 4bra.
AC:=AD.AB; ugyanigy BC®*=DB . AB. Az ADC és CDB derék:
szbgii haromszogek hasoniok, mivel mindkettS hasonl6 az ACS hroms

15

cC




242 IV., 35—36. §. 208—210. tétel.

szoggel. EbbSl a 201, tétel szerint kbvetkezik AD:CD=CD:DB,
s ezért CD*=AD . DB. ' :

A fenti AC2=AD.AB ¢& BC*=DB8.AB egyenletekbdl]
ssszeaddssal és a disztributiv szabdly alkaimazdsaval kapjuk a
ovetkezdt: AC? +-BC*=(AD+DB)AB; mivel a D pontazAB
szakaszon fekszik, tehat AD-+DB=AB, s igy AC*+ BC*=AR:,
Ezt a kovetkezb tételben mondjuk Ki:

208. t&étel (PYTHAGORAS-féle télel). Egy derékszOgl hdrom-

sz0g befogbinak négyzetisszege egyenls az difogd négyzetével,
_ Ha a és b két tetszbleges szakasz, van olyan derékszogi
haromszog, melynek befogdi rendre a-val és b-vel egyenldk; a
PyTHAGORAS-féle 1ételbdl kovetkezik, hogy van olyan ¢ szakasz,
t i ennek a haromszognek az alfogdja, mely egyenié a két adott
szakasz négyzetdsszegének a négyzetgybkével. Ha a=20, ebbél
kovetkezik, hogy vam olyan 'szakasz, melynek négyzete 2a’-tel
egyenl. Hasonléan minden n pozitiv egész szdmra, létezik olyan
szakasz, melynek négyzete na’tel egyenld ; ezt a szakaszt Vr.a-val
jeloljik. - '

A PyTHAGORAS-féle tételbdl a 1L 4 axioma alapjan levezeljik -

a tétel kovetkezd megforditasat:

Ha az ABC hdromsz0g oldalaira fenndll az AC*+ BC'= AB’
egyenlbség, akkor az X ACB szig derékszog. Legyen ugyanisa C
pontban az AC egyenesre emel merBlegesen B’ az a pont, melyre
CB— CB, s mely az AC egyenesnek ugyanazon az oldaldn fekszik,
mint B. A PYTHAGORas-féle tétel szerint AB'=AC'+ B C’ tehit
AB —AB, s ewért ABC=AB'C; mivel B & B az AC egye-
nesnek ugyanazon az oldaldn fekiisznek, ebbdl kovetkezik, hogy
" B és B azonosak (I 4). :

209. tétel (MENELAUS-féle tétel). Ha ABC valamely hdront-
sz8g, s ha a olyan egyenes, mely nem halad 4t a hdromsz0g egyik
csticsdn sem, s amelynek van az AB, BC, CA oldalvonalaickal
egy-egy C', A", B’ kb20s pontia, akkor a kiveikezd szakasz-szorzalok
egyeniék: AB’.BC'.CA'=CH .BA AL .

Bizonyitas (151. abra). Jeloljik L, M, N-nel az A B C
pontokbdl az a egyeneste bocsatott merdlegesek talppontjait. Ha
I és N kilonbozdk, akkor az AB'L és a CB'N derékszogd ha-
romszgek hasonlok, s ezért AB :CB = AL:CN; ha pedig L és
N egybeesnek, akkor L és N 2 B’ ponttal . azonosak, tehat ekkor
is fennall’ ugyanez az -ardnyossdg. Hasonldan adédnak a kovetkezl
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aranyosségok: BC': AC'=BM: AL,
CA":BA'=CN:BM. Ezek az ar4-
nyossagok sorban a kdvetkezd szor-
zat-egyenlOségekkel aequivalensek:

AB.CN=CB.AL, BC’'.AL=
=AC'.BM, CA'.BM—BA .CN,

A baloidalak szorzatit és a jobb-
oldalak szorzatdt képezve, s figye-
lembe véve a szorzat kommutativ és
asszociativ tulajdonsagit, kapjuk, hogy - 151. 4bra,

AB .BC'.CA'(AL.BM.CN)=CB .BA'. AC'(AL.BM.CN),

8 ¢ebbdl a zdrGjelben All6 szakasszal vaid osztassal a tételben.

kimondott egyenifséget.

210. tétel (Ceva-féle tétel). Ha az ABC hdromszdg AB,
BC, CA oldalvonaigin rendre CLA, B a hdromsz8g  csicsaitél
kiilinbdzd olyan pontok, melyekre az AA, BR', CC’ egyenesek egy
O ponton mennek dt, akkor AB'. BC’.CA'— CB’ . BA'.AC.

Bizonyitas (152. dbra). Alkal-
mazzuk a 209. tételt az AC’C harom-
sz0gre és a BB’ egyenesre, majd a
BC'C haromszdgre és az AA’ egye-
nesre ; igy kapjuk a kdvetkezs egyen-
I6ségeket

— £ ) AB.C'B.CO=CB.C’0.AB
A C 8 és BA.C’'A.CO=CA".C’0 BA;
152, ibra,

az egyik egyenldség baloldaldt a mésik
jobboldaldval szorozva kapjuk, hogy
AB’.BC’.CA’(CO.C’O.AB)=CB'.BA’.AC’(CO‘C’O.AB),
s ebb8l a zarbjelben all6 szakasszal vald osztdssal a tételben
kimondott egyenl8séget.

36. §. Szakaszkoordinatik a sikban.

A kbvetkezd tirgyalds alapjaul az I'1—3, II, I, IV axiomé-
kat vessziik; megjegyezzitk azonban, hogy ha az egybevagdsagi
axiomék helyeit csak a Pascai-féle tételt vennénk fel, amelybdl az’
1 1-3, I, IV axiomdk alapjin a DEsaRGUES-féle téte] levezethet6:
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(l. 238, 0.), ez is elegendd lenne a kdvetkezd eredmények leve--
zetésére, Erre a kérdésre : az axlomarendszer redukalésara késGbben
fogunk ratérni.

Az tsszes pontok, melyek' tirgyalasunkban el8fordulnak, egy
sikhoz tartoznak.

Ertelmezés. AB vekforon édjuk az AB irinyitott sza-
kaszt; A4 a vektor kezddpontja, B a vektor végpontja. Az AB
és BA vektorokat egymdssal ellenfettnek nevezziik, s igy jeldljiik:
AB—-—BA, BA=—AB. — Ha A=2B, akkor az AB vektort
nullavektornak nevezzitk és O-val jeléljiik: AA=0. :

Ertelmezés. Az AB és BC vekiorok sszegén értjiik az
AC vektort: AB+ BC= AC.

Ertelmezés. A nem egy egyeneshez tartozd AB és AR
vekiorokat aequivalensnek nevezziik, ha az AB egyenes parhuzamos
A'B-vel & A4’ pithuzamos BB-vel; jelolése AB=AB. — Az
értelmezésbdl kbzvelleniil kdvetkezik, hogy az AX és BB vektorok
is aequivalensek.

A DesARGUES-féle tételbfl kovetkezik, hogy ha az AB, A'B’,
A”B” egyenesek kiilonbdzok, s ha AB=AB & AB = A"B",
akkor AB—A"B".

Erteimezés. Az a egyenesen fekvé AB és AR vektorokat
aequivalensnek nevezziik, ha mindketten aequivalensek valamely az.
a egyeneshez nem tartozo A”B” vektorral. A DESARGUES-féle tétel-
bdl kivetkezik, hogy ha az a egyenesen fekvd AB és A'B vekio-
rok aequivalensek valamely nem az a egyenesen fekvé A7B"

vektorral, akkor minden az AB-vel aequivalens vektor az A?B’-vel
is aequivalens, és megforditva.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy ha AB tetszo!eges vektor, akkor
mmden A ponihoz tartozik egy és csak egy olyan B’ pont, melyre

az AB és az A'B' vektorok aequivalensek.

A vektorokra vonatkozdan értelmezett aequivalencia reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv.

A parallelogrammakra vonatkozé tételeinkb6! kovetkezik, hogy

- =
ha az AB és A'S vektorok aequivalensek, akkor az AB fs A'B
szakaszok egyenlék. — Ha az AB vekior aequivalens az A’ B’ vek-
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torral, akkor az AB és A’'B’ egyeneseknek azt az iranyitasat, melyet
az ACB, illetve az A’ C B sorrend hatroz . meg, a pdrhuzamos
egyeneseken megegyez6 irdnylidsnak nevezziik. o :

A DESARGUES-féle tételbsl kdvetkezik, hogy ha AB— AR
és BC—=BT’ akkor AC=A'C’, tehit AB+BEC—AB +EC

Ertelmezés. Két tetszleges AB &s CD veklor Fsszegét
gy képezzﬁk_L hogy az AB vektorhoz hozzdadjuk azL a C@-vel
aequivalens B vektort, melynek kezdSpontja B; tehat AB+ CD —
=AB+BD'=AD'. — Az AB & CD vekiorok kiilonbségén értjitke
az AB és — CE=DE’ vektorok Bsszegét,

Az értelmezésbGl kovetkezik, hogy harom tefszleges AB,
CD, EF vektorta : AB+CD=— CD+AB és AB+ (Cb+E_h= '
———(A_:B—f- C_b) +EF. Ha ugyanis A4 és BB a CD-vel aequivaiens
vektorok, akkor AB is aequivalens A’_:B’—vel, sigy A-ZS‘-[—C-E)———AE-I—B_E’
—AB'= A4 + 4B = ED+ AB; ha tovabbi B'B" aequivalens EF-
fel, akkorA*B+(<:"D+£‘IP)=AT9+(BT9'+B'§")—_—A"B+§B"=A“’B”;
& (AB+CD)+ EF=(AB+BB)+FB' — A8 + 55" — AB,
Tehat a vektorok dsszeaddsa kommutativ és asszociativ.

Ertelmezés. A siknak oz AB vektorral valé elfoldsdn azt
a leképezést értjlik, mely a sik minden P pontjahoz a siknak azt
a P’ pontjat rendeli hozzd, melyre a PP’ vekior az AB vektorral
aequivalens. A siknak az A B vekiorral vaio eltoldsa a sik dnmagdra
vald kblcsbndsen egyértetmii leképezése, Az AB vektorral valé
eltoldsnak az inverze a Bﬁ vektorral valé eltolas, az AB ésa CD
vektorokkal vald eltoldsok szorzata az AE’-I—C_E) vektorral valé
eltolds, ' )

Tekintettel a vektorok Ssszeaddsanak kommutativ és asszociativ
tulajdonsagara adodik, hogy « sitknak az dsszes vekiorokkal vals
eltoldsai kommutativ csoporiot alkotriak,

Bevezetiink a sikban egy koordindtarendszert; feivesziink a
sikban egy O pontot, és két az O ponton athaladé OX és QY
egyenest; az O pontot a koordindtarendszer kezdgpontidnak, az
OX, OY egyeneseket a koordindtarendszer fengelyeinek nevezziik,
Az OX és az OY tengelyen felvesziink egy-egy irdnyitdst, melyet
az illetd tengelyre vonatkozd pozitiv irdnyitdisnak neveziink.
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 Ertelmezés. Valamely AB vektornak az OX, OY tenge-
lyekre vonatkozd komponensein értjiik az XX, és VY, iranyitoit
szakaszokat, melyek rendre az OX és az 0Y tengelyhez tartoznak,
s melyekre az XA és X,B
Y, egyenesek parhuzamosak az
QY tengellyel, s hasoniban
Y, A és Y, B parhuzamosak az
: 0OX tengellyel (153. abra),
) - Az A-*B vektor az XTX2 és Y:Yz
- yektorok Osszege. — Ha az
AB egyenes pirhuzamos pél-
S diui O X tengellyel, akkor az
Q X4 Xz X AB vektornak az OY tengely-
’ 153, dbra. re vonatkozé komponensén
o a nullaszakaszt értjiik.

A sik valamely P pontjinak az OX, OY rendszerre vonaikozé

koordindidin értjtk az OP vektornak rendre az OX és az OY
tengelyre vonatkozé x és y komponenseit ; a P pontot koordinataival
jelolve (x, y) pontnak fogjuk nevezni.

Az értelmezésekbdl kbvetkezik, hogy ha a Ppo_gt koo_[dinétéi
(x,y) és a Q pont koordinatdi (', y), akkor az OP-+0Q vek-
tornak az OX és az OY tengelyre vonatkozd komponensei rendre
x+x, és y+; ezek a sik ama R pontjdnak koordindtdi, melyre
a PR vekior aequivalens az O?Q vektorral, '

A kovetkezé tdrgyaldsban mar lényegesen felhasznéljuk az
egybevagbsagi axiomakat. o

Ertelmezés. Ha az OX és OV egyenesek merdlegesek
egymésta, akkor a koordindtarendszert derékszdgd koordindtarend-
szernek nevezzitk. A kbvetkezdben feltessziik, egyszeriség céijabol,
hogy a koordinatarendszer derékszogii.

Ertelmezés, Irdnyfiott szakaszok szorzdsdt kbvetkezGképen
értelmezziik. Legyen a és b ket iranyitott szakasz; az ab szorzat
nagysdga értelmezés szerint egyenld a nem iranyitott a, b szakaszok
szorzaiaval (I 239. 0.), s a szorzat pozitiv, vagy negativ eldjeld
aszerint, hogy a és b eibjele megegyezd, vagy ellenkezd.

Ertelmezés. A nullaszakasszal val szorzds értelmezése @
kivetkez8 : birmely a szakaszra nézve ¢.0=0.2=0.

Bebizonyitjuk a kdvetkezd tételt:
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Ha A={(a, b) és P={(x, y) egy az O ponton drhafado egyenes
pontjoi, akkor bx_ay
'Ha a P pontaz OA félsugdron fekszik, akkor a és xelé;ele

megegyezd, s ugyantigy & és y elSjele; ha P az 04 félsugar meg-
hosszabbitdsan fekszik, akkor a és x eldjeie ellenkezd, sugyanugy
b és y elGjele; tehat mindkét esetben :

megegyezd bx és ay elSjele. A meg- Y P
feleld nem iranyitott szakaszokra vo-
natkozoan fennall az x:a=—y:b ard- A
nyossag; jeldliik ugyanis B-vel és
Q-val az A illetve a P pontbdl 2z OX _
tengelyre bocsatott merdlegesek talp- 10 B o X
pontjat (154. dbra); az OBA és az
OQP derékszbgili haromszogek hason-
16k, 5 ezért a 201. tétel szerint befog6ikra fenndll az x:a=1y:b
ardnyossag ; ebbdl az ardnyossdgra vonatkozé tételeink {l. 230—-231
0.) szerint kbvetkezik a bx==ay egyenldség.

A fenti meggondoldsbo! kovetkezik az is, hogy ha az a, b, x, ¥
irényitott szakaszokra fenndll a bx-—ay egyenldség, akkor az OBA
€¢s OQP hiromszdgek hasonlék, tehdt <BOA=<QOP, s igy
a 98. tétel folytdn az A=(a, 8) & P={(x, y) pontok egy az
O ponton dthaladé egyenesen fekiisznek. Ebben az értelemben a
bx=ay egyenletet az O ésaz AH(a b) ponton éihaladé egyenes
egyenletének nevezziik.

Ha ¢ olyan egyenes, mely dtmegy az O X tengelynek valamely
az O-t0l kilonbdz8 'O’ pontjdn, jeldljiik e-vel azt az O ponton
athaladd egyenest, mely parhuzamos e-vel. Az e egyenes egyenlefe
a fentiek szerint bx=ay, ol (a, b) az e egyenes valamely pont-
janak, és (x, y) az e egyenes valtozd ponijanak a koordinatait jeldh.,’
Jelsijiik (c, 0)-val az ¥ pontnak, és (a’, &)-vel az & egyenesama A’
pontjanak a koordinatdit, melyben az A= (a, b) ponton 4t az OX
tengellyel parhuzamosan fektetett egyenes met521 az & egyenest.
Mivel OO = AA’, s gy OA = OO’—i— OA tehit o' =a--c,
b'=~b. Jelbljiik P’-vel az e egyenes valamely P pontjan ataz OX
tengeliyel parhuzamosan fektetett egyenesnek az ¢ egyenessel val6
metszéspontjat. A P'= (x’, ') pont koordinatii x' =x ¢, )’ =J.
Behclyetlesit]uk az e egyenes egyenletébe az x=x"—¢, y=ysaz
a=a'—¢, V'=0> kifejezéseket, kapjuk az ¢ egyenes kovetkezd
egyenletét: b(x’'—c)=(a’—c)y. A nem irdnyitott szakaszokra

154, abra.



248 . 1V, 36—37. §.

vonatkozd disztributiv szabaly az irdnyitott szakaszok szorzasinak
fenti értelmezése alapjan kdzvetlenill atvihetd irdnyftott szakaszok
szorzdsdra is; ennek alkalmazdsival ad6dik: bx'— (&' — )y =be.
Ha az ¢ egyenes parhuzamos az OX tengellyel, akkor egyenlete
y=>b. — Jeldljiik ismét az egyenes viltoz6 pontjdnak a koordinatait
(x, y)-nal, s az elGbbi egyenlet egyiitthatdit u, v, w-vel ; az egyenes
egyenlete a fentiek szerint ux +vy=w alakban irhaté, hol o, v, w
bizonyos az egyenes megvdlasztasatol fiiggd, s viszont az egyenest
meghatarozé irdnyitott szakaszokat, (x,y) pedig az egyenes egy
valtozé pontjdnak az OX, OV tengelyekre vonatkozé szakaszkoor-
dinatait jelentik. Eredményiinket a kbvetkezG tételben mondjuk ki

A fenli elbirdssal bevezefelt koordindiarendszerben minden
egyenes linedris (azaz ux-+vy==w alaki) egyenleitel jellemezhels,
abban az érfelemben, hogy az egyenes minden ponijdnak (x, y)
szakaszkoordindldi elegef tesznek ennck az egyenletnek, s megforditva,
ha az x, y irdnyflott szakaszok eleget lesznek az egyenietnek, akkor
az (x, y) szakaszkoordindidkkal biré pont az egyenesen fekszik.

A PYTHAGORAS-féle tételbdl kdvetkezik, hogy a P=(x, )) és
a P'=(x, y’) pontok A&ltal meghatirozott PP’ szakasz négyzete
egyenld (x —x')%- (y—y')°-tel.

37. & Pérlnuzamos egyenesek és sikok.

Feltessziik az I. 1~7, I, IV axiomékat.

_ Erteimezés, Az « sikot és az a egyenest pdriuzamosnak
nevezziik, ha nincs kbzbs pontjuk. Az e s a # stkof pdrhuzamosnak
nevezziik, ha nincs kozds pontjuk. (Emlékeztetiink arra, hogy az
a és b egyenest akkor nevezzitk parhuzamosnak, ha egy sikban
fekiisznek, s ha nincs kdz8s pontjuk.) o

Az értelmezésekbdl az 1, Il axiomak alapjan kdzvetieniil adédnak
a kovetkezd allitdsok.

Ha az « sik parhuzamos a 8 sikkal, minden az « sikban
fekvd a egyenes parhuzamos a g sikkal.

Ha az e sik parhuzamos a b egyenessei, barmely a b egye-
nesen atfektetett @ sik vagy parhuzamos e-val, vagy @ az « sikot
egy a b-vel parhuzamos a egyenesben metszi,

“Ha az a és b egyenesek parhuzamosak, és ha @ egy az a
egyenesen Atfektetett -sik, akkor « vagy parhuzamos b-vel, vagy
tartalmazza a b egyenest.




Pérhuzamog egyengsek s sikok. 249

Ha « és g parhuzamos sikok, s ha-a y sik az « és a §
sikokat rendre az a és a b egyenesekben metszi, akkor az a és b
egyenesek parhuzamosak,

Ha az a és b egyenesek pérhuzamosak s ha « az q egyenesen
és £ a b egyenesen Aatfektetett sik, akkor az « és 2 sikok vagy
azonosak, vagy parhuzamosak. vagy egy olyan ¢ egyenesben met-
szik egymast, mely pirhuzamos a-val és b-vel.

Az, ILIV axiomak alapjan bebizonyitjuk a kidvetkezd allitasokat.

Ha a és b egymdst metsz0 és az « stkkal pdrhuzamos egyene-
Sek, akkor a rajtuk difekietelt (a, b) sik pdrhuzamos az « sikkal.

Ha ugyanis az (o, b) siknak volna e-val kbzos pontja, akkor
az 1. tétel szerint volna egy kozbs ¢ egyenesiik, s ez parhuzamos
volna.az (a, b) sikban fekvé és egymdast metszd a és b egyene-
sekkel, ellentéthben a 1V axiomaval:

Ha az « és a § sik pdrhuzamos a y sikkal, ekkor az « és 8
sikok. pdrhuzamosak egymdssal (vagy azonosak).

Tegyiik fel ugyanis, hogy az e és a # siknak van egy A kdz8s
pontja ; legyen a egy az A ponton dthatad6 és az « sikban fekvs
tetszbleges egyenes, legyen tovabbd 6 az a @ egyenesen és a y sik
valamely pontjan atfektetett sik; ennek a § és a y sikkal valé
metszésvonalat jeldtjitk rendre b-vel és c-vel, Mivel az « és y sikok
parhuzamosak, tehdt a ¢ sikkal vald a és ¢ metszésvonalaik is
parhuzamosak, hasoniéan & és ¢ parhuzamosak, s igy a IV axioma
folytan a és b vagy parhuzamosak, vagy azonosak egyméssal ; mivel
a-nak és b-nek van kozbs pontja, A, tehét a és b azonosak, vagyis
az @ egyenes a § sikhoz {artozik. Mivel pedig a egy tetszdleges
az « sikban fekvd és az A ponton dthaladd egyenes, tehdt ebbél
kbvetkezik, hogy az « és a £ sikok azonosak.

' Ebbdl az eredményiinkbs| kozveileniil adédik a kovetkezd tétel

- Ha « valamely sik, és P nem az « sikban fekvd pont, akkor
van-egy csak egy a P ponion dimen( és az « sikkal pdrhuzamos
o sik. Legyen ugyanis a és b két az « -sikban fekvd, egymdst
metsz$ egyenes; a P ponton és az g, illetve a b egyenesen atfek-
tetett sikokban legyen &, ilietve & rendre az a-val, illeive a b-vel
parhuzamos, a P ponton &thaladé egyenes; az « = (o, V') sik
parhuzamos az « sikkal,

Minden a P ponton dihaladé és az « sikkal pdrhuzamos e
egyenes hozzditartozik a P ponton dtf az « sikkal pdrhuzamosan
Jektetett o sikhoz. Jeldljiik ugyanis egy az e egyenesen és « valamely
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. pontjdn atfektetett & stknak az « és az « sikkal vald métszetét_

rendre ¢-val és a’-vel. Mivel az a és o’ egyenesek parhuzamosak,
s feltevésiink folytan a és e is parhuzamosak, tehdi a IV axioma
szerint a & sikban fekvd és a P ponton 4thaladd a’ és e egyenesek
egybeesnek, vagyis e az « sikban fekszik.

Bebizonyitjuk a kdvetkezd tételt, melynek a sikra vonaikoz
specidlis esete a DESARGUES-féle (205.) tétel : '

Ha az AA', BB, CC’ egymdstol killonbozo egyenesek egy O
porlon mennek df, vagy egymdssal pdrhuzamosak, s ha az AB és
az A'B’ egyenesek, valamint az AC és az A’C’ egyenesek pdrhy-
zamosak, akkor @ BC és a B'C’ egyenesek is pdrhuzamosak.

Tegyiik fel eldszor, hogy a BB*
egyenes nem fekszik benne az A4’ és
CC’ (egymdst metszd, vagy parhuzamos)
egveneseken Aatfektetett stkban Mivel az
A'B'C’ sikban fekvd A'B’ és A'C’ egy-
mast6l kiildnbdzd egyenesek feltevésiink
szerint parhuzamosak rendre az ABC
sikban fekvd AB ¢és AC egyenesekkel,
tehdt az A’A'C’ sik parhuzamos az
ABC sikkal. Mivel a BB és a CC’
egyenesek metszik egymast, vagy par-
huzamosak, tehét egy sikban fekiisznek :
ennek a siknak az ABC és az A’'R'C’
sikkal valé metszésvonalal rendre a BC és a B'C’ egyenesek;
ezek tehat parhuzamosak egymassal.

Tegyitk fel mdsodszor, hogy az A, B, C, A, B, C’ poniok egy
o sikban fekfisznek. Legyen e egy nem az « sikban fekv§ egyenes,
mely atmegy az AA', BB, CC’ egyenesek kdzds O pontjdn, illetve
parhuzamos ezekkel az egyenesekkel. Az ¢ egyenes valamely az e
sikhoz nem ftartozé P pontjat Osszekdljilk A-val, s az AP egye-
nessel pirhuzamos A’ P’ egyenest fektetiink az A’ ponton at. Az A’P’
egyenes az APA’ sikban fekszik, s mert az A’P’-vel parhuzamos
AP egyenes metszi az e egyenest, tehdt A’P’-nek is van e-vel
kd26s pontja; ezt jeldljiik P'-vel. — Az A, B, P és az A, B, P’
pontokra nézve teijesiilnek az elsé eset feltételei; nevezetesen az
AA, BB, PP’ egyenesek egy ponton mennek at,” vagy egymdssal
parhuzamosak, tovibbd AB péarhuzamos A’ B’-vel és AP pérhu-
zamos A'P’-vel, és a PP’ egyenes nem fekszik az ABA’B’ sikban;

O
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ebbll tehdt kdvetkezik, hogy BP és B'P’ parhuzamosak. Ugyanezt
a meggondoldst B, B helyett C, C’-re alkalmazva kapjuk, hogy
CP parhuzamos C'P-vel. Tehat a B, C, P és a B, C’, P’ pontokra
fennallanak az elsé eset feltételei, mégpedig BP parhuzamos B’ P’-vel
¢s CP parhuzamos C'P’-vel; ebb8! ktvetkezik, hogy BC pdrhu-
zamos B'C’-vel. — Ezzel a sfkra vonatkozé DESARGUES-féle tételt
a IlI axiomak néikiii, de a térre vonatkozé I 1—7 axiomdk alap-
jin, bebizonyitottuk.

Tegyiik fel a fentieken kivill a Il axiomakat is.

A 181. tétel korollariumanak (212 o) alkalmazidsaval adéd-
nak a kovetkezd tételek :

Ha az a és az o’ egyenesek merolegesek az « stkra, akkor
a és & parhuzamosak (L. 151. tételf) ; viszont ha a és o’ parhuzamos
egyenesek €s az « sik merbleges @-ra, akkor merbleges a’-re is.

Ha az ¢ egyenes merdleges az « €5 o sikokra, akkor e és
o parhnzamosak; viszonf, ha « és ' pdrhuzamos sikok, és az a
egyenes merbleges e-ra, akkor merdieges e'-re is,

Ha az a és a’ egyenesek pdrhuzamosak, és a merfleges az
« sikra, o’ pedig merdleges az « snkra akkor az « és o sikok
pérhuzamosak.

Ha az ¢ sik parhuzamos az « sikkal, és a @ sik merdleges
az « sikra, akkor merdleges az « sikra is.

Bebizonyitjuk még a kdvetkez& tételt:

Ha a és b nem egy sikban fekvl egyenesek, akkor van egy
és csok egy kizbs merdlegesiik.

Az a egyenes {ietszleges pontjan Alfektetiink egy a &-vel
parhuzamos & egyenest; az e=(a, ') sikkal parhuzamos a &
egyenes. A b egyenesen aifektetiink az « sikra merBleges sikot
(154. tétel), jeldljiik ennek és az « siknak a metszésvonalat &7-vel,
Mivel b” parhuzamos b-vel, fehat'd” nem péarhuzamos g-val; le-
gyen A az a €s &” egyenesek metszéspontja; legyen ¢ az « sikra
az A pontban emelt merdleges. Mivel b és b” parhuzamosak, és
a b"-re merdleges ¢ egyenes a (b, &) sikban fekszik, tehit ¢ me-
réleges b-re is. Eszerint ¢ kdzds merblegese a-nak és b-nek.

Jelsljiik az a és b nem egy sikban fekvé egyenesek ¢ kdzos
merdlegesének a-val és b-vel kdz®s pontjit rendre A-val és B vel
Ha A’ és B’ ezeknek az egyeneseknek egy-egy tetszdleges, A-tdl
€s B-t6] kaldnbodz8 pontja, akkor az A'B’ szakasz nagyobb az AB
szakaszndl. Jeldljiik ugyanis B’-vel a B’ pontnak az « sikra vald
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merdleges vetiiletét. Az ABB'B” négyszbg parallelogramma, s igy
AB=pB'B";az A'B" B deréksztgh hiromszdgbdl pedig B'B” < A'B’
(120. tétel). Tehdt AB< A'B. Az AB szakaszt az a és b egye-
nesek tdvoisdgdnak nevezziik.

38. §. Szakaszkoordinatak a térben. -

Feltessziik az 1. 1—7, I, IV axiomdkat; az el6zé paragrafusban
Jevezettiik ezekbdl a DESARGUEs-féle tételt. Ennek alapjan a 26. §.
targyaldsdval megegyezé médon értelmezhetjiik a #érbeli vektorokat,
ezeknek aequivalencidjat, Osszeaddséit, tovabba a térnek valamely
vekiorral vald eltoldsat. Mivel a vektorok ©sszeaddsa kommutatiy
és asszociativ mivelet, adédik, hogy a #érnek az Gsszes vektorokkal
valg eltoldsai kommutatiy csoportot alkotnak.

Bevezetiink a térben egy koordindtarendszert, azaz felvesziink
valamely O ponton athaladé harom nem egy sikban fekvé OX, OV,
OZ egyenest; az O pontot a koordindtarendszer - kezddpontjdnak,
az OX, OY, OZ egyeneseket a koordingdtarendszer tengelyeinek
nevezziik. Az O X, OY, OZ tengelyeken felvesziink egy-egy iranyitast,
melyet az illetd tengelyre vonatkozd pozitiv irdnyitdsnak neveziink.

Ertelmezés. Az AB vektornak az O X tengelyre vonatkozd
komponensét kdvetkez6képen értelmezzilk: az A és B ponton ataz
OYZ sikkal parhuzamos sikokat fektetiink. s jeldljiik ezeknek az
~OX tengellyel kdzos pontjait rendre Xi-gyel €s Xi-vel; az X, X;
irdnyitott szakaszt nevezziikk az AB vektornak az OX tengelyre
vonatkozd komponensének, Hasonléan értelmezzitk a vektornak az
OY, és az QZ tengelyre vonatkozd komponenseit, — A tér vala-
mely P pontjdnak az OX, OY, OZ rendszerre vonatkozd  koor-

dindtdin értjik az OP vektornak az illetd tengelyekre vonatkozé
X, ¥, z komponenseit ; a P pontot koordinataival jeldlve (x, y, 2)
pontnak fogjuk nevezni.

Tegyiik fel a fentieken kiviii a 11l axiomdakat is, _

Ertelmezés. Ha az OX, OV, OZ egyenesek paronkint
merdlegesek egymdsra, a rendszert derékszdgd koordindtarendszernek
nevezzitk. A tovédbbiakban, egyszerfiség kedvéért a koordindtarend-
szert derékszbglinek tessziik fel.

Ha oz A=(a, b, ¢) és a P—(x, y, 2) ponlok egy az O ponion
dthalads egyenesen fekiisznek, akkor fennd[lanak acx=az, cy=bz
egyenllségek.




Szakaszkoordinatdk z térben; az egyenes egyenleirendszere. 23

Ha a P-pont az OA félsugdron fekszik, akkor rendre meg-

egyezd elGjelliek a és x, b és y, cés z; ha P az OA félsugér
meghosszabbitdsdn fekszik, akkor rendre ellenkezé eldjeliiek a és x,
bésy, cész; tehdf mindkét esetben megegyezdk egyrészt acxésaz,
mdsrészt a ¢y és bz szorzatok eldjelei. A nem iranyitoit szakaszokra
fennall az x:q=y:b=—2z:¢ ardnyossig ; jeldljik ugyanis B-vel és
Q-val az.4 illetve a P pontbdl az QX tengelyre bocsatoit merd-
legesek talppontiat; az OBA és az OQPF deréksz8gli hiaromszdgek
hasonlésagabol kovetkezik, hogy megfeleld befogéik aranya egyenié
atfogoik ardnyaval, tehat O0Q:0B=0PF:0A; mivel pedig OQ
és OB rendre x-szel és a-val egyenld, tehdt x:a=O0P:0A.
Hasonldan ad6dik a mdésik két-két koordindtara az y: 6=0P: 04
€s az:c=0P: QA aranyossag, s ezekbd! az ardnyosségra vonatkozd
tételeink szerint kdvetkezik, hogy x:a=y:b=2z:¢, és cx=az,cy=>bz.

A fenti meggondolisbél hasonlban, mint a sik eseiére, kdvet-
kezik tétellink megforditasa, vagyis az, hogy ha az a,0,¢, X, y, 2
irAnyftott szakaszokra fenndllanak a cx =az, cy = bz egyenidségek,
akkor az (g, b, ¢) €s az (x, y, z) koordindtdkkal bir6 pontok egy az
O ponton athaladé egyenesen fekiisznek, Ebben az értelemben azt
mondjuk, hogy az O és az A={(a, b, ©) ponton athaladd egyenes
egyenletrendszere a fenti két egyenlet.

Ha A A’ tetszBleges egyenes és P ennek valamely pontia, jeldijiik
ezeket a pontokat koordinaidikkal rendre kiveikezB8képen: A=(a, b,¢),
A =(a, ¥, ), P=(x,y, z). EI6bbi eredményiink szetintaz (x — &/,
y—b,z—c)és (a—a, b—, c—¢’) koordinatakiilonbségekre fenn-
dlla(c—c)(x—0)=(a—a)(z-—0), (c— ) (y—b)=(0—b)2—C)
egyenletrendszer, s viszont ha X, y, z olyan irdnyilott szakaszok,
melyek kielégitik ezt az egyenletrendszert, akkor az (x, y, z) pont
az AA’ egyenesen fekszik. A fenti egyenleteket a szakaszok szor-
zashra vonatkozé szabalyok szerint Atalakithatjuk a kovetkez§ alakra :
ux-+vz=w, u'y+vz=w'. Eredményiinket a kivetkezd tételben
mondjuk Ki: )

Az OX, OY, OZ koordindtarendszerben mma’en egyenes linedris,
azaz ux-+vy=w, g'y+Vvz=w alakd, egyenlefrendszerrel jelle
mezhetd abban az értelemben, hogy az egyenes minden ponijdnak
{(x, ¥, 2) szakaszkoordindtdi kieldgilik ezt az egyenlefrendszert, s

megforditva, ha az X, y, z irdnyftoft szakaszok kielégilik az egyen-

letrendszert, akkor az (X, y, 2) szakaszkoordindtdkkal biré pont az
adott egyenesen fekszik. '
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A P=(x,y2) és az O=(0, 0, 0) pontok 4ital meghatarozott

szakasz négyzetét a kbvetkezd kifejezés adja:
P2=x2—|- yz-i-zz.

Jeltljik ugyanis Q-val a P pontnak az O XV sikra, és R-rel Q-nak
az OX tengelyre valo merSleges vetiiletét; a PYTHAGORAS-Téle
tételt az ORQ és az OQ;P derékszdgil héromszbgekre alkal-
mazva, adédik: OP? = + QP és OQ°= OR*+ RQ>, tehat
0P2=OR2+RQ2+QP Mivel pedig OR, RQ, QP eléjeitsl
eltekintve egyenlék rendre x, y, z-vel, tehat OP négyzete egyenid
X ¥z negyzetﬁsszegevel -~ Ebb6l két tetszbleges P=(x, y, z) és
P'=(x,y,2") pontra adédik:

PP =(x—xY+(y =¥V +(z —2).

Ha P és P’ olyan pontok, hogy az OP és OP’ egyenesek
merdlegesek egymasra ugyancsak a PYTHAGORAS-féle tétel szerint :
PP:2=OP2+OP;2=x2+y2+z2+x,2+y;2+Z;2;

a fenti két kifejezés 8sszehasonlitisabol :

xx' +yy 422/ =0,

A PYTHAGORAs-féle tétel megforditasdbdl a fentihez hasonls meg-
gondolassal kdvetkezik, hogy ha a P=(x, »,2) és P'=(x,y’2)
pontokra fenndll az xx’+yy' +22'=0 egyenldség, akkor az OP
€s OP’ egyenesek merSlegesek. — Ebbdl kzvetieniil adodik, hogy
ha A= (a,b,¢) tetsz8leges pont, akkor az O A egyenesre az O poniban
emelt merdleges sik dsszes (x,,2) pontjaira és csakis ezekre fennall
az ax+by-+cz=0 egyenldség. Ha « tetszdleges sik, (X, ¥o, 2o)
az O pontbdl az « sikra bocsatott merSleges talppontja, €s (x,, 11, 2,)
ennek az egyenesnek valamely mas pontja, akkor az « sik minden
(x y, Z) pontjara, és csakis ezekre fenndll az

(o —X) (x —x)+ (O —y) (¥ — m+@—m@~m—
egyenléseg, melyet a szakaszok szorzdsira vonatkozd szabdlyok
alkalmazasaval atalakithatunk a kovetkezd alakira:

ux+vy+wz4t=0.

Ezt az eredményiinket a kdvetkezd tételben mondjuk ki:

Az OX, OY, OZ koordindtarendszerben minden stk ux-+vy-+

+wz-+t=0 alaki linedris egyenleticl jeilemezhetd abban az érie-
lemben, hogy a sik minden ponijdnak {x, y,2) szakaszkoordindtdi
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kielégitik ezt az egyenletef, s viszont, ha az (x V, 2) irdnyitott
Szakaszok kielégitik ezt az egyenletet, akkor az (x, ¥, 2) szakasz-
koordindtdkkal bird pont az adott stkban fekszik. '

39. §. Az euklidesi sik ¢€s tér mozgéscsoportja.

Ertelmezés. Ha a sik pontjaira és egyeneseire teljesiilnek
az I 1- 3, I, I, IV axiomak, akkor a sikot eukiidesi siknak, ha
a tér pontjaira, egyeneseire és sikjaira teljesiiinek az I. 1-7, 11,
IEl, IV axiomak, akkor a teret emklidesi témek nevezziik.

211. tétel. Az euklidesi sik minden mozgdsa forgds vagy
eliolds. '

Bizonyitas. Ha a mozgdsnak van egy A fixpontja, akkor
a mozgds az A pont koriil valé forgds (132. tétet). Ha A nem
fixpont, jeldljiik A képét A-vel, és A’ képét A”-vel. Ha A" egy-
beesik A-val, akkor a mozgéds egy félforgis az AA’ szakasz kzép-
pontja korill (133. tétel). Ha az A, 4’, A” pontok nem fekiisznek
egy egyenesen, akkor az A, A" pontpar és az A, A” pontpir
kozépvonalanak van egy kdzds ponfja (184, tétel) s ez az
adott mozgasnak fixpontja. Ha tehat a mozgasnak nincs fixpontja,
akkor az A, A’, A” pontok egymastd! kiilonboz6k és egy egyenesen,
fekiisznek ; a siknak az AA’ vektorral valo eltoldsa megegyezik az
adott mozgéassal az A és A’ pontokban, ezért a két mozgis azonos

(131. tétel); tehdt az adott mozgis a siknak AA’ vektorral valé
eltoldsa. ' . . :
Ertelmezés. Valamely G csoport alcsoporfign olyan G/
csoportot értlink, melynek elemei a G csoporthoz tarioznak. —
A G csoport valamely T elemének a csoport S elemével valé
transzformdltidn ésdjtik a csoport S TS elemét. Ha a G csoport
@ alcsoportjdhoz tartozé elemeknek a G elemeivel valé transze
formaltjai valamennyién a G’ alcsoporthoz tartoznak, akkor a G’
csoportot a (G csoport invaridns alcsoportidnak nevezziik,

212. tétel. Az euklidesi sik eltoldsai kommutativ csoportot
alkotnak ; ez a csoport az euklidesi sik Osszes mozgdsaibsl &llé
esoportnak invaridns alcsoporfia.

Bizonyitas. A tétel elsd &llitdsa kovetkezik a vektorok
Osszeaddsanak kommutativ és asszociativ tulajdonsagabél (I. 245, 0.).
Ha T a siknak valamely eltoldsa, és S egy forgdsa, akkor az
S'TS mozgasnak nincs fixporitja; ha ugyamis az A pont az
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S'TS mozgésnak fixpontja lenne, akkor az 4'=S! (4) pont
fixpont lenne-a T eltolésnal -ami ellenmondas A 211, tételbst
kbvetkezik tehat, hogy S™! TS a siknak valamely elfoldsa,

213. tétel. Az euklidesi térnek minden mozgdsa vagy elfolds,
vagy forgds, vagy csavarmozgds.

Bizonyitas. Legyen A atér valamely pontja ; ha ez fixpont
az adott T mozgasndl, akkor a 175. tétel szerint T egy az A ponton
dthaladé tengely koriil valé forgas Ha A kiilénbtz8 A’-—T(A) t6],

]elol]ﬁk T’-vel a térnek az AA’ vektorral valé eltolasat. A 7°' 7 leke..
pezés a 175. tétel szerint a térnek egy az A’ ponton &tmend o’
tengely koriil val6 forgasa. Jeloljik a-val a’-nek a 77! mozgésnal
szarmaz6 képét; a T ésa T’ leképezések megegyezdk az a egyenes
minden pontjaban, s mivel 77 a térnek egy eltoldsa, ebbdl kovet-
kezik, hogy a és o parhuzamosak vagy egybeesnek, s hogy a T
mozgas az a egyenest megmarad6 irdnyftdssal viszi at az o’ egye-
nesbe. Ha a egybeesik a’-vel, akkor mivel a irdnyitésa megmarad,
tehat T celtolds, vagy csavarmozgds az a tengelyre vonatkozéan.
Ha a és o’ kildnbbz8k, jeldljink «-val egy az a egyenesre mers-
leges sikot, és o'-vel ennek T-nél szarmazé képét. Mivel e és o
merdiegesek az egymadssal parhuzamos a és a’ egyenesekre, tehat
az « és o slkok parhuzamosak (l. 251. 0.). Jeldljiik az a egye-
nesnek az « és az o« sikkal vald metszeSpont;ét rendre B-vel és

C-vel ; jeldljiik T"-vel a térnek - a CB vektorral valo eltolasat, mely
az & sikot az « sikba viszi al. A TT” mozgds az « sikot meg-
marado iranyitissal Onmagdba viszi at, s ezért a 211. tétel szerint
az « sikban annak egy forgasaval vagy Snmagdban valé eltolasaval
megegyezik, Az elsé esetben 77 a térnek forgisa egy az « sikra
-merdleges ! tengely korill; mivel [ és a parhuzamosak, vagyis a
T ” eltoias vektora parhuzamos a TT” forgas tengelyével, tehat

= (TT")(T") ' az I tengelyre vonatkozs csavarmozgas. A mésodik
esetben a TT” leképezés a térnek egy eltoldsa valamely az « sikkal
parhuzamos vektorral ; ezt az eltoldst szorozva a T eltolds inver-
zével a térnek egy eltolaqat kapjuk, s ez azonos az adoft T
mozgéssal. Fzzel a fenti tételt bebizonyitottuk.

214. tétel. Az euklidesi tér eltoldsaibdl df!d kommutativ
csoport az euklidesi tér Osszes mozgdsaibol dlié csoporinak inva=
ridns alesoportia.

Bizonyitds. Legyen 7 a tér valamely eltolasa, és S egy.
tetsz6leges mozgdsa; mivel T-nek nincs fixpontja, tehdt S™'7S-nek
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sincs fixpontja (I. a 212. tétel bizonyitdsat). A 178, vagy a 213,
tétel szerint S elGallithaté mint egy 7, eltoldsnak és egy R forgdsmak
a szorzata: S=T,R; ezért $'TS=R T, 'TTYR; mivel a tér
eltolasai csoportof alkotnak,+T0'1T To=T" a térnek valamely AB
vektorral valé eltoldsa. Az AB vektort allitsuk el mint egy az R
forgas [ tengelyével parhuzamos A,B, vektornak és egy az lre
merSleges A,B, vektornak az osszegét (I. 252. 0.), s jeloljuk T.-gyel
és T,-vel a térnek az AE’)’D ilietve az A.g_f*fﬁ’2 vektorral vald eltolasat ;
a T” eliolds ennek a két eliolasnak a szorzata: 7/ — 7,7,. Ennek
az R forgdssal valo transzformalija tehat _

R'T"R= (R'T\R)(R'TLR). .
Mivel'a T, eltolds vektora pirhuzamos az R forgis tengelyével, a
169. tétel szerint R és T, felcserélheték, s igy. R™' 7,R = 7,. Barmely
az [ forgastengelyre merSleges e sik az R forgasnal is, az a-val
parhuzamos 1411;?4!5»’2 vektorral valé T, eltoldsnal is dnmagiba megy
at, s ezért a 211, tétel szetintaz « sikban R™'T,R a siknak egy
eltolasaval megegyezik ; ennek az eltoldsnak a vektora legyen A;_f?;.
A térnek az ALB; vektorral valé T; eltoldsa az « sikban megegyez6
az R™'T,R mozgassal, s mert mindkét leképezés megtartja a tér
irdnyitisdt, tehat 7% azonos R™'T,R-rel. Eszerint az S™'TS leké-
pezés mint a T, €s T eltoldsok szorzata maga is a térnek egy eltoldsa.

A stk és a tér forgdscsoportjait a parhuzamossdgi axioma
felhasznaldsa nélkill targyaltuk (24. és 30, §.); oft nyilian maradt
arz a kérdés, mely n pozitiv egész szdmokra létezik n-edrendd
ciklikus forgdscsoport; ugyancsak nyiltan hagytuk a dodekaéder-
csoport fétezésének a kérdését. Ezeket fogjuk most tovibb targyalni
a IV axioma (és részben 2 IIL 'k kor-axioma) alapjan.

A IV axiomdbél és a sikra vonatkozd egybevigdsigi axiomak-
b6l (IIL.-k alkalmazisa nélkiil) kovetkezik szabdlyos - hdromszig
létezése. A szerkesziés médjinak megallapitésa céljabol tegyiik fel,
hogy ABC szabélyos hiromszog; az AB oldal D ktzéppontjst a
C csiiccsal Gsszekdtd CD egyenes merdleges AB-re (107, tétel).
Az ADC derékszogli haromszog AC Aatfogéjat jeldljiik a-val; az
AD befogé egyenid a/2-vel, a D.C=x befogd meghatarozédsara

adédik a PYTHAGORAS-féle tétel szerinf x4+ g*=a%; tehst

17
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—2V3 A PyTHAGORAs-féle tétellel kapcsolatban megjegyeztiik
2 gy ]

hogy ha ¢ tetszBleges szakasz, és n valamely pozitiv egész szam,
akkor van ¢|/n nagysdgu szakasz; tehdt van olyan szakasz is,

melynek nagységa -g—ﬁ Az g-val egyenld AB szakasz D kbzép-

pontjdban merlegest emellink AB-re, erre ramerjitk az -—;-V';'j'.mal

egyenld DC szakaszt; a fentiek szerint az ABC haromszbg sza-
balyos.

A IV és a III. k axioma alapjdn bebizonyitjuk szabdiyos &t-
s20g és tizszig létezését. Induljunk ki ismét abbdl a feltevéshdl,
hogy van egy szabalyos tizsz0g; legyen O ennek a kbzépponija,

és AB az egyik oldala. Mivel az < AOB szdg egyenld 2 R-rel,

5
s mert ABO egyenlfszérii hiromszog, tehdt a 107. és a 182. tétel
szerit X ABO =< BAO= %R. A < BAO szigfelezijének az

OB szakasszal val6 metszéspontjét
(37. tétel) jeldljuk C vel (156

fbre). Mivel SBAC—=2R, és

<IABC=% R, tehit a BCA &

az ABO haromszdgek hasonlok;
a 201. tétel szerint tehdt BCA is
egyenldszari haromszdg, mégpe-
dig AB="AC; hasonloan, mert
az AOC haromsztignek A-nal és
O-nél levd belsd szdgei egyenldk,
: a 108. tétel szerint AC=0C.
Jeloljiik az AB szakaszt g-val, az OA szakaszt r-rel. A fentiek
szerint tfehdt a:r=(r—a):a; ebbdl a*+ra—r*=0, s igy

| o= (= 1415).
— ‘Ha r tetsz6leges szakasz, akkor a PYTHAGORAS-féle tétel folytan

156, abra.

van olyan a szakasz, melﬁr %(—I+V§)-tel egyenld. A szabdlyos
tizsz8g ennek alapjan koveikez8képen szerkeszthetd meg. Valamely
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O pont kbrill r sugdrral kort vesziink fel, ‘ezt jeloijtik -val; legyen
K az a kbr, melynek kbzéppontja a % kor valamely A pontja,

sugara pedig egyenld %(*—— 1+V/5)-tel; mivel ¥ ;sugara'nyilvép

kisebb mint r, tehdt k-nek van k belsejében és kiilsejében leg-
alabb egy-egy pontja. Ha tehat feltessziik a Ill. k axiomat, abbél
kivetkezik, hogy a & és &’ kdrnek van kozos pontja: B. A siknak
az O pont korlll <x AOB szbggel valé forgasanal, s ennek hatvi-
nyaindl az A pont képei egy szabilyos tizszdg csticsait adjik.

Ha a szabdlyos tizszdg csdcsai kozil minden masodikat
vesszitk, ezek egy szabalyos Otszdg csiicsait adjdk. A szabdlyos

Otszobg oldala egyenld a’:% I/ lﬁ-—-2]/3-tel; ennek ismert leve-

zetését itt nem részlefezzitk, csupén rdmutatunk arra, hogy ennek
a kifejezésnek megfelelden az r sugart korbe irt szabalyos btszog
oldalat a kovetkez, EUKLIDEStS] szdrmazé szerkesztéssel hatiroz~
hatjuk meg. Legyen AB és CD a k kornek két egymasra merd-
leges atmérdie (157. dbra); az OB sugar kbzéppontjdt jelsljtik
E-vel; legyen F az OA sugdrnak az a pontja, melyre EF=EC,

157. dbra. : . 158, 4bra,

A CF és az FO szakasz egyenl6 a k korbe irt szabdlyos otszog,
illetve tizsz8g oldaldval. A CF szakasz nagysagat a III. k axioma
felhasznalasa nélkiil hatdroztuk ugyan meg, de ezzel az oldallal a
& korben szabalyos Gtszbget ismét csak a III. k axioma felhasznd-
ldsaval szerkesztheifink. A PYTHAGORAS-féle tételt az OCF derék-
sz6gii haromszégre alkalmazva kapjuk, hogy a*tri=qad

A szabdlyos dodekaéder meghatirozasii késziti el6 a kdvet-
kez0 meggondolds. Legyen ABCDE egy szabdlyos tszig, legyen
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O ennek a kdzéppontja; jeldljiik F”-vel E-nek az AB egyenesre
vonatkozd titkdrképét, és F'-vel az EF” egyenesnek az OA-val
kizbs pontjat; legyen fovibbd X az SAQE szbgfelezbiének az

EF”_vel kdzts pontja (158. dbra). Az <t A OF sz6g egyenld % R-rel;

ebbdi a 107. és a 182. tétel ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy
SDAO=LFAF =4 F' F" A= XEA=< XAE= %R,

tehat F” a DA egyenesen fekszik ; tovabba, mivel AF” = AE, tehit

a 105. tétel szerint az AF'F’ és AEX haromszdgek egybevigok,

5 ezért ; . .
- AF =AX . _

Ugyaniigy kapjuk, hogy <I'XAO=<IAXO=%R, s igy a 108.

szerint OA=0X; tehat AX az OA sugaru korbe irt szabdlyos
tizszbg oldala, .

159.. dbra.

Valamely szabalyos dodekaéder egyik lapja legyen az ABCDE
szabalyos Otszdgii lap; jeidljik F-fel a dodekaédernek az A-val
szomszédos, és a B-10l és F-16] ktilonbdz6 csticsdt (159, 4bra),
Az F pont az E, B csticsok kbdzépsikjiban, vagyis az OA egyenesen
&t az ABCDE =« sikra merSlegesen emelt sikban fekszik. Mivel
a < BAF {élszbg egyenld < BAE-vel és <BAF"-vel, ¢és
AE=AF"=AF, tehat az AB teungely koriil valé alkaimas forgs-
sokkal atvihetjitik az F pontot E-be is, F”-be is. Mivel az AB
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tengely kortil valé forgdsoknal az F ponton 4thaladé &s az AR
tengelyre meréSleges stk Snmagéba megy at, tehat az E, F, F” pontok -
€gy az AB tengelyre s ezért (l. 152, tétel) az @ sfkra merbleges
sikban fektisznek. Eszerint F az EF” és az OA egyeneseken A&t
a7 a-ra merlegesen emelt sikok metszésvonalan fekszik, s mert
€z az egyenes merdleges az « sikra (153. tétel), tehdt F az F’
pontban az e sikra emelt merdleges egyenesen fekszik. — Az FF’
szakasz az AF'F derékszogil haromszdg egyik befogdja; ennek
masik befogéja egyenié a fentiek szerint az, r—=QA sugarli krbe
irt szabalyos tizszognek, és atfogdja az ugyanabba a kérbe irt
szabalyos Oiszbgnek az oldalaval; tehat j :

AF = (5—-1); AF=L]10-275.

A PrrHAGORAS-féle tételbdl kbvetkezik, mint mar fent megjegyeztiik,
hogy _ : .
: ) FF =r=0A. .
Eszerint az F pont meghatdroz4sira a kovetkezd eljards szolgal:
ABCDE szabilyos otszbg O kbzéppontjat osszekdtjtik A-val, s
meghatdrozzuk ennek az egyenesnek az E-b6l az AR oidalvonalra
bocsatott merSlegessel vals F’ metszéspontjat; az F' pontban
merCleges egyenest emeliink az ABCDE Otsz0g sikjdra, s erre
ramérjiik az OA-val egyenls F’'F szakaszt, - : -
' Miutdn az F pontot meghatdroztuk, a dodekaéder meghata-
rozésa nyilvinvals. Az AB tengely koral vald forgassal az E csiicsot
az F-csiicsba vissziik 4t; ennél az ABCDF lap a dodekaédernek
egy 4 lapjaba megy 4t. Az ABCDE lap tengelye (vagyis a kdszép-
pontidan &t a sikjira emelt. mer8leges) 'koriil valé 5-periodust
forgasoknal a 4 lap a dodekaédernek tovabbi négy lapjaba megy 4t.
A % tengelye koril valé 5-periodusii forgdsoknal a mar meghaia-
rozott lapokbdl a dodekaéder ' tovabbi ot lapjat kapjuk ; ezeknek
szabad (azaz még csak egy-egy laphoz fartozé) élei egyiitt ‘egy
szabdlyos Btszoget alkotnak;. az Altala hatdrolt lap a dodekaéder
tizenkettedik lapja. : o
A dodekaéder lapjainak kdzéppontjai egy szabdlyes ikosaéder
csticsait adjak.,. ' - coe : :
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V. Folytonossag.

40. §. Az egyenes folytonossaga a linearis rendezés
: alapjan.

Ertelmezés. Linedris ponthalmazon egy egyenesen fekvd
pontok bizonyos bsszességét értjiik ;- sikbeli és térbeli ponthalmazon
a sikban, illetve a térben fekv® pontok bizonyos dsszességet érijiik.
Az A halmaz részhalmazan értink minden olyan B halmazi, mely-
nek pontjai az A halmazhoz tartoznak. :

~ Ertelmezés. Valamely M halmazon kirayezeleket kovet-
kez&képen érielmeziink: az M halmaz minden A pontjihoz hozza-
rendeljiik -az M. halmaz bizonyos részhalmazait, melyek kozill
mindegyikhez hozzatartozik az A pont; ezeket a részhalmazokat
az A pont kirnyezeteinek nevezzilk az M haimazra vonatkozdéan.
. Ertelmezés. Legyen N egy M halmaznak részhalmaza;
az M halmaz valamely A ponijat az N halmaz sdrisddési helyének
nevezziik az M halmazra vonatkozban, ha A-nak minden az M
halmazra vonatkozé kdrnyezete fartalmazza N-nek legalabb egy az
A-t61 kitlonbozé pontjdt; az A pont hozzétartozhatik az N halmaz-
hoz, vagy nem. . S .

Ertelmezés. Az M halmazt dsszefliggdnek nevezzilk, ha -
a kovetkezd feliétel teljesiil: ha N és N, az M halmaz keét tetsz6- '
leges olyan részhalmaza, melyek koziil mindegyikhez tartozik
legalabb egy-egy pont, és. M-nek minden pontja az Ny, N, resz-
halmazok koziil egyikhez és csak egyikhez tartozik, akkor van az
M halmaznak legalabb egy olyan az egyik részhalmazhoz tarfozo
pontja, mely a masik részhalmaznak sfirfisddési helye.

Megjegyzés. A sfrfisdési helynek és az Bsszefiiggd
halmaznak az értelmezése fiigg az M halmazon valé kdrnyezetek
értelmezésétdl.
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Feltessztik az L1, I. 1,2, 3, a, b, ¢ linearis axiomékat.

Ertelmezés, Legyen a egy egyenes és A ennek valamely
pontja; az A pontnak az a egyenesen vald kornyezetén értjiik az a-
egyenes barmely -olyan szakaszit, mely tartalmazza az A poniot.
(Emiékeztetiink a szakasz értelmezésére, mely szerint a BC szakasz
a B és C kozott fekvd pontok Osszessége, tehdt B és C nem
tartoznak a BC szakaszhoz.)

A kbrnyezeteknek ez az értelmezése eleget tesz a kovetkez5
felieteleknek (HAUSDORFF-féle kirnyezet-axiomdk) : .

l. Az A pont két {lets2bleges kbrnyezetéhez megadhato az A
pontnak olyan kirnyezete, mely mindkettének része (1. a 4. tételt).

2. Ha a B pont az A pontnak valamely kirnyezetéhez tor-
tozik, akkor van B-nek olyan kdrnyezete, mely A megadott kor-
nyezetének része, .

3. Ha A és B két kiildonbdzé pont, megadhalo ezeknek egy-egy
oiyan kirnyezete, melyeknek nincs egymdssal kizds pontja (a lI ¢
axioma folytan).

Ertelmezés. Az N linearis halmaz siriistdési pontjain
értjlik az N halmaznak az azt fartalmazé egyenesre vonatkozé sii-
tfisddési helyeit,

Ertelmezés. Valamely M halmazt megszdmidihaténak ne-
veziink, ha a halmaz pontjai és a természetes szimok kdlcssndsen
egyérielmiien megfeleltethetdk egymdsnak, vagyis ha a halmaz dsszes
elemei elrendezheték egy A,, A,,... sorozatban.

Példdul a raciondiis szdmok Gsszessége megszdmidinats ; a
pozitiv raciondlis szadmokat p/g alakban irjuk fel, hol p és g relativ
primszamokat jelentenek; ezeket eldbb a p-gq nagysaga szerint,
s azokat, melyekre p--g ugyanaz, p nagysiga szerint rendezve a
ktvetkezd sorozatot kapjuk, melyben minden pozitiv raciondlis
szam ponatosan egyszer fordu! el§ :

’-i2l3i£341-5
A pozitiv és a negatw raciondlis szamok szmtén egy sorozatban
rendezhetbk el; tegyiik példiul a fenti sorozatban minden p/g szam
utdn a — p/g szémol

Ertelmezés, Az M halmaz valamely N részhalmazdt az M
halmazon mindeniitt sfiriinek nevezziik, ha az M-halmazon felvett
bdrmely kdrnyezet tartalmazza N-nek legalibb egy elemét. Ha van
az M halmaznak olyan megszamldlhaté részhalmaza, mely az M
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halmazon mindeniitt strfi, akkor az' M halmazt szepardbilisnak
nevezzlik. o

Ha a val6s szamok bsszességében kornyezeten egy tetsz8-
leges a, b szdmkdzt (a < b), vagyis azoknak az x valds szdmoknak
az Usszességéf érijiik, melyekre a < x < b, akkor, mint ismeretes,
a raciondlis szdmok megszamlalhat6 halmaza a valés szdmok Osszes-
ségében mindentitt stir, tehat a valds szdmok Jsszessége szepardbilis,
"~ Tegyiik fel, hogy az egyenes ponijaira teljesiil a kovetkezd
két axioma: ’

: V. a. Az egyenes ponr;amak ha!maza osszeﬁiggo

V. b, Az egyenes pontjainak haimaza szepardbilis.

- Jegyezzitk meg, hogy mivel az. egyenesen vald kirnyezetek
értelmezése, tehdt ez a két axioma is a linearis rendezés fogalman
alapul

Az 1.1, 1L 1,2,3,a,b, ¢ és az V. b axioma. alapjén beb1~
zonyitjuk a kovetkezd téelt:

215. tétel. Az egyenes ponijainak megfeleltetheufnk valds
szdmokat olyan mddon, hogy az egyenes pontjainak linedris rende-
zése és a nekik megfeleld valds szdmok nagysdg szerint vald (i n.
lermészetes) elrendezése megegyezd legyen, vagyis,ha P, By, ..., P,
az a egyenes olyan ponijai,- melyeknek elrendezése PP, ...P,,
akkor a nekik megfelelé x,, x5, ..., x, valds szdmokra vagy oz
X X< uu < Xy, VAZY AZ Xy > Xy D> ... > X, vonatkozds dll fenn.

Bizonyitds {CANTOR szerint). Legyen r, r,, . . . a racionilis
szdmok dsszessége, és legyen (R)—(R,, R,, .. .) az egyenes pontjainak
egy az égyenesen mindeniitt sirfi, megszamlalhatd halmaza (V. b). Az
R, pontot és az f;, szamot egymdsnak feleitetjiik meg; a
t; 6és v, indexeket a kivetkez6 elbirdssal hatdrozzuk meg: legyen
go=r=1, gy=v,=2; a u,=3 indexnek azt a legkisebb w,
indexet feleitetjiik meg, melyre az ry,, 1y, 7o, szamok elrendezése
megegyezik az Ry, Ru, Ry, pontok elrendezésével; legyen », a
legkisebb olyan index, mely kilonboz0 #y, o5, #y- -tol, és jelentse
p. azt a legkisebb indexet, melyre az R,,, Ry, Ry, Ra, pontok el-
rendezése megegyezik az r., f,, Ty, Te, Szamok elrendezésével
Hasonléan folytatjuk ezt az eljardst, vagyis felvaliva valasztunk
egy u,, illetve egy #, indexet, mindig azt a legkisebbet, mely kii-
I6nbdz6 a uy, &, ..., 8, indexektll, (illelve », 7., ..., #,_,-t6l}
s megfeleltetjiiik ennek azt a legkisebb #; (illetve ;) indexet, melyre
az Ry, Ry ..., Ry, pontoknak és az r,,, I, . .., Iy, szdmoknak az
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elrendezése megegyezd. Ez az eljirds elvezet az Rﬂi pontok és az
ry,, szdmok kozbtt vald kdlcsdndsen egyértelmt és a rendezési
vonatkozdsokat megtarté megfelelkezéshez, mivel mmclen R, pontra
és minden r, szdmra sor keriil,

Ha P az egyenesnek valamely az R, pontoktél killtnbdzd
pontja, akkor az R, pontok kozill azok, melyek a P pont 4lfal
meghatarozott egyik, illetve mésik félsugarhoz tartoznak két A és B
osztalyt (halmazt) alkotnak, melyekre a 3. tétel folytdn a kovetkezd
tulajdonsdgok allanak fenn :

1. Az (R) halmaz barmely ponija az A és B osztalyok koziil
az egyikhez és csak egyhez fartozik, s mindegyik osztilyhoz tar-
tozik legaldbb egy-egy pont.

- 2. Ha az (R) halmaz két R, és R, pontja ugyanahhoz az
osztalyhoz tartozik, akkor ehhez az osztdlyhoz tartozik az (R) hal-
maznak minden az R; és R, kbzott fekvS pontja.

Ha A és B valamely (R) linedris ponthalmaznak olyan részhal-
mazai, melyekre 2 fenti 1., 2. feltételek teljesiilnek, akkor az (R) hal-
maznak az A, B részhalmazokra vald felosztdsat az (R) halmaz
DEDEKIND-féle szeletaikoldsdnak nevezziik.

Ennek az értelmezésnek az aiapjén, az egyenesnek valamely
az (Ry) halmazhoz nem tartozé6 P pontja meghatirozza az (R,)
halmaznak egy szeletalkotdsdt; az (R,) ponthalmaz és a raciondlis
szamok (r,) halmaza kozott fent meghatdrozoit vonatkozas alapjén
ennek a szeletalkotdsnak megfelel egy szeletalkotis a racionélis
gzamok halmazaban. A valds szdmok értelmezése szerint minden
a racionalis szamok Osszességében valé szeletalkotashoz tartozik
regy valés x szam olyan médon, hogy az x-nél Kkisebb, jlletve az
x-nél nagyobb raciondlis szamok alkoijak az A, illetve a B osz-
talyt (valamelyikhez' esetleg hozzdvéve az x szamot is). Bzt az x
szdmot rendeljitk hozzd az egyenes P pontjahoz. Ha P az egyernes
tetszéleges pontja, és x a hozzdrendelt valés szam, tovibba Ry, Ry
a fenti megszamlalhaté ponthaimaznak két pontja, és r,, r. az
ezeknek megfeleld raciondlis szamok, akkor a P, Ry, R pontok
elrendezése megegyezik az x, r,, r,» szdmok elrendezésével ; ebbdl
a 4. tétel szerint kdvetkezik, hogy az egyenes tetszGleges P,, Pg, . P,,
pontjainak elrendezése megegyezik a hozzajuk rendelt x,, x,,..., x
valos szadmok elrendezésével,

Ha feltessztik az I, Il linedris és V. b axiomdkon kiviil az
V. a axiomat is, akkor az (R,) haimaz minden szeletalkotisahoz

L3
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tartozik az egyenesen egy P pont olyan médon, hogy a P pont
egyik és masik oldatan fekvd R, pontok &sszessége (valamelyikhey
esetleg. hozzdvéve a P pontot is) alkolja a szeletalkotas A illetve
B osztalyat. Képezziik ugyanis az egyenes pontjaibél a kovetkezs
két N; és N, halmazt: az N, halmazhoz fartozzék az egyenesnek
minden olyan pontja, mely az A halmazhoz. tartozik, vagy az A
halmaz két ponija kyzdtt fekszik; az N, halmazhoz tartozzék min-
den olyan pont, mely a B halmaznak pontja, vagy a B halmaz két
pontja kdzott fekszik. Az V. a axioma szerint van az egyenesnek
legalabb egy olyan P pontja, mely N-hez fartozik és N,-nek sii-
riisddési helye (vagy megforditva), A P pont nem fekhetik az A
halmaz két A, és A, pontja kdzott, mivel az A, A, szakaszon fekvs
pontok az N, halmazhoz tartoznak, az A,A, szakasz a P pontnak
kdrnyezete, s ez nem tartalmazna az N, halmazhoz tartozé pontot;
tehat P nem volna siirlisédési helye Ny-nek. Hasonléan, P nem
fekhetik a B halmaz két B, és B, pontja kozdit, mivel ekkor Ny-héz
€s riem N;-hez tartoznék. Ebb6l a 4. tétel szerint kovetkezik, hogy a B
halmaz 8sszes pontjai a P pont 4ltal meghatérozott egyik félsugaron, az
A halmaznak a P-16i kiildnbozd pontjai a mésik félsugdron fekiisznek,

Ha az 1 és II axiomacsoport linedris axiomain kiviil feltesszitk
az V. a, b axiomakat, a 215, tételre adott blzonyltasbél a femlek
szerint adddik a kovetkezd = :

216. tétel. Az egyenes ponijai és a valds szdmok kilcsono-
sen egyértelmii modon. megfeleltefhetok egymdsnak a rendezési vo-
natkozdsok megtartdsdval,

Az I és II csoport linedris axiomai alaplan an a axioma
aequivalens a kévetkezdvel :

V. c. (DEDEKIND-féle axioma). Az egyenes minden szelets
alkotdsdhoz lartozik az egyenesnek olyan pontja, mely ezt a szelet-
alkotdst meghatirozza, azaz amely elvdlasztja egymdstél a szelet-
alkotds két oszdlydnak egy-egy teiszdleges thle killdnbszd pontjdt.

Legyen Aés B az egyenes pontjainak két olyan osztdlya,
melyre a kovetkezd feltételek teljesiiinek :

1. Az egyenes minden pontja az A és B osztdlyok koziil egyhez
¢s csak egyhez tartozik, s mindegyik osztdiyhoz tarfozik az egye-
nesnek-legaldbb egy-egy pontja.

2. Ha az egyenes két P, és P, pontja ugyanahhoz az osz—
talyhoz tartozik, akkor a P, P, szakasz minden pontja is ugyanehhez
az osztalyhoz tartozik. :
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. Ha ezek a feltételek feljesiiinek, akkor — ez az V., ¢ axioma
allitisa — van az egyenesnek egy olyan P pontja, mely elvilasztja
"egyméstél az A és a B osztdly egy-egy tetsz8leges pontjit. Ha
példaul a P pont az A osztalyhoz tartozik, akkor A a P pontbdl
€s a P pont altal meghatédrozott egyik félsugar pontjaibél, B a mdsik
félsugir pontjaibél All. .

Ha az A és B osztilyok eleget tesznek a fenti 1., 2. felté-
teleknek, akkor az V. a axioma szerint van az A és B ponthalmazok
kozill az egyiknek, mondjuk A-nak, legaldbb egy olyan P pontja,
mely a masiknak stirtisdési pontja; a P pont nem vélasztja el
egymastol az A osztaly két pontjat, kiilonben a 2. feltélel szerint
P-nek az illetd két pont dltal meghatdrozoft kirnyezete nem tartal-
maznd a B halmaz egy pontjat sem, tehat P nem volna siiriisddési helye
B-nek. Hasonléan P nem valaszthatja el egymdstd! a B halmaz két
pontjat, kiilénben P is B-hez tartoznék. A fentiek szerint tehat az
egyenesnek A B szeletalkotasét a P pont hatarozza meg, s igy az
V. ¢ axioma iei;esul

Tegyiik fel viszont az V. ¢ axiomat, és legyen N és N, az
egyenes pontjainak két olyan részhalmaza, melyek kozill mind-
egyikhez tartozik az egyenesnek legalabb egy-egy ponija, s az
egyenes minden pontja vagy N;-hez, vagy N,-hdz tartozik, Legyen
A az Ny-nek és B az Npnek valamely pontja; meghatérozzuk az
egyenes pontjainak két A és B oszidlydt a kovetkezd eldirassal;
az AB szakasznak az 4, illetve a B pont-fel6l valé meghosszabbltasa
tartozzék rendre az A, illeive.a B osztdlyhoz; az AB vonaldarab
valamely C pontja tartozzék az A, illetve a B osztalyhoz, aszerint,
hogy az AC vonaldarab dsszes pontjai az V; halmazhoz tartoznak,
vagy nem. A szeletalkotdsra vonatkozé 1., 2. feltételek az A B
osztalyokra nyilvdn {eljesiilnek ; az V. ¢ axioma szerint tehdt van
egy a szeletalkotist meghatdrozd P pont. Ha a P pont az N, hal-
mazhoz fartozik, akkor az N, halmaznak siir{isdési ponija, és meg-
forditva, mint az a szeletalkotdsra vonatkoz6 elBirdsunkbdl kozvet-
lenit kivetkezik ; tehat az V. a axioma teljesiil.

Az V. c axiomdbdl ievezetjiikk a kovetkezd tételt:

217, tétel. (BOLzZANO-WEIERSTRASS-féle tétel). Ha az M line-
dris ponthalmaz Osszes pontjai az AB szakaszhoz tartoznak, s ha
M-nek véglelen sok ponija van, akkor az A B vonaldarabnak legaldbb
egy pontja siiriisddési pontja az M halmaznak. .

Bizonyitds. Az AB egyenesen kdvetkezGképen értelmeziink
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egy szeletalkotdst: az AB szakasznak az 4, illetve a B pont fels
valé meghosszabbitdsa tartozzék az A, illetve a B osztalyhoz ; a7
AB vonaldarab C pontja tartozzék az A, illetve a B 'oéitélyhoz,- .
aszerint, hogy az AC vonaldarabhoz az M halmaziak legfeljebb
véges sok, illetve végtelen sok pontja tartozik. Az V. ¢ axioma
szerint létezik a szeletalkotdst meghatarozé P pont; legyen P,p,
tetszbleges a P pontot tartalmazé szakasz ; ennek egyik végpontja,
példaul P, az A osztalyhoz, a masik -a B osztalyhoz tartozik,
Tehdt az AP, vonaldarabhoz az M halmaznak végtelen sok, az -
AP, vonaldarabhoz véges sok pontja, s ezért a P pont PP, kor-
nyezetehez az M halmaznak végtelen sok pontja tartozik ; tehat a
P pont siirlissdési pontja M-nek. '-

‘A 217. tételbdl (tehat az V. ¢ axioma alapjan) levezetjiik a
koveikezd tételt : .

218, tétel. Ha A,B,; AB,, . .. egymdsban foglalt szakaszok,
azaz ha minden n-re az A, ., B,,, pontok az A B, szakaszhoz iar-
tozak, akkor van legaldbd egy olyan pont, mely az 8sszes A,B,
szakasznak pontja, - .

Bizonyit4s. A jelbiéseket vaiasszuk meg tigy, hogy minden
n-re az A,A,41B,..B, elrendezés &lljon fenn. A 217. tétel szerint
az (A,, Ay, . ..) végtelen ponthalmaznak van (legalabb) egy siirii-
sbdési pontja az A,B; vonaldarabon; ez a pont minden r-re az
A,B, szakaszhoz tartozik, mivel az (4;, As,...) halmaznak csak
véges sok pontja van az A,,,:A1 féisugéron, s egy pontja sincs a
BB, félsugron, s igy sem az A,A4, vonaldarabon, sem a BB
vonaldarabon nincs siirfisddési pontja.

. Az I és II csoport linedris axiomai és az V. ¢ axioma alapjan
bebizonyitjuk a kovetkez tételt: - - o
219, tétel. Az egyenes ponijainak halmaza nem megszdm-
ldthato: L . _ . _

Bizonyitas. Legyen P, P, ... az egyenés pontjainak
tetszbleges sorozata: meg fogjuk mutatni, hogy van.az egyenesnek
legalabb egy olyan P pontja, mely nem tartozik ehhez a sorozathoz.
Ha a P, P, szakaszhoz nem tartozik a sorozatnak egy eleme sem,
akkor, mivel a P, P, szakasznak van legalabb egy pontja (Il ¢),
allitdsunk nyitvanvalé. Ellenkez8 esetben pedig jeidlje », azt a
legkisebb indexet, melyre a P,, pont a P, P, szakaszhoz tartozik ;
hasonldan, jeldlie #»,,, azt a legkisebb indexet, melyre P, ., a

vi+d

Py, P,,,, s2akaszhoz tartozik. A 218. tétel szerint az egymaésban

7
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foglalt PPy, P, P,,, . .. szakaszoknak van legalibb egy P kbzbs
pontja, s ez, az indexek meghatarozdsa folytan, kiilénbdzé6 a P, P,, ...
sorozat valamennyi pontjatdl. Tehat az egyenes pontjainak dsszes- _
s€ge nem rendezhet§ el egy sorozatban, vagyis nem megszamlalhat6,

Ertelmezés. Az M halmaznak valamely M’ halmazra val6
egyértelmii leképezésén olyan elbirast ériiink, mely az M halmaz
minden pontjdnak megfelelteti az M’ halmaz valamely P* pontjat.
A leképezést folylonos leképezésnek nevezzik, ha az M halmaz
minden P pontjira teljesil a kBvetkezd feltétel ; a P pont P’ kép-
pontjanak bérmely az M’ halmazon valé K’ kornyezetéhez meg-
adhat6 a P pontnak az M halmazon olyan X kornyezete, hogy
K tetszbleges Q pontjdnak a képe a K* kdrnyezethez tartozik (vagy
rovidebben : a K képe K’-héz tartozik).

Az értelmezésbdl kdzvetleniil adddik a kdvetkezd _

220. tétel. Az egyenesnek dnmagdra, vagy egy mdsik egye-
nesre vald kolesdndsen egyértelmit leképezése, mely megtartia o
rendezési vonatkozdsokat, folytonos.

Bizonyitds. Legyen P az egyenes teiszGleges pontja, P
ennek az adott Jeképezésnél szdrmazé képe ; a P’ pontnak a kdrnye-
zete minden olyan A’B’ szakasz, melyhez a P’ pont tartozik. Az
A’, B’ pontoknak a leképezés inverzénél olyan A, B pontok felelnek
meg, melyekre az APR elrendezés All fenn. Az AB szakasz barmely
Q pontjdnak Q' képe az A’B’ szakaszhoz tartozik, fehst a leké-
pezés folytonos. , o o

Az V. a axioma alapjdn bebizonyitjuk a 220, tétel kivetkezé
megforditasat: . . o

221, tétel. Az egyenesnek Gnmagdra, vagy egy mds egye-
nesre valo kolesBndsen egyértelmi és folptonos leképezése megtartja
az egyenes pontjainek linedris elrendezésél, . = |

Bizonyitds. Bebizonyitjuk eldbb, hogy egy dsszefiged M
halmaznak bdrmely egyértelmit és folytonos leképezéséndl szdrmazd
M’ képe maga is Osszefiggd. Legyen ugyanis N és Nj az M’-nek
két olyan részhaimaza, hogy M’-nek minden pontja N és N, kdziil
egyikhez és csak egyhez tartozik, s mindkét részhalmaznak van
legalabb egy-egy pontja. Az M halmaznak két N, és N, részhal-
mazat értelmezzitk kdvetkezBképen: az M halmaz P pontja N,-hez,
vagy Ng-hdz ftartozik, aszerint, hogy P képe az Nj vagy az N,
halmazhoz tartozik. Az M halmaz minden pontja vagy az N,, vagy
az N, halmaznak pontja, s mindkét részhalmazhoz tartozik legalabb
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egy-egy-pont. Mivel M Osszefilggd, van a két részhalimaz kdziil egyik-
nek, mondjuk N;-nek, olyan P pontja, mely a masik részhalmaznak
siirfisbdési pontja, A P pont képe legyen P’; ennek az M’ halmazon
valé tetszGleges kbrnyezete legyen K. A leképezés folytonossiga
miait megadhaté a P pontnak olyan K kdrnyezete az M halmazon,
melynek képe K”-nek része. Mivel az N, halmaznak van a K kor-
nyezetben  pontja, egy ilyen pontnak a képe az N; halmaznak a
K’ kirnyezethez tartozé pontja; eszerint az NJ haimaz P’ pontja
slirlisdési pontja N-nek, tehdt az M’ halmaz Usszefiiggs.

Az V. a axiomabdl kdzvetleniil kovetkezik, hogy az egyenesnek
bdrmely AB szakasza Osszefiiggd. Jelbljiik az A, B pontoknak az
egyenes megadott leképezésénél szarmazd képét A, B'-vel; az AR
szakasz képe el6bbi eredményiink szerint az A’B’ egyeriesnek vala-
mely az A’, B’ pontokat tartalmazé osszefiigg8 részhalmaza; ehhez
szlikségképen hozzétartoznak az A’B’ szakasz Gsszes pontjai. Ha
ugyanis az A'B’ szakasz valamely Q pontja nem tartoznék az AB
szakasz M’ képéhez, akkor az M’ halmaznak-a Q pont egyik és
masik oldalin fekvd pontjai M"-nek Két olyan részhalmazit adndk,
melyek kozill egyikhez' tartozik az A, a mdsikhoz a B’ pont, s
melyek kozill egyiknek sincs a mésikon sfirfissdési ponija, ellen-
tétben azzal, hogy M’ dsszefiigg6. Tehdt az A'B’ szakasz barmely
F’ pontjanak az inverz leképezésnél egy az AB szakaszon fekvé P
pont felel meg. Eszerint az inverz leképezés, tehat az adott leké-
pezés is megtartia a rendezési vonatkozasokat.

41. §. A sik és a tér folytonossaga a rendezés alapjan.

A sikra vonatkozdan feltessziik az 1. 1—3 és II, 1—4, a térre
vonatkozdan az I, 1—7 és II. 1—4 axiomakat.

Ertelmezés. Valamely az « sikban fekv P poninak a
sikra vonatkozé kornyezetén értlink minden olyan haromszog-tar-
tomanyt, melyhez hozzitartezik a P pont. Egy P pontnak a férre
vonatkozd kOrnyezetén értink minden olyan tetraéder-tartomdanyt,
melyhez hozzatartozik a P pont, : :

A kdrnyezetek fenti érielmezése eleget tesz a HAUSDORFF-[éle
axiomaknak (l. 263. 0.); ezt csak a sikra vonatkozéan igazoljuk,
a térre vonatkozé hasonlé meggondoldst az olvaséra bizzuk.

1. Ha a P pont az « sikban fekv6 ABC és A’B’'C’ hirom-
sz0gek belsejéhez tartozik, akkor jeldljtik A”-vel a PA’ szakasznak
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az ABC haromszdggel kbz8s pontjat, vagy, ha ilyen pont nincs,
akkor az A’ poniot; hasonldan értelmezziik B”-t és C’-t. Az
A”B"C” haromszdg belseje tartalmazza a P pontot és hozzétarto-
zik a két adott hdromszdg koziil mindegyiknek a belsejéhez.

: 2. Haa PésaQ pontok az ABC haromszdg belsejéhez
tartoznak, akkor ennek a hiromszdgnek a belseje P-nek is, Q-nak
is kbrnyezete.

3. Ha P és Q két kiilonboz3 pont, legyen R a PQ szakasz
valamely pontja, az R ponton &thalads és a PQ egyenestol kii-
16nb6z06 valamely egyenesen legyen A ¢s B két olyan pont, melyek
az R pontnak kilionbdz6 oldalan fekiisznek; legyen végiil Cés ¢’
a PQ egyenesnek két olyan pontja, melyeknek elrendezése CPQC’;
az ABC haromszdg belseje P-nek, az ABC’ haromszdg belseje
Q nak korayezete, s a kettdnek mincs kdzos pontja. \

Az V. a axiomab6l kivetkezik, hogy a sik, illeive a tér pont-
Jjainak 8sszessége dsszefiiggd haimaz, mivel a sik, illetve a tér két tetszd-

- leges ponijat dsszekdté szakasz dsszefiiggd az V. a axioma folytan,

Az V. b axiomabdl kivetkezik, hogy a sik, illetve a tér pont-
Jainak Osszessége szepardbilis halmaz. Ezt a télelt a sikra vonat-
kozban fogjuk bebizonyitani olyan médon, amelynek a térre vald
atvitele nyilvinvalé. Legyen ABC egy hdromszdg a sikban;
felvesziink az AB, BC, CA egyeneseken egy-egy mindenitit sfirfi meg-
szdml4ihat6 ponthalmazt; jeloljiik ezeket rendre (Ry1),{Ry2), (Rva)-mal;
(*=1,2,...); ennek a hirom sorozatnak az elemeit egy sOro-
zatban rendezhetjitk el:

Ry Ris Risy Ry, Rug, Ria, o . «3

jeloljitk ennek a sorozatnak az elemeit
egy indexszel: Ry, R,..... A hdromszdg
belsejében felvesziink egy O pontot, az
OR, egyenesen egy mindeniitt sfiri meg-
szamlalhat6 (P,,,) ponihalmazt; az 6sszes
P, pontokat eldbb az m + n értéke, majd
az m ériéke szerint egy sorozatban ren-
dezhetjtik el; jeldljiik ennek a sorozatnak
az elemeit P,, B, .. .-vel, A P, pontok
halmaza a sikon mindeniitt siirii. Legyen
ugyanis A'B'C’ egy tetszlleges ha-
romszdg a sikban (160. abra.); ennek 160. 4bra,
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csticsal k¥zdtt van két olyan, példdul A’ és B, mely nem fekszik

egy az O ponton -4thaladé egyenesen. Az O’ és az OB’ félsugar-
nak van az ABC hdromszoggel egy-egy A”, ilietve B” kbz8s pontja
(15. tétel) ; az ABC hdromszbgnek az A” és B” pontok alial meg-
hatarozott két tortvonala koziil az egyik az <t A" OB” szdg belse-
jéhez tartozik ;- tegytk fel példdul, hogy az AB oidal valamely
szakasza ennek a szbgnek a belsejéhez tartozik, akkor van azon
az (R,) sorozatnak legaldbb egy R, pontja; az O_??,, félsugdrnak
van az A’'B'C’ héromszﬁg A’B’ oldalaval egy DX kozds pontja, a
IL. 4 axioma szerint van OR nek az A’B'C’ hiromszdggel még egy
E’ kdzds pontja és a DYE’ szakasz az A’B'C’ haromszdg belse-
jéhez ftartozik (14. tétel bizonyitdsa); ezen a szakaszon fekszik
legalabb egy a (P,,,) sorozathoz, s ezért a (P,) sorozathoz tartozo pont.

Az L. 13, Il és V. ¢ axiomdk alapjén bebizonyltjuk a kvet-
kezd tételt:

222, tétel. Ha az a sikhoz és az O ponthoz tariozd sugdrsor
elemeit (vagyis az O pontbdl kiinduld félsugarakat) két A és B
oszidlyba oszijuk dgy, hogy

1. a sugdrsor minden eleme a két osztdly ko210l egyikhez és
csak egyhez tartozik, s mindegyik osztdlyhoz tarfozik a sugdrsomak
lepaldbb két-két eleme ;

, 2. az egyik oszidiyhoz rartozd ket—két felsugdr nem vdlaszlja
el egymdstdl a mdsik oszidly két félsugardt,

akkor van a sugdrsornak kétolyan e es 'f eleme, melyek elvd-
laszijak egymdsidl az A és a B oszidly "egy- egy teiszdleges az
e-16l és az f-101 kiilonbdz8 felsugarat

Bizonyitas. Legyen OP1 és OP2 két az O pontbél kiin-
duld, de nem egy egyenesen fekvd félsugar, melyek koztil az elsé az
A, a masik a B osztalyhoz tartozik; legyen tovabba O_:Ds egy a
X P,OP, sz6g belsejében fekvé félsugarnak.az O pont feld] valo -
meghosszabbitdsa ; ezeken a félsugarakon felvesziink egy-egy tetszd-
leges az (O-tol killdnbozs Py, Py, Py pondot. A P P, szakasz Q
pontjait két A’ és B’ osztdlyba sorozzuk a ‘szerint, hogy az O-Z?
félsugdr az A, vagy a B osztalyhoz tartozik. Az V. ¢ axioma szerint
van a PP, vonaldarabnak olyan E pomla, mely ezt a szeletalkotast
meghatirozza ; az OE félsugarat jetdljiik e-vel. Ha: példaul a P, pont
a B’ osztalyhoz tartozik, hasonloan meghatarozzuk a P, P, vonaldarab

F pontjat; és f. fel jeldljiik az OF félsugarat. Az e és f félsugarak
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killdnbdzek, és elvalasztjik egymastél az A és a B oszidly egy-egy
tetsz6leges az e-181 és az f-161 kiilonbszd félsugarat.

A 222, tételre rdviden gy fogunk- hivatkozni: he @ DEDEKIND-
Jéle axioma feljesiil az egyenesre, akkor feljesiil a sugdrsorra vonat-
kozoan Is. Ennek az éliitdsnak a megforditisa hasontd meggondo-
lassal adédik.

Az L 1-3, II. 1—4 axiomdk alapjdn az V. a axioma Ievezet-
hetd a kovetkezdbdl :

Van legaidbb egy olyan szakasz, mely sszefiiggd.

Ha ugyanis az AB szakasz 8sszefiiggs, és a B pont nem
tartozik az -AB egyeneshez, akkor az AR’ szakasz is Osszefitggd ;
ennek igazolasdra, jeidijiik B”-vel a BB’ szakasz meghosszabbi-
tdsanak valamely pontjit; vetitsitk az A B szakaszt a B” ponthél az AB’
szakaszra (1. 34. 0.); ez a velités az AB szakasznak az AB’ szakaszra
vald kolcstndsen egyértelmii és a rendezést megtarté, tehat a 220, tétel
szerint folytonos leképezése; ezéri az AB szakasz képe: az AB’
szakasz Osszefliggd (I a 221. tétel bizonyitdsat). Legyen CD tetsz6-
leges szakasz, és B’ egy olyan pont, mely nem fartozik sem az
AB, sem az AC, sem a CD egyeneshez: el@bbi eredményiink
szerint az AB "szakasz Osszefiiggd volidbol sorban adédik az
AB, B'C, CD szakaszok 0sszefligg volta. — Abb6l, hogy minden
szakasz Osszefliggl, az értelmezés szerint kozvetlenill kdvetkezik,
hogy minden egyenes is Osszefiiggd.

Az L 13, II. 1—4 és V. ¢ axiomakb6l levezetjitk a kdvet-
kez§ tételt;

223, tétel. Az « sikban fekvo bdrmeiy a egyeneshez és
bdrmely nem az a egyenesen Jekvs A ponthor megadhatd legaldbb
egy olyan az o sikban fekvd és az A ponton dthalads o _égyenes,
melynek nincs a-val kizds ponija. _ _

Bizonyitds, Az o« sikban fekvd és az A pontbdl kiindulé
félsugarak dsszességét két A és B osztilyra oszljuk fel a kdvetkezs
mddon ; A-hoz tartozzék minden olyan p felsugér, melynek van a-val
kozos pont]a B-hez minden olyan ¢ félsugar, melynek nincs a- -val
kdzbs pont]a Ha P s P, az a egyenes két ietszGleges pontja,
akkor AP és az AP@ félsugdr A-hoz, ezeknek A4 feldi valo meg-
hosszabbitisa B-hez fartozik ; tehat mindegyik osztdlynak van leg-
alabb két-két eleme. Ha p, és p, az A osztilyhoz tartozé félsugarak,
akkor a féisugdrsornak a <t (py,-p,) sz0g belsejében fekvé féisugarai
az A oszidlyhoz tartoznak (37. 1étel), a < (p,, p,) csiicsszogében fekve

18



274 . V., 4l & 224—225. tétel,

félsugarai a B osztdlyhoz tartoznak; tehat az A osztdly kéi féisugara
nem vélaszthatja el egymdstdl a B osztdly két félsugardt. A 222,
tételbdl kovetkezik, hogy van Kkét olyan e és f félsugdr, melyek
elvalasztjak egymastdl az A €s a B osztélynak egy-egy letsz8leges
az e-t0l €s az f-18] kiildnbdz8 félsugardt. Sem e, sem f nem tartoz-
hatik az A osztilyhoz, sem ezeknek a félsugaraknak az A pont
feldl valé meghosszabbitasai. Ha ugyanis p az A-hoz tartozé vala-
mely félsugdr, €s P ennek az a egyenessel valé metszéspontja,
akkor van az a egyenesnek a P
pont mindegyik oldaldn egy-egy
P,, illetve P, pontja; jeloljiik az
AP, AP, félsugarakat rendre
pi-gyel és p, vel, s ezeknek az
A pont feldl valé meghosszab-
bitasit rendre g,-gyel és g.-vel
(161. abra). A 222. tétel szerint
- az e és f félsugarak koziil az
egyik a <t (p., q.,) szbgnek, a
masik a <X (p,, ¢,) szognek a
161. 4bra. beisejéhez tarfozik, tehat kozii-
16k egyik sem eshetik egybe
az A osztaly tetszdlegesen feivett p félsugaraval, sem annak az A
pont fel8l valé meghosszabbitdsdval, — Ebbdl koveikezik, hogy
sem az e félsugdrnak, sem a rajta atfektetett egyenesnek nincs az
a egyenessel kdzds pontja; ugyanez érvényes az f félsugarra €s a
rajta atfektetett egyenesre. _
Ha e és f egy egyenesnek az A pont altal meghatarozoit két
félsugara, akkor ez az w sikban az egyetlen olyan ¢’ egyenes, mely
az A ponton 4thalad, s nem metszi az a egyenest; ekkor tehat
teljesiil az euklidesi parhuzamossagi axioma az A pontra és
az a egyenesre vonatkozéan, — Ha azonban ¢ és f nem fartoznak
egy egyeneshez, akkor az a egyenes Osszes ponijai az < (e, f)
szbgnek a belsejében fekiisznek, s barmely oiyan az 4 ponton athaladé
& egyenesnek, mely az < (e, f) mellékszdgeiben fekszik, nincs az
a egyenessel kozds pontja. Ebben az esetben az e és az f félsu-
garakon difektetett egyenesek elvalasztjdk az A ponton athaladé
egyenesek Osszességében az g-t metszd egyeneseket az a-t nem
metsz8kt6l ; az e és f félsugarakat az a egyenessel pdarhuzamosnak
nevezziik @ BOLYAI-LOBACSEFSZKI-féle éifelemben. Ha az euklidesi
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parhuzamossagi axioma -helyeit ezt az utdbbi lehet8séget tessziik fel
az A ponton 4thaladd és az a egyenest metszd, illetve nem metsz8
egyenesekrdl, a BOLYAI-LOBACSEFSZK-féle nem-eukiidesi, . n, hiper-
bolikus geometridhoz jutunk. (Erre vonatkozéan lasd még az utolsd
fejezet egy megjegyzését, az eukiidesi pérhuzamossagl axioma
fliggetlensegérdl; a hiperbolikus geometridvai részletesen a mésodik
kotetben fogunk foglalkozni.)

A sikbeli és a térbeli ktrnyezetek fenti érielmezése alap]an
az I, I csoportok sik-, illetve terax:omalbc»l 1evezei]uk a kovetkezd
két tételt :

- 224, tétel. Ha A, B, C egy s;'kban, a’e. nem egy egyenesen
fekvd pontok, megadhaté ezeknek a sikban olyan ., xg, #, kir=
nyezete, hogy ha A, B, C7 a =y, #y, %, kOrnyezet egy-egy letsz0-
leges pontja, akkor A, B/, C' nem. fekiisznek egy egyenesen.

225. tétel. Ha A, B, C,D nem .egy sikban fekvd pontok,
megadhats ezeknek olyan K, Ky, Ky Ky kbrnyezete, hogy ha A,
B,C\ D a K, Kz, Ky, Kp kbrnyezel egy-egy telszlleges ponya,
akkor A, B', C', D' nem fekiisznek egy sikban.

Bizonyitas., Vegyiink fel az ABC hiromszdg belse]eben
egy M pontot; jeldljik a CM egyenesnek az AB szakasszal vald
mefszéspontjat P-vel (37. tétel). Legyenek A,, Ay, B,, By, P,, P, az AB
egyenes olyan pontjai, melyeknek elrendezése A, AAPPP,B,BB,.
A x4, 25, 2, kBrnyezeteket tigy véalaszijuk meg, hogy », az <A, M A,
szbgnek, #p, a < B,MB, szbgnek, és », a < P.MP, cstcsszdgének
a belsejéhez tartozzék., Ha A’, B, C' ezeknek egy-egy pontja, akkor
az I, tétel folytdn az M pont nem fekszik az A’B’ egyenesen,

mivel az MA’' és az MB' félsugérnak van az AB egyenes A A,
€s B, B, szakaszdval egy-egy kbzds pont;a (37. tétel), M pedig nem

tartozik az AB egyeneahez Az MC’ félsugdrnak az M feldl vald
meghosszabbitsa az <t A"MB’ sz6g belsejéhez tartozik, a 37. tétel
folytdn metszi az A’B’ szakaszt, tehat a C’ pont nem tartozhatik
az A’B’ egyeneshez. Ezzel a 224. tételt bebizonyftottuk. .
A fenti meggondoldsbol kdzvetlentil kovetkezik, hogy megad-
haté az A, B, C, M pontoknak egy-egy olyan u,, %z, %, #, kor-
nyezete, hogy ha azoknak fetsz8leges pontjai A’, B, C’, M, akkor
M’ az AB'C’ haromszbg belsejéhez tartozik. Ha a D pont nem
fekszik az ABC sikban, legyen O az MD szakasz valamely pontja.
Jeldljilk  7,-val azt a haromoldaill testszget, melynek csticsa O,
s élei az O pontb6l kiinduld és a x, kbrnyezetet hatdrolé hirom-
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a T, festszogeket. A x, krnyezetet hatérols haromszdg csticsait
ugyancsak kossiik 8ssze O-val: ezeknek a szakaszoknak O feléj
val6 meghosszabbitdsai egy haromoldalii testszdget hatdroznak
meg; ezt jeldliik Tp-vel. Az A, B, C, D pontok rendre a T Ts,
Te, Ty testszogek belsejéhez tartoznak ; ezeknek a pontoknak egy-
egy olyan térbeli kdrnyezetét vessziik fel, melyek szintén az illets
testszig belsejéhez tartoznak ; jeldljiik ezeket Ky, Ky, K, Kp-vel,
Ha A, B, C’ a K, K,, Ko kornyezet egy-egy tetsz8leges pontja,
akkor az O::l’, 07:?’, oc’ félsugaraknak van egy-egy A", B” C”
pontja rendre a x,, »,, #. stkbeli kérnyezetben (54. tétel}; ezek a
* kbrnyezetek megvilaszidsa folytdn nem tartoznak egy egyenes-
hez. Ebbé! kovetkezik, mivel. O nem fekszik az ABC sikban, hogy
az A', B', C’ ponfok nem tartoznak €8y egyeneshez, tovdbba, hogy
O nem tartozik az A’'B’C’ sikhoz. Ha [y a K, kornyezet tetszé-

leges pontja, akkor az Oy félsugar O feldi vals meghosszabbi-
tasanak van a x, sikbeli kbrnyezethez, s ezért az A”B”"C” harom-
$20g belsejéhez tartozé D” pontja; az 54. tételbd] kovetkezik, hogy
az 0D félsugdrnak van az A’ B¢’ haromszdglappal kozos pontja;
mivel pedig O nem {tartozik az A'B'C’ sikhoz, tehat az QD"
egyenesnek nincs az A’B'C’ sikkal més kéz0s pontja (1. tétel),
Ebbal kovetkezik, hogy D’ nem tartozik az A'B'C’ sikhoz, Ezzel
a 225, tételt bebizonyitottuk. ’

sz0g csicsain 4thalads félsugarak ; hasonléan értelmezziik a Ty és

42. §. Az egyenes folytondsséga szakaszok egyenlbsége
alapjan,

Feltessziik az |, IL, IIY csoport linearis axiomait (L 1, II. 1,
2,3,ab,c IIL 1-3), ' L
 Ezeknek alapjan az V. ¢ axiomabél levezetjitk a ktvetkezs.
ARCHIMEDES- vagy Eupoxus-féle axiomat ; '
" V.d. Haaés b ket tetszleges szakasz, akkor van olyan n
egész szdm, melyre 0z a szakasz n-szerese nagyobb a b szakaszndi,
" Legyen ugyanis A és B két olyan pont, melyre az AB sza-
kasz egyenls a » szakasszal; az AB félsugdron legyen C az.a
ponf, melyre az AC szakasz egyenld az g szakasszal. Ha ezeknek
d ponfoknak az elrendezése ABC, akkor n=1-re teljesiil az V. d.
axioma.éllitdsa. Ha az ACB elrendezés 4ll fenn, akkor legyenek:
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C=0C, G, Cyyvaz AB félsugamak olyan pont;al melyekre mmden
k-nal az AC,C,...C, elrendezés, és az' AC,=C,C,=... =C,_ IC}
egyenldség ali fénn: Az -AB egyenesen meghatarozunk két A és B
osztalyt a kovetkezd elbirdssal: -az A osztilyhoz tartozzék az A pont,
tovabba az A pont altal meghatérozott €s a B pontot nem tartal-

mazé félsugdrnak a ponfjai, s végll az AB félsugadrnak minden
olyan P pontja, melyre valamely n indexnél az APC, elrendezés
all fenn; a B osztdlyhoz tartozzék minden: .olyan @ pont, melyre
minden 5 indexnél az AC,Q elrendezés all fenn. Ha az V. d
axioma 4llitésa nem teljesiilne, akkor a B pont a B osztalyhoz
tartoznék ; az V. c¢ axioma szerint van egy a szeletalkotdst meg-
hatdrozé6 D pont. A 1lL 2 axiomdbdl kovetkezik, hogy van az
egyenesnek olyan - I/ pontja, mely a D poitnak ugyanazon az
oldaldn fekszik mint az A pont, s melyre Y D==AC. Meghatiro-
zasa folytan D’ az A osztdlyhoz tartozik, s igy az értelmezés sze-
rint valamely n indexnél fennail az ALY C, elrendezés. Fenndllanak
tehdt a kdvetkezd elrendezések: AD'C,, AC,Coi1, AC,.iD, sigy a
4. tétel szerint a D'C,C,,,D elrendezés is; mivel D’'D=C,C,.,,
ez ellentmond a 72. tételnek, _

Az V. d axiomabdl levezetjiik a kdvetkezd tételt:

226. tétel. Az egyenes ponijainak megfeleltethetiink valds
szdmokat ugy, hogy a kivetkezd feltéteiek telfesitinek :

L. az egyenes minden P-ponijdnok megfelel egy és csak egy
x=x(P) valds szdm, ezt a P pont koordindidjdnak nevezziik; két
kiilonbizd ponthoz két kiildnbdzd koordindta tartozik,

2. ha P, Q P, Q az egyenesnek olyan ponijai, hogy a PQ
és a P'Q szakaszok egyenlbk és megegyezd .irdnytak, akkor koor-
dindtdikra fenndll az x(Q)—x(P)=x(Q )—x(P’) egyentoseg, és.
megforditva,

- Bizonyitds A kovetkezd b;zonyitas moédszerét POINCARE-
nak egy altaldnosabb célra szolgild meggondoldsabdl vettiik. —
Feivesziink az egyenesen két tetszGleges O és E pontot, ezekhez
rendre a 0 €s 1 koordinatat rendeljiik. Legyen P= P, az OE félsugar
valamely pontja; legyenek P, P,,... azok a pontok, melyekre az
OP,P,... elrendezés és az OP,=P,P,=... egyeilbségek dlla-
nak fenn. JelSljiik ¢,-mel azt a legnagyobb egész szdmot, melyre:
az OFE szakasz g,-szerese kisebb mint OP,, vagy azzal egyenh‘}

@,  OEZOP, < (9, +1).0E.
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Mivel OP, =P P,, —., v =P 13 P s tehét_ minden pozitiv egész
f=re: n._OP,,,=OPﬂ,,, y 8 gy

¢,.OEZOP,,<n{p,+1).OF;
ebbdl a g, szdm értelmezése szerint kovetkezik:

_ N9, = <n(p,+1),
s ezért '
' Prn _ P 1
- 0= mn m m’
m €s n felcserélésével, _- '
) mi n n
Ha n jelenti az m és n szdmok koziil a kisebbet, a két utSbbi
egyenlStlenség Ssszefoglaldsabél kapjuk :

o _ Puf o 1
m n n
Ebbd! az egyeniblenségbsl a Cauchy-féle konvergencia-elv szerini

kdvetkezik, hogy a

';’1: %2_’ %3' yorrs .
pozitiv valés szamok sorozaténak van hatdrériéke, azaz létezik
egy olyan "~ o _
o x=lim £

- o _ _ oon . .
valés szdm, hogy a sorozat n-edik elemének és az x szdmnak a'
kitionbsége abszolut értékben tetszdlegesen kicsiny, hacsak n ele-
gendS nagy. Ezt az x szdmot rendeljiik hozzd a P ponthoz' mint
x(P) koordinatat. — Mivel a .fenti sorozathak azok az elemei,
melyek az n=1,24,8,... indexeknek feleinek meg,  novekvd
(illetve nem csdkkend) sorozatot alkotnak, kovetkezik hogy x(P) > 0.

- Ha a P” pont az egyenesnek az O pont dltal meghatarozott
masik félsugardn fekszik, jelsljik P-vel az egyenesnek azt a pont-
jat, melyre a P'Q és az OP Irdnyitott szakaszok egyenldk, s je-
lentse x(P) a P pontnak a fenti eljdrassal meghatirozott koordi-
natajat; a P’ pontnak az x(P’y=—=x(P) koordindtat feleltetjiik
meg, . ' .
Legyen P és Q az OF félsugdrnak két fetszéleges pontja
s jetdljk R-rel azt a pontjat, melyre az OP és a QR irdnyitott
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szakaszok egyeni6k. Meg fogjuk mutaini, hogy ezeknek a pontok-
nak a koordinatdira fenndll az x{P)=x(R)—x(Q) egyenlOség.
Jeloljiik @,, @5, ¢, -vel azokat az egész szamokat, melyekre
¢,. OE<n.OP<{g,+1).0E,
qo; QE=n.0Q<(¢g.+1).0E,
", OE=n.OR<(¢;+1).0E;
az elsd két vonatkozésbél mivel OP=QR, tehat OP+0Q=0R,
Osszeaddssal :
(. +¢)). OE=<n.OR< (9, +%.+2) . OF;
ezt a harmadik vonatkozdssal dsszehasonlitva kapjuk:
¢ut P 9L < Pt 9L+ 2.
Ezt az egyenlGtienséget osztjuk n-nel s a hatarériékeket képezzuk
dgy kapijuk, hogy . ,

Do i P — Jim T
mn+11rr_1n llmn,

tehéat :
*(P)+x(Q=x(R).

Ebbsl az eredménylinkbdl kovetkezik, hogy ha P, Q, P, Q az
egyenesnek tetszGleges olyan pontjai, melyekre a PQ €s a P/
iranyitott szakaszok egyenldk, akkor x(Q)— —x(P) =x(Q)—x(P'),
. és meglorditva: ha fennall a koordinatdkra ez az egyenl6ség, akkor
a PQ és a P'Q irinyitott szakaszok egyenlSk. -

A-PQ szakaszhoz, illetve a PQ irdnyitott szakaszhoz tartozo
koordindtdn értjitk az x(Q)--x(P) kiilonbség abszolut erteket,
illetve magat ezt a kitlonbséget.

Kulon megemlitjlik a levezetett tétel kovetkezd korollatiumait :

Ha P, Q, R az egyenes hdrom tetszbleges pontja, melyeknek
elrendezése PQR, akkor koordindtdikra fenndll az x{P) <x (Q) <x(R);
vagy az x(P)>x(Q) > x(R) vonatkozds.

-Ha Pés Q az OE félsugdrnak olyan ponijai, hogy az. OQ
szakasz az OP szakasznak n-szerese, akkor x(Q)==n. x(P), és
megforditva.

227. tétel. Az ARCHIMEDES-féle axioma alapjdn az egyenes
pontjaihoz rendelt koordindta-értékek a valds szdmok Jsszességének
mindeniitt siirid részhalmazdt alkoljdk.

Bizonyitds. Mivel minden koordinitdnak egészszami 1dbb-
szrisei is koordinaldk, a iétel bebizonyitasdra elég azt megmu-
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tatni, hogy ‘vannak az egyénes pontjaihoz rendelt koordindta. értékek
kozalt tetszGlegesen 'Kicsinyek. A 6. téte] szerint az OE szaka-
szon végtelen sok pont van; legyen n tetszbleges nagy pozitiv
egész szam, és legyenek P', P° ...  P" az OF szakasznak olyan
kildnbsz8 pontjai, . mélyeknek elrendezése QPP ... P E. ag
OP', P'P% ..., P"E szakaszok kozstt van jegalabb egy olyan,
melynek az n-szerese kisebb mint OF ; ezt 1gy fejezziik ki, hogy
az'illetd szakasz kisebb mint az OF szakasz n-edrésze. Ellen-
kez6 esetben ugyanis D

n.0E=n.OP'4n . P'P*L 40 PO> .
Do >OE+OE+."..+OE>(n+I).OE,

ami eflenmond4s. A fenti n+1 szakasz kéziil 2 legkisebbet mérjiik
ré az O ‘ponttél az OF félsugirra; kapunk igy egy olyan OP
szakaszt, mely kisebb OF-nek az n-edrészénél, s ezért a P pont.
x(P) koordinatija kisebb mint 1/n.

Ha az V. d (ARCHIMEDES-féle) axioma helyett az V. ¢ (De-
DEKIND-féle) axiomat tessziik fel, a 227. tétel allitasa annyival
teliesebbé lesz, hogy az ‘egyenes ponijaihoz rendelt koordindia-érté-
kek halmaza a valds szdmok dsszességével azonos. Legyen ugyanis
X egy tetszleges valés szént; az egyenes valamely pontjat az
A, illetve a B osztélyba soroljuk, aszerint, hogy a hozzitartozé
koordindta <Cx, vagy > x; a 226. tétel korolldriuma szerint ez egy
szeletalkotds. Az V. ¢ axioma szerint van az egyenesen egy olyan
P pont, mely ezt a szeletalkotist meghatdrozza, A P ponthoz tar-
t0zé x(P) koordinitaérték x-szel ‘egyenld; ha példdul x(P) < x
voina, akkor, minthogy a koordinataértékek a valés szimok bsz-
szességének mindeniitt siirf részhalmazat alkotjak, a P pont vala-
mely kdrnyezetének osszes pontjai az A osztdlyhoz tartoznanak,
ami ellenmondds. Az V. ¢ axioma alapjan tehat az egyenes pontjait
és a valés szimokat kolcsonosen egyérielmii modon feleltettiik meg
egymasnak, tigyhogy a PQ és P’ irdnyitott szakaszok egyenls-
s€gebdl kivetkezik koordinataikra az X(Q—x(P)=x(Q)—x(P)
egyenldség, és megforditva. Mivet az egyenes pontjainak és a valds
szamoknak ennél a vonatkozasanal a rendezési vonatkozdsok meg-
maradnak, a 220, tétellel megegyez6 mdédon kbvetkezik, hogy a
koordinatdk bevezetése kolesdnésen egyértelm({l és folytonos vonat-
kozast” létesit az egyenes pontjai és a valés szdmok Osszéssége
kozatt, . : '
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Az V. ¢ axiomabdl a fentiek szerint kovetkezik, hogy bdrmely
szakasznak van n-edrésze, hol n tetszGleges pozitiv egész szamot
jelent. : e

Ertelmezés. A P, B. ... ponisorozatot konvergensnek,
és a P pontot a sorozat limeszének vagy hatdrpontjdnak nevezziik,
ha a P pont tetsz8leges X kdrnyezetéhez megadhats egy olyan N
pozitiv egész szam, hogy a sorozatnak az N-nél nagyobb indexit
pontjai valamennyien a K kornyezelhez tartoznak. (A HAUSDORFF-
féle 3. feltételbdl, 263. o., kovetkezik, hogy egy konvergens. soro-
zainak egy és csak egy hatarpontja van.) o

Az V. ¢ (DEDEKIND-féle) axiomabd! kdvetkezik a :

998, tétel (CAUCHY-féle konvergencia-elv). Az egyenesen
fekvé Py, Py, ... pontok végtelen sorozata konvergens, ha fetszileges
a szakaszhoz megadhaté egy olyan N pozifiv egész szdm, hogy
minden az' N-nél nagyobb m és n indexre a PP, szakasz kisebb
az a szakaszndl. . :

Bizonyitds. Legyen a valamely szakasz, és IV olyan po-
zitiv egész szam, hogy ha m> N és n> N, akkor a P, P, szakasz
kisebb mint a. Jeldljtik A-val és B-vel az egyenesnek azt a két
pontjat, melyre az APy, és a2 BPys szakasz egyenld g-val; a
sorozai minden olyan pontja, melynek indexe nagyobb mint N, az
AB szakaszhoz tarfozik; a 217. tétel szerint tehat a Py, Py, ...
végtelen halmaznak van az AB vonaldarabon legaldbb egy sfirii-
sodési pontja: P. Legyen A'B’ tetszlleges a P pontot tartalmaz6
szakasz, és A”B” ennek olyan része, mely szintén tartalmazza a
P pontot; tegyilk fel, hogy fennall az A'A"PB"B elrendezés.
Jeidljiink ’-vel egy olyan szakaszt, mely kisebb A’A7-nél és B B"-nél,
és legyen N’ az &’ -szakasznak a fenti CaucHy-féle feltétel értel-
mében megfelels pozitiv egész szdm. Mivel P slirfistdési pontja
a P, P, ... ponthalmaznak, van az A”5" szakaszon legaldbb egy
olyan P, pont, melynek indexe nagyobb mint N'; ha n barmely
az N’-nél nagyobb index, akkor P, P, <4, fehdt P, az A'B’ sza-
kaszhoz tartozik. Eszerint a P pont a P, P, ... sorozat hatarpontja.

Megjegyzés. Az egyenes folytonossdgdnak a szakaszok
egyeniésége alapjan adott tirgyaldsaban az ARCHIMEDES-féle (V. d) és
a DEDEKIND-féle (V. ¢) axiomdnak jutott fontos szerep.. Az V. d
axiomabd! kovetkezik, hogy az egyenes pontjainak olyan nume-
rikus koordinatakat feleltethetiink meg, melyek a szakaszok nagy-
sigi vonatkozdsdt kifejezik; az V. ¢ axioma biztositja azt, hogy
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az egyenes pontjaihoz rendelt koordinatdk halmaza a valos szdmok
Osszességével megegyezik. Mint lattuk, az V. ¢ axiomabs] levezet-
het6 az V. d axioma; erre vals tekintettel felmeriilhet az a kivan-
sag, hogy az V.c axiomat egy olyan axiomdval helyettesitstik,
mely az V. d-vel egyiittesen aequivalens az V. e-vel, Ha az I, II,
TH ‘csoportoknak csupan a linedris axiomait vesszitk figyelembe,
ennek a célnak megfelel az, ha a DEDEKIND-féle axiomat csak egy
szakaszra vonatkozéan tesszitk fel. Ha azonban feltesszitk az 1, 11,
I csoport sik-axiomait is, akkor abbgl; hogy a DEDEKIND-féle
axioma egy szakaszra teljesill, kovetkezik, hogy minden mis Sza-

kaszra is teljesii] (1. 273. 0.) s ebbdl levezethetd az ARCHIMEDES;.

axioma is. A jelzett célnak megielel péiddul a kivetkezd ket feitétel,
melyek az I—1IV csoport 8sszes axiomdinak feltételezése mellett is
fiiggetlenek egymdéstol ; :

V. 1. Ha az egyenes pontjainak tetszbleges szeletalkotdsa A, B, és
PQ fefszbleges szakasz, akkor van egy olyan a PQ-val egyenic
AB szakasz; melynek egyik végpontia az A, a mdsik végponija a B
oszidlyhoz fartozik, - S

V. 2. Ha az egyenes pontjainak valamely A, B szeletalkotdsdhoz,
€s minden PQ szakaszhoz megadhats egy olyan a PQ-val egyenis
AB szakasz, melynek egyik végpontja az A, a mdsik végponija a B
oszldlyhoz tartozik, akkor van az egyenesnek egy olyan P pontja,
mely ezt-a szeletalkoldst meghatdirozza, '

Ezek k820l V..1 az ARCHIMEDESI axiomaval aequivalens, mint
ktnnyen beldthats; V., 2-nek feltétele az V. 1 llitisa, és Adliitisa
2 DEDEKIND-féle axioméaéval megegyezd. T

Megjegyzés. A valds szimok fogalmat a fenti targyalisban,
ismertnek tettilk fel ; roviden emiékeztetiink iit 2 valés szamok ér-
telmezésére. A raciondlis szdmok Osszességét két olyan A és B
osztalyra osztiuk fel, melyek eleget tesznek a DEDEKIND féle szelet
alkotas feltételeinek (I. 265. 0.). Minden ilyen szeletalkotds értelmez
egy valés szdmot. Példaul a + )2 valos szamot a raciondlis szdmok
Osszességének az a szeletalkotdsa €rtelmezi, melynél az A osztaly-
hoz tartoznak a negativ racionalis szdmok, 0, és azok a p/q po-
zitiv raciondlis szdmok, melyeknek négyzete kisebb mint 2, a B
osztdlyhoz tartoznak azok a pozitiv raciondlis szamok, melyeknek
négyzele nagyobb mint 2. — Az érielmezés folytdn a raciondlis
szamok halmaza a valés szamok Osszességének mindentitt siirli
részhalmaza, tehit az V. a szeparabilitasi axioma teljesiil ; ugyancsak
teljesiil a val6s szamok Osszességére az V. ¢ DEDEKIND-féle axioma.
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43. §. A sik és a tér folytonossaga egybevégéség
“alapjén.

Tegyiik fel a sikra vonatkozéan az L. 1——3, If, I, a térre
vonatkozéan pedig az L 1—7, II, il axiomakat.

A szakaszokra vonatkozé ARCHIMEDESi (V. d) axiomdbél le-
vezeljilk a szOgekre vonatkozdé ARCHIMEDESI axiomat, melyet a
kovetkezS téteiben mondunk ki:

220. tétel, Ha o és ¢ kél {tetszleges hegyesszig, melyek
koziil o nagyobb mini &, akkor van olyan n poziliv egész szdm,
melyre az « s20g 2"-edrésze kisebb mint e.

Bizonyitds. Az « szdg cstcsat jeldljiik ' A?(
O-val; a szbg egyik szaran felvesziink egy A,
pontot, ebbdl a masik szdrra bocsdtoit merd-
legesnek a talppontja legyen C. Az 4 A,0C
szbgfelezbiének az A, szakasszal kbzds pontjat
jeldljilik A;-gyel, az <xA,0C szogfelezdjének az
A,C szakasszal kOzbs pontjat A,-vel,- és igy
tovabb (162. dbra). Az értelmezés szerint az.
X A,0C sbg 2"-edrésze az XA, 0C szﬁg A
123. tétel szerint: A4, > A,C, A, A > A, C ' S =

tehat o
AC>2.AC>4. AC> .>2%4,C 162. dbra.

Legyen OB az a feisugér mely az OC felsugérnak ugyanazon az

oldaldn fekszik mint. OAO, s melyre <IBOC—8 (98. tétel). Mivel

feltevésiink szerint & < &, tehat az OB félsugar az <X A,0C szbg

belsejében fekszik, s a 37. tétel szerint metszi az A,C szakaszt;

4 metszéspontot jeldljiik B-vel. Az V, d axioma folytdn van olyan

n pozitiv egész szam, melyre 27. BC > A,C; erre az n €rtékre tehdt
2" A,C< A4 C<2" BC, ftehdt- A,C<BC,

s ezéri az A, pont a BC szakaszon fekszik, -tebdt az értelmezés
szerint az < A,0C szdg, mely az « szognek 2° -edrésze, kisebb
mint az e= <L BOC sz0g. '
A fentihez hasonl6 meggondolassal vezethet;ﬁk fe a 119.tétel
alapjdn a szdgekre vonalkozé ARCHIMEDESi axiomabol a szaka-
szokra vonatkozot. :
- 230, tétel, Szdgek nagysdgdt jellemezheljiik egy valds szdm-
mal, czaz megfeleitethetiink minden -szgnek egy valds szdmot olyan
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mddon, hogy hd az « és q § S20g Osszege egyenid a y s2bggei,
akkor az ezeknek rendre megfeleld 6(e), 8(8), 0(y) vaids szdmokra
Jfenndil q 8(@) +6(8) =08(y) egyenisség, és megforditva.

" - Bizonyitds. A nullaszignek 4 0, az egyenesszbgnek az 1,
a derékszbgnek az 1/2° értéket, a. derékszog 2"-edrészének az
172" s az ut6bbi sidg m-szeresének (m <2y az morh
diadikus tbrtszdmot feleltetjitk meg. Ha o tetszleges sz0g, akkor
azok a diadikus t6rtszamok, melyek e-ndl kisebb, illetve «-nal na-
gyobb szbgeknek felelnek meg, a diadikus t8riszimok Osszessé-
gében egy szeletalkofdst hatiroznak imeg ; ehhez a szeletalkotdshoz
tartozik egy ¢ (&) valés szam, ezt felelletjiilk meg az « szdgnek. Ha «
telszéleges (a nullaszsgiol és egyenes-szogtdl kﬁI@nbﬁzé) 5z0g,
akkor a 229, tétel szerint van olyan 7 pozitiv egész szam, melyre
a derékszbg 2"-edrésze kisebb mint e, és kisebb mint ¢ mellék-
sz0ge; ezéit az értelmezés szerint 0 < O(c) < 1. Ha az " 5z8g az
@ és o szdgek Osszege, akkor jeldijiik minden n-nél g,-nel azt a
legnagyobb egész szamot, melyre a derékszog ¢, /2"szerese (jel-
ben R,/2") kisebb mint «, vagy egyenls e-val; jeldljiik ¢ -vel
€s ¢,/ -vel az o-re és az o”-re vonatkozd megfieleld szdmokat. Az
€értelmezés szerint o

3

Rg)ﬂ;;¢néa+aﬁ<R¢n+q;n+2 és R%&gafr‘(Rq)nzi_l
€bbdl kovetkezik, hogy

o(a)+a.(5x')=1im%“§1&=1imgfﬁ=e(¢')_

Ha nem csak az ARCHIMEDES, hanem a DEDEKIND-féle axiomat
tessziik fel, akkor a sziigekhez ilyen médon rendelt valés szamok
halmaza a 0 =61 valds szdmok. sszességével megegyezik.

Megjegyzés. Haaz egyenesen vald koordinita meghataro-
zasandl feltessziik az I, I, I csoportnak a sikra vonatkozé axiomait
is, akkor a szdgekre vonatkozé fenti meggondolashoz hasonlé médon
az egységszakasz jsmételt felezésével szirmazs pontokhoz diadikus
tortszamokat rendelhetiink hozzd, s ezek alapjan értelmezhetjiik a
tobbi pont koordinatajat. Ennél a targyaldsndl azonban kétséges
marad az, vajjon csak az ARCHIMEDESi axioma, vagy ezenkivil a
sik egybevagbsigi axiomai biztositjak-e az egyenesen a koordin4tdk
bevezetésének lehetGségét. Ezért vlasztotluk a 226. tétel bebizo-
nyitdsanal alkalmazott (elemi) médszert. ' ;
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Az ARCHIMEDESi axioma alapjan bebizonyitjuk a kbvetkezd
tételt, mely egy a 24, §-ban (145. o.) nyiitan hagyott kérdést
intéz el: -

"Ha AésBaz O kdzépponital biré k kor klilsejében  fekvd
pontok, akkor van olyan @ k kor killsejében fekvé trivonal, mely
Bsszekdti az A és B pontokat.

Megmutatjuk eldbb, hogy alkamasan valasztott n-re van
olyan 2"-oldald szabdlyos sokszog, melynek belsejében fekszik a k
kir. Legyen A a kor killsejében fekvd pont; az OA egyeneste az
A pontban merdlegest aliitunk, ennek valamely az A-t6l kiilonbdzé
pontjat C-vel jeidljik. A 229. tétel folytdn van olyan n pozitiv egész
szam, melyre a derékszog 2" -edrésze kisebb mint a & COA s26g;
van tehat az AC szakaszon egy ‘olyan A, poni, melyre I A,04
egyenl6 a derékszdg 2" '-edrészével (98. €s 37. tétel). Az AA,
szakasz a k kor kilsejében fekszik (115. tétel). Jeloljiik Ay-vel az A,
pontnak az O A egyenesre vonatkozé tikdrkeépét, és Ay, A, . . ,, Aw-vel
az A, poninak az O pont koriil X A,OA, sitggel vald forgasnal
s ennek hatvanyainal szarmazé keépeit (v=2". Az AA... A
szabalyos sokszdg kozéppontja, 0, a sokszog belsejében fekszik;
mivel a sokszdg minden P pontja a & kdrnek killsejében fekszik,
s igy az OP szakaszon van a k kornek ponija, tehat a & kdr a
sokszog belsejében fekszik.

Legyen B a kor killsejének tetszbleges mas pontja; az OB téisu-
garnak van az A A, ... A, sokszoggel egy B, kozos pontja ; a BB,
szakasz 6s a sokszbgnek az A és B, pontok altal meghatarozott
egyik tortvonala egytitt olyan {drivonalat alkotnak, mely az Aés B
pontokat a & kor kiilsejében dsszekdti. '

Ha feitessziik a parhuzamossagi axiomat, akkor a fenti téfel
az ARCHIMEDES-féle axioma nélkill is ksnnyen bebizonyithato,

Az V. ¢ axiomabol kovetkezik, hogy a kor. belsején dthaladé
bdrmely a egyenesnek van a k korrel legaldbb egy (s ezért két)
kozos pontja. Jeidliik A-val a k kor O kozéppontjabsl az a-ra
bocsatott merblegesnek a talppontjdt, és P-vel a-nak egyik olyan
pontjat, melyre az AP szakasz egyenld a k kdr sugaraval; a 122.
tétel szerint a P pont a k& kOr killsejéhez tartozik. Az AP szakasznak
a k kor belsejéhez, illetve a k kiilsejéhez tartozé pontjai két olyan
osztdlyt alkotnak, melyek a 115. télel folytan kielégitik a szelet-
alkotdsra vonatkozé feltételeket (b 265. 0); az V.¢ axiomabol
kovetkezik, hogy van az AP szakasznak egy olyan pontja, mely"
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ezt a szeletalkotdst meghatdrozza, s ez a pont sziikségképen a
kSrnek pontja, mint a 113, tétel alkalmazdsival kdnnyen belathats,

A k kér valamely p pontjanak a & kérdn vals kdrnyezetén
ertjitk a kirnek barmely a p pontot tartalmazé AB ivét (az A, B
pontok nem tartoznak az illets kbrnyezethez), : .

Ha feltesszitk az V. ¢ DEDEKIND-{éle axiomat, abbdl a 222
tétel alapjan ktvetkezik, hogy g kor pontfainak halmaza dsszefiiggs.
EbbdI hasonlé meggondoldssal, mint fent egyenes esetén, kbvetkezik, -
hogy ha egy &’ kérnek van a k kOr belsejében és kiilsejében
legaldbb egy-egy pontia, akkor van k-nak és K-nek legalabb egy
(s ezért ket) kozos pontja; tehit az atmenetileg felvett 1L k axioma
(. 145, o0.) levezethets az V. ¢ oxiomapsl, '

A k kirek a félkorivnél kisebb AB & AR koriveit egy-

mdssal egyenidnek nevezzitk, ha az < AOB ésaz X A O kdzép-
ponti szgek egyenlék. A 104, és a 106. tételbs kbvetkezik, hogy
ha a k kir AB és B ivei egyenidk, akkor az AB €s az A’F
hirok is egyenidk, és megforditva, L '
 Megjegyzés. Korivek egyenliGségét itt nem a kérivek
N0Ss21is4g4val“ értelmeztiik ; ha majd bevezetjiik korivek hosszii-
sdgdnak a fogalmat, be kell bizonyitanunk azt a tételt, hogy egyenls
k6zépponti sz8gekhez tartozs kbrivek hossziisdga egyen)s. .
. A 230. tétel alapjin a ksron koordinatat értelmezhetitnk kvet-
kezdképen. Legyen AA’ a k kor valamely 4tmérGje; az A ponthoz
a4 6=0, az A-hdzao—1 €riéket rendeljtik hozzé ; az A, A’ poritok
altal meghatdrozott egyik félksiiy pontjaihoz pozitiv, a masiknak a
pontjaihoz- negativ eldjelle] hozzérendeljiik minden P ponthoz azi
4 6 szamértéket, mely a 230. tétel érfelmében a < POA kozép-
POnti széghsz tartozik.” Ha feltessziik a DEDEKIND-féle axiomat,
. akkor a kir pontjainoz rendelt ¢ szamértékek halmaza a — 1 « Bt
szamkozhoz tartoz6 valés szdmok Osszességével azonos. Ebben az
esetben a kérnek azok a pontjai, melyek a 0, 2/n, 4n, ..., — 2/n,
~4/n, ... szémériékeknek felelnek meg, egy n-oldald szabélyos
Soksz0gnek a csdcsai (7= 3). ) '

Az egybevagdsigi  axiomak alapjdn sikbeli, illetve térbeli
kdrnyezeteket kévetkez8képen €rtelmeziink: az « sikban fekvs P

sikban fekvs kérnek a belsejét, melynek kézéppontja a P pont; a
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gbmbnek a belsejét (ennek megfelelen a P pontnak az egyenesen
valé kornyezetén olyan szakaszt értlink, melynek P a kdzéppontja).
_ A 41. §-ban érielmezett és a most bevezelett kornyezetek rend-
szere aequivalens abban az értelemben, hogy (péidaul a sik esetére) a
P pont minden kdralakit kornyezetéhez megadhato a P pontnak egy
haromszogalaki kirnyezete, mely annak részhalmaza és megforditva,
A sikra vonatkozd 22. tétel kovetkezd kiegészitését kapjuic az
V. ¢ axiomabdl: Y .

Egy egyszerti sokszig a sikot két részre oszija abban az érie-
lemben, hogy minden olyan a stkban fekvid Osszefiiggd M poni-
holmaznak, melynekvan a sokszdg belsejében és kiilsejében legaldbb
egy-egy ponija, van a sokszdggel kozbs pontia. Az egyszerll sokszig
belseje és kiilseje egy-egy tartomdny, 020z dsszeftiggl, s egy tetsz6-
leges pontjdval egyift annak valamely kornyezete is a soksz0g
belsejéhez, illetve kiilsejéhez tartozik. _

: A 29. oldalon levé Megjegyzés €rtelmében megadhaté barmely

a sokszdg belsejében fekvS pontnak egy a soksz8g belsejéhez tar-
toz6 kbrnyezete. A 22. tétel szetint barmely két a sokszdg belse-
jében fekvs pont OsszekothelS a sokszdg belsejében fekvd tort-
vonallal ; ebbdl kdvetkezik, mivel az V. ¢ axioma foiytan minden
t6rtyonal Bsszeftiggh, hogy a sokszdg beiseje (s hasonldé meggon-
dolés szerint a sokszég killseje) sszefiiggh, tehat tartomany. —
A tétel elsS Allitasat kovetkezOképen igazoljuk. Az M halmaznak a
sokszog belsejéhez illetve a sokszdg kiilsejéhez tartoz6 ponijai az
M halmaznak két olyan N, és N, részhalmazat adjak, hogy egyik
részhalmaznak sincs a mésikhoz tartozé siiritsddési ponija ; mivel
az M halmaz osszefiiggs, tehét M-nek van olyan pontja, mely nem
tartozik sem ‘Ni-hez, sem N,-hoz; ez a pont az adott sokszogin
fekszik,

Hasonjéan egészithetd ki'a térre vonatkozd 64. tétel.

Az V. ¢ axiomab6] levezethetdk a $ikra és a térre vonatkozo
folytonossdgi tételek ; csak a sikra vonatkozéan fogjuk kimondani
ezeket, abbél nyilvanvalé a térre vonatkozd megfogaimazasuk. A
BOLZANO— WEIERSTRASS féle tétel a kovelkez§: Ha egy végtelen
(azaz végtelen sok pontbol alio) ponthalmaz dsszes pontjai a k£
kdrnek (vagy a 7 egyszerl sokszdgnek) a belsejéhez tartoznak,
akkor van a halmaznak legaldbb egy olyan sfirfisbdési pontja, mely
a k kor belsejéhez, vagy a k kbrhdz (illetve = belsejéhez, vagy
n-hez) tartozik ; ennek a tételnek az egyenesre vonatkoz6 speciélis
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esete a 217. tétel, — A 218 tételnek, mely egymasban foglalt
szakaszok sorozatinak a kbz8s pontjdra vonatkozik, a sikban a
kbvetkez6 tétel felel meg: Ha k&, 4, . .. egymasban foglalt korok,
azaz ha minden n-re a k,,, kor a k, kbr belsejében fekszik, akkor
van legaldbb egy olyan pont, mely minden n-re a & kér belsejé-
hez tartozik. — A 228. tételben kimondott CAUCHY-féle konvergen-
cia-elv megfogalmazasa csak annyiban médosul, hogy a PLP,...
pontokrol azt tessziik fel, hogy egy sikban fekiisznek, — Ezeknek a
tételeknek a bebizonyitdsaval itt nem foglalkozunk,

A folytonossagi axiomaknak az euklidesi sikra és {érre valé
alkalmazasat itlet6en, jegyezziik meg el8szbr, hogy az V. d Archi-
MEDES-féle axioma alapjan a parhuzamossagi axiomat tovibb redu-
kélhatjuk, mégpedig, mint BALDUS és FORDER megmutattak, a [V*
axiomat helyettesithetjiik a kovetkezd gyengébb feltétellel ;

WV* Van legaidbt egy olyan a egyenes és legaldbb egy olyan
nem az a-n fekvd A pont, hogy az A ponton legfeljebd egy az a-t
nem melsz és az (a, A) sikban Jekve o egyenes megy df,

A IV** axiom4b6l az V. d axioma alapjan a ktvetkezg meg-
gondolassal vezetjitk fe a IV* axiomat. (A kdvetkez8 meggondo-
b lasban szerepl§ pon-

) fok és egyenesek az
Ag 2. (a, A) sikban fekiisz
nek.) Tegyitk fel, hogy
az a egyenesre és az
X S a A=A, pontra teljesiil
Al € _ a lV**axioma;jeloljiik
Ao\( ~C g b-vel az A, pontbé] az
a-ra bocsatott mers-
legest, és A,-val ennek
a talppontjat (163. ab- -
ra). A 109, tétel folytan az A, ponton 4thaladé és-g-val parhuzamos a,
egyenes merdleges b-re. Ha B az ¢ cgyenes tetsz8leges pontja, akkor
B-nek az a egyenestdl valo tAvolsdga egyenis az 4,4, szakasszal. Bo-
csassunk ugyanis B-bél merdlegest a-ra, ennek B, talppontjatél mérjitk
1 a B:B félsugdrra az A¢A;-gyel egyenls B, B, szakaszt; az A, B,
pontpar d kbzépvonaldra vonatkozs titkr6z€snél az a egyenes on-
magéba, és az 4,, B, pontok egymasba mennek at; mivel tehat 4
kdz0s merblegese a-nak és az A B, egyenesnek, ez’ a kéi egyenes-

o
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163. 4bra,
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a 109. tétel szerint nem metszi egymadst, s ezért IV** szerint
A\B, az A,B egyenessel, és a B, pont a B ponttal azonos. A
siknak az A,B, szakasszal valé eltoldsindl az @ egyenes “nma-
géba megy 4t, és az A, pont képe a B pont; ehbdl kdvet-
kezik, hogy a B ponton &t is csak egy az q¢-val parhuzamos
egyenes megy at, és ez az a, egyenes. — Ha A’ az A A4, szakasz
valamely pontja, akkor az A’ ponton is csak egy az a-val parhu-
Zanos egyenes megy at; legyen ugyanis ¢ olyan az A’ ponion
atmend egyenes, mely nem merSleges b-re, és legyen ¢ az az A,
ponton athaladé egyenes, mely a b egyenest ez ¢’-vel egyenid meg-
felel6 szOgben metszi, Feltevésiink folytdn e metszi az a egyenest
valamely C pontban, s a 109. tétel szerini e és ¢ nem metszik
egymast; ezért 4 II 4 axioma szerint az ¢ egyenesnek van az
A A, C haromszdg A,C oldalaval, tehdt az a egyenessel kozds.

ponija. ~ Legyenek A;, Ay, ..., A, az AA, félsugarnak
azok a pontjai, melyeknek elrendezése A,4,...4,, s melyekre
AA=A A= .. = A,_,A,. Jeldljiik a-vel az A, pontban a b-re

emelt merdiegest; mivel a siknak az A4, szakasszal valé eltols-
sanal az a egyenes a;-be és az A, pont A;-be megy at, fehdt a,
az egyetlen az 4, ponton dtmend, és a,-gyel parhuzamos egyenes.
Ha ¢ valamely az a,-t61 killdnbtz6, az 4, ponton atmend egyenes,
akkor tehdt ¢ melszi az a, egyenest egy C, pontban, s mert a G,
ponton atmend egyenesek kbdziil a, az egyetlen az a-val parhuza-
mos, tehat ¢ metszi a-t is. Ebbdl kovetkezik, hogy az A; ponton
at is csak egy az a-val pirhuzamos egyenes megy at. Hason!Gan
adodik a megfelelé aliitas sorban az Ag, 4,, . . ., A, pontokra, s a fenti
eredmény szerint az A A, szakasz bsszes A’ pontjaira. Mivei pedig,
elegendd nagy n-re, az AOA fé!sugar barmely A" pontja az 4,4,
szakaszhoz tartozik, fehdt az A,A, félsugdr barmely pontjdn csak
egy az a-val parhuzamos egyenes megy 4t. — Ha p tetszéleges
egyenes és P nem a p-n fekvé pont, akkor a sik kongruens
leképezésével atvihetjiik a p egyenest a-ba és a P pontot az Aoﬁl
" félsugdr valamely A’ pontjdba; el6bbi eredménylinkbdi kovetkezik
tehdt, hogy a P ponton A&t csak egy a p egyenessel parhuzamos
egyeiles megy &t, vagyis a IV¥ axioma teljesiil.

A parhuzamossdgi axioma helyett tegyiik fel azt, hogy egy
hdromsz0g belsé sabgeinek az Osszege egyenls két deréksziggel ;
a 183. tétel szerint akkor minden hdromszdg belss szdgeinek az

18
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Osszege - egyenld 2ZR-rel. A 183, tétel bebizonyitidsa szerint van két
olyan a €s o’ egyenes, melynek két kdzds merblegese van b és b,
s mint a 214. oldalon megjegyeztilk, az (g, @) sereg minden
egyenese merbleges a (b, &) sereg bdrmely egyenesére. Jeldijiik
az a,b;a,0;d,b; a,b egyenespirok kbzds pontjdt rendre
A B, C, D-vel (164 ébra); az ABCD négyszdg konvex és szemben
fekvd szdpgei egyenlk, s ezéri a
156. oldalon bebizonyitoit tétel
szerint szemben fekvd -oldalai
is egyenidk. Ha b-t a (b, &)
sereg tetszéleges mds egyene-
sével helyettesitjiik, kovetkezik
ebbS8l, hogy a és & egymds
2 aequidistans vonalai ; ugyaniigy
‘az (a, @) sereg barmely két
egyenese egymasnak aequidis-
tans vonala, s hasonidan a (b, &) sereg barmely két egyenese. A sik
eltoldsaira vonatkozo 126. tételbdi kbvetkezik, hogy a siknak barmely
az a egyenes mentén vald eltolasandl az (a, o) sereg egyenesei tnma-
gukba, s a 93, tétel szerint a (b, &) sereg egyenesei egymasba mennek
at; hasonléan, a b egyenes mentén valé eltolasoknal a (b, &) sereg
minden egyenese 6nmagdba, s az (@, ") sereg egyenesei egymasba
mennek 4t. Az a egyenes mentén A B szakasszal val6 elfolds azonos az
@ egyenes mentén DC szakasszal valo eltoldssal ; tovabba az AB és
a BC szakasszal valé elfoldsok szorzata azonos az AD és DC
szakasszal valo eltoldsok szorzatdval; az el6bbiek szerint {ehdt a
siknak az AB és a BC szakasszal vald T, és 73, eliolasai egy-
massal felcserélhetdk, — Az AC egyenes a b és b egyeneseket
egyenld valtészogekben metszi, mivel a X DAC szdgis,a XBCA
szog is egyenid a <xDCA szog pétszdgével. A siknak az AC
szakasszal vald Ty, eltolasanil tehdt a b egyenes b'-be megy &,
s igy a T, eltolas azonos a T 5 és a Ty, eltoldsok szorzatdval,
Mivel a sik minden pontjan &tmegy az (a, ¢') és a (b, &') sereg-
nek egy-egy egyenese, a fenti meggondoldsbél kdvetkezik, hogy
a siknak minden eltoldsa elGallithaté mint egy az a mentén és
egy a b mentén -vald eltoldsnak a szorzata; az a (illetve a b)
egyenes mentén val eltoldsok kommulativ csoportot alkotnak (126.
tétel) s mint fent megjegyeztiik, az « & a b mentén vald eltolasok
felcserélhet6k egymassal. EbbSl adddik a kbvetkezd eredmény::

b b
¥ S C a’

A 8
164, adbra.
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Ha  feltesszitk azf, hogy egy hdromszigben a belsé sz0gek
JOsszege egyenld két derékszdggel, akkor a stk eltoldsai kommutatw
csoportot alkotnak. :

Bebizonyitjuk ennek a tételnek a megforditasat: -

Ha a stk elfoldsai csoportot atkotnak, akkor bdrmely hdrom-
szighben a belsd szbgek Usszege egyeni kél derékszdggel. Ebben az
esetben a sik barmely két A és C pontjahoz a siknak egy és csak egy
olyan eltoldsa tartozik, mely az A pontot a C pontba viszi af. Tegyitk
fel, hogy az egymasra merfleges AB és BC szakaszokkal vald
T.s & T eltolasok szorzata asiknak az AC szakasszal vald 7.
eltoldsaval azonos. Az A pontban az AB-re emelt merflegesen
felvesziink egy P pontot, mely az AB egyenesnek ugyanazon az
oldaldn fekszik, mint C. Jeloljiik Q-val P-nek a TM-né] és R-rel
Q-nak a Tp,-nél szdrmazé képét. A Q pont a BC féisugiron
fekszik, és AP=BQ; az R pont
a BC szakasznak C felfl vald ' R
meghosszabbitdsan fekszik, ¢€s
BQ=CR (165. abra). Jeldljiik
rendre P’-vel és R’-vel a P, illetve
az R ponibdl az AC egyenesre
bocsatott merblegesnek a talp-
ponijat. Mivel feltevésiink szerint
a T, eltolasnal a P pont R-be
megy at, tehdt P’ az R’ pontba
megy at, s ezért az APP’ és a A 8
CRR’ haromszogek egybevagok; 165. 4bra.
ebbdl kovetkezik, hogy a < PAP’ szdg egyenld az A RCR’ sz6g-
gel, s mert az utébbi csicsszdge az <X ACB szbgnek, <t PAF’
pedig poiszdge a <t CAB szognek, tehdt az ABC derékszdgil ha-
romszdg két hegyesszogének az Osszege egyenld R-rel, s igy a
hdrom belsé szog Osszege egyenlé 2R-rel. EbbOI a 183. tétel
szerint kovetkezik, hogy minden hdromszdégben a belsd szogek
sszege egyenlé 2R-rel, s fenti eredményilnk szerint a sik eltoldsai
kommutativ csoportot alkotnak.

Az ARCHIMEDES-féle axioma alapjdn abbdl a feltete!bé'f hogy
gy hdromszbgben a belsé sz0gek Osszege egyenls két derékszdggel
kvetkezik a pdrhuzamossdgi axioma, Legyen ugyanis a és b két
egymdsra merSleges egyenes; ezeknek kbzos pontjat jeldljiik A-val.
A b egyenes valamely P pontjan Aatfektetlink egy tetszbleges
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olyan e egyenest, mely nem merGleges &-re; megmutatjuk, hogy
e-nek van ag-val kdzds pontja. Az e egyenes valamely a P-t0h
kiildnbdzé Q pontjabol merdlegest bocsdtunk b-re, ennek -a falp-
poni;ét ]elc‘fsl]uk Q-vel (166. 4abra). A sfknak a A szakasszai

val$ eltolasénal az e egye-

' nes egy olyan e, egyenes-
Ag

P be megy ai, mely a P,
A illetve a Q pont képpont--
¢ jaban metszi a b illetve

Qf
Ay

az a egyenest; jeloljiik.
ezeket a pontokat rendre
A-gyel és B-vel. Jelbljiik
A < A, Ay ..., A-nel az A,
B\ \? \93 pontnak az AA, szakasz-
' 166, 4bra. szal valé eltolasndl, s en—
nek hatvdnyaindl szarmazo-
képeit, e;, &, . . ., e,-nel az e, egyenes képeit. Az AA, szakasszal val6-
eltolds fenti eredménylink szerint a BA, és az AB szakasszal vald-
eltolasok szorzata; ezek kozill az elsdnél az e, egyenes dnmagdba:
megy at; a maésiknil az a egyenes megy At bnmagdba, s ezért az.
¢, egyenes képe, ¢, szintén metszi az a egyenest. Ugyaniigy add-
dik sorban, hogy az ¢, ..., e, egyenesek koziil mindegyik metszi
az a egyenest. Mivel pedig elegendd nagy n-re, a P pout az A4,
szakaszhoz fartozik, fehadt abbol, hogy az e, egyenes metszi a-t,
és az e, e, egyenesek b-vel egyenld megfeleld szbgeket zarnak be,.
a 109. tétel és a I, 4 axioma szerint kivetkezik, hogy e meiszi a-f..
Ezzel fenti allitdsunkat bebizonyitottuk.
DEHN mutatta meg, hogy az ARCHIMEDES-féle axioma nélkiik

abbol a feltételbdl, hogy egy héromszdgben a belsé szogek sz~

szege egyenldé 2R-rel, nem vezethet6 le a parhuzamossagi axioma..
MooRre R, L. megmutatta, hogy ebben az esetben a pontok, egye-
nesek és sikok megadott rendszere ezeknek alapjin értelmezett-
idedlis pontok, egyenesek és sikok hozzédflizésével olyan médon
bévithels, hogy a kibGvitett geometridban €rvényes a parhuzamos--
sagi axioma is (de ez ArcHIMEDEs-féle nem szitkségképen).

Ha az I—III axiomakon kiviti feltesszitk a pdrhuzamossig:
axiomajat (péidaul a fenti IV** alakban), és az V. d ARCHIMEDES-féle-
axiomat, akkor a nem irdnyitott szakaszok koordindiait a ktvetkez-
¢ljdrdssal hatdrozhatjuk meg. Felvesziink egy egységszakaszi, és-

e o
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minden m, n pozitiv egész szamra az egységszakasz n-edrészéhez
az 1/n, s ennck az m-szereséhez az mfn szamértéket rendeljiik
hozza mint koordindtdt. Ha a olyan szakasz, melynek a fenti eldirds
szerint nem felel meg valamely m/n racionalis szdm, akkor azok a
pozitiv racionédlis szdmok, melyek a-nél kisebb, illetve a-nal nagyobb
szakaszoknak felelnek meg, a pozitiv raciondlis szdmok - 8sszes-
ségében két osztalyt alkotnak; a szeletalkotdst meghatarozé valds
szdmot feleltetjiik meg az ¢ szakasznak mint koordinatat; ezt a
szamot ugyancsak a-val jeldljttk. A 198. és-a 199. tétel alapjan
kovetkezik, hogy az a és b szakaszok ab szorzaldhoz rendelt
koordindta egyenld az a és a b szakasz koordindtdjinak a szorza-
tdval (vegyilk ugyanis sorban azi az esetet, hogy b egész, raciondlis,
illetve tetszBleges valds szdm).

Ennek az eredménynek az alapjdn a 36. és 38. §. trgya-
lasaibdl kovetkezik, hogy a sik és a tér pontjait valés szdmpdrokkal,
illetve szdmhdrmasokkal fejezhetjlik ki gy, hogy a sikban az egye-
nesnek, és a térben a siknak az egyenlete linedris (numerikus)
egyenlet, s hogy barmely két pont tavolsagdnak a négyzete egyenld
a megieleld koordindtdk kiildnbségének a négyzetdsszegével. A
PyTHAGORAS-féle tételbdl kdvetkezik, hogy ha a valamely szakasz
koordinataja, akkor van olyan szakasz, melynek koordinatéja |/ 1+ a2

Ha ebben a targyaldsban az ARCHIMEDES-féle axioma helyett
az V. ¢ DEDEKIND-féle axiomat tessziik fel, abbdl kdvetkezik, hogy
a sikban minden (x, y) valés szampdrnak, és a térben minden val6s
{x, ¥, 2) szdmhdrmasnak megfelel egy ezekkel a koordinatikkal bird
pont. Ebben az esetben a sik- és a térgeometria, melyet az I—IV, V. ¢
axiomédk alapjdn meghataroztunk, megegyezik a DESCARTES-féle
analitikus sik-, illetve térgeometridval. A fenti targyalds elvezetett
tehat az axiomatikusan értelmezett geom“etriénak egy analifikus
megvaldsitasahoz, vagy modelljéhez: a DESCARTES-féle analitikus
geometridhoz.

44, §. A tér folytonos mozgdésai.

Feltessziik az I, II, HI és V. ¢ axiomakat.

Az értelmezésekbll kozvetlenlll kbvetkezik, hogy az egye-
nesnek, a siknak és a térnek minden kongruens leképezése folytonos.
Példaul a térnek egy kongruens leképezésénél a tér valamely P
pontja kbtriil felvett gbmb belseje atmegy a P’ képpont koriil
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ugyanakkora sugdrral felvett gomb belseébe, tehdt a. P pont alkal-
mas kbrnyezete a P’ pontnak gy tetszlleges kdrnyezetébe; ezért
a leképezés folytonos (1. az értelmezést a-269. oldalon),

Legyen (77) a tér 8nmagéra valé kBlcsondisen egyértelmii és foly-
tonos leképezéseinek olyan Osszessége, hogy minden 4 valés szamnak
(vagy 4 paraméternek) megfele] egy 7T, leképezés, s minden A
paraméterériékre nézve teljesiil a kovetkezs feltétel : ha a 4,, 4,, .
paraméterériékek sorozata konvergdl 2-hoz, akkor a Toy Topy o v
leképezések konvergdlnak a T, leképezéshez, azaz a tér barmely P
pontjanak a Ty, Ty, ... leképezéseknél szarmazo képei konver-
galnak a P pontnak a 7; leképezésnél szarmazé képéhez. A (T3)
leképezések Osszességét folytonos deformdcionak nevezziik ; barmely
két hozzatartozé Ty és T, leképezésrs] azt mondjuk, hogy foly-
tonos deformdcidval vihetsk 4t egymasba, _

Egy az analizis elemeibsl ismert meggondolassal Jithaté be,
hogy ha P valamely pont és 1 egy tetszGleges paraméterérték,
akkor a P’= T;(P) pont barmely K., kdryezetéhez megadhatd
egy olyan e pozitiv szam, hogy ha A—e<¥ <At akkor a
T (P) pont a K, kbrnyezethez tartozik, :

A tér folytonos mozgdsdn olyan folytonos deformaci6t értiink,
melynek minden eleme a téraek egy kongruens leképezése, s
amelyhez hozzatartozik a tér azonos leképezése; az ehhez tartozs
leképezésekrdl azt mondjuk, hogy folytonos mozgassal érhetSk el
az azonassagbol. _ _

Ha a tér valamely T kongruens leképezése Jolytonos moz-
gassal érhetd el gz azonossdgbol, akkor T megtartia a tér irdnyitdsdt
(vagyis T a térnek €gy mozgdsa a 28, §-ban adott érteimezés
szerint), gl_,egyen (72) olyan folytonos mozgas, melyhez hozzatartozik
az adott T= T, és (példaul a 4 — 0-nak megfelelé) T, azonos leképe-
zés. Felvesziink a térben négy tetszdleges nem egy sikban fekvé 4,,
By, Cy, D, pontot; jeldljitk ezeknek a 73 leképezésnél szdrmazé
képét rendre 4, B, C, D-vel. Felvesziink ezek korill egy-egy olyan
Ky, Ky, Ko K, kBrnyezetet, hogy ha azoknak egy-egy tetszbleges
pontja A", B, C’, I¥, akkor az A, B, C’, D’ pontok nem tartoznak egy
sikhoz (225, tétel). Legyen ¢ olyan pozitiv $zam, hogy egy tetszGleges
a A-t6l e-nal kevesebbel kiildnbdz6 2’ paraméteréridknél rendre a
Ky K K., K, kdrnyezethez tarfoznak a T (Ay), T (By), T+ (C),
T2 (Dy) pontok, Jeldljitk ezeket a pontokat A’, B, C’, D'-vel, A D
€s D' pontok az-ABC siknak ugyanazon az oldaldn fekiisznek ;

et i
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elienkezG esetben volna ugyanis a DD szakasznak, tehat a- X,
kbrnyezetnek olyan pontja, mely az ABC sikhoz tartozik, ellentét-
ben-a K kbrnyezetek megvélasztisaval. A 183 oldalon bebizonyftott
tétel szerint tehdt az (ABCD) és az (ABCD') térirdnyitasok meg-
egyezdk. Hasonlé meggondolds szerint az ABIY siknak ugyanazorm
az oldalin fektisznek a C és C’ pontok, s ezért megegyezék az
(ABCD') és az (ABC'D) tériranyitasok ; ugyanigy adodik, hogy
az uiébbival megegyez6 az (AB'C'D'), s ezzel az (A'BC'D)
térivanyitis. Ebbél kévetkezik, hogy (ABCD) és (A'B'C'D') is
megegyezl térirdnyitadsok; tehat azok a 73 leképezések, melyeknek
paraméterértéke a (1 —e, A+ ¢) -szamkozhoz. tartozik, vagy vala-
mennyien megtartjak, vagy valamennyien megforditiak a tér irdnyi-
tasat. Ha valamely 2, paraméterértéknek az iranyitast megfordits
Ty, leképezés felelne meg, akkor a (0, ) szamkbzben a kovetkezs
szeletalkotast értelmezziik: az A osztdlyhoz tartozik a 4, paraméter~
ériék akkor és csak akkor, ha az Bsszes 0=1=<i értékekrp a
T, leképezés megtartja a tér ir&nyitdsat; a B osztélyhoz akkor
tartozik egy 4, érték, ha van olyan 4 paraméterériék a 0 <<A=<Ci,
szamkdzben, melyre 75 megforditjia a tér irdnyitisat. A szeletalko-
tdsnak megfeleld 4 érték minden kbrnyezetében volna tehat olyan
A, paraméterériék is, melyre 77, megtartja, s olyan 1, is, melyre
T;, megforditja a tér irdnyitdsat. Ez azonban eilentmond fenti ered-
ménylinknek. Ebbsl kovetkezik, hogy folytonos mozgdssal az azo-
‘nossaghol elérhetd leképezésekné! a tér irAnyitdsa megmarad,

A fenti tétel megforditasa a kovetkezs :

A tér minden mozgdsa (azaz minden az irdnyitdst megtaric
kongruens leképezése) folytonos mozgdssal érhell el az azonossdgbdl.

Nyilvinval6 ez az &llitis a térnek €gy egyenes mentén valo
eliolasaira, melyeknek Gsszessége folytonos mozgas, s ugyaniigy a
térnek egy tengelye koritl vald forgdsaira. Mivel a tér minden
mozgasa elGallithaté egy eltolas és egy forgas szorzataként (I, 178.
tétel), ebb3l a két specidlis esethsl kovetkezik fenti allitdsunk,

Egy egyenes minden irdnyitott szakaszdnak feleltessiink meg
(a 226. tétel szerint) egy a koordinétaf, s ezt rendeljfik hozzd mint
paramétert az a szakasszal valé 7, eltolashoz. Ezaltal a valds szé-
mok Osszességének kolcsbnosen egyértelmii és folytonos médon
feleltetfitk meg az illet6 egyenes mentén valg eltolasok csoportjit ;
a folytonossdg 1igy értendd, mint a deformacick értelmezésénél ;
ha az a,, @, ... paraméterériékek a-hoz, akkor a megfelels T,
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To, - . leképezések a T, leképezéshez konvergdlnak. Ezt ligy fe-
jezziik ki, hogy az egyenes mentén val6 eltoldsok egy valbs para-
métertdl fliggd, azaz egyfagd folyionos myilt csoportot alkotnak.

: A tér egy egyenese kortil valé forgdsainak hasonldan meg-
feleltethetjitk (a 230. tétel alapjan) a 6 valds szamértékeket
(—1<6=1) kolcsdndsen egyértelmfi és folytonos médon, még-
pedig ugy, hogy ha a & paraméterériék — 1-hez, akkor a #-nak
megfeleld leképezés a + 1-nek megfeleld leképezéshez konvergal.
A trnek egy egyenese koriil valé forgascsoportjaré! azt mondjuk,
hogy egyfagi folytonos zdrt csoport.

Az euklidesi tér valamely S csavarmozgdsat allitsuk eld mint
a tengelye kdriil valé Ry forgdsnak és a tengelye iranyaban vald
7, eltolasnak a szorzatat. Tekinisiik a 4 valés paraméter minden
ért€kénél az Rys Tro csavarmozgast (ha 46 nem tartozik 2 — 1 <# <1
szamkdzhoz, helyettesitjiik mod 2 ennek a szdmkoznek megfeleis
szamaval). Mivel az ugyanarra a tengelyre vonatkozd eitolasok és
csavarmozgasok felcserélhetsk (169. tétel), tehat az Rip Ty, csavar-
mozgasok Osszessége egytagii folytonos nyilt csoportot alkot, Ezt
az eredmenytinket a kbovetkezd tételben mondjuk ki:

Az euklidesi tér bdrmely mozgdsa hozzdiartozik az euklidesi
tér Gsszes mozgdsaibol dils csoporinak valamely egylagih folylonos
alcsoportjdhoz (esetleg t6bb ilyen alcsoporthoz is).

Az egyenes és a sik mozgésaira vonatkozd megfeleld tételek
a fentiekhez hasonld, de egyszeriibb meggondoldsokkal bizonyit-
hatdk be; ezeket az olvaséra bizzuk.

45. (§ Az axiomarendszer dttekintése,

A Bevezetésben eldadott 4altalinos elvek szempontjabél tar-
gyalasunk elvi eredményeit a kbvetkez3ben foglaljuk dssze.

Az alapul vett axiomarendszer ellenmonddstol mentes, mivel
létezik egy analilikus megvaldsitdsa (vagy modelije) t. i, a DEs-
CARTES-féle analitikus geometria.

Az axiomarendszer felfes (vagy kategorikus); ezt kévetkezd-
képen latjuk be. Axiomaink alapjan Kkoordindtdkat értelmeztiink;
ezeket a koordinitdkat egyértelmiien meghatdrozza a tengelyrend-
szer €s az egységszakasz megvalasztdsa. Ha az axiomarendszer
alapjdn érfelmezett geometriaban két kiildnboz6 moédon vezetlink
be koordinatdkat, akkor e kdzott a két modeli kozdit egy izomorf
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vonatkozdst azdltal iétesithetlink, hogy a megegyezé koordindtdjn
pontokat egymdsnak feleltetjilk meg ; ezdltal az egyik modell egye-
neseinek és sfkjainak megfelelnek a mdsik modell egyenesei és
sikjai, s az Bsszetartozdsi, rendezési és egybevigdsiagi vonatkoza-
sok megmaradnak. _

Az axiomdk filggetlenségére vonatkozdan csak néhény fon-
tosabb esefet emlitiink meg. Ha valamely A axiomanaka B, C, ...
axiomakidl vald fiiggetlenségét akarjuk igazolni, erre ismét az
analilikus médszert haszndljuk fel; szerkeszilink egy olyan anali-
tikus modelit, melyben a B, C,... axiomak teljesiilnek, de A nen.
Mint mir a Bevezetésben megemiiteftiik, a felvett, lényegében
HILBERTS! szdrmazé axiomarendszerben nem tdrekedhettiink teljes
fiiggetienségre. _

Az 1 axiomacsoport axiomai szoigalnak a tobbi axiomak alap-
faul, s igy ezeknek a tovabbiaktdél vald fiiggeilenségéi nem vizs-
géljuk.

A If csoport linedris axiomai koziil a Ik 1, 2, a, b axiomakat
felvéve a II. 3 és a IL ¢ axiomdk kozlil egyik sem kdvetkezik a
mésikbdl, Példdul a 0=Cx=1 valés szdmok (mint ,pontok®)
halmazéra, ha a ponfok elrendezését a megfeleld x szdmériékek
természetes, azaz nagysag szerint vald elrendezésével megegyezének
vesszitk fel, teljesiil IL 1,2, a, b, ¢, de II. 3 nem; az (x=20, x=1)
szdmok halmazira teljesiil 1. 1, 2, 3, a, b, de 1L ¢ nem.

Az I csoport sik-axiomaibdl és a I csoport linearis axiomadi-
b6l nem vezethets le a Il 4 sik-axioma. Legyen példiul a sik az
(x, ¥) valés szampdrok Osszessége, kivéve a (0, 1) szdmpdrt. Legyen
A=(1,0), B=(0,2), C=(0,0); az y=1 egyenes nem halad
at az A, B, C pontok koziil egyiken sem, metszi az ABC harom-
szog AB oldalat, de sem az AC, sem a BC oldallal nincs kozds -
pontja.

Az I, 1l csoport linedris axiomdi és a IIl. 1, 3 axiomak tel-
jesiilnek, de a Ill 2 nem fteljesiil a kdvetkez6 két példaban, Az
elsbben egy adott szakaszt nem lehet lemémi egy adott pont
barmelyik oldalan: az (x <0, x=1) szdmok halmazaban tavol-
sdgon érijilk az |x—x'| értéket; az (1,2) szakasszal egyenld sza-
kaszt nem mérhetlink ra az egyenesre az 1 pontnak azon az oidalan,
melyen a — 1 pont fekszik. A mésodik példa, melyben egy sza-
kaszt egy pontnak barmely oldaldn t8bbféleképen mérhetiink rd az
egyenesre: a valds szdmok 0Osszessége, hol az x és x' pontok
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tavolsdgin értjiik az |x—x'| szamnak a benne foglalt legnagyobb
egész szamidl vald kildnbségét ; eszerint a (0, 1), (0, 2) szakaszok
egyenlék. ' :

Az I, Il csoport sik-axiomdibél és a IIL 1, 2, 3 axiomakbol
nem kovetkezik III, 4. A 1L 1—3 linearis axiomaknak eleget tehe-
tink 1gy is, hogy az (x, y) DESCARTES-féle sikban minden irdnynak
megfelelden mis-mas egységszakaszt vesziink fel, Az elsd példdban,
legyen a sik az (x, ) valés szampdrok Osszessége; felvesziink két
A és B ponlot, tovabbi az AR egyenesnek ugyanazon az oidalan
ket C és C’ pontot, tgyhogy az A, B, C, C’ pontok kbziil barmely
harom ne tartozzék egy egyeneshez; az AC’, BC’ egyeneseken
(s ugyancsak az ezekkel parhuzamos egyeneseken) az egységsza-
kaszokat iigy valasztjuk meg, hogy az AC’ szakasznak ebben az
egységben mért nagysdga az AC szakasz valédi nagysagaval
egyenld legyen, s ugyaniigy a BC’ szakasznak a megvaltoztatott
egységben mért nagysiga egyenl6 legyen a BC szakasz -valddi
nagysagaval. A tobbi irdnyban a tavolsagokat valodi nagysdgukkal
mérjiik. Ebben a modellben az AB egyenesnek ugyanazon az oldalan
van két olyan kilsnbdz8 C és C” pont, melyekre ABC=ABC".
— A miésodik példdban felvesziink az AR egyenes kiilonbdz0
oldalan két C és C’ pontot, melyek az AB egyenesre vonatkozdan
egymasnak tiikdrképei s melyekre < ACB—=<JAC'B=R; legyen
példdul A=(—1,0), B=(1,0), C=(0, 1) & C’'=(0, —1). Az
AC’ és a BC’ egyeneseken s a veliik parhuzamos egyeneseken az
egységszakaszokat tetszés szerint megviltoztatjuk, de a tobbi jra-
nyoknak megfeleld egységszakaszt nem valtoztatjuk. Az AB egye-
nesiek a C’ pontot fartalinazé oldalan nincs olyan D pont, melyre
az értelmezett tavolsdgmérésnek megfelelden ABC=ABD.

A lIL 3 &5 axiomak fiiggeilenségével az axiomarendszer
redukcibjaval kapesolatban fogunk altaldnosan fogialkozni {a ma-
sodik kotetbem). '

A IV parthuzamossdgi axioma fliggetlen az I H, I, V
axiomacsoportok 8sszes axiomaitdl; ezt a BOLYAI—LOBACSEFSZKIJ-
féle geometridnak kovetkez6 KLEIN—POINCARE-féle modelljén Iat-
hatjuk be, melyet egyszerfiség kedvéért csupén a sik esetére vonat-
kozban ismertetitnk. Az (x,y) DESCARTES-féle sikban az 0=(0,0)
pont kdriil egységsugdrral felvett & kdr belsejét nevezzfik siknak;
a k kor belsejében fekv6 pontok a sik pontjai, és a & kor hurjai
az egyenesek. Két a kor belsejében fekvd P és Q pont hiperbolikus
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tavolsigat kbvetkez8képen értelmezziik:
jeioljisk U-val és Vevel a P, Q pontokon
atfektetett (analitikus) egyenesnek a k kdrrel
val6 két metszéspontjat gy, hogyaz UPQV
elrendezés 4lljon fenn (167. ébra); a P, Q,
V, U pontok kett3sviszonya ertelmezés °
szerint a PU, QU, PV, QV szakaszokbdl
képezett kbvetkezd kifejezés:

PV PU _ PV.QU | 167. abra.

QV " QU T QV.PU”
ennek a (val6s) logaritmusat nevezzitk a P, Q pontok hiperbolikas
tdvolsdgdnak. Az I csoport sik-axioméi és-a M, IIf, IV csoportok
tsszes axiomdi teljesiilnek. A IV axioma nem teijesill; ha A egy

tetszéleges nem a PQ egyenesen fekvd pont, az e=Al és az

f= AV félsugarak, melyek nem tartoznak egy egyeneshez, elva-
lasztjdk az A ponton &thaladd egyenesek kozili a PQ egyenest
metsz8 egyeneseket a PQ egyenest nem metsz§ egyenesektdl (1.
274. 0.). A IV axiomatél fliggetlen, 4. n. nem-euklidesi geomelridk-
kal részletesen fogunk foglalkozni a masodik kdtetben,

A folyionossagi axiomdk fiiggetlenségére vonatkozdan a K-
vetkez&ket jegyezzitk meg. .
Az I, Il csoportok linearis axnomaﬂél és az V. & (Osszefliggési)
axiomatol fliggetlen a szeparabilitdsra vonatkozé V. b axioma. Az
(x, ¥) DEscarTES-féle sikban az egyenes pontjain értjilk mindazokat
az (x, y) pontokat, meiyeknek koordinatai eleget tesznek a 0<x=11,
"0<y< 1 egyenidtienségeknek. A linedris rendezést ezen a hal-
mazon kovetkezOképen értelmezzitk; ha (x, y) és (', 3’) két tetsz8-
leges pont, ezekre az (x,¥) <(x, )’} linedris irdnyitast irjuk eld,
ha y <y, vagy ha y=)" és x<x’. Ha az (x, »), (x,¥), (x",¥")
ponfokra fennall az (x, y) c(x’,»") és az (¥, y’) € (x”, y”) vonat-
kozas, akikor azt mondjuk, hogy az (x’, ¥") pont az (x, y) és (x", ")
pontok kozstt (s ugyancsak (x”, ') és (x, y) kbzdit) fekszik. Mint
konnyen beldthatd, a linearis rendezés axiomai teljesiilnek, s ugyan-
figy az V. a axioma, De nem teljesiil az V. b axioma, mivel az
V. b axiomabdl kovetkezik, hogy az egyenes olyan szakaszainak
a halmaza, melyek kbdziil kettd-kettének nincs k&zds pontja, meg-
szdmlalhaté; a most értelmezett modellen pedig a kiilonbdzd y

értékeknek (O <y < D) megfelelé % <x< % szakaszok, melyek
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koztil kettG-kettdnek nincs kdzds pontja, nem megszdmidlhatd hal-
mazt képeznek (I. 219, tétel).

Az I, I, 01l csoportok linedris axiomaité] és az V. b axiomd-
tol fiiggetlen az V. d ARCHIMEDES-féle axioma; ezt a kivetkezd,
VERONESEtS] szdrmazé modeilen lathatjuk be. Egyenesen értjiik az
(x, y) sik ama pontjainak a halmazit, melyekre y=0,+1,+2,...
€s x tetszbleges. A linedris rendezésre, illetve irdnyitisra a kbvet-
kez§ elbirast adjuk meg: (x, y) C(x,¥), ha y <y, vagy hay=y
€ x<x'. Ha (x,p), (x,¥), (x,, y), (x{,y:) valamely négy pont,
az (x,y) és (x,y’) pontok altal meghatirozott szakaszt akkor
mondjuk egyenlnek az (x,, y,) és (xi, ¥;) pontok 4lial meghata-
rozott szakasszal, ha x' —x=x]~~x, és y —y—yp, — V.. A ra-
ciondlis x értékeknek megfelel§ (x, y) pontok az egyenesen min-
deniitt siirli megszaml4lhaté haimazt képeznek. Az ARCHIMEDES-féle
axioma nem teljesiil, mert ha (x, 0), (x', ¥), (x”, ¥"), .. ., (x, Y.

olyan pontok, hogy barmely két egymasra kbvetkez& altal meg-'

hatdrozott szakasz egyeni6 az (x, 0), (x, 0) pontok altal meghati-
rozott szakasszal, akkor a fenti érteimezés szerint, minden n-re

=0, s ezért az (x, 0}, (x*, y») szakasz nem tartalmazhatja példdul
az (x, 1) pontot. ‘

Ugyancsak fitggetlen az ARCHIMEDES-féle axioma az I—IV cso-
portok Osszes axiomait6l; erre HILBERT adoft egy amalitikus mo-
dellt (nem-archimedesi geometria), melyet itt nem ismertetiink.
De vissza fogunk térni erre a kérdésre a projektiv geometridval
kapcsolatban.

Az I, II, BY, IV csoportok $sszes axiomait6l és az V. d ARCHI-
MEDES-féle axiomatdl figgetlen az V. ¢ DEDEKIND-féle axioma (fehat
az Osszefiiggésre vonatkozd V. a axioma is). Ennek igazolisira
HILBERT a kovetkezS modellt vezette be. Képezziik az egész szd-
mokbdl a raciondlis miiveletekkel (6sszeadds, kivonds, szorzas,
osztds) és az f(w) = |1+w?® miivelettel kaphaté dsszes szamokat :
ezeknek az Osszességét Q-val jeloljilk. A térnek azok az (x, y, 2)
pontjai, melyeknek koordinitdi 2-hoz tartoznak, eleget tesznek az
11V és V. d axiomdknak, de az V. c axiomanazk nem. Ugyanis,
mint kénnyen beldthatjuk az £ haimaz megszdmlalhatd, s ezért az
egyenesen fekvd pontok Osszessége is megszdmlilhaté. Viszont,
ha az V. c axioma teljestil, akkor az egyenes pontjainak Usszessége
nem megszamlafhatd halmaz (219. tétel),
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HILBERT a geometria alapjairél irt mfivének elsd kiaddsaban
a folytonossdgi axiomak kbzill csak az ARCHIMEDES-féle axiomat
vezeite be, s csak késObben vefte hozzd a kbvetkezd ,teljességi
axiomdi® ;

Az egyenes ponijai olyan Osszességet alkoinak, mely az I 1,
Wl csoportok sszes linedris axiomdinak és az ARCHIMEDESI oxiomd-
nak érvényben taridsa mellett tovdbb nem bovithels, vagyis nem
lehet az egyenes ponijaihoz mds ,az egyenesen fekvo“ pontokat
hozzdfiizni 1igy, hogy az Usszes nevezet axiomdk teljesitljenek.

Fz az axioma lényegesen mas természetli mint az elébbiek.
Az a tény, hogy ennek az axiomdnak a szdvegében az axioma-
rendszernek mds axiomai fel vannak sorolva, mér évatossagra int
a feljességi axiomaval szemben ; mint HILBERT maga megijegyezte,
eilenmondast tarfalmazna az axiomarendszer, ha a teljességi axioma
szbvegében mell5zndk az V. d (ARCHIMEDES-féle) axioma felemlitését.
Egy masik lényeges kifogds a teljességi axioma ellen az, hogy
— ellentétben a idbbi axiomdakkal, melyek az értelmezendS geo-
metriai rendszerhez tartozd poniokra, egyenesekre és sikokra vo-
natkoznak — ez az axioma a rendszerhez tartoz6, de az ahhoz
nem tartozé pontokra is vonatkozik, s ezdltal megnyitja az itjat
a logikai paradoxonoknak. Ezt az utébbi nehézséget elkerfilhetjiik
azéltal, hogy az egyenes bovitéseit csak olyan idedlis pontokra kor-
ldtozzuk, melyek az egyenes pontjainak halmaza, illetve ennek
részhalmazai alapjdn érielmezhetGk.
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Osszetartozas: 1, 1—7 2, o).
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Egybevagosag: Il 1, 2, 3 {(72. 0.)
k (1458, 0.).

» 4,5 (83. 0, a, b, ¢ (107—108. 0.),

Parhuzamossig: IV, IV* (211 0., IV** (288, o).
Folytonossag: V. a, b (264. 0), ¢ (266. 0.), 4 (276. 0., 1, 2 (282, o).




