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Mysterium Cosmographicum (1596) Att6l még, hogy egy elmélet szép. ..
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A bolygok Nap koriili mozgasa Kepler harom torvénye

|. térvény (Astronomia nova, 1609)

A bolygodk palyaja ellipszis, melynek egyik
fékuszpontjaban a Nap all.

. térvény (Astronomia nova, 1609)

A bolygdk vezérsugara azonos id6 alatt azonos
teriiletet surol.

[l. térvény (Harmonices mundi, 1619)

A bolygok Naptél val6 atlagos tavolsagainak kobei

2 p a . S 3 3

Ggy aranylanak egymashoz, mint a keringési idejik ay _ a4z _ — 4llandé
> . T2 — g — - = allando

négyzetei. v T3
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Torténeti sorrend Newton teljesitménye

Kepler torvényei empirikusak, nem adnak magyarazatot a bolygdmozgas okara.

Ez a 17. szdzad gondolkoddinak komoly fejtorést | : B
. A1 . . by el i y
jelentett. Sok kérdés vart megvalaszolasra. Pl.: e
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o jEa telipa exfenna

@ Mi tartja a bolygdkat palyajukon?

@ Mi az er6 forrasa? Angyalok? Talan a Nap?

@ Hogyan fligg az er6 a Napt6l mért
tavolsagtol?

A szdzad masodik felére kezdtek kérvonalazédni

a valaszok. &

A gravitacids er6 helyes alakjat tobben tudtak,
pl. HOOKE is, azonban az elsé j6l kidolgozott
elmélet NEWTON érdeme.

abra : Mozgaté angyalok, 14.sz.
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Mirdl lesz sz6? Es mir6l nem? Egy kis olvasnivalo

> KEPLER nagy Otlete
!
Kepler-torvények — Gravitacios er6 alakja

b Altalanos tomegvonzas torvénye —
Kepler-torvények

> A megmaradasi tételek haszna

> A Kepler-torvények hatasa

Meglepetés
. ., ARTHUR KOESTLER
© Differencialegyenletek

© Alternativ levezetések AI VElJZiF ék

© Sok-sok torténelmi adalék

Europa
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Mitdl elemi? Mit fogunk hasznalni?

Az ‘elemi’ nem azt jelenti, hogy kénnyli megérteni. Az ‘elemi’ azt jelenti,
hogy nagyon kevés elGismeret sziikséges ahhoz, hogy megértsiik, mindéssze
végtelen sok intelligencia kell hozza.

FEYNMAN: A bolygok Nap kériili mozgésa (1964)

@ Alapmiiveletek (~ altalanos iskola)

& Egyszerii geometria (~ kdzépiskola)

b =7 axb="
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@ Egy kis derivalas (~ egyetem 1. félév)
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v" Ha egyszeriinek tiinik, akkor j6!
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Alternativ levezetések Torténeti attekintés

Sokan, sokféle levezetését adtak a Kepler-torvényeknek.

Egy lista (a teljesség igénye nélkiil)

© NEWTON (1687) : geometria + egzisztencia és unicitas tétel
© HERMANN & BERNOULLI (1710) : polédrkoordinatik + fokalis egyenlet
© LAPLACE (1798) : tovabbi mozgasallanddk + fokalis egyenlet

MOoBIUS (1843)

HAMILTON (1845)
MAXWELL (1877)
FEYNMAN (1964)

: hodograf + egzisztencia és unicitas tétel

© vAN HAANDEL & HECKMAN (2009) : geometria + derivalas
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Altalanos témegvonzas torvénye 2-test probléma

Jeldlje 7 a két pontot dsszekdtd vektort
™ — Ty =1
Ekkor az mq-re hatd er6
- Gmime T
F— _#_
r r
Helyezziik az origét a tomegkdzéppontbal
M7 + Moy = 6
Az egyes helyvektorokat 7-rel kifejezve
_. ma _ o mi

T =——r7"T To = —77:’
' my+mo ? my +mso
a teljes energidra (mozgasi + helyzeti)
1 1 Gm1m2 1 k
E=-muv’+-movi————= = Zmp?-2
g UL gl r 2 r

adédik, ahol az alabbi jeloléseket vezettiik be

mimso
m=— k= Gmims.
mi + mo

Tehat a 2-test probléma visszavezetheto egy tomegpont mozgasara!®
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pler Il. térvénye
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Mozgas centraélis er6térben

Az 7 vezérsugar At id6 alatt egy hdromszoget
seper végig, melynek teriiletvektora

1 1
§F(t) x 7t + At) = 5?(2&) x AF(t)

igy a ,terileti sebességvektor”

1, A7 1., |
57"XE—>§7’X’U (At—)O)

Az imént lattuk, hogy ez allandé. Tehat az

-

L =7xmi
impulzusmomentum (perdiilet) is dllandd, a

mozgas az L-re merGleges sikban torténik, és a
bolygd vezérsugara idéegységenként

L
2m
teriiletet surol. Ez Kepler Il. torvénye!

—

Perdiiletmegmaradas

N

P —' T ™ P 7 sz .
Tetszéleges F' = f(7)— centralis erétérben L mozgaséllandé:
r

L=FXxXmi+7xmi=0xmi+7xmd=0+7x f(F)Fr =0
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Energiamegmaradas

Gombszimmetrikus centralis erdtérben

= - . . e s
Egy F = f(r)— gombszimmetrikus centrilis erétérben az
T

E = %va +V(r), ahol V' =—f,

teljes energia is megmaradé mennyiség:

. . 7P -
E=mv-v—f(r)--F=F - ¢—F-9=0

r
, , k _k
A Kepler-probléma esetén f(r) = —— és V(r) = , ahol k& > 0.
Egy bolygd mozgasi energiaja klsebb a helyzetinél, |gy az Osszenergiaja negativ!

LA .
E

k
Tehat a bolygd az origd kdézépponti _E(> 0) sugar( kérén beliil mozog. &

Kerékjarté Szeminarium | 2016. nov. 17. |12 / 28

Kepler-torvények

Gorbe Tamas Ferenc


http://www.staff.u-szeged.hu/~tfgorbe/
http://www.math.u-szeged.hu/Geo/_site/index.php/seminar-blog

Kepler-probléma Geometriai moti

Milyen mozgast végez £?
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Kepler-probléma A T vektor eldallitasa
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Kepler-probléma A t vektor alakja

Az 7 vektor meghosszabbitdsa a —k/E sugar( C korig
k7

F=——_

Er

Mivel L a mozgas sikjara merdleges (és allandd), igy a palya L érint&jére
merdleges
n=pxL

Tehat a t vektor alakja

[=5—2(5—7) ii—
ahol
1 k - 1 1 k
G—ﬁi%:—E<E+;>F@&L):—E<E+—>melL_——<E+—>L2
mig

Tehat
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Kepler-probléma A T vektor mozgasa

Tehat

- I~ —, — k
=417 =0 =|F=7+[F~0 =[50 = -5 >0 éllands

& Kepler |. torvénye

Gorbe Tamas Ferenc Kepler-torvények ékjarto inarium | 2016. nov. 17. |16 / 28


http://www.staff.u-szeged.hu/~tfgorbe/
http://www.math.u-szeged.hu/Geo/_site/index.php/seminar-blog

A  vektor mozgasallando Kepler |. térvénye

Mekkorak az ellipszis tengelyei?
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Mekkorak az ellipszis tengelyei? A t vektor hossza

2m2
1 2k 2k
= T2 <p2L2+k2m2— mr2 2 mr2p2 cos? oz)

1 272 2,2 2,2 ;2

—E22pL+km— r°p°sin® o
1 99 9 o 2km 4
= L — L
E2m?2 (p +km r

2mEL? 4+ k*m?
- Bz
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Mekkorak az ellipszis tengelyei? A kistengely hossza

Pitagorasz-tétel
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A palya periédusideje Kepler Ill. térvénye

Lattuk, hogy az 7 vezérsugar idéegységenként L/(2m) teriilet sirol, igy a T
periddusidé leteltével az ellipszis teljes teriiletét végigsepri

L
%T = mab

4m2m2a?b?®  An’m

T2 = =
12 k
Tehat
@ k1 Gmamgmi+my _ﬁ( +ma)
T2~ 4m2m 47 mamy  Am2 T2

Ha m; egy bolygd tomege, ma = mg pedig a Napé, akkor m; < mg és

a®>  Gmg

~ allandé
T2 472

Kepler Ill. torvénye!
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Tanulsag A megmaradé mennyiségek hasznosak

A levezetésben kulcsszerepet jatszott a ¢ vektor.

I 7 1.

|A] = kmm% = kme

N

o Perdiiletmegmaradas (L = 0) — Kepler Il. torvénye
@ Energia & 1 vektor megmaradésa (E = 0, t = 0) — Kepler |. torvénye
@ — Kepler Ill. torvénye

Hany megmaradé mennyiséget talaltunk? 7
Ebbdl mennyi fiiggetlen? 5

B |A‘|2 — k2m2

A-L=o, -
2m|L|?

A Kepler-probléma egy (szuper)integralhaté rendszer!
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Rejtett szimmetriak A Runge-Lenz vektor eredete

A megmaradasi torvények hatterében a mozgasegyenletek szimmetridja all:
© Térbeli forgatasok — Perdiiletmegmaradas
9 |ddbeli eltoldsok — Energiamegmaradas

@ 7?77 — A Runge-Lenz vektor megmaradasa
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Rejtett szimmetriak Bolygomozgas az s3 geodetikusainak vetiileteként

Tekintsiik az S* C R* egységgdmbét és jeldlje n = (0,0, 0, 1) az északi pdlust.
Sztereografikus projekcié soran S? invarians metrikaja az alabbi alakot &lti

2 (r* +1)%p?
4
T*(S*\ {n}) = {(u,v) € >\ {n} xR* | u v =0},
T*R3 = {(7,p) € R x R?}. Az F(u,v) = v?/2 figgvény Hamiltoni-folyamanak
integralgorbéi az F' = 1/2 szintfeliileten S? fékéreire vetiilnek, amelyeket s
ivhossz szerinti idéparaméterben mérve 27 periddussal jarnak be. Mivel

2F(7,p) — 1
B(rp) = ———"—

)

1
r 2

SIS
S e

igy S* \ {n} geodetikus mozgasit a Kepler-probléma
megoldasaira vetitettik.

= —1/2 energidjd

Szimmetria: S? forgatasai SO(4) — Megmaradé mennyiségek: L, A.
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Utéélet A Kepler-torvények hatasa

©

A Naprendszer bolygdinak mozgasat jol kozeliti. theplanetstoday.com
Vagy mégsem? A Merkdr perihéliuma. < Altalanos relativitdselmélet!

©

RUTHERFORD szérési kisérlete (1909): Az atommag felfedezése!

©

PAULI (1926): A hidrogén atom energiaszintjei!

©

A Kepler-probléma rejtett szimmetridi — Csoportelmélet a fizikaban

©

Kilencedik bolygd?!
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Zarsz6 helyett Elmélet O Kisérlet

Ugy tiinik, hogy az emberi értelemnek el6szér énalléan meg kell konstrualni a
formdkat, mieltt azokat a dolgokban kimutathatnank. Kepler csodalatos
életm(ivébdl kiilénésen szépen felismerhetd, hogy a csupasz empiriabdl nem
virdgozhat ki az ismeret, csak az elgondolt és a megfigyelt Ssszevetésébdl.

EINSTEIN: Kepler haldldnak hdromszazadik évforduldjira (1930)
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