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Ez az el6adas Fodor Ferenccel és Vigh Viktorral k6zos
munka eredménye.
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Fogalmak

Sziikségiink lesz az alabbi két fogalomra.

Definici6 (sav/plank)

Az RY térben egy w szélességii sav alatt két egymassal parhuzamos
és egymastél w tavolsagra lévé hipersik kozotti zart térrészt értjiik.

Definicié (konvex test szélessége)

A K C RY konvex test szélességén a parhuzamos
tamaszhipersikparjai tavolsaganak a minimumat értjik, avagy ezzel
teljesen ekvivalensen a K-t tartalmazé savok szélességének
minimumat.

A\
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Torténeti bevezetd

Az eredeti savfedési probléma (plank problem) Tarski nevéhez
flizédik, aki 1932-ben a kovetkezs sejtést fogalmazta meg:

Sejtés (Tarski, 1932)

Ha egy K C RY konvex testet véges sok savval fediink, akkor a
savok szélességének osszege legalabb akkora, mint K szélessége.

e Tarski maga bebizonyitotta a sejtést, ha K = B?, B3
@ 20 évvel késébb Bang adott bizonyitast az eredeti sejtésre.

@ A problémanak azéta rengeteg valtozata ismert (valaszokkal
vagy anélkiil).
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Bevezetés

o Legyen S? az o kdzépponti egységgdmb az R3 Euklideszi
térben:
S?2={xeR3:d(x,0) =1},

ahol d(-, ) jeldli a szokasos euklideszi tavolsagot az R3 térben.

o Legyen C C S? egy fékér, 0 < w < /2. Ekkor a Z(C, w)-vel
jelolt C fokori w félszélességii zéna (o-ra szimmetrikus
gombov) a C-t8l gombi tavolsag szerint w-nél nem messzebb
lévé pontok halmaza, azaz

Z(C,w) = {x € S§%:ds(x,C) < w},

ahol ds(+, ) jeldli a gdmbi tavolsagot.

e Megjegyezziik, hogy Z(C, w) euklideszi szélessége 2sin w,
kdvetkezésképp Z(C, w) nem mas, mint egy o-ra szimmetrikus
2sin w szélességii euklideszi savnak az S? egységgdmbbel vett
metszete.
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Probléma

A kovetkezs problémat Fejes Toth Laszl6 vetette fel 1973-as
cikkében:

Probléma (Fejes Té6th Laszlo)

Adott n természetes szamhoz keressiik azt a legkisebb w,-t, melyre
igaz, hogy S? lefedhets n darab w, félszélességii zénaval.

o Ez is a Tarski-féle fedési probléma egy valtozata.

o Megjegyezziik, hogy Fejes To6th LaszIé 1973-as cikkében
megfogalmazta még ugyanezt a gombi fedési problémat nem
egyforma szélességii zénakral is, illetve gombi konvex
tartomanyok zénakkal torténs fedésére is.

@ Természetesen a probléma megfogalmazhaté magasabb
dimenziékban is.
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Ismert eredmények

o Fejes Toth Laszl6 eredeti 1973-as cikkében megjelent sejtés
szerint w, = 5, tovabba az optimalis elhelyezésben a zénak
fékorei egy atellenes pontparban metszik egymast, és
egyenletesen helyezkednek el.

@ Rosta Vera 1972-ben bizonyitotta, hogy ws = 7/6 és az
optimalis elhelyezés megegyezik a késébb Fejes Téth Laszlé
altal megfogalmazottal.

@ Linhart 1974-es cikkében az n = 4 esetet bizonyitotta be.

e Trivialis alsé korlat: w, > arcsin(1/n).

o Legjobb tudomasunk szerint ez minden, ami eddig a
problémaval kapcsolatban ismert.
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Gondolatmenetiinkben hasznalni fogjuk a Tammes problémaval
kapcsolatos ismert eredményeket.

Probléma (Tammes)

Milyen nagy lehet az S? egységgombon elhelyezett n pont
paronkénti (gombi) tavolsaganak minimuma? Jeldlje ezt a
maximalis értéket d,,.

Tétel (Fejes Toth Laszls, 1943)

2 n
cot <n_2

51
26 , han>3.

d, < 6, := arccos

A fenti becslés éles az n = 3,4, 6, 12 esetben, illetve az is igaz,
hogy limp_o0 dn/0n = 1.
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Az alabbi tablazat tartalmazza d,, ismert értékeit.

n dn

3| 2n/3 L. Fejes Téth 1943

4 |1.91063 L. Fejes Téth 1943

5 /2 Schiitte, van der Waerden 1951
6 /2 L. Fejes Toth 1943

7 | 1.35908 | Schiitte, van der Waerden 1951
8 | 1.30653 | Schiitte, van der Waerden 1951
9 | 1.23096 | Schiitte, van der Waerden 1951
10 | 1.15448 Danzer 1986

11| 1.10715 Danzer 1986

12 | 1.10715 L. Fejes Té6th 1943

13| 0.99722 Musin, Tarasov 2012

14 | 0.97164 Musin, Tarasov 2015

24 1 0.76255 Robinson 1961
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Robinson (1961) javitott Fejes Téth Laszlo fenti felsé becslésén az
alabbi médon.

e Tegyiik fel, hogy n (gémbi) pont paronkénti tavolsagai mind
legalabb a-val egyenléek, ahol 0 < a < arctan 2.

o Legyen A1(a) az a oldala szabalyos gombharomszog teriilete,
és legyen Aj(a) annak az egyenl8szart gémbharomszognek a
teriilete, amelynek szarai a hosszisaguak és 27w — 4o szoget
zarnak be, ahol « az a oldalt szabalyos gdmbharomszég belss
szoge.

o Jeldlje 4, az
4nAq(a) + (2n — 12)As(a) — 127 =0
egyenlet egyértelmi megoldasat. Ekkor
dn < 85 < 8y

n > 13 esetén (n = 24-re a becslés éles, azaz d, = 5,,).
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Mivel a Robinson-féle felsg korlat nem jol szamolhaté (csak
numerikusan), ezért mi tébbnyire a §,-t hasznaljuk.
Bevezetjiik a kovetkezé jeldlést:

Legyen d := min{n/2,d,}, ha n > 2. Tovabba legyen

oy =

dy ha3<n<14vagy n=24,
0, kilonben.
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Legfébb eredményiink egy explicit alsé korlat wy,-re, amit a
kovetkez8 médon ériink el:

o Tekintsiink két w félszélességii z6nat, melyek f6korei v szdget
zarnak be.

o Feltessziik, hogy 2w < av < 71/2, azaz a metszetiik két
egybevagé diszjunkt rombusz-szer( tartomany, melyeket
egyforma sugarti (nem geodetikus) kis korivek hatarolnak.

o Legyen F(w,a) egy ilyen "rombusz" teriilete.
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Tétel (Gauss-Bonnet)

Legyen D C F megengedett tartomany az JF iranyithato feliileten.

Ekkor
rkdF +% kods + ) «; =2,
SN )

ahol 1 a Gauss-gérbiilet, rg a OD i-edik toréspontjanal léve
torésszog.

e A Gauss-Bonnet-formulaval kiszamoljuk F(w, «)-t. Ehhez ki
kell szamolnunk a hatarol6 gorbe el6jeles geodetikus
gorbiiletét, a 4 (egyenl6 hosszd) iv hosszat, illetve a
toréspontokban a torésszoget.

@ A torésszog a leghosszadalmasabb ezek koéziil, de mindharom
elemi médszereket igényel csupan némi trigonometriaval.
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A Gauss-Bonnet-formula a mi esetiinkben a kovetkezére
egyszer(isddik (kg = —tan w figyelembe vételével):

4
F(w,a) =21+ 4tanw - [(w,a) — Zcp,-(w,oz)
i=1

Lemma (1. lemma: F(w,a) értéke)

Legyen 0 < w < w /4, illetve 2w < o < /2. Ekkor F(w, «) a-ban
monoton csékken, w-ben né, értéke pedig

F(w,o) =21+
. . 1 — coswo . . 1+ cosw
+ 4sinwarcsin (| —— | +4sinwarcsin | ———
cot wsin « cot wsin «
cosa — sin® w —cosa — sin®w
— 2 arccos — | = 2 arccos g .
Cos® W Ccos® W
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@ A w-ben valé monotonitas trivialis, hisz rogzitett o esetén a
nagyobb félszélességii z6nak metszeteként el8allé6 rombusz
tartalmazza a kisebbet.

@ Az a-ban valé monotonitashoz két rombusz, egy F(w, a),
illetve egy F(w,a + ¢) teriiletii kiilonbségeinek teriiletét
hasonlitjuk dssze (a két rombusz két generalé f6kore koziil az
egyik egybeesik)
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o Adott Zy,...,Z, optimalis fedés. A zénak fékorei kdzt van
kettd, melyeknek a bezart szége minimalis (legfeljebb d2,) a
korabban targyaltak alpjan.

@ A kett6 koziil az egyiket eldobjuk. Ennek hozzajarulasa a
fedéshez legfeljebb a teriilete minusz kett&jilk metszetének a
teriilete, azaz f(w,a) := 2w sinw — 2F(w, a).

o Ezt folytatva a kapott kontribiciékat 6sszegezve legalabb a
goémb felszinét kell hogy kapjuk:

G(w,n) =4msinw + ) f(w,d5,) > 4m,
i=2

Mindezek ismeretében mar ki tudjuk mondani 8 tételiinket.
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Tétel (Fodor, Vigh, Z.)

n > 3 esetén jelélie w) a G(w, n) = 4w egyenlet egyetlen
megoldasat a [0, 03,/2] intervallumon. Ekkor w; < w,.

A tétel bizonyitasahoz el6szor be kell latnunk, hogy a G(w, n) = 4n
egyenletnek valéban létezik megoldasa, és a targyalt intervallumon
ez a megoldas egyértelm( is. Ez az alabbi két lemmabdl kdvetkezik:

Lemma (2. lemma)

Minden n > 3 egész szam esetén cos 5~ > cos 4‘3/,3:” > €0S 0y,

Lemma (3. lemma)

n > 3 egész esetén G(w, n) monoton n6é w-ben, G(0,n) =0 és
G(65,,n) > 4r
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A {6 tétel bizonyitasa

o Legyen {Zj(w,, C;)|i=1,...,n} egy (w-re nézve) minimalis
gombfedés, p; a C; egyik pélusa, ppri = —p;.

o Létezik p;;, pj,, hogy e két pont tavolsaga a legkisebb
(L # j1 £ n).

@ Zj azon része, melyet semelyik masik zéna nem fed, legfeljebb
f(w,03,). (a 2. lemma biztositja, hogy Zj, N Zj, valéban két
rombusz uniéja)

e Eldobjuk Z; -et és folytatjuk az eljarast.

@ Vegyiik észre, hogy az utolsé lépésben Z; mar teljes teriilettel
jarul hozza.

o Ezeket a teriileteket Gsszeadva éppen G(w, n)-t kapjuk.

e A 3. lemma miatt G(w;, n) = 4, tovabba G monoton ng
w-ben. Masrészt mivel Z;-k fedést alkottak, ezért
G(w,n) > 4r, azaz w;; < wp.
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abra : A kék pottydk a kiszamolt alsé korlatok (w)r), a sargak pedig a
feltételezett optimumok (és egyben felss korlatok)
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Koszoném a figyelmet!
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