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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Egy elemi észrevétel

Legyen E egy val6s belsészorzat tér, melyen a norma: |- |. Tegyik
fel, hogy 2 < d < dim E. Rogzitsiink le egy d + 1 pontbdl allé affin
fliggetelen pontrendszert: po, p1,...pg € E. Ekkor a kdvetkezé
igaz:

x1,x2 € Conv (po, p1, . . . pd)
& — X1 = X2.

‘Xl_pj‘:‘)Q_pj‘ (_]:0,1,d)
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Egy természetesen ad6do, de nem trivialis probléma

Legyen X egy val6s normalt tér a || - || normaval. Tegyiik fel, hogy
2 <d < dim X. Mikor igaz az, hogy barmely d + 1 pontbdl allé
affin fiiggetelen py, p1,...pg € X pontrendszer esetén igaz az
alabbi implikacié:

x1,x2 € Conv (po, pt, - . . pd)
& — X1 :Xz?

Ixi = pjll =X —pjll (=0,1,...d)
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

A rezolvens halmaz

Azt mondjuk, hogy a P C X halmaz rezolvalja az S C X halmazt,
ha a kovetkezd teljesiil:

x1,x €S
& — X1 = X2.
[xi = pll =[x —pll (PEP)

@ 1953: Blumenthal vizsgaja ezt a fogalmat metrikus tereken.

@ 1975: a grafelmélészek elkezdik hasznalni ezt a fogalmat
grafokon.

o Késébb: alkalmazzik ezt a fogalmat a robotikaban,
informatikaban, kémiaban és biol6giaban.

e Matematikaban: ez a fogalom természetesen jon el§ akkor, ha
metrikus terek (sziirjektiv) izometridit akarjuk leirni.

o Kvantummechanikaban fontos operator osztalyok izometriait le

lehet igy irni.
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Az el6z6 probléma atfoglamazasa

Jellemezziik azon valds, legalabb d-dimenzids normalt tereket,
melyekre teljesiil, hogy barmely d 4+ 1 pontbdl all6 affin fiiggetelen
Po, P1,- .- Pd € X pontrendszer esetén {pg, p1,...pq} rezolvalja
Conv (po, p1, - - - Pd)-€t!

Az ilyen tereket fogjuk (SRSd) tereknek hivni.
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Ami egy (SRS2)/(SRS3) térben NEM térténhet meg

NEM (SRS2) NEM (SRS3)



Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Felmeruld kérdések

o Ugyanazok-e az (SRSd) terek és az (SRSd’) terek minden
d,d > 2 esetén?
o Mi térténik, ha konvex burok helyett affin burkot vesziink?

@ Komplex normalt tereken mi a jellemzése ezeknek a tereknek?
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Elég hamar kijon az (SRS2) jellemzése

Geometriai megfontolasokkal kb. egy hét alatt jottem ra a
kovetkez§ jellemzésre:

Egy valés, legalabb két dimenziés X normalt tér pontosan akkor
teljesiti az (SRS2) tulajdonsagot, ha a norma szigorian konvex.

Az ember azt érzi, hogy hasonldan, ugyanennek kellene lennie a
jellemzésnek nagyobb d-ék esetén.
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Elég hamar kijon az (SRS2) jellemzése

Geometriai megfontolasokkal kb. egy hét alatt jottem ra a
kovetkez§ jellemzésre:

Egy valés, legalabb két dimenziés X normalt tér pontosan akkor
teljesiti az (SRS2) tulajdonsagot, ha a norma szigorian konvex.

Az ember azt érzi, hogy hasonldan, ugyanennek kellene lennie a
jellemzésnek nagyobb d-ék esetén.

EZ AZONBAN NAGYON NEM IGY VAN!
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

A probléma egy hasznos atfogalmazasa

Két kiilonb6z8 x1,x» € X ponthoz tartozé biszektort a
kovetkezéképp definialjuk:

B(xi,x) ={ze X:||x1—z|| = || — 2| }.

Eszrevétel
Egy X normalt térnek (dim X > d) megvan az (SRSd) tulajdonsiga

—

tetszbleges x1,xp € X, x1 # xo esetén a B(x1, x2) biszektor NEM
tartalmaz olyan d + 1 affin fiiggetlen pontbdl allé rendszert,
melynek konvex burkdban benne van x; és xo.

Tehat azt kell vizsgalnunk, hogy a biszektorok hogy viselkednek.
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Biszektorok 2 dimenziéban

Kénnyen lathatd, hogy minden (SRS2) tér automatikusan szigorian
konvex kell legyen.

Feltessziik, hogy X szigoriian konvex tér.
Allitas
Jelélje S az egységkorvanalat, s legyen p és —p € S az a két

egyértelmiien meghatarozott pont, ahol van x; — xo irdnyi
tamaszegyenes. Ekkor

@ B(x1, x2)-6t szigorian kézrefogjak az xi és xp-6n atmend,
p-vel parhuzamos egyenesek,

e minden x1 — xp irdnyii egyenes pontosan egyszer metszi
B(Xl,XQ)—ét.
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Mivel a biszektor a szigorian konvex esetben igy viselkedik,

Conv (B(x1,x2)) C (a két egyenes kozti nyilt tartomany)

(a két egyenes kozti nyilt tartomany) ﬂ{X]_,XQ} = (),

ezért kapjuk a mar emlitett allitast:

Egy valés, legalabb két dimenziés X normalt tér pontosan akkor
teljesiti az (SRS2) tulajdonsagot, ha a norma szigorian konvex.
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Biszektorok d dimenziéban (d > 2)

Viszonylag kénnyen adédik, hogy minden (SRSd) tér
automatikusan szigorian konvex kell legyen (d > 2).

A biszektorokat két-dimenzids szeletek egyessitéseként kapjuk meg:
Tekintsiink egy olyan d — 1 dimenziés M aleret, melyre
x1 — xo ¢ M teljesiil. Ekkor

B(x1,x) = U (B(Xl,Xz) N Aff(x1, x2, x1 + v))
veSNM

Legyen p, és —p, € SN Aff(x1, x2, v) az a két, egyértelmiien
meghatarozott vektor/pont, ahol van az S-nek olyan
tamaszhipersikja, mely tartalmaz x; — xp-vel parhuzamos egyenest.
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Jeldlje B a zart egységgdmbit

Tétel
Legyen d > 3. Ekkor:
a tér (SRSd ) tér

—

tetszdlegesen valasztott két kiilbnb6z6 x1, xp pontok esetén az
elébb emlitett p, vektorok egy hipersikra esnek,

—
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Jeldlje B a zart egységgdmbit

Tétel
Legyen d > 3. Ekkor:
a tér (SRSd ) tér

—

tetszdlegesen valasztott két kiilbnb6z6 x1, xp pontok esetén az
elébb emlitett p, vektorok egy hipersikra esnek,

—

minden Q0 # u vektor esetén létezik egy H hipersik, mellyel az
Uter(H N B) + (t - u) cilinder tartalmazza B.
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

A 18 tétel

Ez ut6bbi Blaschke karakterizaci6ja az ellipszoidokra (legalabb 3
dimenzi6 esetén). Ezért kapjuk, hogy:
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

A 18 tétel

Ez ut6bbi Blaschke karakterizaci6ja az ellipszoidokra (legalabb 3
dimenzi6 esetén). Ezért kapjuk, hogy:

Tétel
Legyen d > 3. Ekkor:
a tér (SRSd ) tér

belsészorzat tér.
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Konvex geometriai atfogalmazasok

Tétel

Legyen m > 2, K egy konvex, kompakt halmaz R™-ben, melynek
az origo belsé pontja és K = —K. Ekkor:

barmely A1, Az € (0,00) szdmok és vi, v, € R™ lineérisan fiiggetlen
vektorok esetén a

Conv (0, V1,V2) N (8K) N (V1 + M\ -6K) N (V2 +)\2-8K)

metszet elemszédma < 1,

a K test szigorian konvex.
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Konvex geometriai atfogalmazasok (folyt.)

Tétel

Legyen m > d > 3, K egy konvex, kompakt halmaz R™-ben,
melynek az origé belsé pontja és K = —K. Ekkor:

tetszéleges A1, ... \g € (0,00) szdmok és vy, ...vqy € R™ linedrisan
fiiggetlen vektorok esetén a

Conv (0, v, . .. vg) N (9K) N (m;.’:l(vj A aK))

metszet legfeljebb 1 elemd,

a K test ellipszoid.
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Kérdés: Mi torténik a fenti jellemzésekkel, ha a central
szimmetrikussagot nem tessziik fel?
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Konvex kombinacié helyett affin kombinacié?

Kovetkezmény (G. K. Kalisch and E. G. Straus C)

Legyen X valés normalt tér, melynek dimenzidja legalabb d > 2.
Ekkor:

barmley d + 1 affin fiiggetlen pont rezolvélja az affin burkukat

—

a norma bels6észorzatbél szarmazik
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Komplex normalt terek

Legyen X egy komplex normalt tér. Ekkor:
X egy (SRS2) tér < szigorian konvex.

Ok: A szigor konvexitas egy "valds tulajdonsag”.
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Meghataroznak-e egy szimplexben fekvS pontot a csiicsoktdl mért tavolsagok?

Komplex normalt terek

Legyen X egy komplex normalt tér. Ekkor:
X egy (SRS2) tér < szigorian konvex.

Ok: A szigor konvexitas egy "valds tulajdonsag”.

Legyen d > 3, X pedig egy komplex normalt tér. Ekkor:
a tér (SRSd) tér <= belsdszorzat tér.

Ok: A von Neumann-Jordan tétel miatt egy komplex normalt tér
pontosan akkor bels@szorzat tér, ha valés normalt térként tekintve
belsészorzat tér.
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Koszonom a Figyelmet!



