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RACSGEOMETRIA
I. Eiméleti dsszefoglalé
A geomctridnak ¢z a hatirteriflete résvben a szamclmdcleti tételek  és
Bssveliggdsck geometriai jellemzdsét adja, résvben pedig geomctriai jellegll idteleket
vizsgdl szamelméleli dfon. A geometria szemiéielessége sok cscthen ad Ofletet a

szamelmeéleti kérdések megoldasihor.

I/i. A négyzetrics. A szimclmélet és a geomelria dsszekaposolasanak
kozviillen modszerét a koordindtageomeliria szolgaliatja. Azok a pontok, amelyeknek a
koordindlai cgv sikbeli koordindta-rendszerben cgész szamok, a rdespomiok, a
ricspontok Osszessége a négyzetrics. A ndgyzetoldalak ket, epymasra merbleges
eovenesekbdl dll0 egveneshalmazt alkotnak, ezek az egyencsek a wacs foegpenesel, A
koordinata-rendszer i &s j alapvektoral cgy-cey egyséendpyzetel [esuzilenck ki, ennck
eltoldsival kapjuk az elemi rdesnégyreteker, ezek cshesai racspontok.

A récspontok helyvektorai xi + 3 — v alakban dllnak eld, ahol x &s 3 epész
szamok. Az AB seakasyt racsszakasznak mondjuk, ha A4 és B racspontok. Egy v

racsvekior, ha koordinatai egészek.

A néovzetracs alapveld tulajdonsagcai:

A) A récsszakaszok kovoi van legrévidebb hosszosdgh (onnck hosszit

cgyscgnyimek valaszijuk).



B) A récsot valamely racspont koriil 90°-kal ellorgatva 4 rics dnmagaba megy
at, azaz minden racspont 90°-os clforgatottja is racspont.

C) A rics egy totszoleges racsvektorral cltolva dnmagaba megy it

D) A rhosot egy ftetszdleges rdcsszakasz felezOpontjara tilkrézve a racs
snimagiba megy at

E) A racsnak cey korlatos alakzaton belill csak véees sok pontja lehei, hiszen a
racspontok koordinatai is av. cgdsz szamok egy korlatos, tehil véges halmazabdl valok.

¥} A racs onmaganak egy részhalmazaba megy &t ha egy racsponthdl egész

sZamszorosira nagyiljuk.

1/2, Foyenlé oldalii racssokszogek. A ricssokszog cslicsal racspomiok. A
récssokszogek szdmos érdekes geometrian | ill szamelméleti jelleofi tulajdonsiggal
rendelkernck. Mindenckeldit bizonyos lipusa racssokszdgek Iiezését virsgiljuk meg.

Tétel: Az egvenld oldulii rdessokszog oldalszéma paros.

Eoyezerfibh cey ennél altalénosabb tétell bizonyitam: az emenld oldal zart
roretivonal oldalszama pdros, ha cskosal rdcspontok.

Bizomyitds: Legyenck az n-oldali zarl (orottvonal valamilyen koriiljéris szerint
ranyitou oldatvekloral rendrc vi, ¥, ., Vay Vi koordinatdr, (x, y,) epdszek, uszen v

tacsvektor. Felidteliink svorint

V]_ + \J‘z + e + v“= 0?

vi—vi=_. —vi=a’



Ezck kivetkezménye

(1) XX o tx0 &l =0,
7 7 _ 2 2 — 2 T2
(2} X by Sx; Ty Tx Ty, d

Az & coész, és mivel két négyzetszam Ossvege, 45 4k + 1 vagy
4k + 2 alakid. A7 o csak akkor 4k + 1 alakd, ha x? és v* kozill az egyik paros, a
masik paratlan, az (1) miatt az xrk & az vk kivon is szitksogképpen paros sZzamu
paratlannak kell lennie, kilénben Gss7eptik nem lenne paros, ezért az x-K &s vk kbzot
is fssvesen paros szamG a paratlap. A (2)-ben minden négvzetdsszeghen pontosan cgy
naratlan van, tehat a négyzetisszegek szdma, azaz », paros.

Ha o 4k + 2 alak, akkor (2)-ben minden négyzetdsszegben két paratlan szam
3ll, ezért valamennyi x; paratlan, tehat dss7egk csak akkor lehet paros, ha » paros.

Ha o 4k alak, akkor a (2)-ben a nigyzetbsszegel mindentitt ket paros szam
Allitja el6, ezért a Gsszes x; &5 Y paros. Vilassvzuk K az xrk és yek egylites halmazabol
aat, amelyik 2-neck logalacsonyabb hatvanyaval oszthald, mondjuk 2emel, &s
kicsinyitsitk le a racssokszéget az origobdl 27-ed részore; igy minden sokszOgeslics
ismét racspontba keriil, de a koordinatdik kozét mir lesz paratlan, igy az l6z0 ket eset

valamelyike all majd cl8, ami azt jelenti, hogy az oldalszam cbben az eseiben 18 paros.



A (élel kovetkezménye, hogy miney pdratlan oldabi ssabdiyos rdossokszog,
vagy mds megfogalmazisban: egy rdcspontbdl kitndulva, és mindig ugyernakicors
tiwolsagit récspontha lépve, cyak pdros szamu ldpés utdn juthatunk vissza @
kifnduldsi ponthba.

A kovetkezmény két covszerii alkalmazasa:

1.. a sakktiblan a huszar csak paros szamd 1épésscl md visszajutnt a kiinduldst
mezore

2., ha példaul 35 ember il 8t sorban &s hét osdopban clhelyezelt székeken,
akkor nom tiltethetdk 4t Goy az cmberck, hogy mindegyikik a kordbbi székének a
kozvellen szomszédjara @ljon (szomszSd egy szék akkor, ha cgy masik szek mellett
kéizvelleniil jobbra vagy balra, avagy cldtte vagy mégotte van)

Megjegyzés: Természeleson a székek szimara eléy annvi kikdtest tenni, hogy
az pavatlan legyen, a sorok ¢s c:szlopok. szAmanak szorzata pedig éppen a székek

szamaval cgyezzek meg.

Visszaléve a szabalyos racssokszogek Itevésének kerddscre, megmulatjul,
hogy:

Téiek: Rivsnégyzeten hivil nincs mds szabdlyvos racssokszog,

Rizonyitas: Paratlan oldalszamokra mar megmutatiuk ennek igaz voltat, ebbdt
kvetkezik, hogy ha n-nek van paratlan oszidja, akkor nem létezik r-oldalt szabalyos
soksziig: legyen ugyanis p az s-nek egy paratlan osztdja, akkor a sokszig minden »/p-
edik csicsdt véve, p-oldall smb:;llyos sokszdgct kapnank, ami lehetetlen. Ezért a mar

bizonyitott tétel eleve kizarja pl. a svabilyos racshatszog (2x3) vagy a srabalyos

racstivsziy (2x5) [étcadsét,



Nagyon egyszerfien bizonyithatjuk azonban kdzvetleniil is, hogy nincs
sZabalyos racs-n-szdg, ha n# 4. (Bizonvitdsunk az n» = 3, n = G eselre nem
alkalmazhatd.) Tegyitk fel ugyanis, hogy van egy szabilyos n-oldal ricssokszogink.
Tikriizritk ennek minden csticsdt a két sromszédos costicsot Ssszekdld  atlo

felezdpontjara (1. abra).

1. abra

A racsok D) alaplulajdonsdga miatt a kapott pontok is racspontol, s6t
szabalyos racs-m-szdget alkotnak, mivel az credeti szabilyos sokszOg kdzEppontja koriil
360%n szogeel elforgatva ezek egymasba mennck 4l Az adotl sokszOgin belill ezért
létezik djabb # racspont, az czek alkolia sokszOgin belid ismét », s ioy tovabb: azt
kapjuk tehat, hogy a sokszdedn belidl fetszoleges sok racspont Iétezik, ami elientmond a
racsok k) alaptulajdonsaganak.

Bizonyitisunk nem alkabmazhate az 7 = 3, 4, 6 cscibon. Ha ugyanis
n =3, a tukrozésscl kapott harom pont az credetl haromsz0gon kivid van, (¢hat nem

Jutunk clentinondasra; n = 4 esetben hasonld a helyzet, mert a titkréz6ssel kapott

"ponitevartas nem folvtathato”.
Ha bebizonyitjuk, hogy nincs szabalyos racshiromszig, akkor, mint fentebb

megmutatuk, szabalyos racshalszig sem lehetséges, ezért most az utébbi hizonyitas



némi modositasaval ellentmondasra jutunk a szabalyos racsharomszOg l[elletelozent
Iétezéscbol ix.
Teoviik fel uevanis, hogy van egy A4BC  szabdlyos rdcsharomszog

(2. abra).

2. abra

Az 4 cstwesol B kérill 90°-kal elforpatva egy 5’ racsponthoz jutunk (8’ legyen
AB-nck C-vel epyezd oldalin), a2z A4 pontot a CB' racsvektorral cliolva olyan <
vhcsponthoz  jutunk, amely ABC helscjéhen van, rajta van a C-n dimend
szimmetriaiengelven, ott nemn esik ABC kdzéppontiaba. Hasonléan szerkesshetiink 4y,
By racspontokat az 4-hoz, il ﬁwhez tarloz0 sAammetriatengelyeken s, és ezck
szabilyos racshiromszégoet alkotnak, hiszen 4BC kozéppontja koridl  120°-kal
elforgatva egymasha memmek at. 1,5, -re megismételve az el0bbi szerkesz1dst 14,5,Cy
belsejében is kapunk cgy djabb szabalyos racsharomsedget, és. igy tovabb; ismdél

eHentmondasra jutunk a racsok I} alaptulajdonsagaval.



/3. A rdcssokszogek tleriilele. A rdcssokszig lerilele egyszerdbb esetben
rendsyerint nagyon kdnnyen meghatarozhato, mert csak azt kell megszamolnunk, liény
clemi ricsnégyzelet larlalmaz. Meglepd azonban, hogy barmilyen bonyolult
racssokszig terilete is csupan attol figg, hogy hany racsponiol larlabmaz a haldran,
illetve a beisejében. Ennck bizonyilasihoz eloszir az iires racsharomszogek terifletet
vizsgaljuk meg.

Loy racsharomsziget dresnel nevezink, ha a csicsokon kivill sem a hataran,
sem a belsciéhen nem tartalmaz racspontot. Eloszor megmutatjuk, hogy:

Tétel: minden rdossokszoy felbonthaic fires rdcshdromszogeke.

Bizomyitas: Mivel minden sokszie folbonthato atlokkal haromszdgockre, tehat
racsharomszbockre, czért clependd belatni, hooy minden haromszdg szétvighald lres
racsharomsyOgekre. A szétvigdsra konkaét eljirdst adhatonk meg. IIa van a
hiromsz0gnek belsd racspontja, ozt kosslik dssze a cvlicsokkal, ezaltal olvan harom
racsharomszoect kapunk, amelyekben a belsd racspontok szima kiscbb az credetingl,
Folytassuk ezt az eljarisunkat az O résvhiromszigekre, a racsok E) alaptulajdonsdga
rmuatt véges sok lépés utdn elfogynak a belsd racspontok, a [closytds haromszdgemek
maost mar leg{eljebb a hatardn van racspont.

Ila egy haromszignek csak a hataran van rdcspont, kissik Ossze az egytk
oldalon levh belsd racspontokat a szemkozti csticsokkal. Az Wjonnan kapott
haromszéeek kizill legleljebb a két s281sb rartalmazhat  leefeliebb cgyik oldalin —
belsé racspontokat, ezekre az eldvd modszert alkalmazva mdr a teljes hiromszog lires
racsharomszogre bomlik.

Egy racesokszdeet altalaban  tébbicle modon  vaghalunk szt Gres

racsharomszdgckre; éppen ezért meglepd, hogy:



Tétel: epy rdessokszog dires rdcshdromszigekre valo felbontésdndd a
haromszigek szama figgetlen a felbontds modidtol.

Bizonvitas: Legven ugyamis az s-oldalt racssokszogben a belad racspontok
azama b, a hataran levok szama pedig (a ceticsokat i3 beleértvey A, Tegyik fel, hogy a
sokszOaet N lires rcsharomszdere bontottuk fel. Az dsszes fives racsharomszog szdgei
eoviittesen &V - 180%-ot tesznek ki, [z dsszetevodik a sokszOg szdpeinek dsszepébil [{(n
— 23 - 180°], a belsd pontok kériili szdeckbdl (b - 360%) éx az oldalak belsd pontjaiban

felléps 180°-08 szOmekbdl [(A — &) - TROY] (3. abra),

tehat

N - 180° — (1 — 2)180° | b+ 360° + (h — n)180°,
ALAE
3) N=2h+h-2,

N tchat valoban czak 5-i01 és A-iol flige.
Lz az eredménvink modot ad a rdcssokszégek teriiletének  egyszeril

meghatarozasara, ha megmutatjuk, hogy:



- ) . E 2 1
Yetel: minden dires racshiromszon teriilete 5 ~ctel egyenld,

Bizomyitas: Foglaljunk ugyanis cgy lofszileges fires racsharomszioet egy
6egyenesekkel hatarolt téglalapba gy, hogy a hiromszdgnek legalibb két cxticsa a

téglalap hatirin logyen (4. dbra).

Ha a tégfalapbo] levagunk néhany olvan dercksz0g( haromszéget, amelyeknek
befogdi  foegyenesen  vannak, tchat cglsz a4 hosszuk, maradékul az tires
racsharomszdget kapjuk. Mivel pedig a tglalap toriilcle egése, a derékszogl
haromszdgeke 1s cgdsz vagy cgcsz szam fele, exért az tres rdcshiaromszig teritlete is

cgds7 vagy cgdsz szam fele; ebbOl kovetkezik, hogy az tres racsharomszog (eriilete

1
legalabb — |
cgalabb —

<

Osszuk most fel a7 eldbn dglalapot tires racshiromszdgekre elfszar figy, hogy
az adoft tircs racsharomszig is résve legyen a felbontisnak, s logven az ires
racshiromszdpek szdma N, Majd viguk s#8t ires egvenld szard derékszogll

racsharomszOgekre (az clemi racsnégyzetek felére), a (3) szerint czek szama is N, tchat

. . N " . o : N
a teglalap ferilele 5 Akkor az elsG felbontasban is minden hiromszdgnek

i

B3| =

19



teriiletiinek kell lennie, mivelhogy a téglalap teriilete N - %, ha lenne az N hiromszig

1 1] )
kéiziitt 3 -nél nagyobb tertiletd, akkor kellene lenmic ;-nél Kisebb tertfcidinek is, ami

£ L

¢lobbi eredmeényiink szevint lehetetlen .

Most mar megallapithatjuk, hogy:
Tétel: ha a racssokszig belsé racspomijainak szama b, hatiran pedig h

szami racspont van, akkor teriilete
(4) t=b 11

hiszen (3) szenmt 26 2 + /4 dires rdcsharomszdere bonthatd fel, és mindegyik

, . . 11
hiaromszog terilete

Eredményiink néhany egyszeril kvetkezmdényét adjuk most meg.

Tétel: Ha egv racshdromszognek a hatdrdan nincs rdcspont és belsejében csalk
egy van, akkor ez a hdromszag sulyponija.

Bizomyviids: Ennck belatasara tegyitk [el, hogy AR a syoban forgo
racsharomsyGg, €s cgyetlien belsé rdcspontja 5. Az 485, BCS, (A4S lres

! :
racsharomszoeek, tehat mindegyikik leritete 5 €s ¢z harmada az egész haromszog

teriiletének, ennck kivetkeziében az 4RS-nek az S-hez larlozd magassaga harmada az

#



ABC racsharomszop C-hez tartozd magassiganak, s igy az S-on at AB-vel hiizott
parhuzamos atmegy az 4BC racsharomszdg stlypontjan. Iizek szerint 5 olvan poni,
amclyen 4t barmelyik haromszdgoldallal hizott parhuzamos atmegy a stlvponton, ez
avonban csak Ogy lehetséees, ha maga & a salypondt.

A (H-nck coyszerl kivetkerménye, hogy egy rdcssokszog teriilete akhor és
evakis wkkor egész, ha hataran pdaros szdmu raespont van. Peldau, ha cgy
racsharomsz6g loritlele cgdez, akkor lepaldbb az egyik oldalin kell lennic belsd
racspontnak.

Az sires racsparalelogramma ferifere 1, mivel Két Gires racsharomszOghdl afl,
& megtorditva: ha egy fres riacshiromszopet ceyik oldalanak  lelexdponljaira
tlikrdzink, akkor tires racsparalelogrammat kapunk. A {4)-bdl természetesen adodik,

hogy minden rdcssoksziy teriiletének kétszerese egdsz szdam.

I/4. Sikbeli tartomanyok racspontjai. Mar cddigi dsszefiigeéseink kozott 18
tobb olyan volt, amely egy tartomany toriilete &s ricspontjal kdzotl lélesit kaposolatot.
Ebben a témakérben eovik legnevezelosebh - Eéppen szdmelméleti alkalmazdsai miatt

— a Minkowskitol szarmazo tétel:

Ha egy origora szimmetrikus T konvex lartomdny lerilete nagyobh 4-nel,
akkor tartaimaz az origon kivill is rdcspontot.

Bizonvitds: Osszuk fel a négyzctrdcsotazx =1, x = -1, x -3, x= 3, x=5,x
5 Ldsary=1v--Ly=3 y=-3,y7 5~ -5 .. egvencsckkel 2 = Z-¢s

négyzetekre (5. dbra),

iz



és valasszuk ki azokat, amelyek tartalmaznak pontot 7-b61. Toljuk ezeket ri az
ongot tarlalmazd kizépsG négyeetre. Mivel [ teriilete nasyobb 4-nél, a kizépst
négyzethen keaz olyan teriletrdsz, amely legalabb kélszeresen lesz fedve, valasszunk ki

gzZen egv origotol killdnbdzd P pondot, és legven P helvvektora a (6. abra).

ty

f. abra

Toljuk most vissza a néoyzeteket P-vel &8 az a wektorral egyviltt eredsti
helyzetiikbe. A P-t tartalmazo kel néayzel kozil az cgyik kézcppontianak helyvekiora
leoven b, a masiké ¢; mind b, mind ¢ koordinatai paros szaimok. A visszatolt / pont
helyzetei leoyvenck £; €8 £, helyvektoraik b+a ¢s c+ra. 7 kézéppontos szinunetriaja

mmiatt Pp-niek O-ra vonatkozo titkorképe, &, is #~ben van, ¢s helyvektora ¢ a. A PP,

A



szakasz F felevpontja T konvex volta miatt benne van 7-ben; F helyvektora, b—¢/2
rdcsveklor, mert b és ¢ koordindtdi pavosak, F tehdt racspont; F ncm azonos az

origdval, mert b ¢, s igy allitasunkat bizonyitottuk (7. 4bra, a ¢ ezen 0).

Némileg hasonlé tartalmnt Blichfeldt tétele:

Ha egy silbeli T tar‘tr:rmcénj* fertifefe nagyvobb, mint n (pozitiy egész), akfor
eftolhate ugy, hogy n + 1 rdespontof o belsejében taricdmazzon,

A bizonyilasnal ax eloz6hdz hasonld gondolatmenetet hasznalunk. Az Gsszes
oflvan clemi ricsnégyzetet, amclyben van  pontja  T-nck, a henne &G
tartomanyrészekkel egyiitt toljuk ¢l az origot és az (1, 1) pontot atcllenes csticsokként
lartalmazd racsnégyzetbe. Mivel 77 ferbilete #-ndl nagyobb, sz olvan belsd 2 pont
cbben az clemd négyzetben, amelyet legalabb » + 1 dsszetolt tartomanyrész tartalmaz.
Legyen ennek helyvektora a. Toljuk most vissza az clomi négyzetcket crodeti
helyvzetiikbe, Tegyenek ennck a visszatoldsnak a vektorai py, py, ., Pan rdcsvektorok. A
P pont megfeleldinek visszatolljoi a py+a, pzta, ..., py'a helyvektori pontokba
kertilnck, czck a pontok mind belsd pontjat 7-nek. Toljuk most el 2 7+t a -a
vektorral, az clobbi belsé pontok elloltjainak helvvektorai rendre py, po, ... Po lesinek,
tehat ridcspontol; 7 ebben a helyzetében ezért fartalmaz legalabb 2 + 1 racspontot (&.

abra).

A
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8. dbra

Tobb racspont tartalimazasat aitalaban mar nem tudjuk biztositani, ngvamns gy
ceyséenégyzet coyik oldaldt izen kis szakasszal eltolva olyvan, 1-nél nagvobb feriiletii
tartornanyt kapunk, amely belsgjében legfeliebb 2 rdcspontot tartalmazhat.

Azonban igaz a kovetkezd:

Télel: Ha egy tartomdny teriilete [-nél hisebb, eltolhuto ugy, hogy ne
tariaimazzon belsejében rdesponitor.

Bizonyitds: Foplaljuk be ugyanis 7+t egy, a racs {Gvonalm allal hatarolt 7w
n-gs N racsnégyretbe, &s jelohuk N -sal azt a tartomdnyt, amelyet N-bdl ' kivagasival
nyeriink. A teriilete nagyobb, mint #° — 1, ezért az el678 tétcliink szorint chtolhatd Ggy,
hogy helscjéhen #° racspuntot tartalmazzon. Egy n = s-es négyzet, amclynck oldalat a
vics fOvonalaival parhuzamosak, nem tartalmazhat »*-nél tébb racspontol, mert a
néevzet minden oldalat leglelichh = fOcgyenes metszheti, €8 czek legfeljebb "
racspontot hozhainak létre, Az ¢ltolt N tehat ° rhcspontot tartalmaz, tehit a négvzet

hatarin beliil az dss7es racspontot, 7 eltoltjaban ezért nem lehet racspont.

A5



I/5. Racspontok az cgyenesen. Egy fefszdleges rdcsponton dtmend agyenesen
vagy csak egyetlen racspont van, vagy végtelen sok.

Ha ugvanis egy egyenes iranytangense irracionalis, az v = mx egyenletet csak a

{0, 0y ongo elégiti ki. Ha viszont m raciondlis, mondjuk £ alakn, aklor y = 2 , &8
q q

ezért végtelen sok racsponton megy at, mivel az dsszes (kg, Ap) alakd racsponiol
tartalmazza, ahol 4 tetszblepes epész szam. Az origon atmend egyvenescket egyszerlisés
kedvéért irracionalis, ill. racionalis egyvencseknek fogjuk nevezni aszernt, hogy
irdnytangensiik irracionalis-e vagy raciondlis. (Raciondlisnak tekintjitk az y-tengelyt is.)

A racionalis cgyencscken a szomwszédos racspontok egymastol egyenid
tivolsagra vannak. (A koordindtalengelyekre oz nyilvan igaz, ezért feltehetjiik, hogy a
racionalis cgyenes ezektol killonbozk. )

Legven ugyanis (@, b) egy raciondlis cgyenes ongohoz legkdzelebbi egyik
ricspontja, az egyenes egyenlete lehat by — ay = 0. Ebben az csetben « &s 4 relativ

primck, meit ha  lenne  egy k=1 kozbs os2tojuk, azaz o = ka'
P T co e L
b= Ih (), b' egdss) leljesiilng, az (o, b) pontra az origdbol z aranyi Kicsmyitést

alkalmazva, az egyencsen olvan (u', 57 pontol kapnink, amely kizelebb van az
origbhoz, mmt (@ b), & ez lehetellen. A (ka, kb) pontok
k=1, 2, ..) mind kiclégitik a7z coyenes egvenletét, mdas rdcspontok azonban nom;,
raert ha pl. (4, B) rajta van az egyenesen, b4 - aB = 0. Mivel ¢ €s & relativ primek, 2
osztoja hA-nak, tehat 4-nak is, ezért 4 = ka (k egész), de ezt a7 cgyencs cgyenleiche

helyetiesitve kah = Ba adodik, ¢s a0 miatt
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B — kb, erérl az egyenes minden pontja hozzatartozik a (ka, £4) alaku pontok
halmazahoz.

A racionalis egyenesck ¢rdekes tulajdonsaga, hogy nem mennck 0l kozel a
t0bbi rdcsponthoz, pontosabban:

Ha euv raciondlis esyenesen a szomszédos rdosponitol tdvolsdga o nines
alvan racspont, amelynek az egyenestdl mért tavolsdga y -nél kisebb lenne.

T.egyen ugvanis az ceyencsen két szomszedos racspont 4 &8 B, s legyen O az

sgyvenesen kivili racspont, amelynek az egyoncstd] mért tavolsaga m. Az A4BC

ravsharoms20g teriilete legalibb ; , AZaz

1 cbbsl mz L
2 d

Ezzcl szemben az irraciondlis egyenesek mér tetszblegesen mopkdzelithetik a
racsponlokat, pontosabban:

Tétel; Bérmely irraciondlis egveneshez taldlhato olyan raespont, amelynek az
egvenests] mért tavolsdga kisebb egy adott pozitiv értéknel.

Rizomyitas: Ennck bizonyitasara hasznalpk fel, hogy az (x, y) pontnak az =~ »

- mx = 0 egyenestol mért tavolsiga

L83



Azt kell belatnunk, hogy van olyan (v, v) pont, amelyre a fenti tort éricke

tetszblegesen adott éricknd] kisebb (de nem 0). Ossznk Lol chhez az cgvségnyi keriiletd

. , . 1
kort 2 cevenld részre, cgy - egy beosztas hossya tehat — .
n

my

Meérjink fel az egyik osztépontbdl, I - bél kdindulva a kérvonalra rendre m
hosszisagh iveket. Mivel m irracionalis. a felmérésével kapott osziopontok nem

cshetnek eevhe az elsd felosztds osztdpontiaival, mert €7 azt jelentené, hogy valamilyen

. o ky o k _— :
Iy &8 k pozitiv egészekkel kom = ‘L (eljestilne, azaz m = ——  raciondhs lenne, ami
H .y
1

jcheteflen. Nem lchetséges az sem, hogy az m fehméréseivel kapott két oszidpont
egvbeessek, mert o7 azZi jelentené, hogy valamilyen ¢, 23, & egessckkel oym — om +

&y

0y, AZAT M = -

teljesiilne, ami m itraciondlis volta datt szinién lehetctlen.
g —¢ : ' :
| 2

Ennélfopva az m hosszisigi ivet elég sokszor felmérve fesz olyan -~ hossz(sagu 1v,
‘ #

"

amelvnek belsejében mar két osztopont kesz, példaul azok, amelyck kazil az cuyik m-

nek x,-szeri, a mésik x-szerl fclmérésevel kerilt oda, a felmért ivhosszak kuldnbsége a

ie



kérkeriilet cgésy szdm( t6bbszordse mendjuk -szorosa --- & még exy —-nél
Fr]
kischb tvdarab, ezért
. R
Im:cl - {mxy, + p- 1)! W=,
n
vagy xp x; = x jeliiléssel

1

|
imx - ¥
n

lchat van olyan (x, ¥) egészekbdl All6 szdmpar - arzar racspont —, amelyre

| —;v| Lo

T T

. s n
Nmt+l o mymt ool

viszont » valasztasdval ———— lelszileges kicsiny Ichet, mx — y = 0, mert az
avar +1

sgyenes nem megy 4l a¢ ongon kivill mas racsponton, és x, # x, miatt x = 0.

A fentick kapesan febvetédik a kérdds, hogy  allalaban mwely  cayonesck
tartalmaznak racspontokat, vagyvis az ax — by = ¢ tipusi epyenleteknek, ahol 4, 5, ¢
epeszek, van-¢ megoldasa az egész szamok korében. Ezeket az egyvenleteket elzéfokn
(lingaris) diofantikus coyvenleteknek nevezzitk. Az clsdfokh diofantikus covenletek
elmélets szorosan dsszeflies a racspeometriaval.

Ha az ax — A — ¢ egyenleteknek van egeész megoldasa, akkor kell, hogy ¢
oszthatd legyen o €8 A minden kozos osztgjaval, tehat legnagyobb kdzds osztojaval is,
¢z tehat a megoldhatosagnak cgy szitkséges [Gltéwle, Megmutatjuk, hogy e ¢legendd
s,

Tegyitk tei elGszor, hogy « és b relativ primek, és ¢ = 1, Legyen A a (b, «)

koordinatakkal rendetkezd racspont; lattuk, hogy az (24 szakaszon rancsen racspont,

13



Az OA barmelyik oldalara szerkesztett O4-val egyenlt ofdala ndgyz;:t azonban
tartalmaz racspontot, példaut a..kc:c:rdim'umcngclyek (>-hoz leakdzelebbi ricspontjat.
T.egven a négyzﬂ_‘tel‘; eryikében az (f-hoz leakbzelebbi racspont Py, 3n). Az OAF,
racsharomsrig tires, mert kidGnben nem £y lenng az (4-hox leckdzelebbi racspont,

ezt az (AF, teriilete

i 1
Ll by l=r
zlmu_ b_;m 5

Vilasszuk Ps-t az CGd egyenes olyan oldalin, amclyic axy — by, poziiv, akkor

axg— byg=1,

tehat ¢ 1 eselben megmutatiuk a linedris diofantikus egycnlc:t.xnc:gt)lda'sz’umk'a
létezését,

A fénti eayenldség cuydbkiént azt jelenti, hogy aw — by — 1 egyoncsen van ey
Polee, va) ricspont. Lattuk, hogy az ax — by = 0 cgyenletll ceyenes dsszes racspontja
(kbh, kay alakiak, ahol kb tetezbleges egész, (b, a) pedig az cgyenes onigdhoz
logkazelebbi egyik récsponfja.

Mivel az ax - by = 1 egyenes az av — by = O egyencsbdl az OPo{xo, o)
vektorral valé cltoldssal szirmaziathatd, az ax — by = 1 egycnes Osszes récsponyainak
kﬂmrdiﬂél:ii, arav eovenletmepoldisai

x=xptvkb, y=y,+ka

glakban dlithatok eld.




AZ ax — by = ¢ egyenletll covenss az ax — &y — 1 ceyencsbdl a cOP y(cxy,
cvp) vektorral vald eltolassal szarmaztathato; ti. a Pi{exy, o) rapta van az epyencsen,
mert

acxy - bayn = olaxe— hyg) 7 o,
czorl ax — by = o {ssves megoldasai (azaz Osszes racspondjai)
X7 wxgt kb, v ot ka

alakiak.

A linedris diofantikus cgyenletcknél mindig felichetjitk, hogy x és p egyiitthatdi
relativ primek, mert ez elérhetd, ha legnapyobb kdzds osztdiubkkal closztjuk az ceyenlct

mindlet oldalat.

1/6. Racspontok és racionalis szamolke A négyzetracsot a racionalis szémok

gy szemlcltetésére is fethasznalhatjuk, Minden 2 Jlaké raciondlis szimhoz
q

hozzarendelheté az R{y, p) rdcspont, r eppen az (R irdnyszdgenek a tangensél
q

(iranytangensét) jelol. Ty modon termeészetesen minden racionalis szdmot végtelen sok

racsponl abrazol, mndazek, amelyek az origdn atmend £ iranytangensii cgyvencsen
q

vannak, ugvanazt a raciondlis szimot Shrasoljak. Egy ilven egyenesnck az origéhoz
legkdizelebbi racspontjaf, amelynek » koordinatija pozitiv, nevezzitk el az egyenes
fopontidnak. Azt mar belanuk, hogy a fipont koordinatai relativ primek; az x-iongely
fopontja legyven az (1, 0) pont.

Foglalkozzunk ﬁmst a [0, 1] intervallimba esd racionalis szamokkal, &

abrazolja ezeket a hozzijuk fartozd, onghn idtmend egyvenes topontjia. Vilasszok ki
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kozitik azokat, amelyeknek abszcisszaja nem nagyobb w-ngl, majd forpassuk <l
pozitiv irainybaﬁ az x-tengelyt, ¢és kossik Ossze a kivalasztoit pontokat abban a
sorrenclben, ahogy a forgo félegyenes esymas utin atmepy rajtuk, ¢z nyilvan
nagysagrendi sorrendet is jelent kordttiak, mert minél nagyobb az clorgatas szdge,
anndl nagyobb a tlangense; a [Elegyenes iranytangense pedig magival az <Srintett

racionalis szimmal egyenio.

&
.,
. .
Iz
i e /"’
. S _ A
, j;’:"’f“{: ﬂ_..-""’ .
1 s "g'é
A 1] ~

11. abva

Lzeknek a (ortcknek a  nagysag  szenint  rendezett véges  sorozatdt

n-edik Farev-sorozatnak (a tovabbiakban: F,-nek) nevezzik, a 11. dbra az fi-ot

abrazolja; ezek elemed:
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ElsG piflantasra Ggy latszik, hogy a sorozat clememnek mepefelcld racspontok
nagy szabélytalansaggal helyerkednek el, azonban jo nchany ineglepden "szabalyos”

tulajdonsiageal rendetkeznek. Kzck kizill néhany:

A)Ha 7 deme Fnek, akkor 178 is az. F, minden eleménél ugyanis g = p,
4 q

mert £ « 1, ezért 977 i< 1-nél nem naeyobb tOrt; nem egyszerlisithetd, ¢zért 2 val
q q d

— . 1
coayill cleme F-nck, A £-4"F eovenldsée csakis akkor teljestil, ha £ - 3
q 4

Eredménviink sgycbként azi jelenii, hogy az azonos nevezdjd F-beh clemek

parokba szcdhoték ugy, hogy a parok dsszepe 1 legyen, ezért F, azonos neverzd)l

elemeinek szamtan kdzepe 5 ¢s kivethezésképpen

I, elemeinek szdamtani kbzepe 2

Az A) tulajdonsag a négyrelricson dgy mutatkozik mee, hopy az O-n atmend

3 iranylangensit egyencst o-val jelblve az az a-tengelylt alfmitis, amelynek mianya

a masik oldalira visz at fgy, hogy a pont és képe altal meghalirozoll szakasz

felezbpontja a-n logyen), az F-nek megfeleld racsponthalmar( Gnmagara képea le.
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B) Ket szomszédos clem killénbsége olvan toritel egvenld, amelynek a

scamlaloja 1, nevezdije a két szomszédos ¢lem nevezbjenck a szorzata.

, ‘
PP . .- .
Legyen ugyanis L — I ket szomszédos eleme, a hozzajuk tarfozo

g
racspontok P{g, p) és Piq" p". Az OPP' fres racsharomszde, mert ha lenne

belscjéhen racspont, akkor az OP félegycenest pozitiv iranyba foreatva clébb érénk ¢l

ezt a racsponiot, mint a P-vel szomszédos L1, QPP terillete azért 5 (ehat

gp'-pg’ 1,

P _apopd _

| I .
: --— Allitasunkkal egyezésben.
4 q qq

&5 ioy :
d4

CY Harom egvmdst kovetd elem koztil a kizépsd olyan torttel egvenld,
amelynel szamicloje a két szélsd tort szdmidlofanak az dvszege, o nevezlje pedig a

kéit szelsd tort nevezdiének az dsszege.

. . . top Pt . s o
E résvielesen kiirva aa jelenti, hogy ha j—, ‘]—, p_" harom egymast kovetd
g 4 4

it az &, sorozatban, akkor

r p':—i—]_‘}"'
g f{""{{" ?

azaz, ha o torfekhez remdre a P'tg', p'), Pry, p), Prg’. p") rdcsponiok

tartoznak, akior I az OP' < OP" irdnweltors egvenes Jfopontia, hiszen

OP' | OF" koordingtsi (g’ | ¢", p' + p").

2



Ahhor, hogy o7t belssuk, vegyiik figvelembe, hogy £, P, P” az F, egvmis!
kéveld elemethes tartozd racspontok, s mivel azi a B) tulajdonsae vizsgalatanal
igazoltuk, hogy az OF'F, OFP" dres racsharomszdgek, czéit sovenld terfileitick,
sovenld kdvetkezéskippen a két hdromszde kdzds OF oldalahoz tartozd mag,asség s,

ennélfogva a F'P” szakasz F felezépontja rajta van az OF covencsen, ichat ~
hehvektora, 5%( QP + OP™), kollinearis az OF vektorral, s igy az OF vavenesnck

valoban P a fipontja.

Egy klasszikus halmazelméleti tétel.

Azt méir emlitettik, hogy minden racsponthoz hozzirendethetink  egy
raciondlis szadmot, az R(gq, p) ponthoz a ¥t Nézzik most a pozitiv koordinitija

racspontokat, ezek mindegyikéhez tartozik cgy raciondlis szam a fentick szerint,
cléfordul termésvetesen, hogy cgy raciondlis szamot t6bb (sdt végiclen sok) ponthoz i3

hozzarendeliink iy madon,  mvel a (g, P £5 a

iy



{Ay, Ar) pontokhoz ugvanaz a racienalis szam fartozik. Kz mddot ad arra, hogy a

pozitiv racionalis szamokat sorba réndezziik, pl. az abran lathato modon:

- Ennck ényege az, hogy egymias melletl vannak [elsorotva azok a orek,
amelvekben a szamiald s a nevezd Gssyese ugvanakkora., A rendezell sotozal gy

kezd6dik:

m— | pd
H|[‘~J
| G
B3| b2
— |
Wi | b
| A

3 |
B | b

Loy-cgy ferde (135%-0% irdnvszOgl) sorban olvan pontok vannak, amciyck
koordinatdmak az Osszege &llandd; az n-cdik ferde sorban éppen » darab racspont van,
¢s 4 sorra az Jeliemid, hogy a benne levé racspontoknal a két koordinata Gsszege s + 1
{nz elsd sor csak spyetien pontbdl all).

Valassounk ki most cgy tetszéleges Pix, ¥) rﬁcspontt)t. A P-t tartalmazo ferde

sorban a koordinatak Osszege x + ¥, a P't, megeidzd farde sorban pedig xty-

1, ez tchdt azx +y - 2-edik sor, P ferde sordig tehdt a fetfiizott racspontok szima

AN



Gry-2x+y-1

142+3+ L+ (x+y 2)= 5

3

a It tartalmazd x + y - i-cdik sorban £ Sppen az x-edik, tehdt a rdcspontok

13. abran lathatod elrendezésében P sorszama

o Y- Dxty-)
A _

(3)

Mellekeredménykém megjegyezhetd, hogy (5) alati formula minden pozitiv

egeszet elballit, és mindegyiket pontosan egyszer, ha x &s v cgymastdl firegetlenill
befutjak a pozitiv egészek halmazir.

Ha a most sorba rendeveil racionalis szamok elé odairjuk a 0-1, és mindepyik

szam mcll¢ az ellentettjdt, 1ovabba elhagvunk beldle minden olyan szamot, amelynek

¢ricke mir eldfordult a sorozatban, akkor a racionalis szamok egy sorozatba rendezését

kapjuk:

Bz a sorba rendezés tchat kolesdnosen egyériclmtil megfeleltetést létesit a
termeszetes €3 a raciondlis szamok kozotf, &s gy bizonyitia azt a  klasszikus
hatmazelmeleli tetelt, mely szerint a természetes €s a raciondlis szamok szamossiga

70108,
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I/7. Kér a négyzetracson. A racsharomsedg koréirt korének a kéxéppontja
racionalis koordindtdkkal rendelkezik, mivel a ceticsok egdsz koordinataibal kiindulva a
kozéppont koordindtainak kiszamitisa soran (felezémer8legesck, metszéspontok) nem
1épiink ki a raciondlis szimtestbSl. EbbSI mar kivetkezik, hosy

ha egy kor kdzépponffanak a koordindidl nem racionglisak, a kévvonal nem
tarfalmearhat kettbnél iobb racsponiol.

Az r sngari kr teriilete #*z, tehat nagyobb, mint [/ 7], avért Blichfeldt tdtels
szerint clmozgathatd tgy, hogy legalibb [ 7] + 1 rdcspontot lefedjen.

Ha viszont tetszoleges N pozitiv ugésﬁel. adunk meg, elhelyezhetd a sikon olvan
kér, amely pontosan N racspontob fed le. Vilasszuk ugyvanis kézéppontnak pl. a
K(~§/2,4/3) pontot. A & koriil szerkesztett eevetlen kér sem tartalmazhal cgynél dbb
racspontol; merl ha lenne két racspontja, czek szakaszanak {felesOdmerdlegese ax | Ay =
¢ alaki cgyenietiel rendelkesnék, ahol a, b, ¢ cgész szamok, és mivel ¢z tartalmarznd a

kozeppontot, teljssillnie kellene az
av2+bd3 =¢

cavenleinck, amibdl négyzetre emelésscl &s rendordéssel
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keiveltkeznék, ami lehetetlen, hiszen +/6 nem racionilis. (a €3 b kozll nem lehet
az seyik 0, mort akkor cbbél az kovetkeznék, hogy 2 vagy 3 raciondlis; mindkettd
pedig nem lehet 0, hiszen (a, ») ogy egyenes normalvekiora!). frjunk most X koré
olyan kis kart, amcly rodg nem tartalimaz racspontot, majd ndveljiik a sugarat
folytonosan; a nOvekedd kir epyszerre rmndig csak egy rdcsponton lép tal, és iy
ndvelhetd mindaddig, mig pontosan NV pont nem legz a belsejéhen.

Ezzel a folytonos névelésscl tcrﬁ.észetesen az is elérhetd, hogy a négyzctricson
olvan kdrt adjunk meg, amely nem tartalmaz a kertiletén ricsponlot, sugara viszont
tols#zOlegesen nagy,

Ha viszont egy racspont kéril irunk ¢lég nagy sugard kévi, oz mir csak "kiss"
tudja ¢lkeriiln a racspontokat; pontosabban igaz a kévetkexd:

Yeétel: Lgy racsponi kire ivt kérnek a hozza leghozelebbi rdcspontiol meért

tavolsaga teiszés szerintl kiosinnyeé reheid, ha a kéw susardi eléy nagymak

velaszifuk

Dizornvitds: Legven az ¢ koré irt kdr sugara r, ¢s keressink a korthoz kozel
racapontof a racsnak olvan fegyenesén, amely még metsz a kort, de a kézéppontjatol
a leheto legtavolabb van. Legyen a fdegyenes ogyenlete x = u, ahol w < » <02 + 1 (u
egéss). Tegyen a [Oegyenesen a kit kigelogd ricsszakasz PH (14. abra) a
megfeleld koordinatak £(u, v) s Py, v + 1). Az OF, epyenes messe a kort O-ban,

eldior Pi-nek a kortdl mért tivolsaga = 0.



A

Az (QOF = r < OF) muait
{6) WAV s sy + v+ 1)
Ezt figvelembe véve d-re a kivetkezd beestést kapjuk:

R # + (v 1y -
—_— ]“' -

N

v+ 1 [J"2 At ‘-i‘v?')] L 2v+1

T =

Az (6)-bdl kapjuk, figyelembe véve, hogy r+u < 2r, 57 u =1, a

ve Jrt i = u)r—u) Sy2r 1 2r

Pecsidst. Ha most feltesszik, hogy r = 1,
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e L 22 ed 3Wr ey 2
2r 2r 2r _:r" )

ipy tehat, ha megadunk coy tetszbleges & tavolsigol, ¢s a kdr r sugarat o

. , . & .
ncl nagvobbra valaszijuk, akkor N 5 muiatt

Az origd kdriil sz&rkﬁsﬁett coyséakoron csak népy racspont van, a koordinata-
tengelvekkel  képzett mc:!.széspantok crzek; raciondlis  pont  {axar racionalis
koordinatakkal rendelkezd) viszont végtelen sok van, s ezeket meg is tudjuk adni
Allitsuk &8 a povitiv knlm'din.{llzijﬁ racionalis korpontokat. Vilasszuk ki ¢ célbdl az
cayséekdr A(-1, 0) pontjat, legyen ennck hclyv;:ktcsra y, ¢8 az E-n dtmené cgyencs

ranyvekiora e(xw, v), evért az F-1 arz esysdpkér pontjaival Gsszektd cgyeniesck

cevenicto
{7) T — I+ €
alaku.
*
| P
1 a
a
[4
Q b b
c
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Megmutatiuk, hogy r akkor ¢s csakis akkor lehet helyvektora az egységkdr
gzoban forgd raciondlis pontjainak, ha u &s v pozitiv cedsynck valasvthatd.

Ha wuovapis (XNa, 6) az egyséokdr racionalis pontja, akkor az
E({a + 1, ») koordinatdi raciondlisak, ¢s igy EQ-nak van olvan egésy szami
tbbariirtse, amelynek koordinalé egésvek, et vataszthatjuk e-nak,

Lepven most « &5 v pozitiv epész. Ha r az epyvsdgkdr epy pontjanak

helyvektora, akkor r* = 1, azaz (7)-bél

1 =5 = (rp+ e’ = 1 + &' + 2rget.

A t— 0 ar F ponthoz tartozik, ezért feltehetjitk, hogy 1= 0 s igy

= 2rge,
2re 2
(7= — z , 2°
. TR Y

&8 igy ax cgyencs ég az egyséekdr Plx, 1) melszéspontjinak Koordindtat

1 z
wo— v 2
. P =
o 2 X

|

ul—t—vz’ ol

(8) x=

valdban raciondlisak, ha = = v, a kivalasztott negvedkdrin vamnak. Az
cgyséekor raciondlis pontjai tehit (a kivilasztott negyedkaran) mind (&) alakiak, s ha u
és v epymastdl filggetlenii! belutja a pozitiv cgészek halmazat, ebben a formaban

minden racionalis pont el6 is All, egy pont dltaldban 16bbsOr is.

3.



Legyen most cov ogész oldalakkal rendeikezd derékszdgd -haromszig atfogdia
¢, betogdi pedig » és a. Erre 1 : ¢ arfnyll kicsinyilést alkalmazva olyan derékszogi

haromszéget kapunk amefynek atfogéja 1, belogdi pedig —, ill. 4 1la en most
i - -

[

oo

!
chelyezziik a koordindta-rendszerben Ggy, hogy atfogoja av coyséokOr sugara,
\

oldala az x-tengelyen leoyen, akkor az origdtol kilonbdzé hegyesszigl cslicsa az

. B a)
egyscekornek egy olyan P pontja, amelynck koordinatai { -, '{'{;! .
¢ c

y h
Q
]
r
E T, 0 P x
De akkor (8) nuatt
e 2uy how -y

37 z
o U+ [AN

tehat valamilyen & po7tiv egesszel

(9) a=2%kuy, b=k "), c=Ma+v) (2> ¥),
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A gondolatmenetbd! kdvetkezik tchat, hogy a (9) alatti elfallitas olvan
deorékszoell haromszdg oldalait adja mieg hdrom paraméter fiiggvenyében, amelyeknek
oldalai egészek (pitagorasA szamharmasok). Valamennyi cgésy oldalh derékszogld

haromsziget szimba vettiik (iehet, hogy egyet tObbszir is).

Sy



Il. Feladatok a ricsgeometria kirébil

&

Milven n természetes szamokra ivaz az aldbbi &litds: ha a sikheli
négyzelrdeson adatt n rdcspont ugy, hogy semelyik harom nem esik egy egyenesre,
akkor az dltaluk meghatdrozoll hdromszégek kozolt van olvan, amelyiknek

silypontia is rdcspont.

Megoldas:
Tekintsik a sikbeli négyzetrics racspontjait egy derékszopfi koordindta-
rendszer egesz koordindtd)a ponyainak, Ismerctes, hogy az 4, v,), Az (xa¥2)

Asfxzys} csliesh haromszdg silypontjanak koordinatai:

X+ x, Hxy LT N I
g RV = - 3 ——c—

Eoy hiromszde silypontja tehat pontosan akkor ricspont, ha a csucsok elsd,
illetve masodik koordinatainak 6sszcge oszihatd 3-mal. Hivjunk harom ricspontot
“jonak”, ha cz fenndll rajuk.

Megmutatjuk, hogy a [kladatban kimondott allitis a &-nadl nagyobb
természoles szamokra igaz. Ehbez nyilvan elegendd egyrészt 9 pontra igazolni az
allitast, masvészt mutatod 8 olyan racspontot, amelyre az allitas nom teljesiil.

A7 egycs koordmnathk hiromfilc maradékot adhatnak 3-mal osziva, gy
Osszesen 3 - 3 = 9 tipus racspont lehelséges. Freket a lehetOséecket tanialmazza axz 1.

abra tablazata.



(0:2) (1;2) (2;2)

{0:1) {1;1) (2;1)
(0) (L0} (2;0)
1. abra

Tekintsimk most 9 racspontot, &3 helvezziik ¢l oket az 1. abra cclliban
aszerint, hogy koordinataik mityven maradékot adnak 3-mal osztva. Ha van olvan cella,
ahova legalabb harom pont kerill, akkor nyilvan készen vagyunk, hiszen harom
ceyenlt maraddk Gsszege oszithatd 3-mal.

Ha sehol sincs ketionél t6bb, akkor legalabb 5 cellaba kerill racspont, hisz a
pontok szama 9. Valasszunk ki 6t ilyen "foglalt" cellat, illetve mindegyikiikben egv-egy
racsponitot. Azt allitjuk, hogy ezek kizdtt van harom jo.

Nyilvan barmely két kiildabsz8 celifhoz van cgy ¢z csak cgy olyan harmadil,
1
hogy az ¢ harom cellaba kertidld harom racepont jo, igy Osszescn 2 '7-' /3 =12 olyan jo

harmas van, ahol KElonb20 cellikbdl valok az elemek.

+

Tekintsiik ezutan az 5 kivalasztott racspont altal meghatarozott 215;’ = 10 jo

harmast. Ha belatjuk, hogy czek a harmasok nem lehelnek valamennyien killonb6z0k,

akkor készen vagyunk, ugyanis két kilénb6z0 ponipar éppen akkor hatarozza meg
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ugyanazt a jo harmast, ha az ¢ppen a két par pontjainak az egyesitése, &s igy
mindhdrom pontja szerepel a megadott pontok kozott.

(Jsszuk ehhez az Osszesen 12 jO hirmast négy, cgyvenként hirom elemil
csoporira a 2. abra szerint. ( Az egyes csoportokban az azonos jeli pontok alkotjak a

j6 harmasokat.)

A O O A A A A O 1 0 O A
A 0O O O O O O U A A O O
AO U Loy A oA T
i) b) ) d)
2. abra

Ha az 5 pont altal meghatarozott 10 jo harmas kdzift nincsenck azonosak,
akkor a 2. abra négy csoportja kéziil legalabb cgynek mindharom cleme oft van a fenti
10 j6 harmas kozdtt. Az egves csoportokon bekil viszont semelyik két harmasnak nincs
kdzos pontja, vagyis egy csoport harom hammasanak meghatirozasahoz 6 pontra van
sritkség! Mivel nekimk csak 6t pontunk van, a 10 harmas kozott valdoban kell, hogy
lesvenek azonosak, amibdl a fentick szerint kdvetkezik, hogy a feladat allitasa 9 pont
esetén igaz.

Eov nvole clemil ellenpélda a kivetkezo:

{0:0}, (0;0), (0:1), (0:1), (L:0), (1;0). (1:1), (1:1)

I¥



Osszesen négy cellaba keriilnek pontok, mindegyikbe ketté-ketld (3/a dbra), &s
a fentiek szerint nyilvan nincs kéztiik hirom j6. A 3/b dbrén nyole olvan racspont
lathatd, amelyek kozill semelyik hirom nem esik egy cgvenesre, koordindtiik pedig

éppen az adott celliknak megfeleld maradékot adjak.

3/a abra 3/b dbra

Megjepyések:

1. A feladatban nem volt lényeges az a megszoritas, hogy a megadott pontok
koziil semclyik hirom ne ossék | egy cgycnesre, amennyiben elfajulé hivomszdg
stlypontjat is a csiicsok koordindtdi szamtant kézepeként értelmeraiik.

2. A feladat annak az wsmert allitasnak a "ketdimenyzios" allalanositisa, mely
szerint Ot egész szam kOzétt mindig van harom, amelyek Osszege 3-mal oszthato.
Tulaglonképpen azt lattuk be, hogy kilene, egdsz szamokbol dll6 szampar kozott
mindig van harom olvan, ahol mind az elsd, mind pedig a masodik clemek Gsszege

oszlhatd 3-mal.
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Tekintsith a sik azon rdospondjait, amelyek koordindtdi a 0, 1, 2, 3 ériékeker
veszik fel. 4 (0,1) pontot kékre, a tobbit pirosra szinezziik. Inutan épésenkeént vasy
egy vizszintes, vagy egy figgdleges, vagyv egy +1, vagy egv ~f meredekségii
egvenesen elhelvezkedd ponick (esetleg 1 pont) szinél a mdsik szinve valtoztatjuk.

Mutassuk meg, hogy ibven lépésekiel nem lehet mind a 16 pontot pirosra szinezni.

Megoldas:

Vizggaljuk az dbran sitéitel jeloit pontok (0,1); (0,2); (1,0); (1,3); (2,0); (2,3);
(3,1% (3,2) kézdlt a kékek szamdt. Kevdetben egy kék van kidztilk, tehiat paratan
szami. Megmutatjuk, hooy egy lép<ss sordn ¢z a szam mindig csak O-val, 2 -vel vagy
-2-vel vallozhat. Ekkor készen leszink, hiszen ez azi jelenti, hogy ¢zen nyole pont
kozatt mindig paratlan szamn kék van, § fgy mar czek sem Ichetnek cgyszerre mind

Kékek.

o & e O

Q9 w
* D0 0o =
Q E & 0O



Ha vizszinles vagy fliggGleges egyencs montén szinczzik 4t a pontokat, akkor a
megjeldttek koztl pontosan ketibnek valtozik meg a szine.

Ha mindketié kék volt, akkor a kékek szima az dtszinczds utin kettdvel
kevesebb lett; ha mindkeltd pivos voit, akkor kettGvel tibb, mig ha av cayik piros volt,
a masik meg kék, akkor a kékek szima nem villozoll.

Ha atlos (+1 vagy -1 meredekségit) ceyencs mentén cseréliik meg a
szinckel, akkor a megjeldlt pontok kézil ismét vagy ketidnek, vagy nullinak valitozik a
szine, igy az clébb alkalmazott gondolatmenette] lathatd, hogy a kékek szama csak 0-

val, 2-ve! vagy -2-vel viliozhal,

Lo
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gy téglalap alalt kockds papir minden rdcsponfidghan emymepy myilat
rajzolunk, pdarhuzamosan a papir valamelvik oldaléval. (4 papir szélén levd
racspontokbol nem mutathat nvil a papivon kiviilre.)

Bizonvitsuk be, hogy van Rkét szomszédos pont — vizszinlesen, fliggdlegesen

vagy allosan —, amelekbdl ellenkezd irdmoi mytlak indudnak: el

Megold:s:

A konkrét feladat helyett coy dltalinosabb probiéma megoldasival jutunk cl az
credetileg  lattizott coéthoz. A feladat nchezitése mindossze annyi, hogy nem
téglalapokra iatjuk be arz allitast, hanem rdcsegyenesck mentén kivagolt t6mor
sikidomokra (amelyekben gy nincsen  “hyuk”, &8 racsogvenesck  hatarolta
coveeonéovzetekbdl Allnak). Az allitast teljes indukcioval fogjuk belatni. A ieljes
indukciot #-re, az egységndéavzetek szamara végezziik.

Fa n —~ 1, akkor vagy van két olvan nyil, amelyvek egy oldalon elhelyezkedd
cslicsokbdl indulnak, &s elleniétes winyiak, vagy nincs, de ckkor a nyilak szorint
haladva kirbe tudiuk jami a negyzetet, s ez osak Ogy lehetséges, ha az egy ition

eclhelyezkedd nyilak ellentétes iranyba mutatnak.



Tegyik fel, hogy minden, £ spyséenépvretet tartalmarzo sikidomra igaz a

foladat allitasa, ahol & ¢ { 1, 2, ..« } Ebbdl a feltevésbal kellene belitnunk ax,

hogy minden & + 1 cgvséandgy 210t lartalmazd sikidomra is igaz az allilas.

Viélasszunk ki cpy ilyven, » 1+ 1 cgyséandgyzotet tartalmazd sikidomban cgy
tetszOlepes racspontot, s menjiink ¢bbdl a pontbdl abba a racspontba, amely
szomszédos ezzel, s amerre az eredeti racspontbdl a nyil mutat. foy 1épeestve a nyilak
mutatta iranyvbha sose akadhatunk ¢l, mert minden racspontbol epy masik, a sikidomon
beltik racspontha mutat egy nvil.

Ha ¢hhez még hozzavesszik, hogy a sikidom véges sok racspontot tartalmaz,
akkor nvitvanvald, hogy egy 16 utan olvan ricsponthoz érkezimk, amelynél mar
voltunk, tehat az utunk bezal — létreion egy kor.

Loy ilven kor hatarolta § sikidombdl nem mutal kif¢lé nyil, tchat ha clhagyjuk
az oredeti sikidom kordn kiviill részét, akkor a maradék 5 minden tekintetben eleget
tesz a feladat feltételeinek.

ITa 5 kevesebb mint n i 1 cgységnégyzeiet tartalmaz, akkor indukcios
feltevésiink szerint készen vagyank., Még itt kitdrink arra az csetre (amivel az
indukcios felteves nem foglalkorik), amikor a ki cgy cgységnégyzetet sem fog koriil,
azaz terlilete 0. Ekkor nyilvin a kir két nyilbol &ll, amelyck egy egyséoncovzet egy
oldalan helyezkedik ¢l, és eaymas fele, azaz ¢llentéles iranyba mutatnak.

Mar csak az az esel van hatra, amikor § mind az n + 1 egvsépnépyzetet
tartabmazza, tehat a kor egybeosik a7 credeti sikidom hataredrbéjével. Valasszunk ki

egy, a hataron 1&vé nyilat, és forgassuk el 90°-kal ugy, hogy az elforgatott nyil a
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sikidom belseje [elé mutasson, Ezutan forgassuk ¢l az Osszes nyilat 90°-kal veyanilven
iranyba (minden nyilon ngyanazt az o forgatast hajtsuk Végre)!

A hatiron 1évé nyilak, amelyek eredetileg egy kort alkottak, most mind a
sikidom hatardra merdlegesck ¢s a sikidom belsgje [elé mutatnak, tehdt nem
alkothatnak eev kort { ez alél kivételek az n = 1-nél tirgyalt T — + « tipusi kerok,
de 1tt szemumel lathato, hogy az &thos nyilak ellentétes iranynalk).

Azonban maost, az cllorgatott nyilak szermt haladva is eljutunk egy kérhéz, s
mivel semelyik ilyen kér scm eshet epybe a hatdrral, a kor kevesebb mint » + 1
egységmégyretel tartalmaz,

Az indukcits feltevéstink szorint Iétezik a kdr altal koriifogott sikidomban ket
olvan szomszédos nyil, amelyek cllentétes irdnytak. Most forgassuk vissya eredeti
helyzetitkbe a nyilakat. Iiﬁmwan ellendinzheté, hogy azok a nvilak, amelyek az
clforoatas eldtt szomszédosak és elleniéles ranydak voltak, az clforgatas utan is iyen
tulajdonsigiiak maradnak, tehat eredelilog is 1¢iczett két szomszédos, ellentétes iranyba

mmutatd nvil,
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Egy kengwrw ugral a sikbeli koordindia-rendszer positiv siknegvedében. Az
{x.3) koordindgtdjie pontred az (x + 1, y - [)vagy az (x - §, v 1 7) ponira ugorhat,

amennyiben az a ponl Is a pozitiv siknegvedben varn.

Mely pontolrol indulva tud a kemgmoru az orivoid] legaldbb 1000 egvsdg

fevolra elfuni?

Megoldas:

Osszak 1061 a {nyilt) pozitiv flsikot az dbra seerinti modon. (Sem az 1, sem a Il

jelzésti rész nem tartalmazza sajat hatérat.)

A tovibbiakban az (x, 3) - »{ x + 1, 3 — 1) tipustt Iépest kis lépésnck, mig a

midsikal nagynak nevezzik.
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Ha a kengurunak modjaban 8l egy nagy lépést megtenni, akkor utdna bistosan
tad &t kicsit 1épni, melynek credményeképpen az (x, ¥) pontbol az (x, y * 2) pontba
juthat. Ezutin ismél 1éphet nagyot: kezdetben ugyanis akkor léphetett slyet, hax = 5
fonnall, ha cz az Gj helyzetben is fonmmaradt, Tyen ciklusok segitségdvel tehat az
origdtél mért Lavolsagot tetszGlegesen nagyra ndvelheli.

Tekinisiik most az I jelzésii sikrészt. Lbbe azon (x, y) pontok tartoznak,
amelyekrcx + = 6. Hax = Jis teljesiil, akkor a leirt modon a kenguru tetszOlegesen
messzire eljuthat, Ha x < 5, aklor néhany kis 1épéssel elérhetd, hogy 0 = x =5 legyen,

s kézben v > 0 marad. fnnen pedig a mér Jatott madon haladhat tovabb.

AT sikrészhél viszont, ahol x ¢ ¥ = 5 a pontok jellemz&je, nem tud kijutni a
keneury; itt csak kicsit léphet, s cgy kis 1épds sordn a helykoordindtak Gsszege nem

viltozik, vagyis 5-nél kiscbb marad.

A vizezintes savozasi kis hiromszagek kozil a legalsd belseiében ismét teljesiil
azx = 5, p = 0 feltétel, igy tmen a kenguru tetszOlegesen MIssZire eljuthat. Ugyanez
igaz a haromszdg alojinak belsé pontjaira is. A folsd ha’lfomsmgekhﬁl nagy lépés nem
tehotd, a kis Iépések pedig az also haromszigbe vezetnek; vagyls azoknak is a belsepe,

valamint atfogdjuk belsé pontjai tartoznak a kerescit pontok ki,

A figodleges savozash haromszdgekbél szintén osak kis Képések tehetdl,
melyek a legalsod ilyen hetvzetii haroms78gbe vezetnek, Onnan viszont mdr egyetlen
Kpés sem tchetl. Ugyanez mondhaté czittal a2 haromszigek hatdrvopaldn levd

pontokra is.
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Osgszefoglalva tehat, a keresett pontok az I jelii sikedszben, a vizszintes
savozast haromszégek belsejében, valamint ezen hiromszogek atfogoinak belsciében

helyezkednek el.

Megjepyrés:

Kiceit mas a helvzet, ha a poztiv siknegvedet zartnak tckintjiik
{azaz x = 0, y =0, valamint az x = 0, vy = 0 pontokat is belevesszik). Ekkor a
vizazintes s4vozasl hiromszoeck oldalain leve fsszes nont i8 a kerescttek kozé

tartozik, tovabba az I sikrész hatara is.
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A ketdimenzics koordindta-rendszer rdcspomtiain esy méreter miai nem
ldthatd bolha ugrdl. A4 bolha wz origdbdl indul X, és minden perc tizedik
masodpercében arrébb ugrik a ( 99; 0 ), (-1; 1), (-1, -1 ) veltorok valamelyikivel,
vagy pedig nem mazdul Mi minden perc harmincadik éy Otvenedik masodpervében
egv-esry rdespontol meymérgezhetiink, Ha a botha éppen ezek egyikén dil, vagy
késdibb mérgezett rdcspontra ugrik, jol hallhato hangon fellddit és orékre elnémul. Bl

tudfuie-e pusctitant a bolhdt?

Megoldis:

Mutatunk eoy aleoritrmust, amelyet kdvetve a bolhat biztosan ¢l tudjuk
pusztitani. |

A modszer azon mulik, hogy a bolha Utvonalat "eld lshet irni™: minden
pillanathan haromfzlé ugorhat, dc mi a hirom lchetséges hely kozil ketibt
megmérgezhetiink. Tehat ha a bolha ugrasa utdn nem kialtott, biztos, hogy ezen az
ttvonalon van. Az Gtvonalat pedig Guy valaszjuk, hogy visszalénjen az ongoba.

Jelskiiik a harom vektort, amellyel a bolha clmorzduthat, & #,, #, - mal

Konnyit ellendrizni, hogy
I1a tchat két ugrds az a, vekionral tiriénik, 99 ugrds pedig az wy, illetve

vektorral, akkor a botha visszatér az ongoba,

Definiatiuk az g, ... , A pontokal Ogy, hogy 4y a7 ongd legyen.

et



Apdy = Avdy = Hy, Ay = Az = . = Aot B,

— — — E —
A 7 Arpdin T .. T Agoadann = Ha

Ezckel a poniokat irjul ¢lé a bolha Glvonalinak. Az (1) egyeniiség alapjin
Agng = Ay, aZ Utvonal korbedr.

Az A ponthdl az my, m,, #;, vektorok hiarom kilénb6z6 pontba mutatnak,
ezek kozil az zgyik az . pont. A masik ket pontot jelolitk Hevel és
Crvel.

Az clséd 200 Iépésben méreczzilk meg sorban a By &8 Co, H; &8 Oy, ..., Bige €8
oo pontokat. Azt allitjuk, hogy & pere eliclte wtan ( 0 = & = 200) a boltha vagy mar
cipuszmit, vagy az Ao, ..., 4x poniok valamelyikén tartozkodik. izt & swerinti
indukcioval bizonyitjuk. Ha i = 0, akkor dllitdsunk igaz, mert a bolha 4,-bol mdul,

Ha pedig k= m ¥pés utan az 4, .., 4, pontok valamelyiken tartozkodik, akkor
a kGveikez6 porcben vagy nem uerik (és akkor ngyanezeken a pontokon marad), vagy
podig tovabbugrik Az Alyeen At J2 (- B,
Cor vw O pontok kézil valamelytive, Viszont az (m + 1)edik pere végére
mepmérgeztik a Bo, ..., By ooor Oy oy (e pontokat. Ha tehat a bolha Eletben marad,
akkor az 4y, ..., Apn pontok valamelyikeén van.
A 200-adik perc fetctic utdn a bolha mér csak az

Ay —» Ay = Az —» o> Arge > An

g



kérpalyan ugrdlhat, mert mind megmdrpeztik a B, ..., Bus, Coy oo Cioo
pontokat. Ha a kovetkezd 100 percben sorra megmérgezzilk a korpdlya pontjait

biztosan elpusztitjuk a bolhat.

A feladat altalanositisa a kdvetkez6 példal

&

A kétdimenzios koordindta-rendszer racsponijain egy mérciel mialt nem
lathato bolha ugral. Az origobdl indul, éx minden perc huszadik mdsodpercében az
H,, i, W, vektorok valamelvikével ugrik arrébb, esetleg nem mozdul. Az dltalunk is
iselert i, W, H: vektorok rem fekszenek egy félsiftban. Mi minden pere negyvensdik
mésodpercében megmeérgezhetink két racspontat. Ha a bolha éppen ezck egyikén dll,
vagy késébh mérgezert réospontra ugrik, jol hallhats hangon felkidlt és orokre

elnémul. Bl tudiuk-¢ pusziitani a bolhat?

Megoldis:

Meg fogjuk rutatni, hogy létezik egy olyan Ao, 4, ..., 4. ponisorozat,
amelynek  clsé  és  utolsé  eleme az  origh, € a  bolha  mindogyik
A-b6! tud uerani A w,-be. Bebizonyitjuk, hogy ez elégséoes ahhioz, hogy a bothit ¢l
tudjuk pusziitani.

Az A, pontbdl az u, w,, wy vektorok harom killdnbdzé pontba mutathak, ¢k

koziil az egvik az 4,4, pont. A masik két pontot jeldljik B-vel és Civel,
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Az elsd m Epéshben mérgezvilk meg sorban a B, és Oy B &8 <) ..,
B._; €5 C,_; ponlokat. Az cléz0 feladat megoldasaban leirtakhoz hasonloan igazolhato,
hoay k petc eltelte utan ( 0 < & = n ) a botha vagy mar elpusziult, vagy az 4, ... 4;
ponlok valamelyikén tartdzkodik.

Az medik perc Jetelte utin a bolha (ha még ¢l mar csak az
Ao -3, 2479y Anoy— Ao kirpalyan verathat, mert mind megmeérgeztik a 5y, ...,
Bos. Cpown €, pontokat. A korpdlya pontjait sorban megmérgezve biziosan
clpusztithatjuk a bothat.

A megftelel Ay, ..., A4, pontok létezése azzal ekvivalens, hogy létcrzenck olvan
a,, az sz nemnegaliv egész szamok, amelyek nem mind 0-k, &s teljesiil rajuk, hogy

(1) ity t aytly T oaz =10

Bebizonyitjuk, hogy ha az &y, #,, #; vekiorok nincsenck cgy fElsikban, akkor
lternek ilyen szdmok. Llész6r axt mulatjuk meg, hogy ha (1) teljesiil valamilyen valds
sgyiitthatokkal (feliéve, hogy van kouiik 0-16] kiltonbdz3), akkor az sgytithatok kozil
sevik sem lehet 0, és az egyiitthatok azonos cléjcliick. Ila valamelyik egyttthaté O
lennes, akkor a mésik két vektor konstansszorosa lenne egymasnak, ¢s a harom veklor
cgy felsikba esne. Az egyiitthatdk tchat 0-tél killdnbdzmek.

A hiromn egylitthatd ké76tt hiztosan van kél azonos eldjehil; a szimmetria miatt
feltehetjiik, hogy ¢z a két szam @; € a.. Ha s clojcle ezekkel cllentétes, akkor
folivhatd u, és &, olyan lincitis kombinacidjaként, amelyben az egyiitthatok pozitivak:

—a -
y= — sy + 51y,
iy 3

El
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Ebb6l viszont kovetkezik, hogy #: benne van abban a szdglarlominyban,
amelvet &y és wy zar be, a harom veltor ismét coy félsikba csik, ami ellentmondas, Az
a,, as, ay egvittthatok tchat csak azonaos cldjeliick ichetrck.

Legvenck az u; vektor koordinatai x; <5 v, Kdnnyen ellendrizhetd, hogy

(X V3 - X5 Vol | (X5 V, X, Vel M ) (v -x:0 ) H = 0

Ebben az aronossagban az cgyillthatok cgész szamok, amclyck csak akkor
lehetnének (-k, ha a megfelel6 két vektor parhozamos lenne. Az clobb latottak alapjan
vagy mind hiarom szim poziliv, vagy mindharom ncgativ. Az clébin csctben czeket az
coyviitthatokat, az utobbi eselben az clientettjeiket valaszthatjuk a,, «., @y -nak. Ezzel

hehizonyitotuk, hogy léteznek mepfeleld 4, A, ..., 2 pontok, kdvetkezesképpen a

bolha elpusztithatod,
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