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Koszonetnyilvanitas

Ezuaton szeretném megkoszonni Dr. Nagy Gabor Péternek, hogy elvallalta
a témavezet6i teenddket. Koszondm, hogy a konzultacidk sordn tiirelmé-
vel, tudédsaval és szakmai tapasztalatdval nagymértékben segitette mun-
kamat, és irdnyitott a szakdolgozat felépitésének megalkotdsaban.



Bevezetés

A matematika algebrai geometriai 4gdhoz kapcsolddik a dolgozatom. Az
algebrai geometria a geometriai fogalmak algebrai vonatkoz4sait targyal-
ja. Az én dolgozatom az algebrai gorbék témakorbe nyjt betekintést.

A szakdolgozatomat 3 fejezetre osztottam fel. A dolgozat els6 részében
ismertetem a sziikséges algebrai alapfogalmakat.

A mésodik fejezetben a formdlis hatvanysorokrél lesz sz6. Ezekre nagy
sziikség van az algebrai gorbék lokdlis paraméterezésénél.

A harmadik fejezetben targyaljuk az algebrai gorbék lokdlis paraméte-
rezését.



1. Alapfogalmak

Ebben a fejezetben definidlom a sziikséges alapfogalmakat.

1.1. Definicié. (A, +) struktiira Abel-csoport ha” + " kétvdltozds miivelet A-n
az aldbbi tulajdonsdgokkal:

-asszociativ: ¥V a,b,c € A:a+ (b+c) = (a+b)+c

-kommutativ: ¥ a,b A:a+b=>b+a

-eqységelemes: 30 € A:0+A=A+0

-inverzelemes: Ya € A: a+ (—a) = (—a) +a =0

1.2. Definicié. Az (R, ) félcsoport, ha a - milvelet asszociativ.

1.3. Definici6. (R,+,-) gyfiril, ha (R,+) Abel csoport, (R, -) félcsoport és a
szorzds az Osszeaddsra nézve disztributiv, azaz VYa,b,c € R esetén a(b+c) =
ab + ac.

Az (R, +, ) gylirii kommutativ egységelemes, ha a multiplikativ félcsoportja
kommutativ és eqységelemes.

1.4. Definici6. (D, +, -) struktiira integritdstartomdny, ha " +" és” - " kétvil-
tozds miivelet A-n az aldbbi tulajdonsdgokkal:”

-(D, 4) Abel-csoport

-szorzds asszociativitdsa:Na,b,c € D : a(bc) = (ab)c

-szorzds kommutativitdsa:Na,b € D :ab = ba

-Multiplikativ eqységelem:31 € D,hogy Va € Dla =al =a

-disztributiv: Ya,b,c,€ D a(b+c) = ab + ac

-Zérusosztomentesség:¥a, b € D esetén, ha ab = 0 akkor a = 0 vagy b = 0

1.5. Definicié. A (K, +,-,0,1) struktiirdt testnek nevezziik, ha 0,1 € K és "+"
és " kétvdltozos miiveletek K-n az aldbbi tulajdonsdgokkal:

-(K, +,0) Abel-csoport

-(K*, -, 1) Abel-csoport, ahol K* = K\ {0}

-Disztributivitds:Ya, b, c € K esetén a(b + c) = ab + ac

1.6. Definicié. Legyen K egy test. Eqy V nemiires halmazt vektortérnek neve-
ziink K felett, ha:

-a 'V halmazon értelmezve van egy Osszeadds nevil mifvelet, V. xV — V
fiigguény, Yu,v € V elempdrhoz hozzdrendel egy és csak eqy V-beli elemet (u +

v)
-K és 'V kozott értelmezve van eqy skaldrral valé szorzds nevii miivelet, K x
V — V fiiggvény, VA € K és v € V elempdrhoz egyértelmiien hozzdrendel egy
V-beli elemet(Av) 1igy, hogy az aldbbi 1igynevezett vektortér-axiomdk teljesiilnek:
1. V az dsszeaddsra nézve Abel-csoportot alkot
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2. Skaldrral valé szorzds disztributivitdsi szabdlyai:
VA€ Késu,veV:Au+v)=Au+Av
VA, uyeKésve V:(A+pu)v=Av+ v
VA, u € Késve V:A(uv) = (Ap)v

Vv € V:1v = v, ahol 1 a K test egységeleme.

1.7. Definicié. Legyen adott eqy D integritdstartomdny és ey X szimbolum.
Az f(X) = Y ga; X' = ap+ ;X + ...+ a,X"(aholag,ay ...,a, € D) jel-
sorozatot D feletti polinomnak, ezek halmazit pedig D feletti polinomgyiiriinek
nevezziik.Jelolés D[X].

Az X a polinom vdltozéjidnak vagy ismeretlenjének hivjuk. Az a; X' kifejezések
a polinom tagjai, az a; szdmok a polinom egyiitthatdi. Az ag a polinom konstans
tagja.

2. Formalis hatvanysorok

Az algebrai gorbék lokalis paraméterezéséhez elengedhetetleniil fontosak
a formalis hatvanysorok. Ezek ismertetése kovetkezik.

2.1. Definici6. Legyen (K, +,-) test. Definidljuk a K test feletti formdlis hat-
vdnysorokat:

o
ag+apt+at? 4+ .. 4ot ... = Zait’,
i=0

ahol a; € K minden i = 0,1,... esetén. Jelolje K[[t]] a K feletti formdlis
hatvdnysorok halmazit.

Az x(t) = Y2 g ait ésy(t) = L2 bt! formdlis hatvdnysorok dsszege legyen
z(t) = Y2 o cit! formdlis hatodnysor, melyre ¢; = a; + b; .

Az x(t),y(t) formdlis hatvdnysorok szorzata pedig z(t) = Y52, c;t' formdlis
hatvdnysor, melyre ¢; = apb; + a1bj_1 + . .. + a;by.

2.2. Definicié. Két formdlis hatvdnysort akkor és csak akkor tekintiink egyenld-
nek, ha a megfeleld eqyiitthatéik megegyeznek vagyis, ha Vi>0 egészre az x'-en
egyiitthatoja a két hatvinysornak ugyanaz.

2.3. Tétel. K|[t]|] ezekre a miiveletekre nézve integritdstartomdnyt alkot.

Bizonyitds.
Beldtjuk, hogy K|[t]] az additiv mtivelettel Abel-csoportot alkot.
Asszociativitas:

(Z Lll'ti —+ Z biti> —+ 2 Citi = Z(Dli —+ bi)ti + 2 Citi =
i=0 =0 i=0 i=0 i=0
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o0 oo o0

Y ((ai+ b)) +ci)t =Y (ai+bi+c)t =Y (a;+ (bi+ )t =

i=0 i=0 i=0
Zatl+2b+c, ZatZ (ibiti+iciti).
i=0 i=0
Kommutativitds:
iaitiJribiti:i(aieri)ti ib+a th1+2atl
i=0 i=0 i=0 i=0
Additiv egységelem:

Y aitt =) ait' +0=0+) a;t',
i=0 i=0 i=0

ahol 0 = Y-%° , b;t' megallapodas szerint azt jelenti, hogy b; = 0 Vi-re.

Inverzelem:
Zﬂiti 4+ Z —at = Z(ai + (—a;)t = ZOti =0.
i=0 i=0 =0 i=0

Belatjuk a multiplikativ mtiveletre vonatkozo feltételeket.

Asszocivités:
(o] . (o] . (0]
Zaitl : Z b]'f] = Zdltl,
i=0 j=0 1=0
ahol dl = E:io a,-bl_,-
Zdltl Z cptt = Z emt™,
ahol

(@)
em =) iy =Y aib_icy_y= Y, aibjcy,
1=0 il

i+j+k=m

hal—i=jésm—1=k



z

Igy

<i Eliti . i b]t]) Z thk Z ept™ = Z aibjcktm
=0 j=0

i+j+k=m

Ehhez hasonléan:

[o°] . (o] oo
2 b]'i'] : 2 thk = Zdltl,
j=0 k=0 I=0

ahol dl = 2;020 b]'CZ_]'

(o] . [o°] (e °]
Yoot - Y dif = Y ent™,
i=0 I=0 m=0

ahol

(0]
m = Zam,ldl = Zam,lbjcl,j = Z akb]-ci.
I=0 jl i+j+k=m

Igy

oo . o0 . o0 o0
Z(:)Llitl . <Z(:) b]'t] . kZ%)cktk> = ZO et = Z akb]-citm
1= ]= = m=

i+j+k=m

Tehét

(i tll'ti . i b]t]> . i Cki'k = Z aib]-cktm =
i=0 j=0 k=0

i+j+k=m

Z akbjcitm = iaiti- (i b]t] i thk> .
i=0 j=0 k=0

i+j+k=m

Kommutativitas:

Y ait'- th’ Y (aobi + a1biy + ... + aibo)t' =
i=0 i=0

(boa; + bra; 1 + ...+ biag)t thl Zatl
i=0



Multiplikativ egységelem:

Zaitl = Z(litl 1=1- Zaitl,
i=0 i=0 i=0

ahol 1 = Y°  b;t' , gy hogy by = 1b; =0, hai > 0.

Disztributivitas:
Y ait- (Z bit' +Y cl-ti) =Y ait' Y (b + o)t =
i—0 i—0 i—0 i—0 i—0
Z(ao(bi +c¢;)4+ar(bj1+ci1)+...+ai(by+ Co))fi =
i=0
Y (aob; + agc; + arbi_1 + arci—1 + ... + aiby + aico)t =
i=0

(a()bi +a1b,_1+...4+ajby+ apc; + arci_1 + ...+ lll'C())ti =

gk

i=0
Z(ﬂobi +ambi_1+...+ aibo)ti + Z(ﬂoci +ai¢i_1+...+ aico)ti =
i=0 i=0

Z a;tt - 2 bt + Zﬂitl . 2Citl-
1=0 =0 1=0 i=0

Zérusosztomentesség:

Legyen x(t) = Y2 a;t',y(t) = Y2, bit' Ha x(t) = 0 vagy y(t) = 0
akkor kész vagyunk.

Tegytik fel, hogy x(t) # 0 és y(t) # 0. Ekkor legyen k az a legkisebb
index, melyre a; # 0 és m pedig az a legkisebb, melyre b,, # 0. Ekkor
x(H)y(t) = T2, citt, ahol i=k+m esetén

Cktm = A00kym + 01Uk + -+ agbm + ... + agmbo,

mivel a; # 0 és by, # 0, ezért ayhy, # 0, igy cxpm # 0. Igy az kovetke-
zik, hogy x(t)y(t) # 0. Ezzel beldttuk a zérusosztomentességet.
Minden feltételt belattunk ami sziikséges ahhoz, hogy K|[[t]] integritas-
tartomany legyen. fgy K[[t]] integritastartomany.
]



2.1. Formalis hatvanysorok inverze

2.4. Allitas. Az x(t),y(t) formdlis hatvdnysorokra az x(t)y(t) = 1 akkor és csak
akkor teljesiil, ha az egyiitthatok kielégitik a kovetkezoket:

1= aobo

0 = agb1 + a1by

0 = agby + a1b1 + axby

0 =agb; +a1b;_1 +...4+a;_1b1 + a;by

Bizonyitds.
j . .
Legyen x(t) = Y22 ga;t' , y(t) = Y72 bt

Xy = Y ait - Y bt = Y it = 2(1) = 1,
i=0 =0 i=0

ahol ¢; = apb; + a1b;_1 + ...+ a;by

Y2 ocitt = 1 akkor és csak akkor , ha a szorzat formalis hatvanysor
konstans tagja 1-gyel egyenl6 a tobbi egyiitthaté pedig 0-val. A szorzat
hatvanysor konstans tagja cg és co = apby = 1.Ekkor teljestil az els6 egyen-
let, hogy 1 = agby.
A tobbi egyenlet azért fog teljestilni, mert a z(t) hatvanysor c; egytitthat6i
0-val egyenldek és ezzel az egyiitthatok pontosan megegyeznek a bizonyi-
tand6 egyenletek jobb oldaldn levé 6sszegekkel.

Tehat ¢; = agb; + a1b;_1 + ... 4+ a;bp = 0 ha i>0.Ebbd&l kovetkezik az
allitas egyik irdnya.

P

A feltételekben szerepld egyenletek jobb oldalai pontosan megfelelnek
az x(t) és az y(t) formalis hatvanysorok szorzathatvanysoranak egytittha-
toival.lgy x(t)y(t) = X2, c;t', ahol ¢; = agh; + aib; 1 + ...+ a;by Az els6
egyenlet miatt co = 1igy agbp = 1. Az agby szorzat megegyezik az x(t)y(f)
konstans tagjaval. A tobbi egyenletb&l kdvetkezik, hogy ¢; = 0 hai > 0.
Ez aztjelenti hogy x(t)y(t)-nek a konstans tagtol kiilonb6z6 egytitthatdja
mind 0-val egyenld. Igy x(t)y(t) = 1.

Ebbdl kovetkezik az 4llitads masik irdnya is.

O

2.5. Tétel. Az x(t) formilis hatvdnysornak akkor és csak akkor van multiplikativ
inverze, ha ay konstans tagja nem egyenld 0.
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Bizonyitds.
=

Legyen x(t) = Y2 ya;it’ , y(t) = Y2, b;t' gy, hogy az y(t) multiplika-
tiv inverze az x(t)-nek. Ekkor x(#)y(t) = 1.
x(t)y(t) = Zoio Cii’i ,ahol ¢; = (ll()b,’ +a1b;_1 +axb;_o...+a;_1b1 + a,-bo) a
formalis hatvanysorok szorzatdra vonatkozé definici6 miatt.

Zfiociti:1(:)a0b0:1ésci:(),hai>0.

Tehat ,
aobozliaozb—iao#o.
0
Az éllitast igy belattuk az egyik iranyban.
=

Tegytik fel, hogy ag # 0.
Definidljuk a by, by, by . . . értékeket a kovetkez6 modon:

1 -1 -1
bp=—,b1 = —(Cllbo),bz = —(lllbl + azbo) eee,
ap aop ao

-1
b, = %(albn—l 4+ asb, o+ ...+ a,_1b1 + ﬂnbO)

A by-nek egyértelmtien meghatérozottak.
Ekkor az y(t) = Y_;2, bjt' formalis hatvanysor multiplikativ inverze az
x(t)-nek. Ezzel az éllitds mésik irdnyat is belattuk.
[

2.2. Formalis hatvanysorok derivalasa

2.6. Definicié. Az x()=)", a;t! formdlis hatvdnysor derivdltja:
xX'(t) = 2 iait 1 vagyis:

X'(t) = (ag + ayt + axt® + ast® +...) = ay + 2apt + 3azt> + ...

2.7. Allitas. A derivdlt tulajdonsdgai:
Linearitds:(x(t) + y(t)) = x'(t) + v/ (t) és (cx(t))" = cx'(t)

Szorzat-szabdly:(x(t)y(t)) = x'(£)y(t) + x(t)y'(¢)
Hatvdny-szabdly:(x(t)")" = nx(t)"~1x/(t)
Lanc-szabdly: x(y(t)) = x'(y(t))y'(t)
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Bizonyitds. Legyen x(t) = Y22 ya;t, y(t) = Y52 bt
Linearitas:

=|c) at' | =) cait' | = Zicaitlfl = cZiaitlfl = cx/(t)
i=0 i=0 i=0 i=0

(x(t) +y(1)" = (i tl+2bt> = <§(ai+bi)ti> -
izal+b Hl = th11+21btll xX'(t) + v/ (t).
i=1

Szorzat-szabaly:

(x(t)y(t)) = (i aitii biti> = (i citi> = iiciti_l,
i=0  i=0 i=0

i=1
ahol ¢; = agb; + a1b;_1 + ... +a;_1b1 + a;byg = 2;':1 a]-bi_j.

= Z iﬁlifl_l . Z bt = Zdifl_l,
i=1 i=0 i=1

ahol d; = a1b;_1 +2ab;_>+ ...+ (l - 1)611',1171 + ia;by = Z;':l ]a]bl,]

Zatl Zzbtl 1 Zelt’ 1

i=1

ahole; = bya;_1 +2bya;_»+ ...+ (l - 1)171',16!1 + ibjag = 2;':1 ]az,]b]
Az el6z6eket felhasznalva:

() + x()y (1) = idl-ti_l . ieitz‘—l _

™

N
I
_

(di+ei)tilzz<2]a] i ]+2]al _ibj )t’ -

i=1 \j=1 j=

i=

Z (Za] i ]) pi—1 ch A1 = (x(Hy(t))".

/

Hatvany-szabdély: (x(t)")" = nx(t)"~'x'(t). Teljes indukciéval bizonyi-
tunk 7 szerint.
Legyen n = 1.Ekkor:

X' (1) = (x(H)") = nx ()" ¥/ (t) = «'(¢).
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Tegytik fel, hogy igaz az allitasra n-re nézziik meg n + 1-re:

(x()" )" = (x(5)"x(t))"
Hasznaljuk a szorzat-szabalyt ekkor:
(x(8)"x(£))" = (x(8)")x(8) +x(8)"x' (£) = max(£)" ' (1) x(£) +x(£)"' (£) =

nx(t)"x' () + x(£)"x'(t) = (n + 1)x(t)"x'(t)

Lanc-szabaly: ’
x(y() = T2 ay (1) és < (y(1) = £ piay() !

Ezek segitségével és felhaszndlva a linearitdst és a hatvany-szabdlyt
kovetkezik:

x(y(t))’ = (io ai}/(t)i> = Yoo (y0y) = X i1y (1) =

X' (y(£)y' ()
0
23. Azx(t) =Y, (1{2)1,””rl formalis hatvinysor vizsgalata

2.8. Tétel. Algebra alaptétele: Minden K[X]-beli n-ed fokii polinomnak multip-
licitdsokkal egyiitt legfeljebb n gyoke van.

2.9. Definicié. A K test karakterisztikdja az a p legkisebb pozitiv egész szdm,
melyre 1 + ... 41 = 0. Ha nincs ilyen szdm akkor K karakterisztikdja 0.

Tovébbiakban feltessziik, hogy a K 0 karakterisztikdja test.

2.10. Definicié. Tetszdleges z € K szdm és n nem negativ egész esetén legyen:

(z> 2 (z=1) ... (z—n+1)

n n!

2.11. Definici6. Legyen ¥V IN : b, (m) = (7). bu(x) = 0 akkor és csak akkor, ha
x=0,1,...,n—1

2.12. Allitas. Legyen f(X,Y) € K[X,Y] polinom és U,V C K végtelen halmazok
azzal a tulajdonsiggal, hogy minden ucl, veV esetén g(u,v)=0. Ekkor g(X,Y)
azonosan nulla.
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Bizonyitds.
Tegytik fel, hogy f nem azonosan 0. Legyen f a kovetkez6 alakd:

FXY) =ap(X)Y'+a1(X)Yn —1)+ - +a,X

, ahol ap(X) # 0. ag(X) k-ad foku polinomja X-nek, U végtelen hal-
maz, ezért nem lehet minden pontja ag(X)-nek zérushelye, mert akkor
ap(X) = 0 lenne. Ezért 3 ucU hogy apu # 0, mivel f nem azonosan
0. Ekkor az f(u,Y) € K[Y] egyvaltozds polinom n-edfokt és legfeljebb n
gyoke van az algebra alaptétele miatt. Az el6z6 indokldshoz hasonléan
kapjuk, hogy 3v € V', hogy f(u,v) # 0. Ez pedig ellentmondas.

O

2.13. Tétel. Binomidlis tétel: Bdrmely n természetes szdmra és tetszoleges a, b
valds szdmokra :

(a+b)" = i (7) g —

i=0

(n> a"pd + (n) a4+ < " )albnl + (n) a°b"
0 1 n—1 n

2.14. Allitas. Minden n,m, k € IN esetén
n+m\ & (n\ [ m
k AV k—1i
1=0

Bizonyitds.
Tekintsiik a kovetkez dsszeget: Y ;=" ("7™)x* és hasznaljuk a binomi4lis
tételt tgy, hogya = 1,b = x,n = n + k és i = k.Ekkor

n+m
Z (n—fl;m>xk _ (1+x)n+m _

k=0
Az asszociativitas és a binomidlis tétel felhasznéaldsaval:
noruN LM Sm\
14+ )" (1+x)" = ()f ()J
a0 =2 (7))

Mivel k = i + j és haszndljuk a formalis hatvanysorok definiciéjat kap-
juk, hogy:

14



Ebbdl pedig kovetkezik, hogy:
n—+m kK /n m
(") =% 06"

2.15. Allitas. Teljesiil az aldbbi polinomilis eqyenléség:
(X +Y) Zb Vbi_i(

Bizonyitds. Legyen f(X,Y) = b(X +Y) — Yo bi(X)br_i(Y) € K[X,Y]
polinom.
Beldtjuk, hogy Vn,m € IN esetén f(n,m) = 0.

£, m) = by(n +m) — ibi(n)bk_i(m) - (":m) - f (’Z) (km )

i=0 i=0 —1

A 2.12. allitds miatt U = V = IN-t véve kapjuk, hogy f(X,Y) azonosan
0.
O

2.16. Kovetkezmény. Minden x,yc K esetén b (x +y) = Y5_o b;(x)br_i(y).
=YL

2.17. Definici6. Tetszbleges x € K értékre leqyen 1 (t) ©o (Mt e K[[t]]

formalis hatvdnysor.

2.18. Allitas. Az u,(t) formdlis hatvinysorra ¥n € N esetén teljesiil, hogy
un(t) = (1+6)"
Bizonyitds. u,(t) = Y500 (1.

A binomiélis tétel miatt (14 #)" = ( )t’ =¥, (Mt ahol () =0

,hai>n ez igaz, mivel b;(n) =0, han= 0 1 i-1.
0

15



2.19. Allitas. Az uy(t), uy(t) formalis hatvdnysorokra teljesiil, hogy ux(t)u, (t) =
ux+y (t).

Bizonyitds. Mivel ux(t) = Y220 (F)t ésuy (t) = Y2 ()t ezért:

1

ux(B)uy(t) =) <) Y (.)tl
i=0 \! i=0 \!
A formalis hatvanysorok szorzatara vonatkozo6 definicié:
x(t) = £ paitt ésy(t) = Y2 b;t' formalis hatvanysorok szorzata:
z(t) = Y2 c;t' formalis hatvénysor, melyre ¢; = agb; +a1b; 1+ ...+

a;by. Ittc; = Z}:O a]-bi_]-.

fgy x(t)y(t) = Tg et = L2 (T aybiy) £

Ezt hasznélva:

=B () B K50 () -

y <x fy) F =ty (1)

: i
i=0
Az utols6 egyenldség igaz lesz a 2.16. kovetkezmény miatt.
O

2.20. Definicié. Azt az origo koriili szimmetrikus intervallumot, amelyben az
orig6 koriili hatvdnysor abszoliit konvergens, konvergenciaintervallumnak nevez-
ziik, ennek sugardt konvergencisugdrnak. Ha a hatvdnysor mindeniitt konver-
gens, akkor a konvergenciasugarat végtelennek tekintjiik, ha a hatvinysor csak az
origéban konvergdl, akkor azt mondjuk, hogy a konvergenciasugdr nulla.

2.21. Tétel. (Cauchy-Hadamard)
A Y2y a;t' hatvdnysor konvergenciasugara:

1
r= ,
limsup; oo/ |ai ’

ha a |t| < r,akkor a hatvdnysor abszoliit konvergens, ha pedig |t| > r, akkor a
hatvdnysor divergens, ha |t| = r akkor pedig nem tudjuk.

Megjegyzés: ha a hatvanysor egyiitthat6i kozott legfeljebb véges sok
nulla van, akkor:
a.
— lim o |-
r=lim;_, =
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2.22. Allitas. Az x(t) = Y2, (Y2t formalis hatvdnysorra teljesiil, hogy

1= 1

x(t)? = 2 + 3. Vizsgdljuk az x(t) konvergenciasugardt a K = C esetben.
Bizonyitds.
A 2.18. és a2.19. allitasok felhasznélasaval kapjuk, hogy:
u () =ug(t) =1+t
Ebbdl pedig kovetkezik az allitas hellyessége, mivel:

x(H)2 =P+ =t(1+1)

Az x(t) =Y, (1{2)1‘1‘+1 konvergenciasugardnak meghatarozasa:
A kovetkez6 formulat hasznalhatjuk, mivel az x(t)-nek legfeljebb csak

véges 0 egyiitthatdja van.

—~
~ N =
~—

a;

i1

I
3
I

r=1lim;_q

i—00 (
i

+ NI—
[uny
~—

IG-1...G3—i+1)  (i+1)!

- _ - = lim
i—c0 %(%—1)...(%—1—1—1)(%—1) i!

i—00

fgy az x(t) formalis hatvanysor konvergenciasugara 1.

3. Algebrai gorbék lokalis paraméterezése

3.1. Definicié. (Algebrai gorbe)

Legyen K rogzitett test. Ekkor algebrai gorbén eqy f(X,Y) = Zﬁgn a;i X"y

(a;j € K) kétvdltozds n-edfokii polinom zérushelyeinek halmazit értjiik, azaz a
V(f):={(X,Y) € K?: f(X,Y) = 0} halmaz elemeit.

3.2. Definicié. (Affin transzformdcic)
A koordindta sik P(x,y) — P(x',y') alaku transzformdciéit, ahol

x' = anx —+ ay + bl

y' = ao1x +any + by

és ay1ax — a12az1 # 0, affin transzformdcidknak nevezziik.
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3.3. Definicié. (Sima pont)
Az f(X,Y) = 0 gorbe P(a,b) pontjdt sima pontnak nevezziik, ha (a,b)-ben nem
tinnek el a parcidlis derivdltak eqyszerre, azaz ha (fy(a,b), fy(a, b)) # (0,0).

3.4. Definicié. Legyen P(a,b) aT : f(X,Y) = 0 algebrai gorbe sima pontja.
Ekkor azt az eqyenest, amelynek a P-beli metszési multiplicitdsa 1-nél nagyobb, a
I' P-beli érintojének nevezziik.

Az érint6 eqyenlete a P(a,b) pontban:

fx(a,b)(X —a)+ fy(a,b)(Y —b) =0

3.5. Allitas. Leqyen T : f(X,Y) = OK feletti algebrai gorbe melynek (0,0) sima
pontja Y = 0 érintdvel.

(a)
Igazoljuk, hogy pontosan egy olyan K elemeibdl dll6 ay, ay, . . . sorozat létezik,
amelyre

HHL F(t art + apt? + ... + a;t?)

teljesiil minden i > Qesetén.

(b) ‘

Legyen u(t) = Y.i2 a;t' a fenti ay, ay, . . . sorozattal. Ekkor igaz, hogy

f(t,u(t)) =0

Bizonyitds.

() o
Legyen f(X,Y) = Y2, Z}”;O b X'YT.
Tudjuk , hogy f(0,0) = 0, amib6l kévetkezik, hogy by = 0.
Mivel a (0,0) sima pont, ezért a sima pont definicidja miatt

(fx(0,0), £(0,0)) # (0,0).
Az adott pontba htizhat6 érint6 egyenlete definicié szerint az
a=0,b =0 esetben:

fx(0,0X + £(0,0)Y,

mivel a (0,0) pontban az érinté Y = 0,igy fy(0,0) = 0és f,(0,0) # 0.
Mivel f5(0,0) = 0 — byg = 0 tovabba leosztva by;-gyel feltehetjiik, hogy
by = 1.

Ekkor

f(X, Y) =Y+ bz()Xz + b1 XY + b02Y2 +...
Az i=1 esetben:
f(t,art) = apt +£2(...)
Ebbdl az kovetkezik, hogy 2| f (t, ait)-t akkor és csak akkor, ha a; = 0.
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i=2 esetben:

BIf(t art + apt?) = f(t,a2t?) = t*(az + by) + £3(.....)
Ebb6l az kovetkezik, hogy t3|f(t, ait + ant?)-t akkor és csak akkor, ha
a = 0és ar; — —bzo.
i=3 esetben:

t4|f(t, a2t2 + a3t3) = tz(llz -+ bzo) + t3(a3 — arby1 + bgo) + t4(. . ) =

t3(a3 — byoby1 + b30) + t4(. . )
Ebbdl az kovetkezik, hogy t4|f(t, at + ant? + ast®)-t akkor és csak ak-
kOI‘, ha a1 = 0,a, = —1720, az = b20b11 — 1730.
Léathat6, hogy minden a; értéket ki tudunk fejezni a b;;-k segitségével
egyértelm{i moédon.

(b) , ,
Mivel u(t) = Y22, a;t', ezért az (a) 4llitds miatt 1| f(t,u(t)) minden
i-re igaz. Ez csak akkor fordulhat el6 ha f(t,u(t)) = 0.
0

3.6. Definici6. Azt mondjuk, hogy az u(t),v(t) formdlis hatvinysorok a T :
f(X,Y) = 0K feletti algebrai gorbe lokdlis paraméterezése a P(a, b) pontban, ha
u(0) =a,v(0) =bés f(u(t),v(t)) =0.

3.7. Allitas. Haa P a T sima pontja és (u(t),v(t)) lokdlis paraméterezés P-ben,
akkor (1'(0),v'(0)) a P-beli érintd irdnyuvektora.

Bizonyitds.
Mivel f(u(t),v(t)) = 0és f(u(0),v(0)) = f(a,b), ezért:

fiu(t),v(t) = fr(ut), o(t)u'(t) + fi (u(t), v(t))v'(t) =
fx(a, b)u'(t) + fy(a,b)0'()

t=0 esetben pedig
f1(u(0),0(0)) = fx(a,b)u’(0) + fy(a,b)0'(0) = 0

Ebbdl az latszik, hogy az (f%(a,b), fy(a,b)) vektor skaldrisan Gssze van
szorozva a (u'(0),7'(0)) vektorral és a szorzat 0-at ad igy (1/(0),7'(0))

merdleges (fi(a,b), fy(a,b))-re.
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A P pontba htizott érintd egyenlete:
fx(a,b)(X —a) + fy(a,b)(Y —b) =0

Az érint6 normélvektora:(fy (a,b), fy(a, b))

Az érint6 normalvektora mer&leges az érinté irdnyvektorara. Igy, mi-
vel (u/(0),7(0)) meréleges (fi(a,b), fy(a,b))-re kovetkezik, hogy a P-beli
érint6 iranyvektora:(u'(0), 7' (0))

]

3.8. Allitds. Mutassa meg, hogy ha P(a,b)aT : f(X,Y) = 0 algebrai gorbe sima
pontja, akkor van I'-nak lokdlis paraméterezése.

Bizonyitds. Legyen T : f(X,Y) = 0 algebrai gorbe és tegyiik fel, hogy a
(0,0) sima pontja Y=0 érintével. Ekkor a 3.5 4llitds alapjan tudjuk, hogy
létezik olyan u(t) = Y2, a;t' formélis hatvanysor, hogy f(t,u(t)) = 0.
Ez pontosan azt jelenti, hogy ebben a pontban van lokdlis paraméterezés,
mivel t is egy formadlis hatvanysor és t = 0-ban (t,u(t)) = (0,0).

Nézziik a I gorbe P(a, b) sima pontjat t érintével. Ekkor alkalmazzunk
egy « affin transzforméciot, ami a P-t elviszi a (0,0)-ba és t-t elviszi az
Y = 0-ba azaz az x-tengelybe. Legyen I' « melletti képe I".

Jelolje (t,u(t)) a T’ lokélis paraméterezését (0,0)-ban. Az « inverze
szintén affin transzformaéciod, az inverz koordinatas alakja:

X/ =danx —+ alzy + bl
Yy = anx +any + b
Ekkor(t, u(t)) képe a inverze mellett (v(t), w(t)), ahol:
U(t) =anqt+ alzu(t) + bl

w(t) = ant+ axpu(t) + b2

Ezek szintén formélis hatvanysorok, és (v(t),w(t)) a keresett lokalis pa-
raméterezése I'-nak az (a, b)-ben.
O
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