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Bevezetés

A dolgozat az algebrai geometria témakoréhez kapcsolédik. Ezen tudo-
maényteriilet az algebra és a geometria kapcsolatat tanulmanyozza, geo-
metriai fogalmakat, problémékat kezel algebrai eszkozok segitségével. Koz-
ponti fogalma az algebrai gorbe, mely alatt egy két-illetve hdromvaltozos
polinom zérushelyeinek halmazat értjiik. Ezeket a zérushelyeket (rende-
zett (X,Y) szdmpdrokat illetSleg (X, Y, Z) szdmhdrmasokat) tudjuk a si-
kon abrazolni, és ezeket nevezziik a gorbe pontjainak, adva ezzel geomet-
riai értelmet az algebrai manipulaciénak.

A dolgozat célja a témakor fogalmainak (algebrai gorbe, gorbe foka és
irreducibilitdsa, gorbe és egyenes metszési multiplicitdsa, pont multipli-
citdsa, sima és szingularis pont, érintd, inflexiés pont) felépitése algebrai
uton. A szingularis pontoknak kitiintetett szerepe van a gorbék geometri-
dja szempontjabol. Ezek olyan pontok, ahol a gorbe tobbszordsen dtmet-
szi onmagat, vagy cstcsos forduldépontja van, illetve lehetnek izol4lt pon-
tok. Célunk a fogalmak felépitése mellett specidlisan annak megmutatésa,
hogy egy irreducibilis harmadrendii gorbének legfeljebb egy szinguléris
pontja van, és minden ilyen gorbe projektiv linearis transzformaciok alkal-
mazasaval olyan alakira (kanonikus alakura) hozhat6, melybdl konnyen
leolvashat6, hogy a gorbének létezik-e szingularis pontja, és ha igen, az
milyen tipust.

Minden fogalmat definidlni fogunk affin-és projektiv sikon is, és leir-
juk majd az ezek kozotti kapcsolatot és atmenetet. Els6ként az affin és a
projektiv sik kapcsolatarél lesz sz6, és a nagy jelentdséggel bir6 atfin-és
projektiv linedris transzformdciékrdl. Ezek utdn csakis olyan geometri-
ai fogalmakat vezetiink majd be, melyek projektiv linedris transzformé-
ci6k soran véltozatlanok maradnak. Leirjuk el8szor is, mit értiink algeb-
rai gorbén, gorbe fokdn-és irreducibilitdsan, majd a metszési polinom és
a tobbszords gyok fogalmanak segitségével definidljuk, mit értiink gorbe
és egyenes metszési multiplicitdsan. Ezen fogalom segitségével definial-
juk majd a pont multiplicitdsét, és a gorbe pontjait sima-illetve szingula-
risnak nevezziik majd a multiplicitdsuktdl fliggben. Az analizisb8l mar
ismert érintd illetve inflexiés pont fogalmakat ezuttal algebrai eszkdzok-
kel definidljuk majd, eddigi fogalmainkbdl kiindulva. Ezutan irreducibilis
harmadrendi gorbékkel foglalkozunk. Belatjuk, hogy minden ilyen gor-
bének legfeljebb egy szingularitdsa van, és adunk egy sziikséges és elegen-
do feltételt ennek létezésére. Végiil igazoljuk, hogy minden irreducibilis
harmadfok gorbe 3 1épésben (egy projektiv-és két affin linedris transzfor-
maéci6 egymads utani alkalmazasaval) kanonikus alaktra hozhat6, és ebbdl
vonunk le kovetkeztetést a gorbe esetleges szingularis pontjat illetéen.
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1. Az affin és a projektiv sik

Legyen K rogzitett test. Affin sikon dltaldban a hagyomanyos K? koordi-
natasikot értjiik, ahol a pontok reprezentdlhatok rendezett (x,y) szdmpé-
rokkal, ahol x, y € K. Az affin sikra az AG(2, K) jelolést hasznaljuk.

1.1. A projektiv sik heurisztikus konstrukcidja

A PG(2,K)-val jelolt projektiv sik konstrukcidja elképzelhetd a kovetke-
z6képpen: Tekintsiink egy tetszdleges L sikot a K® vektortérben, amely
nem megy at a (0,0,0) ponton (vagyis az origén), tovabbd jeldlje Ly azt a
sikot, mely parhuzamos L-el, és d4tmegy az origén. Ekkor minden origén
athalado f egyenes, mely nem az Ly sikon fekszik, pontosan 1 pontban
metszi L-t, és forditva, az L sik minden egyes P pontjdhoz létezik egy (és
csak egy) olyan f egyenes, amely 4thalad a P ponton és az origén, vala-
mint Ly nem tartalmazza. Ha az L sikot tekintem az affin K2 siknak, akkor
az eddigi konstrukciéval 1étesitettiink egy kolcsondsen egyértelmti meg-
feleltetést (bijekciot) az affin sik (K?) elemei és K3 azon egyenesei kozott,
melyek dtmennek az origén, és nincsenek az Ly sikban. PG(2, K) pontjai
tehat tulajdonképpen K origén athalad6 egyenesei, melyek koziil azokat,
melyek nem haladnak at Ly-on, kozonséges, mig azokat, melyek igen, vég-
telen tavoli pontoknak nevezziik.

A projektiv sik tekinthetd tehat tigy, mint az affin sik kib&vitése a vég-
telen tavoli pontokkal.

1.2. A konstrukcié matematikai formalizacidja

A konstrukcié matematikai vetiilete a kovetkezé: minden K3-beli X #
(0,0,0) vektor egyértelmtien meghataroz egy PG(2, K)-beli pontot (jelestil
az X-en valamint az origén athalad6 egyenest). Fontos észrevétel, hogy
tetszbleges X # (0,0,0) vektor esetén VA € K-ra AX ugyanazt a projektiv
pontot hatdrozza meg. Ezek szerint PG(2, K) pontjai tekinthet6k (x : v :
z), ugynevezett homogén szamhérmasoknak, ahol:

(x1:y1:2z1) = (2 :yp 1 2p) & XN € KA #0:x1 = Axp,y1 =
Aya,z1 = Azp.

Mivel a projektiv sik fiigg L megvélasztasatol, praktikus L-taz = 1
egyenlet(i stknak vélasztani. Ekkor K?-et a kovetkez6képpen azonositjuk
L-el: (x,y) ~ (x:y:1),ahol (x,y) € K>és (x : y: 1) € PG(2,K). Ekkor Lg
nyilvdn a z = 0 egyenletti sik, ezt nevezziik végtelen tadvoli egyenesnek.



Fontos még annak a tisztdzdsa, hogy mit értiink projektiv egyeneseken.
Az eddigi konstrukci6hoz hasonléan vegyiik észre, hogy egy origén atha-
lad6 S sik (S # Lo) az L sikot egy egyenesben metszi. Az L sik pedig a
végtelen tavoli pontokat (origén atmend egyenesek, melyek Ly-on feksze-
nek) tartalmazza. Projektiv egyeneseken definicié szerint origén atmend
sikokat értiink, mds olvasatban olyan homogén (x : vy : z) szdmharma-
sok halmazat, melyek kielégitenek egy ax + by + cz = 0 homogén linedris
egyenletet. A z = ( végtelen tavoli egyenest /-el jelolve teljesiil, hogy
AG(2,K) = PG(2,K)\Iw.

1.3. Projektiv és affin linedris leképezések

Legyen A = 4;; 3 x 3-as invertdlhat6é matrix (det(A) # 0). Ekkor az A 4ltal
meghatarozott ¢ 4 projektiv linedris transzformacié a P(x : y : z) pontot a
P'(x" 1y : 2') pontba viszi, ahol:

X' = anx + apy + a3z
/

Y = anXx + axy + a3z

z' = az1x + azny + azz

Megmutathat6, hogy az imént definidlt ¢ 4 leképezés joldefinialt, egye-
nestart6 bijekcid, tovabba invertalhato, inverze ¢ 4,1 és ¢4 0 p = @ap. A
projektiv linedris leképezések csoportot alkotnak. Megmutathat6, hogy
@ o pontosan akkor hagyja fixen lw-t, ha a3; = a3, = 0. Ekkor affin transz-
formaciorol beszéliink. Abban az esetben, ha as3 # 0, a ¢ 4 transzformacié
megszorithaté AG(2,K)-ra a kovetkez6képpen: a P(x,y) pont képe ¢4
mellett az a P'(x/,y') pont, melyre:

a a a
/ 11 12 13
X =—Xx+—y+—
ass ass ass
;p_an az az3

=—Xx+—y+—
433 433 a33

Az affin transzformdciok speciélis projektiv transzformdciok. S és S’
alakzatokrol azt mondjuk, hogy projektiv (affin) ekvivalensek, ha létezik
olyan ¢4 projektiv (affin) linedris transzformaci6, mely S-et S'-be viszi.
Egy tetszOleges alakzat valamely tulajdonsdgarol, specialis pontjarél vagy
egyenesérdl azt mondjuk, hogy affin (projektiv) invaridns, ha jellege vél-
tozatlan marad a transzformdci6 soran.

A téma targyaldsandl nagy jelentéséggel bir az alabbi tétel, melyet tgy
is emlegetnek, mint a projektiv leképezések alaptétele:
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1.1. Tétel. Legyen Py, Py, P>, P53 és Qq, Q1, Q2, Q3 két dltaldnos helyzetii pont-
négyes (azaz semelyik 3 pont nem esik egyazon egyenesre). Ekkor létezik pon-
tosan egy olyan ¢ 4 projektiv linedris transzformidcio, melyre: ¢ (Py) = Qo ,
Pa(P1) = Q1 9a(P2) = Q2, a(Ps) = Qs.

2. Algebrai gorbék, gorbe foka és irreducibilitasa

A témdhoz kapcsol6dé fogalmak, definicidk és tételek felépitésénél sziik-
ség van azok affin és projektiv értelmezésére is. Az algebrai gorbe fogalma
affin sikon a kovetkezé:

2.1. Definici6. Legyen K rogzitett test. Ekkor algebrai gorbén egy f(X,Y) =
Zﬁgn ainin (a;j € K) kétvdltozds n-edfokii polinom zérushelyeinek halmazdt

értjiik, azaz a V(f) := {(X,Y) € K*>: f(X,Y) = 0} halmaz elemeit.

Fontos észrevétel, hogy ha f(X,Y) egy kétvéltozos n-edfoka polinom,
akkor VA € K : A # 0 nemzér6 skaldr esetén Af(X,Y) ugyanazt a gorbét
hatdrozza meg.

A PG(2,K) projektiv sik pontjai homogén (X : Y : Z) szamharmasok.
Ez alapjén, az affin definicihoz anal6g médon, az algebrai gorbe definici-
6ja projektiv sikon a kovetkezé:

2.2. Definicié. Legyen K rogzitett test. Ekkor algebrai gorbén egy F(X,Y,Z) =
Ziﬁ;ﬁzn a;x XY Z*(ajj € K) hdromodltozds, n-edfokii homogén polinom zéré-
helyeinek halmazit értjiik, azaz a V(F) = {(XYZ) € PG(2,K)F(X,Y,Z) =
0} halmaz elemeit.

Itt fontos megvizsgdlni a joldefinidltsdgot. Az, hogy egy (X : Y : Z)
homogén szamhérmas eleme-e a V(F) halmaznak, nem fiigg a homogén
szdmhdrmas reprezentdnsanak megvalasztdsatél. Ez azonnal adédik ab-
bl a ténybdl, hogy F(AX,AY,AZ) = A"F(X,Y,Z), ahol A € K,A # 0,
valamint F(X, Y, Z) n-edfokti homogén polinom. Ekkor ugyanis nyilvan-
val6, hogy: F(X,Y,Z) =0« F(AX,AY,AZ) = 0.

A kovetkezd 1épés annak tisztadzasa, hogy mit értiink egy algebrai gor-
be fokan affin, illetve projektiv sikon.

2.3. Definici6. Egy T algebrai gorbe fokdn affin sikon a meghatdrozé f(X,Y)
polinom totilis fokdt értjiik, azaz a legmagasabb fokii monémjdnak a fokdt.

2.4. Definici6. Egy I algebrai gorbe fokin projekiv sikon a meghatdrozo F(X,Y, Z)
homogén polinom fokdt értjiik.



A gorbe foka projektiv invaridns, azaz ha I' d-edfokd gorbe, ¢4 pro-
jektiv linedris transzformacio, és I a T’ gorbe ¢4 melletti képe, akkor I”
szintén d-edfoku.

Emlékeztet6iil, AG(2, K) és PG(2,K) kozonséges pontjai kozott létesi-
tettiink egy bijekciot a kovetkezéképpen: (X,Y) ~ (X : Y : 1) és fordit-
va: (X:Y:2Z)~ (3, %) Ez alapjan, az algebrai gorbéket meghatarozé
f(X,Y) és F(X,Y, Z) polinomok kozotti atmenet a kovetkezSképpen tor-
ténik: (X, Y) = F(X,Y,1) illetve F(X,Y,Z) = Z"f(%,%).

A harmadfoku gorbéket mas néven harmadrendi gorbének nevezziik.
Az altalanos harmadrendti gorbe egyenlete affin sikon:

FX,Y) = az0X> + an X2Y 4+ a1pXY? + agzY® + ay X>+
+ap XY + agpY? + a10X +ap1Y +agyp =0
Ugyanez a projektiv sikon homogén polinommal kifejezve:
F(X,Y,Z) = a3oX> + a1 X?Y + a1pXY? 4 a3 Y? + a0 X2 Z+
+a11XYZ + agpY?Z + a10XZ? + a1 YZ? + agoZ® = 0

2.5. Definicié. Eqy I' algebrai gorbét irreducibilisnek neveziink, ha a meghatd-
roz6 f(X,Y) vagy F(X,Y, Z) polinom irreducibilis, azaz nem bomlik fel alacso-
nyabb foki tagok szorzatdra.

A definici6 alapjan beldthat6, hogy egy harmadrendi gorbe pontosan
akkor irreducibilis, ha nem bomlik fel egy egyenes és egy médsodrendi
gorbe unidjara, illetve nem bomlik fel 3 egyenes unidjéra.

3. Gorbe és egyenes metszési multiplicitasa

Ebben a szakaszban bevezetjiik a metszési multiplicitds definicijat mind
affin, mind projektiv sikon. Erre a fogalomra tdmaszkodva épitjiik majd
fel a tovabbi definicidkat.

3.1. Egyenes paraméterezése

Be fogjuk vezetni az egyenes paraméterezésének fogalmat affin, illetve
projektiv sikon.

3.1. Definici6. Legyen adott az affin sikon eqy e : aX + bY + c = 0 egyenletii
egyenes. Az e egyenes egy paraméterezésén egyr : K — e,

r(t) = (ugt + vy, ust + v7)

alakii bijekciot értiink.



Az (u1,uy) vektort az e egyenes irdnyvektordnak nevezziik. Vegytiik
észre, hogy a (v1,v2) pont rajta van az e egyenesen, nevezetesen (v1,v;) =
r(0). Egy egyenes paraméterezése tehat felfoghat6 tgy, mint az egyenes
megadasa egy pontjaval és egy irdnyvektoraval. Mivel a pont tetsz6leges,
illetve az irdnyvektor csak skaldrszorzo erejéig egyértelmtien meghataro-
zott, egy egyenesnek végtelen sok paraméterezése létezik. Igaz azonban a
kovetkezd tétel:

3.2. Tétel. Legyenek r(t) = (uyt +vq, upt +vp) és v’ (t) = (ujt + v}, uht +0%)
az e egyenes 2 paraméterezése. Ekkor léteznek o € K, B € K, melyekre v'(t) =
r(at+ B).

Fontos észrevétel, hogy az e egyenesnek megadhat6 paraméterezése,
ha ismerjiik két kiilonb6z6 (A és B) pontjat, a kovetkez8képpen:

r(t) = ((1—t)Aq + By, (1 — t) Ay + tBy)

Ezutén térjiink 4t az egyenes paraméterezésének projektiv definiciéja-
ra. A projektiv sik egyenesei ¢ : aX + bY + cZ = 0 alaktak, és pontjai
homogén (X : Y : Z) szdmharmasok. A projektiv sikon barmely egye-
nest egyértelmtien meghatdrozza 2 kiilonboz6 (A = (A; : Ay : Aj3) és
B = (B : By : B3)) pontja, és e paraméterezhetd a kovetkezd médon:

T’(t,S) = (Alt + Bys : Ayt + Bos : Ast + Bgs)

3.2. A metszési polinom

3.3. Definicié. Legyen I d-edfokii algebrai gorbe az affin sikon, a meghatdro-
z6 polinom legyen f. Legyen | egy tetszdleges eqyenese AG(2, K)-nak, tovdbbd
legyen r(t) = (urt + vy, upt + vy) az | egyenes egy paraméterezése. Ekkor a
D(t) = f(urt + vy, upt + vp) polinomot a T’ és az | eqyenes dltal meghatdrozott
metszési polinomnak nevezziik.

Nyilvanval6, hogy a metszési polinom legfeljebb d-edfoku, a gyokeit
jeloljiik to, t1, ...-el. Vegyiik észre tovabba, hogy a tg, t1, ... paraméterekhez
tartozo r(ty), r(t1), ... pontok éppen a I és az | egyenes metszéspontjait ad-
jak meg. A metszési polinom gyokeinek szdmat (multiplicitdsokkal sz&-
molva) a I' és | metszési szdmdnak nevezziik. Nagy jelent6séggel bir a
kovetkezd tétel:

3.4. Tétel. Legyen I' d-edfokii affin algebrai gorbe (d > 1), és legyen | egy egye-
nes. Ekkor I és | metszési szdama < d, vagy pedig az | egyenes komponense a I’
gorbének. Ebbdl adéddan, minden olyan d-edfokii I gorbe esetén, melynek nincs
linedris komponense, d jo fels6 becslés I'-nak akdrmely I egyenessel vett metszési
szdmdra.



Az eddigi gondolatmenet kiterjesztheté PG(2, K)-ra a kovetkezd mo-
don.

3.5. Definicié. Legyen F az a d-edfokii homogén polinom, mely a T projekt-
v gorbét hatdrozza meg. Legyen L eqy tetszdleges projektiv egyenes, és legyen
r(t,s) = (At + Bys : Apt + Bps @ Ast + Bss) L eqy paraméterezése. Ekkor a
®(t,s) = F(A1t + Bys, Ayt + Bys, Ast + Bss) kétvdltozés polinomot a T és L
dltal meghatdrozott metszési polinomnak nevezziik.

Ez esetben a metszési polinom gyokeit (g, so) rendezett szamparok al-
kotjak. Ezeknek a szdmét nevezziik I' és L metszési szdmanak. Projektiv
esetben is megfogalmazhato egy, az affin esethez teljesen analdg tétel:

3.6. Tétel. Legyen I' d-edfokii projektiv algebrai gorbe(d > 1), és legyen L egy
eqyenes. Ekkor I és L metszési szdama < d, vagy pedig az L egyenes komponense a
I" gorbének. Ebbil adédéan, minden olyan d-edfokii T" gorbe esetén, melynek nincs
linedris komponense, d jo felsd becslés I'-nak akdrmely L egyenessel vett metszési
szdmdra.

3.3. Metszési multiplicitas egy adott pontban

3.7. Definicié. Legyen I' d-edfokii algebrai gorbe az affin sikon, a meghatdrozo
polinom pedig f, ezenkiviil legyen adott eQy I egyenes, és I-nek egy r(t) paramé-
terezése. A hozzdjuk tartozé metszési polinom legyen ®(t). Legyen P € T N1
a gorbe és az egyenes egy metszéspontja, és legyen to az a paraméter, melyre
P = r(ty). Ekkor azt mondjuk, hogy T és | metszési multiplicitdsa a P pont-
ban r, ha tq r-szeres gyoke ®(t)-nek.

Jelolés: r = i(P,T,1). Fontos kimondani a kovetkez6 lemmat, mely
garantdlja a joldefinidltsagot:

3.8. Lemma. Az i(P,T,1) metszési multiplicitds csak P-t6l, T-t6l és 1-tdl fiigg,
azaz nem fiigg | paraméterezésének megudlasztdsdtol.

Nagy jelent6séggel bir tovdbba a kovetkezd lemma is:

3.9. Lemma. A metszési multiplicitds affin invaridns, azaz ha a P pont, a I gorbe
és az | eqyenes képei az w affin linedris transzformdcié mellett rendre P!, T illetve
I', akkor i(P,T,1) = i(P, T',I").

A metszési multiplicitas projektiv definicidja az affin definiciéhoz ha-
sonldan épithetd fel.



3.10. Definicié. Legyen F a I gorbét meghatdrozo d-edfokii homogén polinom,
és legyen L egy projektiv egqyenes, r(t,s) paraméterezéssel. A hozzdjuk tartozé
metszési polinom legyen ®(t,s). Végiil legyen P € T N L a gorbe és az egyenes
eqy metszéspontja, és (to,so) az a paraméter, melyre P = r(to,sg). Azt mond-
juk, hogy T és L metszési multiplicitdsa a P pontban r, ha (ty, so) r-szeres gyoke
D(t,s)-nek. Ez azt jelenti, hogy r az a legnagyobb kitevd, melyre (sot — tos)"
osztdja a D (t,s) polinomnak.

Az affin sikon kordbban kimondott 2 lemma érvényes lesz projektiv
sikon is.

3.11. Lemma. A metszési multiplicitds (i(P,T, L) csak P-t6l, T-t6l és L-tdl fiigg,
azaz nem fiigg L paraméterezésének meguilasztdsdtol.

3.12. Lemma. A metszési multiplicitds projektiv invaridns, azaz ha a P pont, a
I" gorbe és az L eqyenes képei az « projektiv linedris transzformdcid mellett rendre
P', T illetve L', akkor i(P,T,L) = i(P',T',L’).

A metszési multiplicitds projektiv és affin esetének kapcsolatat irja le
az alabbi lemma:

3.13. Lemma. Legyen P a projektiv I gorbe és az L projektiv eqyenes egy met-
széspontja. Valamely vdltozo segitségével dehomogenizdlva kapjuk a p pontot, a
7y QOrbét és az | egyenest az affin sikon. Ekkor i(P,T,L) = i(p,v,1).

4. Pont multiplicitasa, sima és szingularis pontok

A kovetkez6 fontos fogalom, amire sziikség van a felépités sordn, az a
pont multiplicitdsa egy adott gorbén. Ez alapjan fogjuk majd osztdlyozni
a gorbe pontjait.

4.1. Pont multiplicitisa egy adott gorbén

Megint csak az affin esetet vizsgaljuk meg el6szor. Legyen adott egy T’
gorbe, és rogzitsiik le egy p(a, b) pontjat. Tekintsiik azon [ egyenesek se-
regét, melyek dtmennek a p ponton, és minden ilyen [/ esetén vegytiik a
I'-val vett metszési multiplicitdsat a p pontban. A p pont multiplicitdsan
ezen metszési multiplicitdsok minimumat értjiik, azaz a p pont multiplici-
tdsa a I' gorbén m pontosan akkor, ha minden p-n &tmend ! egyenes esetén
i(p,T,1) > m, és 1étezik olyan p-n 4tmend I egyenes, melyre i(p,I',1) = m.
Ekkor azt is mondjuk, hogy a p pont a I' gérbe m-szeres pontja.

Egy p pont multiplicitasa egy I' gorbén jellemezhet6 a I'-t meghatédrozo
f polinom parcidlis derivaltjaival. Ezt irja le a kovetkezd lemma:

10



4.1. Lemma. Legyen p(a,b) az f polinom dltal meghatdrozott T g0rbe egy pontja
az affin sikon. Ekkor p multiplicitdsa a I gorbén m pontosan akkor, ha az f
polinom minden m-nél alacsonyabb rendii parcidlis derivdltja eltiinik a p pontban,
és létezik olyan m-edik parcidlis derivdltja, mely a p pontban nulldtdl kiilonbozo.

A pont multiplicitdsdnak definiciéja affin és projektiv esetben egybe-
esik. Azaz a PG(2,K) sikon egy P pont multiplicitisdn egy I' gorbén
(P € T), a P-n 4&mend egyeneseknek a I'-val (a P pontban vett) metszé-
si multiplicitdsdnak minimumat értjiikk . Egy pont multiplicitdsdnak affin
és projektiv olvasatat kapcsolja dssze az aldbbi lemma:

4.2. Lemma. Legyen P pont a T gorbe egy pontja a PG(2, K) sikon. Dehomoge-
nizdlva az x,vy,z vdltozék valamelyikének segitségével, kapjuk a p pontot és a y
Qorbét az AG(2, K) stkon. Ekkor P multiplicitdsa T-n megegyezik p multiplicitd-
sdval y-n.

Fontos még annak megemlitése, hogy mivel a gorbe és egyenes met-
szési multiplicitasa projektiv invaridns, ezért a pont multiplicitdsa is az.

4.2. Sima és szingularis pontok

4.3. Definicié. Projektiv és affin sikon egyardnt akkor nevezziik a I gorbe egy P
pontjdt szinguldrisnak, ha P multiplicitdsa a T gorbén > 2.

Ellenkez6 esetben a gorbe adott pontjat sima pontnak nevezziik. A
szingularis pontoknak nagy jelent8sége van a gorbék geometridjanak meg-
értése szempontjabol. Mint késébb latni fogjuk, a sima pontok azok, ahova
minden esetben egyértelmfi érint6t tudunk htizni.

Projektiv és affin sikon is karakterizalni lehet egy adott gorbe szingu-
laris pontjait a gorbét meghatarozé polinom parcidlis derivaltjainak segit-
ségével. Ezt fejezi ki az alabbi 2 lemma:

4.4. Lemma. Legyen adott eqy T gorbe az AG(2,K) sikon, az 6t meghatdrozo
polinom pedig legyen f. Ekkor egy p(a, b) pont pontosan akkor szinguldris pontja

a T gorbének, ha f(p) = fx(p) = fy(p) = 0.

4.5. Lemma. Legyen adott eqy T gorbe a PG(2,K) sikon, az 6t meghatdrozo
homogén polinom legyen F. Ekkor a P(a,b) pont pontosan akkor szinguldris
pontja a T gorbének, ha F(P) = Fy(P) = F,(P) = F,(P) = 0.

A szinguldris pontok ezek alapjan megkaphatok egy kétismeretlenes
egyenletrendszer megoldésaiként (affin esetben), és egy haromvéltozos
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egyenletrendszer megoldasaiként (projektiv esetben). A megoldandé rend-
szer adott esetben lehet meglehetésen komplikélt, f6leg ha magasabb ren-
dti gorbéket tekintiink. Az alabbi, affin esetre vonatkoz6 lemma konnyit-
het a szdmoldson némely esetben:

4.6. Lemma. Legyen a P pont az f polinom dltal meghatdrozott T'y gorbe m-
szeres pontja, tovdbbd a g polinom dltal meghatdrozott I'y gorbe n-szeres pontja.
Ekkor a P pont a h = fg polinom dltal meghatdrozott T's gorbe (m + n)-szeres
pontja.

Ennek kovetkezményeként, ha egy I' gorbét komponensekre bontunk,
akkor a komponensek kozos pontjai sziikségszertien I' szinguléris pontjai
lesznek. Tehét, ha adott esetben a gorbét meghataroz6 polinomot alacso-
nyabb fokt tényezdk szorzatdra tudjuk bontani, akkor a tényez6-polinomok
kozos gyokeinek kinyerésével az eredeti gorbe szinguldris pontjait nyer-
juk, és altalaban alacsonyabb fokt polinomokkal konnyebb szdmolni.

Végiil itt is 1ényeges megemliteni, hogy mivel egy adott P pont mul-
tiplicitdsa projektiv invaridns, ezért P szingularitdsa és nemszingularitdsa
(simasdga) szintén projektiv invarians.

5. Algebrai gorbék érintoi

Az érintdk fontos szerepet jatszanak a gorbék geometridja szempontja-
bol, és nélkiilozhetetlenek a gorbék inflexids pontjanak definidlasdhoz. Az
érintdt el6szor altalanos értelemben definidljuk, majd specidlisan, felirjuk
a gorbe egy adott sima pontjdban a gorbéhez hizhato érintd egyenletét
affin, illetve projektiv sikon.

5.1. Az altalanos definicié

Az altaldnos definici6 egybeesik affin és projektiv esetben, és a kdvetkezs-
képpen épithett fel:

5.1. Definicié. Legyen P a I algebrai gorbe m-szeres pontja. Tudjuk, hogy ekkor
minden P-n dtmend | egyenes esetén i(P,T,1) > m. Azon | eqyeneseket pedig,
melyekre i(P,T,1) > m, érintének nevezziik.

Lényeges kérdés, hogy egy gorbe egy adott pontjaba hany érint6 huz-
hat6. Erre ad vélaszt az aldbbi lemma:

5.2. Lemma. Legyen a I' gorbének P egy m-szeres pontja. Ekkor I'-hoz a P pont-
ban legfeljebb m érintd hiizhaté.
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Ennek a kovetkezménye az, hogy egy gorbének pontosan az egyszeres
(sima) pontjaiba htzhat6 egyértelm érintd.

Mivel a pont multiplicitdsa és a gorbének az egyenessel vett metszési
multiplicitdsa is projektiv invaridns, ezért az érintd is projektiv invaridns,
a kovetkez6 értelemben: Ha a P pont, a I' gorbe és az L egyenes képe az
a projektiv linedris transzformacié mellett rendre a P’ pont, a I gorbe,
valamint az L’ egyenes, akkor L a T érint8je a P pontban pontosan akkor,
ha L’ aT” érint&je a P’ pontban.

Teljestil tovabba a kovetkez6: Egy I gorbének a P pontban az L egyenes
érintGje a PG(2, K) sikon pontosan akkor, ha a dehomogenizélassal nyert ¢
gorbére, p pontra és | egyenesre ugyanez teljesiil az AG(2, K) sikon, vagyis
ha y-nak a p pontban az | egyenes érintdje.

A kovetkezdkben felirjuk az érinté egyenletét mind affin, mind pro-
jektiv sikon, abban a specidlis esetben, amikor P sima pontja az adott gor-
bének, tehat amikor egyértelmfi érint6é hizhato.

5.2. Erint6k sima pontban

Legyen p(a,b) a y gorbe sima pontja az AG(2, K) sikon, a gorbét meghata-
roz6 polinom pedig legyen f. Ekkor a y gorbe p pontjdhoz htizhat6 érint6

egyenlete:
fr(p)(x —a)+ fy(p)(y—b) =0

Tekintsiik most a PG(2, K) sikot, éslegyena P(a : b : 1) ponta I gorbe
sima pontja, a I'-t meghatdrozé6 homogén hdromvaltozds polinom pedig
legyen F. Ekkor a I' gorbéhez a P pontban hizhat6 érintd egyenlete:

Fo(P)(x —a) + F,(P)(y — b) + E(P)(z— 1) =0

A PG(2,K) sikon az érint$ egyenlete, felhasznalva az Euler-lemmat, a ko-
vetkezd, egyszer{ibb alakra irhato:

Fy(P)x+ F,(P)y + E.(P)z =0
Tudjuk, hogy ha a I' gorbének P egy sima pontja, akkor a gorbéhez a P
pontban huizhaté L érintére teljestl: i(P,T,L) > 2. Bizonyos specidlis

esetekben az is teljesiil, hogy i(P,T,L) > 2. Ezen fontos esetet targyalja
roviden a kovetkez6 rész.

6. Inflexiés pontok

Az inflexids pont definicidja affin és projektiv sikon egyarant a kovetkezo:
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6.1. Definicié. Legyen P a I' gorbe sima pontja. Ekkor a P pontot inflexids pont-

nak nevezziik pontosan akkor, ha P-re, I'-ra, valamint I'-nak a P-beli L érintdjére
a kovetkezd teljesiil: i(P,T,L) > 3.

Az inflexiés pontok targyaldsa akkor valik érdekessé, amikor legalabb
harmadrendi gorbékr6l beszéliink, ugyanis egy els6foku gorbének (egye-
nesnek) minden pontja inflexiés pont, egy méasodrendii gorbének pedig
nem létezik inflexiés pontja.

Erdemes megjegyezni, hogy a T gorbe P sima pontjat akkor is inflexiés
pontnak nevezziik, ha i(P,T, L) = 0, azaz ha a P-beli L érint6 komponen-
se a gorbének. Abban az esetben, ha i(P,T,L) = 3, kozonséges inflexids
pontrol, ha pedig i(P,I', L) > 3, akkor "hulldmos" inflexiés pontrél beszé-
liink.

Most mutatunk egy médszert algebrai gorbék inflexiés pontjainak ki-
nyerésére. Ez a gorbe Hesse métrixanak segitségével torténik, a kovetke-
z8képpen: Tekintsiik a projektiv sikot. Legyen a I' gbrbét meghatéarozo
d-edfokt homogén polinom F. Ekkor F,(P) = (F;;(P)) jelolje azt a 3 x 3-
as matrixot, mely az F polinom mésodrendi parcidlis derivéltjainak a P
pontban felvett értékeit tartalmazza. Legyen tovabba Hr(P) = det(F,(P)),
ekkor F>-t a gorbe Hesse matrixdnak, Hr-et pedig a gorbe Hesse determi-
nansdnak nevezziik. Kimondhat6 az alédbbi fontos lemma:

6.2. Lemma. Legyen a I' gorbének P egy sima pontja, a I'-t meghatdrozé polinom
leqyen F. Ekkor P akkor és csak akkor inflexids pontja T-nak, ha Hp(P) = 0.

Egy gorbe inflexios pontjai tehdt a gorbe Hesse determindnsanak gyo-
keiként kaphatok meg.

Fontos ezentil megemliteni azt is, hogy mivel az érint6 és a metszési
multiplicitds projektiv invaridnsok, ezért az inflexiés pont fogalma is pro-
jektiv invaridns.

7. Irreducibilis harmadrendii gorbék

A tovabbiakban specidlisan irreducibilis harmadrendi gorbékrél lesz szo,
azaz olyan I' gorbékrdl, melyek esetén a meghatarozé polinom harmadfo-
ki, ami nem bomlik alacsonyabb fokt tagok szorzatara. Ugy is fogalmaz-
hatunk, hogy olyan harmadrend gorbékrdl van sz6, melyeknek nincs
egyenes komponense. Célunk az, hogy megmutassuk, minden ilyen tu-
lajdonsagt gorbe bizonyos specidlis alaktra (kanonikus alaktra) hozhato.
A kanonikus alakbdl pedig konnyen leolvashaté lesz, hogy a gorbének
léteik-e szingularis pontja, és ha igen, az milyen tipusu.
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7.1. A szinguldris pontok szama

Els6 lépésben azt vizsgéljuk meg, hany szingularis pontja lehet egy irre-
ducibilis harmadrend{i gorbének. Legyen I' irreducibilis harmadrendii
gorbe, és tegyiik fel, hogy P és Q I''nak 2 kiilonb6z6 szinguldris pontja.
Ekkor P és Q egyardnt legalabb 2-szeres pontok, ebbdl kovetkezben bér-
mely rajtuk dtmend egyenesnek I'-val vett metszési multiplicitdsa az adott
pontban > 2. Ha most a P és Q 4ltal egyértelmftien kifeszitett L egyenest
tekintjiik, az ad6dik, hogy I' és L metszési szama > 4. A 4.6.tételbdl pedig
ekkor az kovetkezik, hogy az L egyenes egy komponense a I' gorbének,
ami ellentmondana I' irreducibilitdsdnak. Az eddigiek alapjan kimondha-
t6 a kovetkez6 allitas:

7.1. Allitas. Egy irreducibilis harmadrendii gorbének legfeljebb 1 szinguldris
pontja van.

7.2. Kanonikus alak (1. 1épés)

Ebben a részben azt fogjuk megmutatni, hogy egy tetszdleges irreducibilis
harmadrendti gorbe megfelel6 projektiv linedris transzformaciéval

Y? +aXY + BY = u(X)

alakdra hozhat6, ahol deg(u) = 3.
Ehhez sziikség lesz az aldbbi tételre:

7.2. Tétel. Ha K a valds szdmok teste, vagy algebrailag zdrt, és ' K feletti irre-
ducibilis harmadrendil gorbe, akkor I'-nak létezik inflexios pontja.

Legyen most I tetszbleges irreducibilis harmadrendti gorbe. A tételbsl
kovetkezik, hogy létezik inflexids pontja, ezt jeloljiik P-vel, I' P-beli érint6-
jétjeloljiik L-el, és legyen Q L-nek egy P-t6l kiilonb6z6 pontja. A projektiv
leképezések alaptétele szerint létezik olyan ¢ projektiv linedris transzfor-
maci6, mely P-ta (0:1:0) pontba, Q-t pedig az (1:1:0) pontba viszi.

AT gorbe ¢ melletti képét jeloljiik I'-vel. Mivel az inflexiés pont pro-
jektiv invarians, ezért a (0 : 1 : 0) pont I'-nek inflexiés pontja lesz. Az
érintd szintagy projektiv invaridns, ebbdl kovetkezéen a (0 : 1 : 0) és az
(1:1:0) pontok rajta lesznek I (0 : 1 : 0)-beli érint6jén. Mivel 2 kiilonbo-
z6 pont egyértelmiien meghatdroz egy egyenest, a I'” gorbe (0 : 1 : 0)-beli
érint6jea (0:1:0) és (1:1:0) pontok 4ltal egyértelmiien meghatarozott
Z = 0 végtelen tavoli egyenes lesz. Tehat I'-nek a (0 : 1 : 0) inflexits
pontja, a (0: 1: 0)-beli érintsje pedig a Z = 0 egyenlet(i egyenes.
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I’ 4ltaldnos alakja a PG(2, K) sikon:

F(X,Y,Z) = a3X> + an X*Y + a2 XY* + agzY> + an X*Z+
+aXYZ + apY?Z 4+ a10X 2?00 Y Z? 4 ag9Z® = 0
Tudjuk, hogy a (0 : 1 : 0) inflexiés pont, vagyis sima pont, és a (0 :
1 : 0)-beli érint6 (Z = 0) I'-vel vett metszési multiplicitdsa a (0 : 1 : 0)
pontban > 3. Ahhoz, hogy ez teljesiiljon, vegyiik el6szor a végtelen tavoli
egyenes egy paraméterezését. Legyen A = (1:0:0)ésB=(0:1:0) a
végtelen tavoli egyenes 2 kiilonb6z6 pontja. Ekkor:

r(t,s) = (1t 4 0s : 0t +1s : 0t 4 0s), tehat r(t,s) = (t:s: 0).
Ezen paraméterezés mellett a metszési polinom:
@ (t,s) = F(t,5,0) = aspt® + apt>s + ajpts® + apzs .

A (0 : 1 : 0) ponthoz tartozé paraméter: (tp,s9) = (0,1). A (0 : 1 :
0) inflexids pont, tehét sziikségképpen (tg,s0) = (0,1) legaldbb 3-szoros
gyoke ®(t,s)-nek. Ez azzal ekvivalens, hogy:

(sot — tgs)® = t3)azt® + ant®s + aiats® + agzs® = D(t,s).

Ebbdl sziikségképpen kovetkezik, hogy ay1 = a1p = agz = 0. Ebbdl pedig
az adodik, hogy aszg # 0, hiszen ellenkez6 esetben a I gérbe nem lenne
harmadrendii. I’ egyenlete a PG(2, K) sikon tehdt a kovetkezé:

F(X,Y,Z) = a30X> + apX?Z + an XYZ + apY?Z+

+a10XZ% + a1 YZ? + agyZ® = 0, ahol azg # 0.

Mivel F,(0,1,0) = F;(0,1,0) = 0 és F;(0,1,0) = agy, ezért sziikségképpen
agy # 0, hiszen a (0 : 1 : 0) sima pontja a gorbének, és nem tlinhetnek el
a parcialis derivaltak egyszerre ebben a pontban. Ezutdn az F polinomot

dehomogenizédlva a Z = 1 helyettesitéssel, majd atrendezve, és ap-vel
atosztva, I egyenlete a kivant,

Y? +aXY + BY = u(X)

alaka, ahol deg(u) = 3.
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7.3. Kanonikus alak (2. 1épés)

A célunk most annak belatdsa, hogy tetszdleges irreducibilis harmadren-
dti gorbe megfelel6 projektiv linearis transzforméciéval

Y? = u(X)

alakura hozhat6, ahol deg(u) = 3.

Legyen I tetsz6leges irreducibilis harmadrend(i gorbe. Az el6z6 1é-
pésben lattuk, hogy létezik megfelelé ¢ projektiv linedris transzformécio,
amely I'-t a I’-be viszi, és I egyenlete

Y? +aXY + BY = u(X)

alaky, ahol deg(u) = 3. Alkalmazzuk I'-re a kovetkez8 ¥ affin lineéris
transzformdciot:

X' =X X=X
Y’:Y+5X+é y—y _%x _PF

2 2 2 2
I ¥ melletti képe legyen I'”, ekkor I'” egyenlete:

(Y/—%X/—g)z—i-IXX/(Y/—gX’—g)—i—ﬁ(Y’—gX/—g) —

2
(X/)Z + (XX/Y/—

2 2
“_(X/) IB XY/+ aﬁx/ ﬁY/ 2

:le
(Y)"+ 7 >

ap, af, /_'3_2_ /2_‘)‘_2 / apf 132 /
2X 2X—I—,/.%Y 2—(Y) 4(X) 2X u(X"),
ahol deg(u) = 3. Bevezetve a v(X’') := u(X') + “T(X/) %X’ + %2 jelo-
lést, I egyenlete a kivént,

(Y')? = v(X'), vagy mésképpen irva Y? = v(X)

alakt lesz, ahol deg(v) = 3. Elmondhaté tehdt, hogy I'-ra végrehajtva a
¥ o ¢ transzformdciot, a megfeleld alakot kapjuk. Mivel a projektiv linearis
transzformdciok csoportot alkotnak, ezért & = ¥ o ¢ szintén projektiv
linedris transzformacié lesz.
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7.4. Szingularis pont 1étezése

Most adni fogunk egy sziikséges és elégséges feltételt szingularis pont 1é-
tezésére, irreducibilis harmadrend{i gorbék esetén.
Azt mar lattuk, hogy minden ilyen gorbe

Y? = u(X)

alaktra hozhatd, ahol deg(u)=3. Tegytik fel, hogy egy tetszbleges irreduci-
bilis kobos gorbét mar ilyen alakra hoztunk, és jeloljiik ezt a transzformalt
gorbét I'-val. Ekkor a T'-t meghatarozé polinom: f(X,Y) = Y2 — u(X).
I'-nak pontosan akkor van szinguldris pontja, ha van megoldésa az f =
fx=fy=0,azaza

Y2 —u(X)=0
2Y =0
u'(X)=0

egyenletrendszernek. Ebbdl sziikségképen Y = 0, ebbdl pedig u(X) =
u'(X) = 0. Az utobbi rendszer pedig pontosan akkor megoldhato, ha u-
nak létezik tobbszoros gyoke. Kimondhato tehat a kovetkez6 allitas:

7.3. Allitas. EQy Y? = u(X) alakii gorbének pontosan akkor van szinguldris
pontja, ha u-nak létezik tobbszords gyoke.

Mivel azt mér lattuk, hogy egy irreducibilis harmadrendi gobének leg-
feljebb 1 szinguldris pontja van, ezért ha teljestil az el¢bbi feltétel, akkor a
gorbének pontosan 1 szingularis pontja van, ellenkez6 esetben nincs neki.

7.5. Kanonikus alak (3. 1épés)

Legyen adott egy tetszbleges irreducibilis kobos gorbe, és jeloljiik I'-val
azt a transzformadltjat, amely

Y? = u(X)

alakd, ahol deg(u) = 3. Az eddigiek soran azt feltételeztiik, hogy olyan K
test feletti gorbéket tekintiink, ahol K a val6s szdmok halmaza, vagy pedig
algebrailag zart. Most tekintsiink el a valos esettdl, tehat tekintsiink olyan
gorbéket, melyek esetén a meghatdrozé polinom egy algebrailag zart test
feletti polinom. Ebben az esetben u(X) K felett linedris tényezk szorzata-
ra bomlik, azaz u(X) a kovetkezé alakba irhato:

u(X) = (X = a1) (X = a2)(X — a3).
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A tovébbiak sordn 2 esetet kiilonboztetiink meg.
1. eset: Tegytik fel, hogy u(X)-nek 3-szoros gydke van, azaz o = ay =
a3 = «. Ebben az esetben alkalmazzuk a kovetkezd affin transzformacioét:

,— J—

{XXl 4 {X:X’—I—(X

Y = —Y Y = /Y
ﬁ ﬁ

I" ezen transzforméaci6 melletti képét jeldljiik I”-vel. Ezek alapjan I egyen-
letére a kovetkez6 adodik:

YY) =Y =9(X—a)’ = 7(X')".
Ezutdn 7y-val egyszertisitve adodik I egyenletére:
Y? =X,

2. eset: Most tegyiik fel, hogy az u(X) polinomnak létezik legaldbb 2
kiilonboz6 gyoke. Ekkor a I' gorbe egyenlete

Y? = (X —a1)(X — a2) (X — a3)

alaka, ahol a7 # ap. Ebben az esetben az aldbbi affin transzformaciét
alkalmazzuk:

1 o
! . 1
X_zxz—qu ap — o {X—(“Z—“l)x'+041

1 Y = y/7(an —aq)3Y’

Y = Y
v(ap —ap)3

Ekkor Y? = (aa — a1)3(Y’)? adédik a linedris behelyettesitéssel, to-

véabba

u(X)

Y(X —a1) (X — a2) (X — a3)
[(0(2 — ocl)X/] [(Déz — Dél)X/ + o1 — 062] [(062 — Dél)X/ + o1 — 063]
(0(2 — &1)3X/(X/ — 1)(X/ — C).

i
Y
Ezeket dsszevetve, és y(ap — a)3-al osztva kapjuk a keletkezett, I" gorbe

egyenletét:
(Y)? =X'(X'-1)(X'—¢).

Eddigi eredményeinket dsszegezve kapjuk az aldbbi tételt:
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7.4. Tétel. Legyen I eqy algebrailag zdrt K test feletti irreducibilis harmadrendil
gorbe. Ekkor megfeleld projektiv linedris transzformdcidval I eqyenlete

Y2:X3

oagy
Y2 =X(X-1)(X—¢)

alakiira hozhaté.

Végiil azt vizsgaljuk meg, hogy ezen kanonikus alakokbél hogyan von-
hatunk le kovetkeztetést a gorbe szingularis pontjait illetéen.

Azt mér lattuk, hogy egy Y? = u(X) (deg(u) = 3) alakd gorbének pon-
tosan akkor van szinguldris pontja, ha u-nak van tobbszoros gyoke, és eb-
ben az esetben pontosan egy szinguldris pontja van. Az Y? = X3 esetben a
0 3-szoros gyoke u(X)-nek, tehat a gorbének létezik szinguldris pontja, és
ebben az esetben azt mondjuk, hogy "fordulépont” tipust szingularitasa
van.

A masik esetben, amikor a gorbe egyenlete Y2 = X(X — 1)(X — c) ala-
ka, u(X)-nek pontosan akkor lesz tobbszoros gyoke, hac = 0 vagy c =1,
ekkor u(X)-nek 1 darab 1-szeres és 1 darab 2-szeres gyoke lesz, és azt
mondjuk, hogy a gorbének kozonséges szingularitasa van. Ha c 0-t6l és
1-t61 kiilonbozé értéket vesz fel, u(X)-nek 3 kiilonbozd gyoke lesz, és a
gorbe nem rendelkezik szinguldris ponttal.
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