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1. fejezet

Bevezetés, tartalmi osszefoglalo

A geometria tudoméanyanak megsziiletése Foldiink megismerésének igényével hoz-
haté kapcsolatba, ugyanis a sz6 eredetileg foldmérést jelent. Mar az 6kori ember
is meg akarta ismerni a koriilotte lévs vilagot, annak jelenségeit, torvényeit. A
Fold alakjanak felfedezése és a késGbbi utazasokhoz, a vilag megismeréséhez nélkii-
16zhetetlenné valo térképalkotas kozott azonban felmeriilt egy igen nagy probléma.
Foldrajzi tanulményaink soran szamtalanszor talalkozhattunk azzal a ténnyel, hogy
a Foldet sikra nem tudjuk torzitas nélkiil leképezni. A térképészet nagy feladata,
hogy olyan leképezéseket, vetiileteket hasznéljon, amivel ez a torzulas miniméalissa
valik. A kiilonb6zo vetiiletek alkalmazéasa azonban eltérd térképeket eredményezett,
igy az adatok egyeztetéséhez a kiillonb6z6 vonatkoztatasi rendszerek kozotti atszami-
tas sziikséges. Erre tobb weboldal is tigy nytjt lehet&séget, hogy nem tudjuk milyen
algoritmusok futnak a hattérben.

A dolgozat a kovetkez6 modon épiil fel: A 2. fejezetben differencidlgeometri-
ai eszkozokkel megvizsgaljuk a feliiletek egymésra torténd leképezéseit, majd a 3.
fejezetben a Fold alakjanak kozelitésére szolgalo feliileteket targyaljuk és megmu-
tatjuk, hogy egyik kozelits feliilet sem alkalmas a Fold izometrikus leképezésére. A
4. fejezet a Magyarorszagon hasznalt Egységes Orszagos Vetiilet ismertetését tar-
talmazza, majd zarasul két kiilonboz§ vetiileti rendszer koordinatai kézotti atvaltas
menetét taglaljuk, és konkrét példaként kiszamoljuk egy adott pont GPS koordina-
tinak EOV-beli megfelelsit.

Reményeink szerint a dolgozatban kozolt szamitdsok megmutatjak, hogy a mate-
matika észrevétleniil, mégis nélkiilozhetetlen médon adja a tudoményok, jelen eset-

ben a térképészet alapjat, problémainak megértését, megoldéasat.



2. fejezet

Feluletek egymasra torténd

leképezése

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a feliiletek egymasra valo leképezhet&ségének fel-
tételeit SzGkefalvi-Nagy Gyula, Gehér Laszlo, Nagy Péter: Differencidlgeometria
cimi [5] konyvének azonos cimii fejezete alapjan és belatjuk, hogy a Fold sikbeli
izometrikus leképezése miért nem lehetséges.

ElGszor tisztaznunk kell néhany fogalmat. A feliiletet tobbféleképpen is lehet
definialni. Jelen dolgozatban feliilet alatt az [5] konyvben leirthoz hasonlé megha-
tarozast értiink (lasd [5], 57. o.), amelyet pontosan kimondunk az aldabbiakban.

A tovabbiakban legyen T' egyszeres Osszefliggs, korlatos, nyilt tartomény a sikon.
Jeloljon r : T — R? egy végtelenszer differencialhato, injektiv leképezést. Ekkor az r
leképezés a T' és az r(T') halmazok kozott bijekciot hataroz meg. Feltessziik tovabba
azt is, hogy r inverzével egyiitt folytonos.

Legyen a sikon rogzitve egy Descartes koordinata-rendszer, amelynek koordiné-

tait u-val és v-vel jeloljiik. Ekkor

r(u,v) = (r1(u,v), re(u,v), r3(u, v)),

ahol r;(u,v) : T(C R?) — R, i = 1,2,3 valos értéki, kétvaltozos, végtelenszer
differencidlhato fiiggvények. Az r leképezés u, illetve v szerinti parciélis derivaltjai

a kovetkezdk:

. [ Ori(u,v) Ory(u,v) Ors(u,v)
ru(u,v)—( ou = Ou  Ou ’

wv) = (aﬁgz,v), arQéZ’U)’ argéz,v)) |

I

=v



A tovabbiakban feltessziik, hogy az r leképezés olyan, hogy 1, (ug, vo) és I, (ug, vo)

parcialis derivaltak linearisan fiiggetlenek minden (ug,vy) € T esetén.

2.0.1. Definici6. A fentiekben definidlt T' tartomdny r melletti F = r(T) képét

elemi feliiletnek nevezzik.

A T tartomanyt altalaban az F elemi feliilet paraméter tartomanyanak, illetve

az r leképezést az F egy paraméterezésének nevezziik.

2.0.2. Definicié. A F' C R? ponthalmaz feliilet, ha minden pontja rendelkezik olyan
U (gomb-)kirnyezettel, hogy a F' NU elemi feliilet.

Most definidljuk az F elemi feliilet tin. elsd alapmennyiségeit.

2.0.3. Definicid. Legyen (ug,vg) € T. Az
E(ug,vo) = (1, (uo, v0), 7, (w0, Vo)),

F(uo, vo) = (7, (o, v0), 7, (uo, o)),
G (uo, vo) = (7, (uo, v0), 7, (uo, v0))

valds szamokat az F elemi felilet r(ug,vo)-beli els6 alapmennyiségeinek nevezzik.

(A {-,-) szimbdlum az R3-beli skaldris szorzatot jeldli.)

Koénnyen lathato, hogy az E, F', és G fliggvények a T tartomanyon végtelenszer
differenciélhatoak.

Legyen a g : (a,b)(C R) — T leképezés egy (sik-)gorbe paraméterezése. A gorbe
pontos definicidja megtalalhato pl. a [5] konyv 15-16. oldalan. Ekkor

ahol az u(t) és v(t) egyvaltozos fliggvények.

2.0.4. Definicié. A G(t) = r(g(t)) leképezés képhalmazat feliileti gérbének nevez-

ziik, és a G(t) figgvény a felilleti girbe egy paraméterezése.

Legyenek Fi és F elemi feliiletek, amelyeket rendre az r; és ro paraméterezéssel

allitunk el6, azaz

r, Ty =R Foi=1,(T1)



Iy Ty — RS, Jo = £2(T2)

Ekkor az F; és Fy feliiletek kozotti leképezésen a kovetkezét értjiik: az f: F; —
Fo egy bijektiv leképezés a feliiletek pontjai kdzott tgy, hogy az

g;lofogl Ty — 15
Osszetett fiiggvény inverzével egylitt végtelenszer differencialhato.

2.0.5. Definici6. Azt a két felilet kozotti bijektiv leképezést, amely az egymdsnak
megfeleld gorbeivek iwhosszdt megtartja, izometrikus leképezésnek vagy hajlitdsnak

nevezzuik.

Az els6 alapmennyiségek hatarozzak meg egy feliileti gorbe ivhosszat, valamint
a szogmeérést, és a felszinmérést a feliileten. (lasd. [5] 68-74. o.) Azaz a leképezés
izometrikus, ha a megfelel6 pontokban az els6 alapmennyiségek megegyeznek.

Egy példa: izometrikus leképezésrél beszéliink, ha egy papirlapot meghajlitunk.
Ekkor minden pontnak meg tudjuk feleltetni a hajlitassal kapott képét, a leképezés
bijektiv, a papirlapra rajzolt gorbeivek, egyenesszakaszok hossza nem valtozik. A ké-
s6bbiekben latni fogjuk a hengervetiiletek fontossagat, hiszen a henger mar torzités
nélkiil kiterithets a sikba.

A kovetkez§ tétel sziikséges és elegendd feltételt ad arra, hogy két feliilet kozotti
leképezés mikor izometrikus. A tétel és annak bizonyitasa megtalalhato az [5] konyv
104. oldaléan.

2.0.6. Tétel. Két feliilet eqymdasra valo bijektiv leképezése pontosan akkor izomet-
rikus, ha a megfeleld pontokban eqyenldk az elsd fomennyiségek minden olyan para-

méterezésnél, ahol a megfeleld pontok azonos paraméterezéshez tartoznak.
A tétel alkalmazasdhoz még sziikségiink van a kovetkezs definiciokra.

2.0.7. Definicio. Jelolje m(ug,vo) a felilet r(ug, vo)-beli egységnyi norméalvektorat,

melyet a paramétervonalak érintdinek segitségével a kovetkezd modon definidlunk

m(u v ) — iﬂu(uoav[)) X fv(uo,vo)
B |iﬂu(u07U0) X TU(UO,U())‘.

A feliilet r(ug,vo) pontbeli masodik alapmennyiségei a kovetkezdk:

L(ug, vo) = {m(uo, o), I,,,, (10, Vo)),

M (uo, vo) = (m(uo,vo), ., (L0, Vo)),

N (uo, vo) = (m(uo, vo), Ty (o, v0))-



Az F feliilet r(ug,vg)-beli k(ug, vy) Gauss-gorbiilete kifejezhets az elss és a ma-

sodik alapmennyiségek segitségével a kovetkezs modon (lasd 79-81. o. [5])

L(UO, Uo)N(UQ, Uo) — M2(U0, 'Uo)
E(ug, v0)G(uo, vo) — F*(ug, vo)

K(ug, vg) =

A Carl Friedrich Gausstol (1777-1855) széarmazoé "Theorema egregium" tétel
(lasd. [5] 101. o.) szerint az LN — M? mennyiség, igy a feliilet Gauss-féle gor-
biilete is csak az elsé alapmennyiségektsl és azok elsé parcidlis derivéltjaitol fiigg.
Ezért a 2.0.6. tétel alapjan a Gauss gorbiilet izometrikus leképezésnél a megfelelé
pontokban egyenlS. Tehét kijelenthetjiik, hogy siklemezbdl hajlitassal nem tudunk
gombot késziteni, mert a hajlitds sordn az E, F', G alapmennyiségek, igy x is val-
tozatlan marad. k értéke a sikon azonosan nulla, mig ez az érték a gdbmbon a sugar
négyzetének reciprokaval egyenls. Tehat, ha a Fold valoban gémb alaku, akkor nem

készithets rola torzitas nélkili térkép.



3. fejezet

A Fold alakja

3.1. Gomb, ellipszoid, geoid

A Fold alakjarol tobb talalgatas utan az elsé tudomanyosan is elfogadhatd allitast
Pithagorasz (i.e. 6. sz.) tette. A Hold megvilagitott felilletének korivet leird haté-
raibol kovetkeztetett a Hold, majd ebbdl a Fold gomb alakjara. Le. 3. szazadban
pedig Eratoszthenész mar a sziiénéi (= Asszuan, Egyiptom) katban delelg nap és
az alexandriai botra vetiils arnyék szogkiilonbségébdl adodo szamitasok alapjan ar-
ra kovetkeztetett, hogy a Fold sugara kb. 7360 km. A csak becsléseken alapuld
szamitasa meglepGen j6 eredményt adott.

A felfedezések koraban, a navigacié egyre nagyobb szerepet kapott. Mivel Fol-
diink felszinét torzitasok nélkiil nem tudjuk leképezni a sikra, ezért olyan vetiileteket,
leképezési szabalyokat kellett kialakitani, melyek a torzulasokat a célnak megfeleld
alacsony szinten tartjak. Megkiilonboztetiink szogtarto, teriilettarto, és altalanos
torzulasu vetiileteket (melyek se nem szogtartd, se nem tertilettarto vetiiletek). A
navigécidhoz szogtartd, a kontinensek abrazolasara teriilettartd vetiilet sziikséges,
azaz mindig az adott célnak megfelels torzitasu térképet kell késziteni.

Dolgunkat tovabb bonyolitja, hogy a Fold csak kozelitéssel gomb alakda. A ten-
gely koriili forgas miatt létrejovs centrifugalis erd hatasara a Fold alakja lapult az
északi és déli polusoknél, igy forgdsi ellipszoid alakjarol beszélhetiink. A forgasi el-
lipszoid egyenlitéi sugara hosszabb, mint a polusokat 0sszekots tengely hosszisaga.
Az egyenlits tengelyét az ellipszoid nagytengelyének, a polusokat 0sszekotd tengelyt
az ellipszoid kistengelyének nevezziik. Az ellipszoidot megadhatjuk fél nagytenge-
lyével (a) és fél kistengelyével (b), vagy egy féltengellyel (a vagy b) és a lapultsaggal

(L). (L = (a—b)/a)



3.1.1. Definicid. Azt az ellipszoidot, amelynek kézéppontja egybeesik a Féld kozép-

pontjaval és kistengelye a Féld forgastengelyével azonos, foldi ellipszoidnak nevezziik.

A sarkoknél lapult ellipszoid hipotézisét, és annak igazolasat a Francia Tudo-
méanyos Akadémia 1735-36-0s perui és lappfoldi expedicidinak koszonhetjik. Az
1820-as években Gauss megallapitotta, hogy a Fold feliilete minden pontjaban me-
r6leges a nehézségi erd iranyara. Ebbd] kiindulva 1873-ban Johann Benedict Listing
bevezette a Fold elméleti alakjanak kovetkezd meghatérozésat: a Fold felszinének
barmely pontjaban a nehézségi erd irdnyéara merdleges, a kozepes tengerszinttel egy-
beesS szintfeliilet a geoid. A nehézségi erd a Fold egyenlStlen tomegeloszlasanak
kovetkeztében szabalytalanul valtozik, ezért szabalytalan a szintfeliilet is, igy bar a
foldalak legjobb megkozelitGje a geoid, az vetiileti alapfeliiletnek nem alkalmas. Meg
kell azonban jegyezniink, hogy a geoid szabalytalansidga ellenére kozel all a forgasi
ellipszoidhoz, tehat a pontok helyzete megadhaté az ellipszoidra vonatkoztatva. A
torténelem soran t6bb foldi ellipszoidot (tn. referencia ellipszoidot) vettek alapul a
Fold leképezésére. Ezekbdl néhanyat (paramétereiket négy tizedesjegyre kerekitett

értékekkel) a kovetkezd tablazat tartalmaz:

Név (év) a (km) b(km) L= (a—0b)/a
Bessel (1841) 6377,3970  6356,0790 1:299,150
Clarke (1866) 6378,2060 6356,5840 1:294,988

Kraszovszkij (1944) | 6378,2450 6356,8630 1:298,300
IUGG (1967) 6378,1600 6356,7740 1:298,247
WGS (1984) 6378,1370  6356,7523 1:298,257

Jelenleg a WGS84-es ellipszoid az egyik legelterjedtebb, mert ez képezi a mithol-
das helymeghatéarozas alapfeliiletét. Az ellipszoid alaka Foldon a meridianok (vagy
délkorok, melyek a gombon a két poluson athalado, az Egyenlitére meréleges leg-
nagyobb gombi korok) méar nem korok, hanem ellipszisek és a foldfelszin Gauss-
gorbiilete sem allandd, hanem az Egyenlit6tsl a polus felé valtozik. A tobbi refe-
rencia ellipszoidroél és a torténelmi el6zményekrsl bévebb informéaciot tobbek kdzott
Siimeghy Zoltan, Unger Jdnos, Gal Tamds: Térképészet cimd konyvében [4] is ta-
lalhatunk.



3.2. Gorbiilet az ellipszoidon

Az el6z6 fejezetben kifejtettiik, hogy egy feliilet sikba fejthets izometrikusan, ha a
feliileten értelmezett Gauss-gorbiilet barmely pontban azonosan nulla, ezért a ko-
vetkezSkben kiszamoljuk egy ellipszoid tetszéleges pontjaban a Gauss-gorbiiletet.
Legyen S egy olyan forgési ellipszoid, aminek forgastengelyének fél hossztuisaga b,
és az arra merdleges féltengelyek hosszusaga a. S kanonikus helyzetben van, azaz ko-
zéppontja megegyezik a koordindta-rendszer origojaval, a tengelyei pedig egybeesnek
a koordinata-rendszer tengelyeivel gy, hogy a forgastengely a z-vel parhuzamos.
Paraméterezziik az ellipszoidot a Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszerben

térbeli polarkoordinatak segitségével. Ekkor a forgasi ellipszoid paraméterezése:
r(p, ) = (asingcos v, asin@sind, bcos ¢)

Az els6 alapmennyiségek a kovetkezdk:

E(p,9) = a* cos* ¢ + b*sin® o
F(p,9) =0
G(p,9) = a*sin® p
EG — F? = a*sin® pcos® ¢ + a®b? sin? ¢

A feliilet egységnyi normalvektora:

bsin  cos ¥ bsin o sin @ cos @ )
\/a2COSQQD+bQSiH2(,D7 \/a20082g0+b281n2g0’ Va2 cos? o 4 b2sin® ¢

m(p, V) = (

Az ellipszoid masodik alapmennyiségei a kovetkezdk:

—ab
L(p,v) =
(#.9) Va2 cos? ¢ + b2 sin® ¢
M(p,9) =0
—absin? ¢
N(p,0) =
(#.9) Va2 cos? ¢ + b2 sin? ¢

Mindezekbdl kiszamolhatjuk az ellipszoid feliiletének Gauss-gorbiiletét:

LN — M? b2

 EG—F?  (a%cos? g + b2sin® p)?

K(p,7)
A gorbiilet tehat a féltengelyek hosszatol (a és b) és a p-t6l fligg, azaz nem &allando.

9



Keressiik meg a gorbiilet minimumat az ellipszoidon! Ehhez vessziik a k-ra kapott
hényados nevez§jének maximumaét:

Legyen

f(@) = a®cos® o + b*sin® .
Ekkor
f'(p) = 2a* cos p(— sin @) + 2b? sin @ cos ¢ = sin 2p(b* — a?).

) %7
lathato, hogy k-nak ¢ = 0-nal (és ¢ = 7-nél) van a minimuma, ahol értéke

Az f'(p) derivalt pontosan akkor 0 a [0, 7] intervallumon, ha ¢ = 0, %, 7. Koénnyen

2
k(p=0)= %.
A WGS84 foldi ellipszoid paramétereit (o = 6378137 m, b = 6356752,3142 m)
behelyettesitve a WGS84 gorbiiletének minimuma, Ky, = 2.44172 - 10714,
A k-ra levezetett formulabol jol lathato, hogy mivel a b?/a* hanyados mindeniitt
pozitiv értéket vesz fel, az ellipszoidon sem lesz a gorbiilet barmely pontban 0. Ez-
zel megerGsitettiik az el6z6 fejezetben foglaltakat, mert belattuk, hogy a Fold akéar

gomb, akar ellipszoid alaki, nem képezhetd le a sikba torzitas nélkiil.

10



4. fejezet

Egységes Orszagos Vetiilet (EOV)

Magyarorszéag teriiletének leképezésére jelenleg az Egységes Orszagos Vetiiletet (ro-
viden EOV-t) hasznaljak. Ez az 1976 ota alkalmazott EOTR (Egységes Orszagos
Térképrendszer) vetiilete, mely az IUGG1967 ellipszoidot veszi alapfeliiletként. Az
EOTR fontossaga abban rejlik, hogy ez az els6 olyan térképrendszer, amely egységbe
foglalja a topografiai (sik- és domborzatrajzot dbrazolo) és a foldmérési (természe-
tes és mesterséges tereptargyakat, valamint ingatlan-, telepiilés- és orszaghatarokat

abrazolo) térképeket, melyek innentsl csak méretaranyukban kiilénboznek.

VRN e \ SN
| IUGGH98Telipszoid | —"> | Gauss-gémb\:z>’\ Sikba fejtheto
B / \ B // A

~

henger /

o . o

S~ e -l . o

4.1. abra. Kettss vetités 1épései

Az EOV egy kett6s vetiilet, ami elGszor az ITUGG1967-es ellipszoidrél a Gauss-
gombre, majd a gémbrél két géombi kort metszé hengerre torténd vetitést jelent.
(A Gauss-gbmb az a gomb, ami egy forgasi ellipszoid valamely pontjahoz a leg-
jobban simul.) A Gauss-gémbre valo leképezés szogtarto. Ma Magyarorszagon az
R = 6379743,001 m sugaru Gauss-gombot hasznéljak, amely a 47°10" foldrajzi szé-
lességnél érinti az ITUGG67-es ellipszoidot. A gémbi foldrajzi hosszusagokat a gel-
lérthegyi meridiantol mérjitk (melynek foldrajzi szélessége o = 47°06'00”). Ez az
EOV vetiileti kezdpontja.
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A szamitas teljes bemutatasa meghaladja ezen dolgozat kereteit, igy itt csak a végsé
formulékat adjuk meg az [1| konyv megfelels fejezete alapjan. A teljesebb szamolés

megtalalhato tobbek kozott Bacsatyai Laszlo: Magyarorszagi vetiiletek cimti kony-

vében (lasd. [1] 88-130. o.), mi is az ott el6fordulé jeloléseket hasznaljuk.

74
2 ——
P
P - 1 o
\
. P
R ('P [/ a ‘} \ \,2
l// ! \\ 2 &) | \_)iEayeniits
(Egyenlité) “\,\ S~ ] 7_77)‘:3?5»,,."{\'\ ]
\ Ly
X e - ‘/X//,/
Gombi kezdd- — =
meridian X (Greenwich)

4.2. abra. Gombi és ellipszoidi foldrajzi szélesség és hosszusag

Legyen az ellipszoidi foldrajzi szélesség ®, a hossziusag A, a gombi foldrajzi szé-
lesség ¢, a hossziisag pedig A. Az n és | a Gauss-gdmb elhelyezésétdl fliggs allandok,
a mi esetliinkben [ = 1,003110007693 és n = 1,000719704936. Az a és b az ellipszoid
fél nagytengelyének és fél kistengelyének hossza, e-t pedig az ellipszoid excentricité-
sanak nevezziik. Ez az ellipszoid lapultsagara jellemz6 ardnyszam.

a’ — b?

a?

e =

Az ellipszoidi koordinatakbol a gombi koordinatakba vald atszamitas a kdvetkezs
modon torténik:

A =n(A - Ao)

ahol a Ay a gellérthegyi meridian ellipszoidi foldrajzi hosszusaga.
ne

tan (f + E) = l[tann (2 + Z)} (ﬂ) 2
2 4 2 4 1+esin®
A gémbi koordinatéak kiszamolasa utan hengerre vald vetitést végziik el, melynek
eredménye mar két sikbeli x, y koordinata. Ezekhez sziikségiink van a redukalés
mértékére, azaz a henger és a gomb sugarhosszanak aranyara, ami mgy = 0,99993.
N és ¢ pedig a segédparalelkorok lesznek, melyek az alabbi egyenletekbdl fejezhetSk
ki:

sin ¢’ = sin ¢ cos py — cos Y sin A sin @

12



.\, cospsin A\
sin\' = ————
COs ¢

Ekkor az z és y koordinata a kovetkezd értékeket adja:

x=mg  R-N
/
y—mO-R~lntan<%+%),

Fontos megjegyezni, hogy a térképészetben hasznalt x- és y-tengely ellentétes a ma-
tematikdban megszokott z- és y-tengely elhelyezésével, azaz itt a vizszintes tengely

lesz az y.

13



5. fejezet

Atvaltas kiilonbozs vetiiletek kozott

A torténelem soran szamos referencia ellipszoid és vetiilettipus sziiletett. Aszerint,
hogy hol, melyik vetiilet adja a legpontosabb értékeket, a Fold kiilonb6z6 tertiletein
ma is méas-més leképezéseket hasznélunk. S6t, akar egy orsziagon beliil is létez-
nek kiilonbozd vetiilett térképek. Ahogy az egész vilagon, Magyarorszagon is igen
népszertiek a GPS késziilékek. Fzek a W(GS84-es ellipszoidhoz tartozo féldrajzi ko-
ordinatédkat adjak meg eligazitasul. Ha viszont bemegyiink a Csongrad Megyei Kor-
ményhivatal Foldhivatalaba és kikériink egy, az ingatlanunk hatarait jelols térképet,
akkor azt EOV koordinatakban kapjuk meg. Tehat ha elképzeljiik azt, hogy birto-
kdban vagyunk egy olyan katonai GPS késziiléknek, mely cm-es pontossagu (azért,
hogy ne lehessen a késziilékre fogni a hibat), és ki akarjuk mérni az ingatlanunk
hatarait, akkor eltérd koorninatakat kapunk, mint ami a térképiinkén szerepel. Az
ehhez hasonl6 problémak megoldéasara jottek létre olyan weboldalak, melyek elvégzik
helyettiink a vetiileti rendszerek kozotti atvaltasokat. (Példaul a Foldmérési és Tav-
érzékelési Intézet online atvaltd programja: [7].) Szamos felhasznéloja akad ezeknek
az oldalaknak, de nagyrésziiknek fogalma sincs arrdl, hogy a hattérben milyen sza-
mitési folyamatok zajlanak. Tobbféle atszamitas is lehetséges, ezek nagyrészt csak
elemi geometriai transzformaciokbol allnak. A szamitas menetét egy konkrét példa
alapjan mutatjuk be, itt GPS koordinatainkat valtjuk at EOV koordinatakka. (A
részletes levezetés megtalalhato a [1] 175-193.0ldalain, itt csak a formulékat és a
végeredményt kozoljitk) A bemutatéshoz a kévetkezd jeloléseket vezetjiik be:

Az adott vetiiletiink az adott ellipszoidon legyen az 1. vetiileti rendszer, mig ami-
re 4t akarunk térni legyen a 2. szamu vetiileti rendszer. Tehét a konkrét példankra
nézve a WGS84 ellipszoid paraméterei 1-es, mig az [lUGG67 ellipszoid paraméterei

2-es indexet kapnak.
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Jelolje ay, by, as, by az ellipszoidok féltengelyeit és legyen x1, y1, xo, yo vetiileti
koordinata a megfelel§ rendszerekben.
Az my és msy jeldlje a tengerszint feletti magassagokat, mig a hq, he az ellipszoid
feletti magassagokat. Ezen kiviil e; és €] jelolje még a WGS84, eq és €, pedig az

IUGGG67 ellipszoid fél kis- és nagytengelyeire vonatkoz6 numerikus excentricitasat.

_ ja?+ b
e = PR
, a® + b?
e =1\ ——
b2

Az N = h — m neve: geoidundulaci6, hardntgorbiileti sugar.

(V===
1—e2-8in°d

A D, Ay, Py, Ay jeldljék az ellipszoidok foldrajzi koordinatéit, valamint legyenek az
x1, Y1, 21, T2, Y2, 22 ellipszoidi térbeli koordinatak az 1.(WGS84), ill. a 2.(IUGG67)

rendszerben.

Ekkor a kovetkez6 séma alapjan szamolunk:

WGS84 foldrajzi koordinatak

Y

WGS84 térbeli koordinatak

Y

IUGG6E7 térbeli koordinatak

L

IUGGe7 foldrajzi koordinatak

o

Gauss-gomb foldrajzi koordinatak

v

Hengervetiilet, EOV koordinatdk

5.1. 4bra. Atszamitéasi séma
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A GPS a WGS84 foldrajzi koordinatait adja meg (P, Ay, hy). Ezekbdl térbeli

(1,91, 21) koordinaték szamolasa a kovetkez6 modon torténik:

x1 = (N7 + hy) - cos Py - cos Ay

y1 = (N1 + hy) - cos Py - sin Ay

bi? .
= (a_ﬂ - N1 + hl) - sin O

Innen a térbeli koordinatdkkal mar egy hasonlésagi transzforméciot hasznélva
attérhetiink az ITUGGG67-es ellipszoid térbeli (xg,ys, 22) koordinataira. A WGS84
ellipsziodhoz tartozé koordinata-rendszer koordinatatengelyeit alkalmas o, [ és v
szogekkel elforgatjuk, v(ag, by, co) vektorral eltoljuk, és a k méretarany-kiilonbséget
figyelembevéve kicsinyitjiik /nagyitjuk 1 + k faktorral.

Legyen R = (r;;) a forgatas (3 x 3-as) matrixa. Ekkor a hasonlosagi transzfor-
méciod, amely az egyik koordinatarendszert a méasikba viszi az alabbi alakot 6lti:

I_)QIY—F(l—i-k)'R-I_)l,

ahol a p jeldli egy adott P pont helyvektorat az 1. koordinata-rendszerben, és p,
jeloli a P helyvektorat a 2. koordinata-rendszerben. A fenti egyenletet koordiné-

tanként kifrva a kovetkezd egyenleteket kapjuk.

Ty =aog+ (L + k) - (riney + r2y1 + 11321)
yo =bo + (L + k) - (ro1xy + raoys + razz1)
29 =co+ (1 4+ k) - (13121 + 73291 + 73321)

Az R matrix elemei kifejezhetSk az o, 3, v szogek szogfiiggvényeinek segitségével.
Mivel a szogek kicsik, ezért az R matrix elemei tovabb egyszertsithetk annak fi-
gyelembevételével, hogy a vonatkoztatasi rendszerek koordinatatengelyei egymashoz
képest csak nagyon kis szoggel fordulnak el. Ezen kis szogek szinusza igy a szog-
gel egyenlének, koszinusza 1-nek tekinthets. A forgatas métrix elemei és az «, 3,
szogek konkrétan kiszamolhatok, de a [1] konyvben is ismertetve vannak. (lasd. [1]
192-193. o.)

Az egyenletrendszert tovabb egyszertisitjiik annak alapjan, hogy mind a k, mind
a forgatasi szogek kicsik, ezért ezek szorzatait elhagyhathatjuk anélkiil, hogy a pon-

tossdgot nagyon elrontanank.
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Ezek utén az egyszertsitések utan tobb ismert foldrajzi pont mindkét rendszerbe-
li koordinatéainak felhasznélasaval meghatarozzuk az ismeretleneket tigy, hogy azok
a lehets legjobban illeszkedjenek a referencia pontokhoz. Ekkor kozelits értékeket
kapunk az R métrix elemeire, a v vektor komponenseire, és a k-ra.

A kitt a WGS84 és IUGG67 ellipszoid méretarany-kiilonbsége, amely

k = —0,00000219548609430801,
illetve az eltolési paraméterek értékei méterben kifejezve a kdvetkezok:
ag = —47,8664, by = 69,2021 és ¢y = 11,4703,

lasd [1].

Ha megvannak a térbeli koordinatéink (mar az IUGG67 ellipszoidon), akkor
ezekbdl a foldrajzi koordinatak kiszamitasdhoz az aldbbi paraméterekre lesz sziiksé-
glink:

Legyen q a P pont tavolsaga a z-tengelytdl, ekkor

Q2 = VT2? + yo?

A tovabbi szamolas technikai egyszertisitésére vezessiink be egy 1j paramétert,
-t.
Zg a2
q2 - by

Ezen képletek felhasznalasdval mar felirhatjuk a foldrajzi koordinatakra vonat-
kozo6 képleteket.

Y = arctan

2o + €2 - by - sin® ¥

®, = arctan S Bem——t
G2 — €% - ag - COS

Y2
Ay = arctan ==,
L2

hy = Vet Fye? Ny
cos ®y
Innen mar nem kell mast tenniink, mint az el6z6 fejezetben leirtak szerint Gauss-
gémbre majd hengerre vetiteniink. Igy megkapjuk az EOV x4, ys koordinatait és az
mo = hgy — N5 tengerszint feletti magassagot.
A szamolas pontossaganak ellendrzéséhez sziikség lenne arra, hogy valamely fold-
rajzi pont WGS84 és EOV-i koordinatai egyszerre a birtokunkban legyenek. A pon-
tos (z,y,m, és ®, A, h) koordindtahadrmasok azonban nem konnyen elérhetsk. Az

adatgytjtés soran szerzett tapasztalat az, hogy a GPS alappontok illete az EOV
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koordinatdk adatbazisa nagyrészt csak fizetGs szolgaltatassal hozzaférhetéek. Ba-
csatyal Laszlo konyvének [1] 5.2.2-1. téblazata (lasd 191.0.) szerencsénkre tartal-
maz 24 db WGS-EOV koordinatapart a szamolas ellenérzésére. Ezekbdl taldlomra
kivalasztottuk a 3. WGS84-hez tartozd koordinatat, ami éppen egy budapesti ter-
mészetvédelmi teriiletet, a Sas-hegyet jelol.

A hegy WGS84 alapu foldrajzi koordinatéai a kovetkezdsk:

® = 47°28'56,27133"

A = 19°01'02, 25758"
h = 309, 547(m).

A szamolasunk alapjan ennek az Egységes Orszagos Vetiileten vett megfelelsi kisebb

kerekitésektdl eltekintve megegyeznek a kényvben szereplé koordinatakkal. Azaz:
Tpoy = 237595, 14

Ypov = 647727, 41
m = 265,82(m).

A fentiek ismeretében a vetiiletek oda-vissza is szamithatoak. Ha tehat térképiin-
kon kinéziink egy pontot (amit szivesen megnéznénk szabadidénkben), akkor GPS
késziilékiinknek a megfelel koordinatdkat mar az altalunk végzett szamitasokkal is

meg tudnank adni.
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