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Takarási szám: lássuk a csomagolást! 1. Habok röntgenezése 1.1. Fizikai magyarázat

Röntgenezés működése

Alumíniumhab-lap
A fémhabok egyenletes-
ségének mérése valós
alkalmazási példa lehet.

1 Az ` egyenes mentén terjedő Röntgen-sugár intenzitásának
valamely f függvény szerint változó sűrűséggel rendelke-
ző anyagtömegen való áthaladása közbeni csökkenését leíró
log(I/I0) =

∫
`

fds fizikai képlet azért használható a Radon-
transzformáció elméletén alapuló tomográfiai eszközökben,
mert a vizsgált objektum anyagsűrűsége jellemzően nagyobb
az azt körülvevő (rendszerint levegő) sűrűségénél.

2 Mi történik, ha a vizsgált objektum hab (celluláris szerkezetbe
csomagolt levegő)? Vajon azonosíthatók a habban a buboré-
kok kívülről?

3 Ekkor a gyengülést leíró képletben az f függvény voltaképpen
csak a csomagoló anyag (sejtfal, buborékfal) pontjaiban nem
nulla. Ha a csomagoló anyag nem vastag vagy alig gyengíti a
Röntgen-sugarat, akkor az áthaladáskor a Röntgen-sugár alig
gyengül és ez a gyengülés alig függ a Röntgen-sugár irányától.

4 Ez lényegében azt jelenti, hogy minden Röntgen-sugáron csak
a csomagoláson való áthaladásainak száma mérhető.
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Takarási szám: lássuk a csomagolást! 1. Habok röntgenezése 1.2. Matematikai modell

Crofton-transzformáció

G

A G (multi)görbe
Crofton-transzfor-
máltja az az egyene-
sek halmazán értel-
mezett CG függvény,
mely minden ` egye-
nesre megadja a
CG(`) = #(` ∩ G)
metszésszámot.

1 A CG Crofton-transzformált majdnem minden egyenesen vé-
ges.

2 H. Steinhaus azt sejtette 1954-ben, hogy egy rektifikálható G
görbét meghatároz a CG Crofton-transzformáltja.

3 Steinhaus sejtését a maga teljességében először H. Fast bizo-
nyította 1993-ban [10, 1]. Azóta több más (kevésbé általános)
megoldás is született.

4 Minden (általam) ismert megoldás arra épül, hogy egy adott
pontnak a görbéhez tartozása eldönthető a CG függvénynek
a pont közelében haladó összes egyenesen való viselkedése
alapján.

5 A Crofton-transzformált az egyenes elmozdulására nagyon ér-
zékeny, ami nem előnyös esetleges gyakorlati célokhoz.

6 A C Crofton-transzformáció képtere nem ismert, de a Crofton-
formula szerint egyenesek halmazán vett integrálja éppen a
görbe hossza (ez igazolja az 1 megjegyzésünket). [9]

Most és innentől a görbe szó jelentheti a görbét és a nyomát is; mindig a megfelelő módon kell érteni.
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Takarási szám: lássuk a csomagolást! 1. Habok röntgenezése 1.3. Takarási szám

Takarási szám

u
M
G

(u)1

5

4
2

1

G

1
4

2
4 1

M
G

(P)

G

•

P

1 Egy G görbe takarási száma a Crofton-transzformáltjának
integrálja azonos irányú, vagy azonos ponton átmenő egye-
nesek halmazán:

MG(u) =

∫
`‖u

CG(`) d` illetve MG(P) =

∫
`3P

CG(`) d`.

Előbbit irány, utóbbit pont szerinti takarási számnak nevezzük.

2 Véges sok görbe unióját (halmazát) multigörbének nevez-
zük. Ennek takarási számát a görbék takarási számainak
összegével értelmezzük.

3 Azt a sejtést, hogy egy gyűrűvel körülvett (multi)görbe egy-
értelműen meghatározható, ha a gyűrű minden pontjában
ismert a takarási szám, 1992-ben közöltem (a Steinhaus-sejtésről

akkor nem tudtam). [5]
4 Az 1992-es sejtés a Steinhaus-sejtés élesítése. A takará-

si szám bizonyos értelemben a Crofton-transzformált álta-
lánosított Radon-transzformáltja, de erre vonatkozólag nin-
csen (általam) ismert inverziós képlet. Ha lenne, akkor a
két sejtés ekvivalens lenne.
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Takarási szám: lássuk a csomagolást! 2. Takarási számok 2.1. Konvex görbék

Párhuzamos vetület

u

K

σ
K

(u)

Az ábrán a K konvex
test u irány menti pár-
huzamos vetülete és
annak σ

K
(u) mértéke

(hossza) látható.

1 A síkban a párhuzamos vetület alakja és hossza ugyanazt az informá-
ciót hordozza. Magasabb dimenziókban viszont előbbi jóval többet.

2 2σ
K

(u) = M∂K (u)
3 Síkban az állandó szélességű konvex tartományok (poligon is

van ilyen!) mutatják, hogy az irány szerinti takarási szám nem
határozza meg a konvex tartományt.

4 Alexandrov tétele szerint a középpontosan szimmetrikus tes-
teket meghatározza párhuzamos vetületeik mértéke. [2, The-
orem 3.3.6]

5 Egy térbeli nem középpontosan szimmetrikus konvex test és
az origóra vett tükörképe minden irány mentén ugyanakkora
területű vetülettel rendelkeznek, de nem esnek egyben [2].
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Takarási szám: lássuk a csomagolást! 2. Takarási számok 2.1. Konvex görbék

Pontvetület

K

•P
ν
K

(P)

Az ábrán a K kon-
vex test P középpontú
(egység) körön meg-
jelenő pontvetülete és
annak ν

K
(P) szög-

mértéke látható. A
K test α-izoptikusa a
{P : ν

K
(P) = α} hal-

maz (α ∈ [0, π]).

1 A síkban a pontvetület alakja és hossza ugyanazt az információt hor-
dozza. Magasabb dimenziókban viszont előbbi jóval többet.

2 2ν
K

(P) = M∂K (P)
3 Sokkal több pontvetület van, mint párhuzamos.
4 Síkban pontosan akkor van olyan nem kör konvex tartomány

melynek ν-izoptikusa kör, ha ν/π ∈ Q legkisebb nevezője páros
[3]. Csak a körnek van két kör izoptikusa [8].

5 Ha a síkban egy nem feltétlen korlátos konvex T tartomány-
ban lévő két konvex sokszög egyforma szög alatt látszik ∂T

minden pontjában, vagyis ∂T az ekvioptikusuk, akkor egybe-
esnek. [4]

6 Ha a síkban a nem feltétlen korlátos konvex T1 és T2 tartomá-
nyok metszetében lévő konvex kompakt K tartomány ismert
νK (P) szög alatt látszik a ∂T1 és ∂T2 minden P pontjában, és
∂T1 nem nulla szögben metszi a ∂T2-t vagy aszimptotikusok a
végtelenben, akkor K rekonstruálható [5].

7 Magasabb dimenzióban alig ismert valami. Friss eredmény,
hogy két izoptikus gömbje csak gömbnek lehet [7].
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Takarási szám: lássuk a csomagolást! 2. Takarási számok 2.2. Multigörbék

Multigörbék

G

P

TP

B
A

SP

Az P pontból nézve a G
multigörbe érintői és ezek
érintési pontjainak TP va-
lamint maximális szaka-
szainak SP halmaza.

Ha egy P pontban a takarási függvény nem C2, akkor

(2.1)
∫
S1
∂wMG(P) dw = 4

∑
AB∈SP

∣∣∣∣ 1
|P − A|

−
1

|P − B|

∣∣∣∣.
Ha egy P pontban a takarási függvény C2, akkor

(2.2) ∆MG(P) =
∑
T∈TP

%(T)
|P − T |3

,

ahol % az adott pontbeli simulókör sugara.

Tétel 2.1 ([6])

Legyen R egy gyűrű, ami körbeveszi a G analitikus multigör-
bét, melynek görbülete a szakaszait kivéve nem nulla. Ha
MG ismert az R gyűrűn, akkor G rekonstruálható.

A bizonyításban előbb (2.1) alapján a multigörbe szakaszait
kalkuláljuk, majd (2.2) analitikus kiterjesztésén keresztül a
sehol sem nulla görbületű analitikus multigörbét.
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Takarási szám: lássuk a csomagolást! 2. Takarási számok 2.2. Multigörbék

Multiszakasz

R

P

A G multigörbe (a csomagolás!) a
barna sokszögek (dobozok!) ösz-
szessége. Ha ezek konvexek,
akkor MG(P) ezek látószögeinek
összege.

Tétel 2.2 ([6])

Legyen R egy gyűrű, ami körbeveszi
a Gmultigörbét. Az MG takarási függ-
vény akkor és csak akkor harmoni-
kus az R gyűrűn legfeljebb véges sok
egyenes kivételével, ha G egy multi-
szakasz.

Tétel 2.3 ([6])

Legyen R egy gyűrű, ami körbeveszi
a G multiszakaszt. Ha ismert az MG
takarási függvény az R gyűrűn, akkor
a G multiszakasz rekonstruálható.

Kurusa Á. (SZTE Bolyai Intézet) 7 / 8 2014. 05. 22.



Takarási szám: lássuk a csomagolást! 2. Takarási számok 2.2. Multigörbék

Multikör

R

P

A G multigörbe (a hab!) a
színes körök összessége.
Az MG takarási szám a
P pontban ezen körlapok
(buborékok) látószögeinek
összege.

Az Oj középpontú rj sugarú körök (j = 1, . . . ,m) által al-
kotott C multikörre (2.2) azt adja, hogy

∆MC(P) = 2
m∑

j=1

rj

(|P − Oj|
2 − r2

j )3/2
.

Ez felveti a következőt:

Sejtés 2.4 ([6])

Ha f (m) koncentrikus kör veszi körül a G multigörbét, és
van olyan legfeljebb m kört tartalmazó C multikör, melyre
MG = MC ezeken a körökön, akkor G = C.

Nitsche [8] szerint f (1) = 2, ha C koncentrikus.

Tétel 2.5 ([6])

Legyen R egy körgyűrű, ami körbeveszi a G multigörbét.
Az MG takarási függvény akkor és csak akkor forgásinva-
riáns az R gyűrűn, ha G egy koncentrikus körökből álló
multikör.
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Takarási szám: lássuk a csomagolást!

KÖSZÖNÖM A FIGYELMET!

Telemedicina fókuszú kutatások
Orvosi, Matematikai és Informatikai tudományterületeken

TÁMOP-4.2.2.A-11/1/KONV-2012-0073 projekt
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