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Előzmények
A konvex halmazok szeparációjára vonatkozó két szeparációs tétel:
— A Hahn–Banach-féle elválasztási tétel
— A Dubovickíj–Miljutyin-féle szeparációs tétel.
Ezek az eredmények kulcsfontosságúak a feltételes szélsőérték
problémákra vonatkozó Lagrange-elv, vagy Karush–Kuhn–Tucker
típusú tételek levezetésében.

A Hahn–Banach-féle elválasztási tétel [BS00, Hol75, IT79]
Legyen X egy lokálisan konvex tér, K0 ⊆ X egy nemüres konvex és
K1 ⊆ X egy olyan konvex halmaz amelynek belseje nemüres. Ha

K0 ∩ K1 = ∅,

akkor létezik olyan x∗ ∈ X ∗ nemnulla folytonos lineáris funkcionál,
hogy

sup
{

x∗(x) | x ∈ K0
}
≤ inf

{
x∗(x) | x ∈ K1

}
.
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Előzmények
A Dubovickíj–Miljutyin-féle szeparációs tétel [DM63]
Legyen X egy lokálisan konvex tér, K0 ⊆ X egy nemüres konvex
halmaz és K1, . . . ,Kn ⊆ X olyan konvex halmazok amelyek belseje
nemüres. Ha

K0 ∩ K1 ∩ · · · ∩ Kn = ∅,

akkor léteznek olyan x∗0 , x
∗
1 , . . . , x

∗
n ∈ X ∗ nem mind azonosan nulla

folytonos lineáris funkcionálok, hogy

x∗0 + x∗1 + · · ·+ x∗n = 0

és
δ∗(x∗0 | K0) + · · ·+ δ∗(x∗n | Kn) ≤ 0,

Itt δ∗ a tartófunkcionált jelöli, amelyet az alábbi képlet definiálunk:

δ∗(x∗ | K ) := sup
{

x∗(x) | x ∈ K
}

ha x∗ ∈ X ∗ és K ⊆ X .
Baják Sz.–Páles Zs. (Debreceni Egyetem) Egy nemlineáris szeparációs tétel SzTE 2014 3 / 17



Pontok approximációja és az approximáció szerinti
derivált
A fő eredményeink megfogalmazásához szükségünk lesz az alábbi
fogalmakra. [Pá05, Pá06].

Definíció
Rögzített p ∈ X pont esetén egy α = (xk , tk )k∈N sorozatot (ahol xk ∈ X
és tk > 0) a p pont approximációjának nevezzük, ha xk → p és tk → 0
amennyiben k →∞.
Egy normált térbeli értékű, a p pont egy környezetében értelmezett ϕ
függvényt az α approximáció szerint differenciálhatónak mondunk, ha
létezik az alábbi határérték:

lim
k→∞

ϕ(xk )− ϕ(p)
tk

=: Dαϕ(p).

Vegyük észre, hogy ha α = (p, tk )k∈N alakú, akkor bármely ϕ
automatikusan differenciálható α szerint és Dαϕ(p) = 0.
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Két variáció fogalom

Megengedett és érintő variációk (cf. [Pá05, Pá06])
Legyen α = (xk , tk )k∈N a p pont egy approximációja, H ⊆ X nemüres
és p ∈ H. Ekkor a H halmaz p-beli (Dubovickíj–Miljutyin típusú)
α-megengedett variációinak halmaza:

DMα(H) :=
{

v ∈ X | ∃ε > 0 : xk + tku ∈ H, ha tk < ε, ‖u − v‖ < ε
}
,

a H halmaz p-beli (Bouligand típusú) α-érintő variációinak halmaza:

Tα(H) :=
{

v ∈ X | ∃vk → v : xk + tkvk ∈ H végtelen sok k ∈ N-re
}
.

DMα(H) mindig nyílt és DMα(H) = DMα(H◦).
Tα(H) mindig zárt és Tα(H) = Tα(H). Továbbá

DMα(X \ H) = X \ Tα(H), (H ⊆ X ,p ∈ H).
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Egy diszjunktsági tétel

Tétel
Legyenek H0, H1, . . . ,Hn ⊆ X olyan nemüres halmazok, amelyek
p-ben érintkeznek, de p-ben lokálisan diszjunktak, azaz

p ∈ H0 ∩ H1 ∩ · · · ∩ Hn.

és létezik p-nek egy olyan U ⊆ X környezete, hogy

U ∩ H0 ∩ H1 ∩ · · · ∩ Hn = ∅.

Ekkor p pont minden α approximációja esetén

Tα(H0) ∩DMα(H1) ∩ · · · ∩DMα(Hn) = ∅.
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Bizonyítás
Legyen α = (xk , tk )k∈N a p pont egy approximációja és U a p pont
olyan környezete, hogy U ∩ H0 ∩ H1 ∩ · · · ∩ Hn = ∅. Tegyük fel, hogy

v ∈ Tα(H0) ∩DMα(H1) ∩ · · · ∩DMα(Hn).

Ekkor létezik egy vk → v sorozat, hogy

xk + tkvk ∈ H0 végtelen sok k ∈ N-re,

továbbá létezik ε > 0, hogy

xk + tku ∈ H1 ∩ · · · ∩ Hn, ha tk < ε, ‖u − v‖ < ε.

Legyen k olyan (nagy), hogy

xk + tkvk ∈ U, xk + tkvk ∈ H0 tk < ε, ‖vk − v‖ < ε

teljesül. Ekkor xk + tkvk ∈ H1 ∩ · · · ∩ Hn is érvényes, ami ellentmond
annak, hogy U ∩ H0 ∩ H1 ∩ · · · ∩ Hn = ∅.
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A megengedett variációk kiszámítása

Tétel
Legyen Q ⊆ Y egy nemüres belsejű konvex halmaz, D ⊆ X nyílt,
p ∈ D és F : D → Y szigorúan Gâteaux-differenciálható és lokálisan
Lipschitz p-ben.
Legyen α a p pont egy approximációja és tegyük fel, hogy F
differenciálható α szerint. Ha F (p) ∈ Q, akkor

DMα

(
F−1(Q)

)
⊇

(
F ′(p)

)−1(− DαF (p) + cone(Q◦ − F (p))
)
,

és a fenti tartalmazás jobboldalán álló halmaz nyílt és konvex. Ha ez a
halmaz nemüres, akkor p ∈ F−1(Q) és egyenlőség teljesül.
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A megengedett variációk halmazán felülről korlátos
lineáris funkcionálok
Tétel
Legyenek X és Y normál terek, A : X → Y korlátos lineáris operátor,
K ⊂ Y nemüres nyílt konvex kúp, y ∈ Y és x∗ ∈ X ∗.
Tegyük fel, hogy A−1(y + K ) 6= ∅ és C := δ∗

(
x∗ | A−1(y + K )

)
véges.

Ekkor létezik egy olyan y∗ ∈ K ∗ := {y∗ ∈ Y ∗ | supK y∗ = 0}, hogy
x∗ = y∗ ◦ A és

δ∗
(
x∗ | A−1(y + K )

)
= y∗(y).

Bizonyítás-vázlat
Tekintsük az Y × R szorzattérben a

L := {(A(x), x∗(x)) | x ∈ X} és M := (y + K )×]C,∞[

halmazokat. Ezek konvexek, diszjunktak és M nyílt is. Ezért a
Hahn–Banach szeparációs tétellel elválaszthatók.
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Az érintő variációk kiszámítása

Tétel
Legyen Q ⊆ Y konvex és legyen F : D ⊆ X → Y szigorúan
Gâteaux-differenciálható és lokálisan Lipschitz p-ben és F (p) ∈ Q.
Legyen α a p pont egy approximációja és tegyük fel, hogy F
differenciálható α szerint. Ekkor

Tα

(
F−1(Q)

)
⊆

(
F ′(p)

)−1(− DαF (p) + cone(Q − F (p))
)

és a tartalmazás jobboldalán álló halmaz zárt és konvex. Ha X és Y
Banach-terek, F szigorúan Fréchet-differenciálható p-ben és az F ′(p)
lineáris operátor szurjektív, akkor egyenlőség teljesül és a jobboldali
halmaz nemüres.
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Az érintő variációk halmazán felülről korlátos lineáris
funkcionálok

Tétel
Legyenek X és Y Banach-terek, A : X → Y szurjektív korlátos lineáris
operátor, K ⊂ Y nemüres konvex kúp, y ∈ Y és x∗ ∈ X ∗.
Tegyük fel, hogy A−1(y + K ) 6= ∅ és C := δ∗

(
x∗ | A−1(y + K )

)
véges.

Ekkor létezik egy olyan y∗ ∈ K ∗ hogy x∗ = y∗ ◦ A és

δ∗
(
x∗ | A−1(y + K )

)
= y∗(y).

Bizonyítás-vázlat

Az A operátor szurjektivitásából következik, hogy KerA ⊆Ker x∗. Így, az
ún. faktorizációs tétel szerint létezik olyan y∗ ∈ Y ∗, hogy x∗ = y∗ ◦ A.
Erről az y∗-ról belátható, hogy K ∗-beli.
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Fő eredmény

Tétel — Feltételek
Legyenek X ,Y0 Banach-terek és Y1, . . . ,Yn lineáris normált terek,
Q0 ⊆ Y0 egy nemüres konvex és Q1 ⊆ Y1, . . . ,Qn ⊆ Yn nemüres
belsejű konvex halmazok. Legyen továbbá D ⊆ X egy nyílt halmaz,
p ∈ D, F0 : D → Y0 szigorúan Fréchet-differenciálható p-ben,
F1 : D → Y1, . . . ,Fn : D → Yn szigorúan Gâteaux-differenciálható és
lokálisan Lipschitz p-ben, és tegyük fel hogy az F ′0(p) derivált
szurjektív lineáris leképezés. Ha

F0(p) ∈ Q0, F1(p) ∈ Q1, . . . , Fn(p) ∈ Qn

teljesül és a {F−1
0 (Q0),F−1

1 (Q1), . . . ,F−1
n (Qn)} rendszer lokálisan

diszjunkt p-ben, azaz létezik egy olyan U környezete p-nek, hogy

U ∩ F−1
0 (Q0) ∩ F−1

1 (Q1) ∩ · · · ∩ F−1
n (Qn) = ∅,
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Fő eredmény

Tétel — Állítások
akkor a p pont bármely olyan α approximációjára, amellyel
F0,F1, . . .Fn differenciálható α szerint, léteznek olyan

y∗0 ∈ NF0(p)(Q0), y∗1 ∈ NF1(p)(Q1), . . . , y∗n ∈ NFn(p)(Qn),

nem mind azonosan nulla folytonos lineáris funkcionálok, hogy

y∗0 ◦ F ′0(p) + y∗1 ◦ F ′1(p) + · · ·+ y∗n ◦ F ′n(p) = 0

és
y∗0

(
DαF0(p)

)
+ y∗1

(
DαF1(p)

)
+ · · ·+ y∗n

(
DαFn(p)

)
≥ 0.

Itt egy Q ⊆ Y nemüres konvex halmaz esetén,

Np(Q) :=
{

y∗ ∈ Y ∗ | y∗(y) ≤ y∗(p) minden y ∈ Q-ra
}
.
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Egy alkalmazás

Lagrange-elv — Feltételek
Legyenek X és Y0 Banach-terek, Y1, . . . ,Yn lineáris normált terek,
D ⊆ X nyílt, p ∈ D, és F0 : D → Y0,F1 : D → Y1, . . . ,Fk : D → Yn,
F : D → R. Tegyük fel, hogy Q1 ⊆ Y1, . . . ,Qn ⊆ Yn nemüres belsejű
konvex halmazok, F1, . . . ,Fn,F lokálisan Lipschitz és szigorúan
Gâteaux-differenciálható p-ben, F0 szigorúan Fréchet-differenciálható
p-ben és F ′0(p)(X ) az Y0 tér zárt altere. Legyen továbbá α a p pont egy
olyan approximációja, hogy F0,F1, . . . ,Fn,F differenciálható α szerint.
Tegyük fel, hogy a p pont feltételes lokális minimum helye az F
függvénynek a

F0(x) = 0, F1(x) ∈ Q1, . . . , Fn(x) ∈ Qn

korlátozások mellett.
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Egy alkalmazás

Lagrange-elv — Állítások
Ekkor léteznek olyan nem mind azonosan nulla

y∗0 ∈ Y ∗0 , y∗1 ∈ NF1(p)(Q1), . . . , y∗n ∈ NFn(p)(Qn),

lineáris funkcionálok és egy λ ≥ 0 konstans, hogy

y∗0 ◦ F ′0(p) + y∗1 ◦ F ′1(p) + · · ·+ y∗n ◦ F ′n(p) + λF ′(p) = 0

és

y∗0
(
DαF0(p)

)
+ y∗1

(
DαF1(p)

)
+ · · ·+ y∗n

(
DαFn(p)

)
+ λDαF (p) ≥ 0.

Az approximáció speciális megválasztásával a lokális minimum
standard első és másodrendű szükséges feltételei levezethetők. Vö.:
[BS00, BT80a, BT80b, BTZ82, Iof89, IT79, LMO78, PZ94, PZ96].
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Bizonyítás
A tételben állított lineáris funkcionálok létezése nyilvánvaló, ha
F ′0(p)(X ) valódi altere Y0-nak, mivel ekkor létezik olyan nemnulla
lineáris funkcionál y∗0 ∈ Y ∗0 amely eltűnik ezen az altéren és amelyre
y∗0

(
DαF0(p)

)
≥ 0. Ekkor a y∗1 = 0, . . . , y∗n = 0 és λ = 0 választással

teljesülnek a tétel állításai.
Így feltehetjük, hogy F ′0(p) : X → Y0 szurjektív lineáris leképezés.
Ahhoz, hogy alkalmazzuk a fő eredményünket legyen Q0 ⊆ Y és
Q ⊆ R az alábbiak szerint:

Q0 := {0}, Q :=]−∞,F (p)[.

Mivel p megengedett a minimum feladatra nézve, azaz x = p-re
teljesülnek a korlátozások így

F0(p) ∈ Q0, F1(p) ∈ Q1, . . . , Fn(p) ∈ Qn

és nyilvánvalóan F (p) ∈ Q.
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Bizonyítás
Mivel p az F függvény feltételes lokális minimumhelye, ezért létezik
olyan U környezete p-nek, hogy minden megengedett x ∈ U, esetén
F (x) ≥ F (p). Ez azt jelenti, hogy x /∈ F−1(Q), ezért

U ∩ F−1
0 (Q0) ∩ · · · ∩ F−1

n (Qn) ∩ F−1(Q) = ∅.

A fő eredménynek köszönhetően léteznek olyan nem mind azonosan
nulla lineáris funkcionálok, hogy

y∗0 ∈ NF0(p)(Q0), y∗1 ∈ NF1(p)(Q1), . . . , y∗n ∈ NFn(p)(Qn), y∗ ∈ NF (p)(Q),

y∗0 ◦ F ′0(p) + y∗1 ◦ F ′1(p) + · · ·+ y∗n ◦ F ′n(p) + y∗ ◦ F ′(p) = 0

és

y∗0
(
DαF0(p)

)
+ y∗1

(
DαF1(p)

)
+ · · ·+ y∗n

(
DαFn(p)

)
+ y∗

(
DαF (p)

)
≥ 0.

Innen pedig a Lagrange-elv állításai következnek.
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