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El6zmények

YV

— A Hahn—-Banach-féle elvalasztasi tétel
— A Dubovickij—-Miljutyin-féle szeparacios tétel.
Ezek az eredmények kulcsfontossaguak a feltételes szélsdérték

problémakra vonatkoz6 Lagrange-elv, vagy Karush—Kuhn—Tucker
tipusu tételek levezetésében.

A Hahn—Banach-féle elvalasztasi tétel [BS00, Hol75, IT79]

Legyen X egy lokalisan konvex tér, Ko C X egy nemures konvex és
Ki C X egy olyan konvex halmaz amelynek belseje nemures. Ha

Ko N Ky =0,

akkor létezik olyan x* € X* nemnulla folytonos linearis funkcional,
hogy

sup {x*(x) | x € Ko} <inf{x*(x) | x € Ki}.
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El6zmények
A Dubovickij—Miljutyin-féle szeparacios tétel [DM63]
Legyen X egy lokalisan konvex tér, Ko C X egy nemires konvex

halmaz és Ki, ..., K, C X olyan konvex halmazok amelyek belseje
nemdures. Ha

KonNnKin---NK,=10,

akkor léteznek olyan xg, X7, ..., x5 € X* nem mind azonosan nulla
folytonos linearis funkcionalok, hogy

X +X{+--+x,=0

és

" (xy | Ko)+---+0"(x5 | Kn) <0,

Itt 5* a tartéfunkcionalt jeléli, amelyet az alabbi képlet definialunk: I%}
§*(x* | K) :==sup {x*(x) | x € K} /

ha x* € X* és K C X.
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Pontok approximacidja €s az approximacid szerinti
derivalt

A f6 eredményeink megfogalmazasahoz szikségink lesz az alabbi
fogalmakra. [Pa05, Pao0e6].

Definicid
Rdgzitett p € X pont esetén egy o = (X, tx)ken SOrozatot (ahol xx € X

amennyiben k — oc.

Egy normalt térbeli értékll, a p pont egy kdrnyezetében értelmezett ¢
flggvényt az o approximacio szerint differencialhaténak mondunk, ha
létezik az aldbbi hatarérték:

i £0%) — o(p)

=: D, .
Jim tk ©(p)

V.

VegyUk észre, hogy ha a = (p, ) ken alaku, akkor barmely ¢ 1/7
automatikusan differencialhaté o szerint és D,¢(p) = 0. /
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Két variacio fogalom

Megengedett és érintd variaciok (cf. [Pa05, Pa0e6])

Legyen a = (X, l )ken @ p pont egy approximacioja, H C X nemdres
és p € H. Ekkor a H halmaz p-beli (Dubovickij—Miljutyin tipusu)
a-megengedett variaciéinak halmaza:

DMo(H) :={veX|3Fe>0:xx+tuecH, haty <e,|u—v| <e},

Ta(H) :={v e X |3vk = v: X + tvk € H végtelen sok k € N-re}.

DM (H) mindig nyilt és DM, (H) = DM, (H?). ;’;”{
T.(H) mindig zért és T.(H) = T.(H). Tovabba i
DMa(X\ H) = X\ Ta(H), (HC X,pe H). i
/
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Egy diszjunktsagi tétel

Tétel

Legyenek Hy, Hi, ..., H, € X olyan nemires halmazok, amelyek
p-ben érintkeznek, de p-ben lokalisan diszjunktak, azaz

peHyNHiN---NH,.
és létezik p-nek egy olyan U C X kérnyezete, hogy
Un Hy N Hy N---NHp,=0.

Ekkor p pont minden o approximacioja esetén

‘J'a(Ho) N @MQ(HO n---N @Ma(Hn) = 0.
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Bizonyitas
Legyen a = (xk, tk)ken @ p pont egy approximacioja és U a p pont
olyan kérnyezete, hogy UN Hy N Hy N --- N H, = (. Tegylk fel, hogy

v € To(Ho) N DMy (Hy) N -+ N DM (Hp).
Ekkor létezik egy vx — v sorozat, hogy

Xk + kv € Hy végtelen sok k € N-re,

tovabba létezik ¢ > 0, hogy

Xk +tue Hin---NH,, haty <e, [[u—v| <e.
Legyen k olyan (nagy), hogy

Xk +hvke U, xxk+thweH t<e |w—vV|]|<e

teljestl. Ekkor xx + txvx € Hy N --- N Hy is érvényes, ami ellentmond
annak, hogy Un HonHy N---N Hy = 0.
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A megengedett variaciok kiszamitasa

Téetel

Legyen Q C Y egy nemures belseji konvex halmaz, D C X nyilt,

p € Dés F: D — Y szigoruan Gateaux-differencidlhat6 és lokalisan
Lipschitz p-ben.

Legyen « a p pont egy approximaciéja és tegyik fel, hogy F
differencialhat6 « szerint. Ha F(p) € Q, akkor

DMo(F1(Q)) 2 (F'(p)) " (= DuF(p) + cone(Q° — F(p))),

és a fenti tartalmazas jobboldalan allé6 halmaz nyilt és konvex. Ha ez a
halmaz nemdres, akkor p € F~1(Q) és egyenldség teljesl.

jp)
f
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A megengedett varidcidok halmazan felllrdl korlatos
linearis funkcionalok
Tétel
Legyenek X és Y normdl terek, A : X — Y Korlatos linedris operator,
K C Y nemdres nyilt konvex kup, y € Y és x* € X*.
Tegyik fel, hogy A='(y + K) # 0 és C := 6*(x* | A= (y + K)) véges.
Ekkor létezik egy olyan y* € K* := {y* € Y* | supx y* = 0}, hogy
X*=y*oAés

5 (x| ATy + K)) = Y ().

Bizonyitas-vazlat
Tekintslik az Y x R szorzattérben a
L= {(A(x),x*(x)) | x € X} és M = (y + K)x]C, oo[

halmazokat. Ezek konvexek, diszjunktak és M nyilt is. Ezért a
Hahn—Banach szeparaciés tétellel elvalaszthatok.
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Az érintd variaciok kiszamitasa

Tétel

Legyen Q C Y konvex és legyen F : D C X — Y szigortan
Gateaux-differenciélhat6 és lokalisan Lipschitz p-ben és F(p) € Q.
Legyen « a p pont egy approximaciéja és tegyik fel, hogy F
differencialhatd « szerint. Ekkor

To(F1(Q)) € (F'(p)) " (— DuF(p) + cone(Q — F(p)))

és a tartalmazas jobboldalan allé6 halmaz zart és konvex. Ha X és Y
Banach-terek, F szigorian Fréchet-differencialhaté p-ben és az F'(p)

linearis operator szurjektiv, akkor egyenldség teljesill és a jobboldali
halmaz nemdires.

[
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Az érintd variaciok halmazan fellilrol korlatos linearis
funkcionalok

Tétel

Legyenek X és Y Banach-terek, A : X — Y szurjektiv korlatos linearis
operator, K C Y nemdres konvex kup, y € Y és x* € X*.

Tegyik fel, hogy A='(y + K) # 0 és C := 6*(x* | A= (y + K)) véges.
Ekkor létezik egy olyan y* € K* hogy x* = y* o A és

F(x* ANy + K) =y (»).

Bizonyitas-vazlat

Az A operétor szurjektivitasabol kdvetkezik, hogy KerA CKer x*. Igy, az
un. faktorizcios tétel szerint létezik olyan y* € Y*, hogy x* = y* o A.
Errdl az y*-rol belathato, hogy K*-beli.
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F6 eredmény

Tétel — Feltételek

Legyenek X, Yy Banach-terek és Yi, ..., Y, linearis normalt terek,
Qo C Y, egy nemires konvex és Q; C Yi,...,Qn C Y, nemires
belsejl konvex halmazok. Legyen tovabba D C X egy nyilt halmaz,
p €D, Fy : D — Yy szigorian Fréchet-differencialhaté p-ben,
Fi:D—Yi,...,F,: D— Y,szigorian Gateaux-differencialhat6 és
lokalisan Lipschitz p-ben, és tegyilk fel hogy az Fj(p) derivalt
szurjektiv linearis leképezés. Ha

FO(p)GOO7 F1(p)€61a 000 Fn(p)ean

teliestl és a {F; ' (Qo), F; ' (Q4), - .., Fr ' (Qn)} rendszer loklisan
diszjunkt p-ben, azaz létezik egy olyan U kérnyezete p-nek, hogy

UnFy ' (Q)nFi Q) n---n Fr ' (Qn) = 0,
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F6 eredmény

Tétel — Allitasok

PV

Fo, F1, ... Fp differencidlhaté « szerint, 1éteznek olyan

Yo ENEp) (), Y1 ENFp)(Q1), oy Y € NEyp)(Qn),

nem mind azonosan nulla folytonos lineéris funkcionalok, hogy
Y6 © Fo(p) +yi o Fi(p) + -+ yp o Fp(p) = 0
és
Y5 (DaFo(P)) + yi (DaFi(p)) + - - + ¥3 (DaFn(p)) = 0.

Itt egy Q C Y nemires konvex halmaz esetén,

No(Q) :={y* € Y* | y*(y) < y*(p) minden y € Q-ra}.
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Egy alkalmazas

Lagrange-elv — Feltételek

Legyenek X és Yy Banach-terek, Y, ..., Y, linearis normalt terek,

DC Xnyilt, pe D,és Fo: D — Yy, F1: D — Yq,...,Fx: D — Yy,

F . D — R. TegyUk fel, hogy Q; C Yi,..., Qs C Y, nemires belsejl
konvex halmazok, F4,..., Fn, F lokalisan Lipschitz és szigorian
Gateaux-differencialhat6é p-ben, Fy szigortan Fréchet-differencialhato
p-ben és Fi(p)(X) az Y, tér zért altere. Legyen tovébbé o a p pont egy
olyan approximécioja, hogy Fo, F1, ..., Fn, F differencidlhaté « szerint.
TegyUk fel, hogy a p pont feltételes lokalis minimum helye az F
flggvénynek a

Fo(x) =0, Fi(x) € Qu, oo Fn(x) € Qn

korlatozasok mellett. )
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Egy alkalmazas

Lagrange-elv — Allitasok
Ekkor léteznek olyan nem mind azonosan nulla

yg € Y(T? .y1>k 6j\r/:1(p)((2‘|), 000 y;; Ej\ff:n(,o)(()I’l))
lineéris funkcionalok és egy A > 0 konstans, hogy
Y5 © Fy(p) +yi o Fi(p) + - + ¥y o Fy(p) + AF'(p) = 0

és

Y6 (DaFo(P)) + ¥i (DaF1(p)) + - - + ¥7 (DaFn(p)) + ADaF(p) > 0.

Az approximacio specialis megvalasztasaval a lokalis minimum { /
standard elsd és masodrend( szlkséges feltételei levezethetdk. VJ/)
[BS00, BT80a, BT80b, BTZ82, 10f89, IT79, LMO78, PZ94, PZ96]. |

Bajak Sz.—Pdles Zs. (Debreceni Egyetem) Egy nemlinearis szeparacios tétel SzTE 2014 15/17



Bizonyitas

A tételben éllitott lineéaris funkcionalok létezése nyilvanvald, ha
Fi(p)(X) valodi altere Yg-nak, mivel ekkor létezik olyan nemnulla
linearis funkcional y; € Y; amely eltiinik ezen az altéren és amelyre
Y5 (DaFo(p)) > 0. Ekkora y; =0,...,y; = 0 és A = 0 valasztassal
teljestinek a tétel allitasai.

igy feltehetjiik, hogy Fo(p) : X — Yq szurjektiv linearis leképezés.
Ahhoz, hogy alkalmazzuk a f6 eredménylinket legyen Qy C Y és

Q C R az alabbiak szerint:

Qo := {0}, Q =] — oo, F(p)[.

Mivel p megengedett a minimum feladatra nézve, azaz x = p-re
teljestiinek a korlatozasok igy

Fo(p) € Qo, F(PeQ, ..., Fa(p)eQn

és nyilvanvaloan F(p) € Q.
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Bizonyitas

Mivel p az F fliggvény feltételes lokalis minimumbhelye, ezért |étezik
olyan U kérnyezete p-nek, hogy minden megengedett x € U, esetén
F(x) > F(p). Ez azt jelenti, hogy x ¢ F~1(Q), ezért

UNnFyN(Qo)n---nF Q)N FH(Q) = 0.

A 16 eredménynek kdszdnhetben léteznek olyan nem mind azonosan
nulla linearis funkcionalok, hogy

Yo ENr)(Qo), Y7 ENF)(Q1), -y ¥Yn € Neyp)(Qn),
Yo o Fy(p) +yi o Fi(p) + -+ yp o Fp(p) + y* o F'(p) = 0
és
yg(DaFO(p)) +y1*(DaF1 (P)) 4 +Y;(DaFn(P)) +y*(DaF(p)) > 0.

Innen pedig a Lagrange-elv allitasai kdvetkeznek.
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